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~Verilen‘herhangi,ikinci dereceden bir diferansiyel opera-
t6r doniisiimlerle | ‘ .
i " PV g
A=1{10, + s<e>+(( 2”*—[:;)
bigimine getirilip,'Schrﬁdinger operatorh
AS :{ 1) O/ - ZmVlT) ‘[-l- ) h , =

AT Yz
ile karsilastirildi. Ortaya gikan lineer olmayan diferan-

- siyel denklemin " sabitle eslegtirilme o yontemi i~
le bﬁlunan ¢oziimlerin yardlm; ile Schrédinger denkleminin
tam.gﬁzﬁlebilirligini saglayan potansiyel siniflari elde
edlldi ‘ |

Konfluent hxpergeometrlk dlferansiyel denklem icin ayni
sonuglar dinamik gruplardan SU(i i) 'in 6zellikleri kul-
lanilarak da elde edllerek, analiz ve grup teoritlk yon-

temler ara31ndaki uyum vurgulandi.



ABSTRACT

A general seceond order differential operator

borreSponding the differential equation
S d |
(Esm+RE+R)w=0

is put into the form » '
/\Gz{’go,%ﬂeh( ( )+-—)}‘

~after séveral transformations. Comparison with the

Schrédinger operator

A= {10, er;. l(.{:n, z;nf’}

- yields a highly non-linear differential equafion.

The class of potentials that give rise to cbmpletely
integrable'systems are found for a given'&ifferential
equation. -

' The results for the confluent hypergeometric differen-
tial egquation is identical to thaf"of a grpup theoreti- -

cal approach using the dynamical group SU(4,1).
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I. ¢Inig:

vKnantum mekanlgl problemlerlnln gozumienﬁe51nde ¥ullani=-
lan’ yontemlerde yapllan temel 1glem, bunlarin ozdeger e- g
gitliklerine uygun matematlksel kallplarl bulup gerekll-
donasumlerl yaparak ¢Uziime’ varmak §ekxinded1r. (1 ) Fl&lk“
sel kosullarin tam olarak bellrlenebildigi problemlerde
kullanllabllen bﬂbyapl gzel blrbdlferans;yel denk4emden,"
hargkét edilerek'ﬁéel bii:Schfﬁdinger'dénklemini #ermek-
tedir.; Matematlgln ozel bazl denklemlerlnln on plana ¢ik-
t1g1 ve gozumlerln bu’- fonks1yonlar gergeve31nde arandlgl |
bllinen blr gergektlr (2 3”4) ' ; :
Bu.ozel egitliklerln kokenl ara§t1rlldlg1nda gogunlukla
duzgun tekil noktalar 01var1nda serilere agllabilen gozum-
ler. veren Puchs t1p1 dlferan51ye1 denklemlere var11d1g1
gorulmektedlr. (4, 5) o

Verilen en genel ikinei derece dlferansiyel denkleminden ”
“hareket-edildiginde - elde. edilebilecek _gBziimler ve. bunlar;:;
ra kargilik gelecek potan51yel 51n1flar1n1n neler olabi~
lecegl du§unce51 enteresan sonuglar verebillr. Bunun 1-‘
gln_Fuchs dlferansiyel ‘denklemi uygun donugumlerle .genel
Schrédinger dehklemine;behzeiﬁrse elde edllen 1fade genel
uchrodlnger denklem1 ile mukayese edlldlgfnde llneer o*-'
mayan bir dlferanSLyel denklemle kar§l1a§1llr.} Ilk baklg—

ta gok xarmagrkmlg gibi gurunen bu denklem aeglsik bir yak-



lagimla irdelendlglnde kuantum mekdnlgl problemlerlnde 81K
4A31k kaz§1mlza glkan -po% ansayel s¢n1fiarr‘e1de Pdileblllr.'T”
‘Degi§1k‘b1r yaklaglm olma31 baklmJndan son bclumde,SU(i 1)

Lie cebrlnl kullanllarak bulunan sonuglarl analiz yoluyla

jelde edllen sonuglarla kargllastlrmak mumkundur,

e



IT. INVARYANT r(R

Ikxineci apreuedea en genel bir diferansiyel denklem . (Z)
n z),[g(z).garpan fon351yon1ar1,VVCZ)denﬁ emi saglayan
herhangi bir ¢Gzim olmak lzere
] ’ ) . L
B2y w”(z) + K (z) wi=z) + E(z)w =0 (TL.1)
geklinde jfade ediiir. Denklemi ikinci dereceden bir
lineer diferansiyel -operatdr yardimiyla ifade-etmek is~
tedigimizde ‘
L={F,F,R}
tanimiyla i
: ” r . ' r
‘Lw=EwW +Ew +Ew =0 (11.2)
gseklinde yazébilir;z. |Lv operatoriiniin hermitsel olma-
81 Fizik ve Uygulamala Matematikte 6zel bir ©nem tagi-
dlglndan, '
L=
olmasi igin gerekli gartl araQtlrmak faydall olacaktir.
Once . ' i
+ /
Cw = W442 “E)w'+ (R~ F-E)wW
oldugu hatirlanip karsilastirma yaplllrsa.ﬂ_ U_ olabil-
mesi igin F—;: F; 'in gerek ve yeter sgart oldugu ortaya
¢lkar. o ‘

/

Sayet baglangigta FZ:F1 olmasi saglanamiyorsa bir ben-

zerlik donigimii ile
! -1
sbLssw =0

veya Al = “::vill_s LY

’:’
S W



tanimlariyia -

NY =0 (11,3
elde edilir. /A\ nin hermitsel bir cperator olmaal igin
S(z) ‘'nin ne olmasl gerek+1a1 bulunabilir,

.(II 3) denklemi agﬁf bigimde yaulldlglnda
/\q}~s[2§23 +E dz +Fg]3‘sw:<0
veya ' '

g4 d? -5~ d 1=y —
$-|:2-&?SL|}+S RgzsW+sksW=0
| g'@( SY2sY+ V) +SR(SWH W)+ Ry = 0

eid° edilir. Xenlden diizenleme Japlllrsa
(2F—+ )(|)+( -S—-H—;)(p y
bulunur, 4%\ 4%\01ma31 §art1n1n y (I1.4)
, . .
= = +
= 28S +F |
oldugu, dolayisiyla S(z)igin A )
’ - 1_/Jidz : )
=\ e Z/& (11.5)
hesaplanar, Sonug Sonin-Polya teoremine uygundurq'Bu
durumda.denklemimiz
wo 4 : [ —
E 1y’ E-F (RE) B
LIJ + 3 ('j.‘.( 2K 48 ; ‘?2')({'; = (11.6)
gekline girer.( Ek1 ). :

Elde ‘ettigimiz bu yeni denklemi iétedigimiz bicimde se-

killendirebilmemiﬁ-igin basit bir operasyon yeterli ol-
maktadir. (II.2) ifadesini Gnce standart forma sokup
" ¢ . ’ - s

W +Pw +Qw =0 S (11,7

seklinde ifade ederiz. $Simdi E:ﬂ olacag:i iginf3 =C o=

T‘-

-



lur, Yeni durumda (1I. 5) egitiiginin ifadesi

Vel G By =0 e

olacakﬁlr. chrodlnger uenklemine egdeger olan bu sonug

matematikte * invaryant Form " olarak ‘adiandir:lmaitadir

i, FUCHS D'i’FERANSiYEL DENKLEMI

Kompleke diizlemde, en kotl 1ht1malle z=oo da dahil ol-
mak uzere$ tekil noktalarl duzgun olan homcgen lineer
esitliklere Fuchs tipi diferan51yeludenklemler‘adl ve-
rilir. - Tanim geregi bu denklemlerin diizgiin oihayan
“tekil nck%alarl yoktur. - ‘ |

En.genel formda birinci ereceden bir Fuchs difefansi~

,‘yel denklemi‘

. . n A . - T , ) -
/ MK ) _ - ;
1 3 \NZ— O (IIIai)
wi(z) + ( #Z ST @ |
seklindedir: Denklemin ¢Ozimil
: n
% 3 r "A
wi(z) = U(Z’Zk) ¢

‘elemantér bir fonksiyondur. A
Ikinci dereceden Fuchs diferansiyelAdepkfemi'ip(z) . gl
carpan fonksiyonlari olmak lizere o

W//‘ + p@ W,I + gz W :C ' {I11.2)
seklinde verilir. Denklem ihtiva ettifi tekil nokia
saylélna bakilarak 6zé1 adla”1a anyimaktadar,

Ornegin z= Z,'de tekil nokta11 Fuchs d;feran¢1vk* denk=

lemi " 2 , : . o
W e 2w =0 ' , 11,53
377, C ( )

olup 4&; ve 4@, herhangi iki sabit ise



=]
Z-Z4

¢ Oz limiiny vgrmektedir. z= 'da tekil noktali diger

W;da__

Fuchs diferansiyel denklemi
w”’ =0 S . (111.4)
oiup ¢ 0z limii ‘
W= aZ + 8
geklindedir, '
Tekilvno'l«-ttiavlarl Z=Z,ve Z=o0'da olan iki tekil noktali

denklém

vkt , o
W ‘ w4 ke LW = 0 (111.5)
_ (z-z)* . : - :
dir, *k, ve kglkl sabit olmak iizere Euler diferansiyel

denklemine egdeger olan denklem z-= z,civarlnda A ve B

keyfi sabitler olup
A(Z—zn +a(z Zl)
gozumunﬁ vermektedir. .
Ug tekil noktali bir Fuchs difefansiyel denklemi

7 A, 3 Ag' S By - _Be .
W +("“‘z_z, f" Z—Zg) W o ((z z,jz+ (z ‘Z;)*)W O(III 6)

olup ¢oziimler elemanter fonksiyonlara indlrgenemezler.

Baglm51z deg;skenlepin lineer kasmi donu§nmler1 ile bu
tekil noktalar [0 ,1 ve oo'a yerlestirilebilir. Gauss
'un hipergeometrik diferansiyél denklémi

; V4 f
z(1—Z)w +[c-(q+b+1)z] _—abw—
v (III 7)
bu sartlarl taslyan, hipergeometrik serilere agilabilen
qozumlen<vermekted1r.? ‘

:W“'(Z) =F(a,b,c;z)



Wa(z>-F(0+l-c, b+1-c 2-c3 z) 7 °¢

gé:;zuxrl_erde'n;klsl olup 0<|Z|€] ve ¢ >0 ,oldugu\nda» ,
W1 5. €<1 oldugunda Wa 'ge,gé_fifi _¢Bziim olmak'tédlrs c=1 :
igin Wy ve w@v ayni olur, ’_ | '

Sayet (111, /) denklemlnde Zz ;yerlne yenl bir baglm51z

~

ieglgken zZ > £ tanimlanirsa denklem

b
z(1-'3—-) w"v+[‘c'~2—’-(1'+c)—£]‘ ‘—aw=0 |
olur ki tekil- noktalar z=0 42Z= bve Z =0 'dadli-, (III 8)
$imd1 h-—»aa seglllrse (111.8) " denkleml _
zw’ s (c--z)w.-.-.qw:o & (1'11,9)4'-

_konfluent hipergeometrik diféransiyél denklemihe dﬁnﬁ$ﬁr

v, YONTEM VE UYGULANISI '_ ¥

Verllen herhang‘:. ikinci derece dlferanmyel denkleml lS-
tenllen ‘bigimde- 1fade etmek 1g:.m 1zlenecek yol denkleml
Bnce mvaryant forma sokmak sonra degig;ken donugumu yap-_. )
mak ancak bu s:.rada 1nvaryant11k bozulacaglndan tekrar ‘

1nvaryant forma getlrmek sekllnde olacaktlr. Invaryant

- forma sokulan denklem Schrodlnger denklemi 11e kargsllag-»

-%tirilarak elde edilen lineez_' olmayan diferansiyel denk-
leme buluﬁabilecekv gtizjimlef,de_gi~§ik segimlerde dégigikv
potansiyelleri :‘belibrlemektedir‘. o - R
I‘tk'incli dereceden en genel ‘d»i_'fjéransiyei 'denklemip opéra?

tori

lL { (Z),E(z), (z)}

idi.- Invaryant forma sokulan bu denklenun operatorunun



yeni §ekli>,

: oo / 2 ;" |
Az{1,0.-6 -G +& ] (17.1)
2k

olmakta ve bu agamada deglgken donugumu yaplldlhlnda

N - [1
A=l - - (&) - @+ £}
elde edilmektedir. Ancak 1nvaryantllk bozuldugundan;
tekrarlanan benzer igslemler sonunda '
16" _ 3 d’ EY_ (BEE& E\?
N = {1 O,z &-7& + -(ZE)-GE)t £ )6

arzulanan blgime sokulmaktadir, ' - (1v. )

Uygulamada bize tatmin ediei fiziksel sonuglarl‘verecek
Fuéhs tipi diferansiyel denklemler tekil nokta sayisi
birden fazla olan ikinci derece denklemleri olacaktlr.
Ancak gelismelerln gozlenebllme31 agisindan bir tane dﬁz»‘
glin tekil noktasi olan (III.4) denklemi ile yontemimizin
uygulamasina bagliyacaglz.

W”" O

dlferan51yel denkleminde operatorumhz

L={1,0, o} |

zaten invaryant formda oldugundan [.3‘4%\' dir.
d _1 d
dé G dz

degigken doniigiimiini uyguluyarék

A, {Grai :;:O}

bulunur. Denklemi ~GZ ile garpip (IV;Z)Heki son



sekline getirince

‘ 1 G/// 3 G,,Z " 7 -
/\ez{‘:o;‘z*'é'””z*w } o (1v.3)

elde edilir. (IV.3) ifadesinde

S - x4 u2
G 2 G .
terimine Gf) fonksiyonunun Schwartziyenidenir. Schwart-

ziyenin si1fira egitlenmesi halinde elde edilecek ¢Ozlm,

tekil nokta sayisi az oldugw zaman uwygulanan Mébius trans

ﬂormasyonudur (Ekll)

2%121"\”,*(2 kzz)zw; W 4 ‘ (1v.4)

S

w”+
Eﬁler-diﬁeransiyel denklemine egdeger olan denklemimiz

C(z=-z))— Z ‘ geklindeki bir transformasyonla

’” Ki ke o, —
W54 5 Wt —R W =0
gekllne getirilebilir, Bu\deglglkllk tekil noktayi z1

den O <@ ta§1maktad1r. §imdi operatdriimiiz

'.L { 1 k1 ka }

ZZ

invaryant,forma sokulursa

I\ = { 1,(),‘%%?'f“:%i§ -f‘-‘—(i }

d6 ~ d6 dz
degl$ken doniisiimii yapi1lip yeniden duzenlendiglnde

K= g+l (551



olmak iizere (IV.3) é§itligi .
’AG { S(G) } (Iv 5)

§ek11ne gelmektedlr. Flziksel sonuglara varmak 191n CIV 5)

es;tllglnl Schrodlnger operatbru fi .

- oy W

,:,:;:;jﬂl " 36”2 K .G’z - 2m\/(r) + -
= G’ T Gla - TR - T‘a T Re

lineer olmayan b1r diferanmyel denklem elde ederiz. Denk— .

lemin sag taraﬂlndakl Jggﬁgﬂ sabit terimine kargﬁm

sol taraftaki terimlerden birlnﬁiegitlenm

saglayan G(Y}§bzﬁmﬂnﬁn kullanllmas1 ile uygun potansiye-b

G’:a“;;““
== sab{t
K G |

;gbzumunun~bu garti sagll-

‘yabilecegini gosterir. Ba ¢oziim kullanlldlglnda lineer

bize - G(r) ‘.u;in'

olmayan diﬂbransiyel,denklemimlz o

(K+—) z‘ 2rr;\\/z(r) 8([’1—1) _?__ﬁ'%

blgimini allr ve l-—o V= éldugﬂndan serbest parga—

- 01k problemine karglllk gelir.

Yontemlmlzi (III 9) ’daki konfluent hipergeometrlk di—

feransiyel denkleme uygulayallm.

@



Lineer diferansiyel 0perat6rﬁhuz :
L:{Z,(C—Zka—ﬂ} ; Bah
dir. invaryént forma sokuldugunda ’ kY

A={1,0, 2 +B +c}

seklinde ifade edilebilmektedir,

. - dz g
5 ‘46 = J€ 3z
"degigken doniligiimiiyle yeniden duzenlendlglnde
=3 "G
B =% - a . C :-—i%

olmak lzere B ‘
A={1,0450+A5 +8E +c] PR
‘bigimine indirgendigini goruruz. Schrﬁdinger operatorii

“ile kar§1la$t1rma yaplldlglnda,

16 3 e"2 - G s 2mV(r) 2(¢+1) , 2mE
—Z‘F 4 +A Gz +’B CG ﬁa '('2 + ﬁa

¢Oziilmesi gerekenkllneer olmayan diferansiyel denklem

(Iv.7)

ortaya ¢ikar. Sabitlerin eglestirilmesi yaplldlglndé:
. . ] 2 N , B
) CG = sabit
garti icin . Glry=r:  goziimi gegerli olup dénklemimiz -
A B ., 2mv(r) (({+1) , 2mE
T r +C= ﬁ e + Y
geklini almaktadir, Bu sec¢im igin gecgerli potansiyel
] _

T ile orantrli olacajindan Hidrojén atomu prob- -

lemine [ # O icin ¢bzim getirmektédir.v

T .72
”) B ‘GG'Z = sabit .



olmasi halinde GO)=T ' ‘¢Oziimiiniin gegerii olacagi ve

L ABA qpacr®=- Zogtn _ L)) 22

e'sblitligin»in elde edildigi gérﬁlﬁr. E‘@legtirme iyapildigin-

da bulunan potansiyel V(r) = —Z—mw i' B olup, Z# 0
i¢in Harmonik 0511at0r problemlnl ¢Ozdigl gorulmektedlr.
. G’a N
iif) | A =5 i sabit
sartini saglayan ¢oziim
s -ar
G(r) =¢

gibi bir fonksiyon ‘olmalidir. blmdl dlferans:Lyel deriklem

.‘(A-—?L)52+Bae Gedett Zw%vm Weh) , 2mkE

rZ ﬁa

olur, Terimlerin e§1e§tiriimesi yapildiginda,

'Tekil n;oktalarl O 1 ve ,oo 'da olan Gauss'un Hlper-
geometrlk diferansiyel denklemlnln operatoru '
L= {2(1—2),c—(ﬂ+b+1)z -—ab}

lnvaryant forma sokulursa,

{1,0, As By C
//\"{ 1)0 s 77 * Z“‘Z)+ “"Z)z }

(]



elde edilir.

d - dz d_
46~ & 4z
degisken doniigiimiiyle yeniden diizenlendiginde
Py
- C ’
A = 5 - -2_
_ _ab. clc-a-b-1)
B ~ s
C = - (c-a-b-1)  (c-a-b-1)
‘olmak iizere (ExITD 2
l
N,.=1 '
A= {1,0,450) +A % 18 5) +Crige |

gekline gelmektidlr.‘ Schrodinger operatori ile karsilag-
tirma yaplidlglnda’, ~ .-
16" _36%, 4,67 ¢ .67

26 4 GZ+A'2'+B su-o ¢ (1-G)?

_2mViry (1) | 2mE -

)ﬁz Y‘? + hZ (1v,.8)

(11

.,lin‘eer olmayan diferansiyel denklemi elde ederiz., Sabit-
:lerin eglegtirilmesi diye adlandiracagimiz yOntemi kul-
landigimizda karsimiza miimkiin olabilecek ii¢ durum 'c‘;lkmak-

tadar.

: G
DR -0

§ar£1n1 gergekleyecek G(r) fonksiyonununzse‘gimi' .

Gr)=1-De _
seklinde yapilmalidir. Gozim (IV,8) de yerine kondugunda,

g 2 . . ; ;- . -

('C _ 1—-)612 4 chl)’t - 4 - qul :;Zn1V(r) ) ' 2mE

g (aé-1) " ety T T w pei

2
= = sabit

—ar




- S gekil:d )
O??V(r) o .

i
E
i
|

—ort

e o

.—1703'»?._::1'.-,.;! ., . ‘a/ ;

: MORSE POTANSiYELI

z(r ")/a -r*-r)
\/m V (e _2e ( /‘2)
( Tki atomlu molekdller igin deneysel oi,araL hulundﬁ fo-

Tan51yel enerji fonks1yonunun Morse notansiyeline keo

(g,
sinlikle uydugu gorulmu§tur ))‘ o




o o 'z o ~(W”.-§)
1[) A BG“ G) sabit L A..‘
‘ §ért1n1 saglayacak G(Y‘) fonk31yonunun secimi iki- §ek11-
‘de yapllabllmekt_edlr. '

‘, Gf(v'r’.)‘_ = Cc'shzdr‘
allndlélndé (1v, 8)’ egitligi

%g(tanh er+Co’ramhar) 2 + 4aA~tanh ar— 4B

+4q CCohn\'lar 2mwrj L(E+1) | 2mE
h? r2 h?

‘olur ( EKIV") .

Guruplandirma yapildiginda, B 40 .
. ,’canh’ar(liaz ;-—5!—‘3)+c03ren\a r(l}aci 139 )__Zv%\gr)_
sabd: 435 Q 2:2&'.3 2 Q

: bulunur. A % segildlglnde, potans:.yel 1g1n gegerll

, segim co‘}av\\/\" r 1:1p.1ndes C seq:tldlglnde ise geger-
11 potans1yel tipinin {:avxhar . olacag1 agikardar. .

G(r) = c08’ aY‘

. gozumu 1gin ( IV.8 ) denklemlmlz

if' B2 ({:an uf‘-&-ce'\n\n ar)+ +4a2Atan ar

+4a B+ 467C. coicemar- er%Vér) [(?-H),‘_ Zr%nzl: . »

olmaktadir. Guruplandlrma iglemi tekrarlandlglnda, :

”{QY\?&T(‘M 4 )+co+unar(4azc‘ 3*"-‘) ZY;Z(”)
Sdbif h ZMZB Tz = tht s l-0 "

bulunur. Bu durumda A—_—- segllalglnde, CO\:QY\ZGT -

!

L



V(r) (MeV)

Pl unur. S@hugta €::C) halinde elde edilen potansiyel
= ;2 , - T —R/G‘A o
BN o A= 5 Az Yy aae f
. n k ‘
olimak ilizere i
Vir) = - —e
- : |+ E{T-R}aa
gekline getirilebilif.? Woods-Saxcn potansiyeli olarak
blllnen ve nukleer fizikte tek pargacik mode‘ler1nde en

gergekgl sonuglara goturen potan81ye1 turudur (Qevll 23

i H
E
i '

P ¢
) ‘ :';

g.g' t,o"' s o e aslir o v nam -
- o
H s
s

-iF 2 S g
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tipi, C:T:} ‘seg:ilirse {:ahzar "~ tipi potansiyellierin
gegerli olacagi ortaya c¢ikar, _ ( Sekilza ) 'de_gb‘riilen
v-,,-_ \/;,co{'aﬂzeir potansiyelinin degisimi ¥ 'ye géredir.
Ayna gekilde. 'V:\/o‘tan?'ar p{o’c’ansiyelinin grafigi ise

( Sekil:% ) 'te verilmigtir.
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gartint safliayan ¢ ouviim
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(RS ‘ T L) i'

siby b ‘:‘u:;'.-\:uj,mx olmalidue, ,.‘?i"ndl‘ wves )y egittigi,
Y *df -
5 B L)a e C D
V\ - ¥ ot + BHA Lo 4 B avy:
-0&) T (1-0¢
~ -‘_‘;im \/.(T) N{}H)
_ . . ht . 2 YZ
vlur, HEglegtirme vapirtdigainda, ! r. h '
at o Ca* - __ 2mVin
~ar ar , \2 F3
(a‘ e “_1) (AC- ) h _
=0 5 (A'“T & =
2ulunur,  Bu agamada | ’ T h

C=0 : aa,=-1 . A--¢

b3

| Viry = — V; T

#oods-faxon potansiyeli elde edilir, Dikkat edilirse

A=0 ve C=zQ igin buldugumuiz ¢oziimler bizi ayni potan-~

sivel tipine gdtiirmektedir, -



- V. CEBIRSEL KOKENLER

Bu;daﬁﬁgﬁmlegin~alt.ya?181n1 aglkiéyaﬂbbir,grup tépri-yaki
-laélmlnin 6imaél dogaldlr;v Nitekim ;VSU(f:, 1) dihamiki
‘guruﬁunnn.jénefatérlerihiﬁ olugturdﬁgmny"spektrﬁm Cebri®
bﬁ,konﬁya“éQikllk,gétirmektedir, vKompékt olmeyan gruplar.
0( 2,4)vsu (1, iinfSL (Z'R)ive'bﬁhlarln'Lie cébirle-.
rinin spektrpmlarl blrgok 51stemin eneral sev1yeler1n1n
hesaplanma51nda kullanllmaktadl GZ )Biz purada  SU( | vy 1)
grubunu kullanarak bazl.ba31t kuantal . sistemlerivinceleyip_'
bulunan- sonuglarln dlferansiyel denklemler teorlsl lle tam

_bir uyum 1g1nde oldugunu gostereceglz, Bunun igin bnce

SU:(_l,I ) g;ﬂbunu.ve Jeneratoxlerinlvklsapa}inceleyecqgiz.
V. ) sU ( 1, 1) Lze Cebrl.

st (f,]) Lie Cebrlnin 'J‘ T ve |: Jeneratorleri agagl-

dakl komutasyon baglntllarlnl saglarlar.

[T' ‘F] =-1i E

[F, 5=

o - , o , o
Casimir operatdriiniin M= - f; ",T + i:

}
Foen

: 2 L 9 o L
oldugu I ile birl}kte kogegen hale getirilip spektrumu bu-
lunacakioperatﬁrﬁn'll olm351 hallnde tanlmlanacak yaratma

. ve yok etme operatorlerl

yardimiyla éébir;



N =
n] =¢

. 2 Ny
seklini a11r. Casimir operatdrii [' 'nin Gzdegeri )\{7\{')

Ep! |:1/

. . 2" B 2 B -1 B
olarak tanimlanirsa, Q 23 Ff'oldugundgn IG 'in spek®-
rumunun | A\ +~1 Cile 4o ve  —(N41) ile - ara-
sinda Pulunan iki ayri pargadan oclugtugu ve ) = 0,112,3f.~

olmak iizere

‘_S'pektrum (E,') :'I(‘))Jk 7\_+|)

oldugu bilinmektedir. Grubun birbirinden farkli asrt tip
- . +

initer indirgenemez temsili olup biz P’ aiye bilineni-

{1a)

ni kullaniyoruz.

V.2) Radyal Momentumun Dinamik Ozellikleri :

Radyal simetriye sah’ip sistemlerin S‘chrvﬁd/inger denklemi
' = 2mVin . L(Ll) | 2mkE

ﬁ(r) - _hz + rz_ » E = hz
tanlmlariylé v C
!6+~UU)—£N$>3:O

olarak yazilabilir, Bu denklemde radyal momentumu ifa-

de eden -K , vey‘a koordinat gosterimindeki big¢imiyle
-t ) ydinamik simetrinin anahtari olacak-

( dr

tir,

r = Vx2'+ 52 + zz degigkenlerine e§lenik‘(fﬁ K]=i) ve
hermitsel (K*: K) bir operatdr olan K 'nin toplam momen-

‘tumla iligkisi



%0 {0

. Kl =. k + Ta |
ile verilir. Kuantal bir bagli durumun kafafllllk sartl
fiziksél olarak kuvvet merkezinden disa veya digtan kuve
vet mefkezine bir akim olmamasidir. Bﬁf§art matematik-
sel olarak <K>=0 denklemiyle ifade edilir. Bir boyut-
iu pfoblemlerde[g'ﬁrulen ( k% >=0 gibi{ uzay tersinmesine

baglanamiyarn bu oclgunun kdkeni ‘dinamiktir, Dinamik den~-

genin bu belirtisi daha da genellest1r$lerek belli sart-

lara uyan f= f(r) 'lar 1g:.m
< VEm KV o> =0
olarak ta yazilabilir, Radyal Schrodinger denklemi

W d o2d L R oL
[_%hr_n 2 dr Zdr  + Tmi *WFE]’R R

‘nin gﬁzﬁmii R(r) , reel V(r) ‘tiar igin, daima reel

olarak segilebilir., Bunun nedeni her R(r) c¢bzimii ig.in
R(r) wve dolayisiyla R(r)+R(r) 'in da ¢Bziim ol-

masidir, B Sylece

Q_,Q__

< K>ruf r dr R ( —1’:) Rir) 1

:/(r2 R(r)d R(r) + - r.dr R(r))

C

/ rRm[rdRm+ drR]
O

f(chr>)d(rR<r5) (rszm)f
[0



Lim rR(r), = Lim rQ(r)
- f—0 r—00

oldugu igin de ( K > =0 saglanir.

< \ f(r)v K \/ f(r)' > A igin ise V/ 'f('l") fonksiyonu R'('F)

ile gruplva‘narak ayni sey elde edilir, Ancak Vbu"durum‘da
Lim \/f(r FRo = i\ F(r rRir) =0

olmasi gerekir., .Eldeki bu ipucu ile artik SU (1,1)
- grubunun jeneratdrlerinin ' ve K ‘eslenik degiskenlerine

bagly olarak ingasina gecilebilir,
v.3) st ({,]) Jeneratérlerinin Insasy ve Indirgenmeler :

Biitiin kararli bagla @urumlarda beklenen degeri sifir o-

‘F(r)‘ KVT,—) operatdrii - [ K Cb(r)] --l(b(r) ba-»
Zintisy kullanilarak f(T) K- —' {(T‘) olarak da yazi-
labilir,

Lt K-% fn>=0 denkleminin grup teorik

izahi, bu ifadenin [ ve T operatsrlerinin bir li-
neer'koﬁ:binezgnu olugudur, Hatlrianacagl gibik r'i Vvo‘pe'—
ratorleri, 'iﬁlevleri geregi

) < T>=<X1IL > =0 J

denkleminl saglarlar. r' ve L operatﬁrlerinin lineer
komblnezonu olmak dogal olarak ]Z—ve T oﬁer’-,atérleririin
lineer kombvlnezonu olmaga egdegerdir. Grup jenératﬁrle-
ri gene sadece grup elemanlarim igeren doniisiimlerle biri-

birlefine doniigebildiklerine gbre geneilikten ayrilmadan



= Lol L bog7
T = f(r)K"‘z-f(")

; ) 5 V ' .z
deneébilir, §chr6dinger denkleminde Kr, sadece K olarak
bulunduguna gére lz ve_’: ,K' cinsinden kuadratik olarak
‘inga edilmelidir. Boylece SU ({,1) grubunun jenerator-

leri Qup = Gun(r)  olwak usere

| - -@12 TKZ + (1)“ K ~+:¢1o
= G, K + (bzq

= B, K+ By K+ By

+~1

e
|

gseklinde yazilirlar. Hesaplara gecmeden dnce bu ifade-.
leri elden geldigince indirgemek ve bagimsiz G s ‘la-
rln saylsinl en aza indirmek gerekir, En once Casimir o-

- peratorii 2

2 2 2 .
P = ~—[; - T 4 E;
‘nin K4 ‘ld terim icermemesi gereginden

@42 = @az = F(r)
‘elde edilir. Bundan sonra komiitasyon bagintilarini ve je-
neratdrlerin bigimini bozmayan
-igm L gl
f— e r e

gibi bir benzerlik doniigiiminde

y ®,,
(r) = -~ 2
g 20,

: o - 20
segilerek yeni gosterimde @.“ =0 olmas: saglann(.) Boy-

lece



» 2 g
rz“ = F(r)K "' é10

T = '@2{ K + a2()
I_: :

Fry K+ b K+ by

. 3 ,
bulunur, - Son olarak da Casi ir- operat&riiniin K 1 teri-
- mi de igerme’mési' gereginden Q%:Qelde' edilir. :
fleride hesap kolayligi séglama51 bakimindan 1kivbag1m4

s1z fonksiyon
%

3, = H( +

S

R0
.s.\lﬁ
N O

olarak tanimlanir ve

3—1' [ i:)‘ ,Z]

bagZintisinin da 'yardlmlyl'a

o= Fo K+ Hio —-G;r)
T = Fn 6t - L Fo 60
. = Fw K" + H(r) + 64(r)

elde edilir, Burada bagimsizmis gibi goriinen Fr), H(T),G(r).

'fqn.ksiybonlarlnln_
In, Tl=-it®
[ T) C] =1 E;



b oy

P
komiitasyon bagintilarini saglamalara geréktigi've Casi-
mir operatdriiniin sabit olma kosulﬁ da hatirda tutulma;l-
dir, K | |
Detaylari ekte éunulan hesaplaréda bu kogullér1n~sag1an#

masiyla her gey tek fonksiyona indirgenerek (Ex V)

F=-2

I

.lG/4 2 Gya + (3

ve

"2 ! III

" 7\(7\+1) 6

16
ze'% c %

‘elde edilirler, Artik Schrodlnger denkleml bu. operator-

ler yardlmlyla gozulebillr.

V. 4) Schrédinger Denklemine Uygulama
Kullanilacak olan yéntemin esasinin Schrédinger denkle-
mini bir fonksiyonla garptiktan sonra‘SU(1 ,1 ) grubungn

jeneratodrleri cinsinden lineer olarak ifadé,ediimesi ol-



duéu b,eliftilmirsti.' Jeneratdrlerin bigiminden Schrddin-
‘ger depkle'mini ' %2- fonksiyonu-ile gar-pmak gerekti-
gi ve éc‘mugu M '1ér cinéinden lineer olarak ifade et-
fnek 1§1emihde! T 'nin yer almiyacagi agiktir,

[ &K'+ & (v00-e) | 13> =0

denlklemini . E ‘Z E + X‘]\S > ‘:O S

b:.gimlnde yagmak ig¢in X+ ﬁ = 1 olmasi gerekir, p o( ERe

tanlnu. ile .de

ul’ i
6 .2, 3667 1 GG A | DL
[?K LR - R M L

bulunur., Bu iffade

(5 K & (T -€)| 13> =0

‘denklemi ile kargilagtirilarak ilk tnemli sonug,

3 GII-Z - 4 G” G Z (5‘2 2 2mV(r) e(e'ﬂ) 2‘
TE,-Z-‘—?—(_3-,—+?\(7t+1) 62+B‘ 46— 7 v -

elde edilir. Ancak bu denklem kuantizasyon sartini iger-

medlgi igin yetersuzdlr.  Ekte goriilebilecegi blglmde (Ex ¢

[«f +pl+3]ls>=0
. dénk;emlnin ) [W lo +¥]l(?> ?O

halife déniigtirilmesi ve |/ g2~ x? =G kullamilarak

q|es

Spektrum (f;) : Y+ A4l =~

~elde edi‘imesi ile amaca ulagilmig olunur,

'Bﬁ_yl'ece yontemin Oz



2 | o 2 ;2 ’
3 67 1 g” G* _g 72V | L) _2mE
C: +7\(1+1) ‘J? ,{‘\ ’4‘ G h 7 rz» "‘hz

) | W 1)

denkleminden ,\ G ve bA parametrelerini tayin ‘etmek ve

bu parametrelerl - -
D)+ A+ R

1fadesine yerlegtlrlp enerji spektrumunu elde etmektlr. '

|
Qlos'—

(v.2)

'Verllen her Vir) potansiyel ifadesi igin (V.5.1) g_ibi kar-
magik bir ‘nonlineer difer‘a'nsiyei denicienii gﬁzmek ‘milmkiin

olmadigina gére ilk agamada denklemin éag tarafindaki tek

. . 2
sabit terim ‘0lan - -%ﬂt ‘ye  karstlik ,%_ G’z
| S, / 2 sdbite
¥ —g" I >\(7\~+f>~g-—z- terimleri  teker teker egitle-

: nerek bulunan G fonksiyonlara yard1m1 ile gok iyi billnen

li¢ problemin ¢6ziimiine geglleblllr.

V.5) Grngkler.

G(r)ﬁonksiyon/u saptama iglem‘inin:ilging bir yani G vi bir:

sabitle gafpmanln fiziksel sonuglara e,tkilememesidir. Bu-

V.5.1) . :
nun sebebi ise d(enkleminde & ve ¥ gibi sonradan belir-
. 6%
G

rimleri diginda biitiin terimlerin pay ve paydalarlnﬁc. a,yvu

lenecek iki parametreyle ¢arpirlan Gl.z ve Le-
sayida G® fonks.1yonu ‘bulunmasidir. Bu anlaylgla en ba-
sit gekliyle elde edlien ;GO’) fonksiyonlari ve diger sOhug—

lary  tabloda sunulmaktadir,



Denklem‘fi.,' __271’35 - l.- ey |

.c

AN L ¥ o2
; . —

Denkieminin yeni bigimi.

2nVir) - f@+) 2mE !
Hz . rz w2z !

-y
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G.

(V5.1)

Denklewinin yen bicimy

AR+ 3/

2mE _ y GG
h? G -

i
2 o ..w"_..,‘ )

> s48 et ;

— ‘

L _2mV(), £(Lel) |
- ht r?

C dzile l’?\ lekek \ir)

~ - mwir? (SHO)

. R
’>\. ) 4
: X\ m E
2h?
| W |
G =
F o
L(8+1)
H 4r?
nf=_1_,<.zr,,m+r’> 2
L T4z %

,,' - - ) -
Jenevaterier

(v.5.2) Denklem:

T2
. _d2, A 2
| =gk =4
A .3 _ mE/2¥
Vel o MEJIZH

mW /h

Eneryi Spettrumy

E=(2V +4+3/2) hwW




Denklem _ 2mE Arel) _G6
T T
G T e (20
(V 1) ()\+1l2)2az+2‘a‘ eV g2 B (

Denkleminin yeni biami

2mV(0) , _2Ul)

= ___2mE
. re T2
C‘ ‘Z Q‘D!‘ekek \/(T) Vo [e'za (r-ry) _2,‘bre-a(r'r°,)

MORSE POTENTIAL 220

'7\ {-2mE _ 1.
ha 2
X‘ - y 4m Vob esfo
o ta?
G V8mVo' e®’c .
‘ ha
c
. >
H J "2"%5 . ear
T . e V-2 E ar
a— a? K2+ ] hn; e?'_i
Jeneratorler = -
T =- K/a_1/2
e {-ZmE e*, e
| To == Ko L ha T L
(V.5.2) Denkleri | 4mVob €™/Wa? _ y damE L
V8mVo ' e*'e /ha ha 2

Enerji( Spek}rumu

E=—

1 a? I_\l_zm—‘“vo b _(ﬂ”/zﬂ’
2m L h j v




Bqlunan sonuglar sadece potéﬁéiyelleri belirlemekle
kalmayip her’hai igin enerji. spektrumlarini da‘baga—
rila bir sekilde ortaya koymugtur.;

~ Analiz ygiuyla buldugumnug sonuélarla karéllastlrma,
yapildiginda tam bir uygunluk oldugu ortadadir. Boyle-
ce analiz ve gurup teorik yaklagimlar éra31nda belirgin
bir ilinti oldugu gosterilmistir. jnaliz yqlu_ﬁa buldu-
gunuz ( TV.7 ) denklemi ile opektrui ireten’ SU( 1,1 )
Lie cebrini kullanarak buldugumuz ( V.5.1{ ) denklemi

tamamen birbirinin ayni olan sonug¢lari verhektedir.



I+, SONUG" -

Verilen herhangi ikinci défeceden bir,difefansiyel~invar4i
yant formda ifade édilip j_ﬁeéigyk,en Abniigting uygulanarak
yenirbir gekle sokuldu, Ancak bu sirada invafyantllk bo-
zuldugu iginAyeni bir duzenleme ile operator genel Schrb-
dlnger denklemi ile klyaslanabllecek hale

Apgn”i,_:;béj,i,;?
r={1,0, ZS(G) NEIAR (—Z-F%)+.;.)}
.getirildl. Schrodinger operatorﬁ ile '

A, {1 0 2thr) __l:y__) .ZmE } |

kargllastlrma yapllarak lineer olmayan bir diferansiyel
denklem elde edildi.. Fiziksel sonuqlara varmak igin

" sabltlerin eglestirilmesi "' adina verdigimiz yontem -
kullanllarak denklemi’ tamamen gdzﬁlebillr kllan potansi-
yel 31n1flar1 elde edildi. Son olarak SU(1,4) Lie cebri
ve spektrumu kullanxlarak konfluent hipergeometrik denk-~
lem igin buldugumuz sonuglarla, analiz yoluyla buldugumuz
sonuglarln bir karsllastlrllma51 yaplldl. Netieelerin
tam bir uyum iginde oldugu goriilerek analiz ve grup teo—

rik yontemler a3351ndaki‘uyum vurgulandl.
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EK 1

. : ’ i ] _
Y+ (R TRV (EST+RTHE)Y = O
ifadesinde ‘

s _Rk-k

S. E

& E-F, F-g”

degerleriVkullanlldlglndé egitlik

v s B R £, 2

A‘E,ZF’Z \ [ ¥
2 Ch 4 F 1Y =0,
2% 451 b ¢
olmaktadir. Kisaltmalar yaplllp duzenlendlglnde
I/ —
v F: ' k- Y F) ) 1P C)
Y £ ¥ (B N R

(II1.5)denklemi elde edilmektedir.

EK 1T

yapi¥diginda yeni bir diizenleme ile
A i’
G - 36
¢ T I@

oclur. Integral allndlélnda



ﬂnG” | EnG+£na
veya

:C(G

olacaktlr.. Degisken donligtimii yaparak (3" - dersek -

g_ :Ol.g' yanl é-& dg veya la_IB/Z dg“adx

elde edilir.

fg% dy = [adx

integral hesabl yapilinca

g.. ! 2 -:’G’

S 7 (ax+b) |
bulunur, . Ikinci bir integral iglemi yapilirsa

Gt

a(ex+b) al

gibi bir ifade elde edilir ki degigik bir diizenleme ile
-6 = elex+abc-t o Ax+B
T T dX+ab Cx+D

bulunabilir;

‘EX TIII

Egitlik (III.7) 'deki hipergeometrik diferansiyel. denk-
lemin ¢arpan fonksiyonlari

H = 23(1 ‘ZZ)
FE = c-(a+b+l)z ‘
F;: :—Gb

oldugundan denklemi (II.8) 'deki invaryant formda yaz=
mak igin



R ocp ‘.+,‘(C-€i-vb~1)/2

1-2Z
E ._ _oab_
K - z(1-2)

fadelerl ‘bulunupy denklemaekl geklllerlyle

(Y. S le-atbol
5y -

L _acz/Z2 _(»c, (1 b4) |
AN L

. | N z{1-2Z)
‘elde edilip yerine kondugunda {IV.7) ile karsilagtir-
‘ma yapmak yeterli olmaktadir, ’

oz (ccach-p
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