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OZET

Bu calismada lic boyutlu ©klid uzavirda, analitik var-
saydigimiz dogrusal ylizeyler ve bunlarin izometrik tasvirle-
ri incelenmektedir. Bu amacla 6nce dogrusal ylizeylerin ince-
lenmesinde temel olusturan bilgiler &zetlenmektedir. Sonucgta
bir dogrusal ylizeyin bliyliklliklerinin, yalniz doZrultman egri-
nin v parametresine bagli olan l¢ fonksiyon ile (B, o, D)
doguran lzerinde degisen u parametresi yardimiyla ifade

edilebilecegi gdsterilmistir.

Bu bilgiler kullanilarak II. bslimde;

a) Iki dogrusal yizeyin birbiri lzerine doguranlari
koruyan bir izometrik tasvir ile tasviri problemi c¢8zilmiis-

tir.

b) Iki dogrusal ylzeyin doguranlara korumayan izomet-

rik tasviri problemi ¢&zlilmiistlr.

c) Dogrusal olmayan bir dénel ylizeye izometrik olarak

tasvir edilebilen dogrusal yﬁzeylér belirtilmistir.



SUMMARY

In this work, rectlinear surfaces which are assumed
to be analytic and their isometric mapping are studied. In
this respect, first I summerized the main knowledge about
the rectlinear surfaces that is the base for studying these
" surfaces. As a result, It is shown that,quantities of a
rectlinear surface can be explained by three functions;

B ,0, D3 which depend on base curve parameter v and

the parameterof generator u.
By using these facts;

a) The problem, which a rectilinear surface maps to
another rectilinear surface by preserving the generators, is
solved.

b) The problem, which a rectilinear surface isometrically

is mapped by non-preserving generator to another rectilinear

surface.

c) It is determined the rectilinear surfaces which can
be mapped isometrically to a non-rectilinear surface of

revolution.

3 SNCREITTLIT



BOLOM I

DOZRUSAL (REGLE) YOUZEYLER HAKKINDA TEMEL
BILGILER VE SONUCLAR

“1.1, 6iRris

Bu calismada bir parametreli dogrular ailesinin geo-
metrik yeri olarak tanimlanan ylizeylerden ve bunlarain birbi-
ri lizerine izometrik tasvirinden s&zedecegiz. Bu ylizeylere
"dogrusal ya da regle ylizeyler" denir. Bdyle bir ylizey lize-
rinde tlm dogrulari kesen herhangi bir egrinin yer vektdri-

ni r (v) ile gbsterirsek, ylizeyin vektdrel denklemi

—d

(v)

X (U,v)

T(v)

%(u,v) = P(v)+u.T(v) (1)

olarak yazilabilir,



alinir-

Burada;
T(v): Herhangi bir doguranin birim vektori
v i r(v) egrisinin yay uzunlugu
olup;
= -

V) = (V) s ) = Tw) = 1
dsiges

Bu denklemde 0&6zel olarak;

T(v) = sbt, vyani doguranlarin dogrultusu sbt.
sas

%(u,v) = p(v)+u.k (K : sbt)
olarak "genel silindir"

+

r(v) = 0 alinirsa;

>

X(u,v) = u.T(v)

olarak da "genel koni" denklemi elde edilir.

dirleri ayri tutmak icing

rv) # 0 , T(v) # o0

varsayacagiz.

Koni ve silin-

(2)

= . . 5§ - fon 3. . . .
r(v) egrisine "ylizeyin dogrultman egrisi" , her bir

dogruya "ylizeyin doZurani" .,



X(u,v) = u.T(v) (3)
konisine de "ytlizeyin doZrultman konisi" denir.

Simdi bu ylizeyin I.Esas Formu ve Normalini yazalim:

> > e %

T.t =|T| .|t] .Cosd = Cose (0 <9 <1 )

> 9 2

T'“(v) = a (v) ' ()

e -

T'(v).t(v) = b(v)

dersek; (1) den;

Cosg(v) , G = l+a2u2+2bu

t
I
=
ol
[

(5)

W =+ /EG—F2—= + /5232+2bu+sin29—

yanis
d§2 = d82 = du2+ZCosedu dv+(l+a2u2+2bu)dv2
ve
¥ o— T 4 T+u.T p T (531
w

bulunur.



1.2, BOGAZ cizGisi ;

Regle ylizeyin (1) seklindeki g&steriminde ?(v) egrisi-
nin ylizeyin lizerinde bulunmaktan baska, ylizeyin geometrik ya-

pisi ile hicbir alakasi yoktur. Yani bir regle ylizey lzerin-

R e

de istedigimiz her egriyi T(v) olarak alabiliriz.
Ancak daha Once;

X(u,v) = 3(u)+(v-u).%

geklinde tanimladigimiz genel bir acilabilir ylizeyde kullan-
dlglmlz';(u) egrisi ise ylizey lzerinde bulunmaktan baska,
ylizeyin tim doguranlarina teget olmak gibi (ylizeyin biiklilme

ayriti olmak) bir 6zellik saglar.

Simdi acilabilir olmayan regle ylizeylerde de ylizeyin
geometrik yapisina bagli bdyle bir egri tanimlamak istiyoruz.
Dogal olarak ylizey acilabilir degil ise, doguranlar ayni bir
egrinin tegetleri olamayacak, bunun yerine sdyle diisilinlilebi-

lecektir:

Bir doZuranin ardisigi ile ortak dikmesini g&z&niline
alalim. Bu ortak dikmenin doguran {izerindeki ayak noktasinin
doguranin ardisiginin kendisine yaklasmasi halindeki limit

durumuna "dogurana ait bogaz noktasi" denir. Her doguran lize-



rinde olusturulacak bu boZaz noktalarinin geometrik yerine

vyiizeyin bogaz cizgisi" denir,
Simdi bogaz ¢izgisinin denklemini arayalim:

Bunun icin tanim geregi ylizeyin sonsuz yakin eleman-
lari ile islem yapma zorunlugu vardir. O halde doguranlari
degistiren v parametresinin v degeri ile elde edilen dog-
runun ardisigini, parametrenin v+dv degeri ile elde ettigi-
mizi varsayarsak ,buradaki dv, karesi kendisinin yaninda
yoksayilabilecek kadar kiliclik olan herhangi bir sayi yani bir

sonsuz kiiclik olacaktir.

Yani dv® =0 alabiliriz.

ki (v+dv)
B (0,v+dv)

D (u,v+dv)

Cluo,v)

AlO v)
u=0 (dogruliman egrisi)

AC doguraninin birim vektdrd T(v) ;

BD ardisiginin birim vektdrl ise;
T(v+dyv) = T(v)+T' (v).dv

dir.



simdi ardisik doguranlar arasindaki aciyi dvy ile

gésterelim:
dy = Sin(dy) = IT & (F4Fravd] = |T 2 Triav. |

= |T'|. dv = I%'.dvl

dir ve dv artmasini pozitif varsayarsak (4) gdsterimlerine

gore;
dy = a.dv (6)
olur.

Simdi ardisik doguranlar arasindaki ortak dikmenin

uzunlugunu arayalim:

Sekile gbre;

&5

_)
g fadl o B _ s ._CD _ g TG A T(v+dv)
CD léB| I%(v) A %(v+dv)|

T(v) A [%(v)+%'(v).dv]
dry

-
AB.

B = r(v+dv)-r(v) = f.dv

dir. 0 halde



=¥
3¢
~

(%5 .dv (7)

I

dp

olur.

Artik AC dogurani {lizerindeki bogaz noktasinin u = o

parametresini (apsisini) arastirabiliriz:
(Doguranlar lizerinde u = 0 dogrultman egrisinden
baslamak {izere &lg¢lilen u parametre degerlerine ilgili nok-

tanin apsisi diyecegiz).

Sekilden:

> > >

-
(AC).T = AB+BD+DC

(AC).T = T.aver(T+Trav)+u [T & (F+Frav)]

A ve py den kurtulmak icin her iki tarafi sirasi ile
A ve p nin katsayilari ile vektdrel olarak carpalim. BOy-

lece Once;y

=5 - - > >
(AC)(T A T'.dv) =t A Tdv+uT'dv

->
buluruz. Simdi de iki yani T' ile vektdrel carpalim:

&

(ACY(T A T'dv) A T' = (T A Tdv) p T

deny



¢ =Lim (AC)
dv-0
icins
b(v)
g = - ——— (8)
az(v)

elde ederiz.

Bogaz c¢izgisi ylizey lizerinde bir egri olduguna gore,

bu egrinin denklemi wu = f(v) (veya v=g(u)) seklinde ola-

caktir. O halde bogaz ¢izgisinin denklemi (8) de o = u
yazaraks
_ - bty
az(v)

olarak elde edilecektir. Buna gbre, bogaz ¢izgisinin dogrult-
man egri olmasi ig¢in (u = 0) gerek ve yeter sart b(v) =0

olmasidir (a # 0).

1.3, BONNET TEOREMI

Simdi Bonnet'nin bir teoremini kanitlamak amaci ile
dogrultman egrimizin (u = 0) ng geodezik egriligini hesap-
layalim:

o il =y r
(el =—— [(/Z)u ( )%}

olups



2
E= 1, F = Cose(v) 4 G = a2u +2bu+l 5

£ & /;252+2bu+8in25_

koyarsaks;

Kg3 = 1 (/g257+2bu+l)u~( Cos8 )v

/;2u2+2bu+8in26 Va u2+2bu+1

dan;

u=2~0 yazarsak;

o 1 R
[(gv = ——— [ b+g'Sing |
Sine u

yanis

-Kgl +or + —= =0 (9)

Sins

bulunur.

Bu sonug¢ asagidaki Bonnet teoreminin kanitini igerir:

Bir dogrusal ylizey lzerindeki bir egride su 3 &zelik-

ten ikisi varsa ticlincli de vardair.

1-) Egri bir geodeziktir.
2-) Egri bogaz cizgisidir.

3-) Egri doguranlari sabit aci ile keser.



=5 D~

[, DABILMA PARAMETRESI

Bir regle ylizeyin, bir dogrunun uzaydaki hareketleri
ile olustupgunu distinebiliriz. O halde bir regle ylizeyde bir

doguranin nasil degistiginin bir Olc¢lisini vermek gerekir.

Herhangi bir doguranin hareketini diislindliglimliz zaman;
bu doguranin dénmesi ile kendinden bir &nceki doguran arasin-
daki dv¥ acisi; yiukselmesi ile de kendinden bir &nceki dogu-
ran ile ortak dikmesinin uzunlugu degisecegine gdre; doguran-

larin degismesinin Olclisi olaraks;

g = Lim p - _dp (10)

alinabilir.
B ya "dagilma parametresi" denir.

dy ve dp nin (6), (7) deki degerleri ile;

g =_9B .1 (I F, Ty (11)

elde edilir.

0 halde genel bir dogrusal ylizeyin, acilabilir ylize-

ye bozulmasi ic¢cin gerek ve yeter kosul B8 =0 olmasidir (dp=0).

B y1 a,b,s cinsinden hesaplamak amaci ile &nce

(%, T, T')Q yi hesaplayalim:



%11~

(2 4 B.F = T4 T|. T .Cos[(t a T),T']
= a.Sine.Cos[(% A T),T‘]
oldugu icin;
> o
Cos[(t A T),Tﬂ yui hesaplayalim:
(G AT o T =TT T .sin[(E 4 BT
olup;
->/\ - —>'
sin[( a T, B =28 D 4 T']
aSing
> > > > > >
|T¢+ T )=t (T.T*)]
aSing
-
_ bt
aSinsg aSine

dir. O halde:

=

2 _ - 25 .2~ s ey
Cos“[(t p T),T'] = 1-8in [(t A T),T']

_ aQSinze-b2

a28in29 aQSinQQ
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2 aZSinze—b2

a28in26

= aQSinze—b

olur. 0 halde (11) den;

(12)

bulunur.

B nin bu ifadesinden; acgilabilir ylizeylerde bogaz
¢izgisinin, acgilabilir ylizeyin biiklilme ayriti ile cakaistiga

gbriilebilir.

Gergcekten, ylizeyin bogaz cizgisini dogrultman egri
olarak aldigimizi diislinirsek b =0

dir ve ylizey acilabilir ise B =0 olacagindan (12) den;

bulunur. Buna gdre de T =% olup, doguranlar dogrultman
egrinin, yani bogaz ¢izgisinin tegetleri olur. Bu ise bogaz
¢izgisinin, acilabilir ylizeyin biikiilme ayriti ile cakistigi-

ni gdsterir.
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[.5, 06zEL BiR KOORDINAT SISTEMI

Geodezik parametre: Yiizeyin bir bdlgesinde, her nokta-

bir ve yalniz bir tane gecen bir parametreli bir geodezik

ilesini gd&zoénline alalim.
Bu aileyi koordinat cizgileri sebekesinin v = sbt

ailesi, bunlarin dik yériingelerini de u = sbt ailesi ola-

rak alalim.

0 halde; (F =0 olacagindan)

d32 = Edu2+de2
olacaktir.

v = sbt ailesi geodezik oldugundan;

(/" E)
o
/ EG
dang
"E = E(u)

olur. Buna gbre ;
u = f/E(u).du 5 VvV =v

donitistimy yapilairsa;

T R L e e O

R —




=l -

tist cizgilerin terkedildigi dislnllirse;

d32 = du2+G(u,v) dv2

olur.

Yani; E=1, F =20 olur. Iste buradaki u,v para-

metrelerine "geodezik parametreler" denir.

Simdi, regle ylizeyde doguranlarin geodezik oldugunu

biliyoruz.

Doguranlari degistiren parametre v olduguna gdre

v = sbt ler geodeziktir. T(v) dogrultman egrisi olarak
v = sbt ailesinin dik y&riingelerinin bir egrisini aldigimi-
z1 dislinlirsek 5 = u ve

‘ 2

d52 = du2+(a2u2+2bu+l)dv2

olur. 0 halde u,v parametreleri geodezik parametrelerdir.
Simdi bu parametre sisteminde, ytlizeyin bliiyilikliiklerini vermek
istiyoruz.

Hemen gorilir ki

2
G = a'u2+2bu+l



D i

~15~

c = a2 [(u—o)2+82_:l = u)2 (13)

elde edilir.

II.Esas Form katsayilaraini hesaplamak ig¢in kullanaca-

gimiz sonuclara topluca yaziyoruz. Konunun basinda da yazdi-

gamiz gibis

X H b = -ale { g e -2 48i}
2
a
3> >
T12 _ g2 .7 =0 (p = —T—  idi)
2
(1u)
- - > e %
-3
T3 - F.F — 0 . N1 AtiuT AT

dir.

Bu sonuglarla N nin uygun bir ifadesini bulmak ama-
> >
ci ile T, T' yili degisik bir sekilde ifade edecegiz. (14)

den Once;
>
T =2 (T' A 1)

ya211acak ve buradan;




=

ak iki yan T ile

T - b%+a23(% AT

=15~

vektdrel olarak carpilirsa;

.+
TA%=('T'A%)A3€

- >
8 — T A t+uT A T'
w
&= (15) den;
ey
T 47 = bt-T'
a B

bulunur. (15) ve (16) dan da;

(1&d

(16)



=4 T

o

i?«il

> . . .
ecektir. Bu sonuclar N nin ifadesinde konursa;

¥ S
~ 1 [(14ubp)T'-falusb)t] | (17)

= sbt koordinat c¢izgileri doguranv(geodezik ve
ptotik) olduklarainden 3 L =0 dar.

- - > -+

N = x___.N 5 M=x_.N

vV uv
bulunacaktir.
(1) deng
-

X, = Prew. T = Tt X = el

v vV
 yazilabilecektir. 0 halde;

* g
N=-—21  [(sup)® . suieupdTr . Prou(braZu)®. 7] (187

a28m



I
0
~
<
~

[uala'b-ac)+u(bb'+aa'-2be)4b'~c] (18)"

labilecektir. Buradaj;

ac-a'b

P(V)=
a33

lursa, oldukga uzun bir hesap neticesinde;

2
N =2 [p[(u-o)2+82]+6'(u-o)+sc'] (19)
w

larak bulunur.

M ises

den;

§u=T(v) , X = T



© = ra(v).av ,
dv

dénistimini yapalaim.

Bu islemde;

c°' 1 bulalim:

dir. (13) ve (22) den;

o 2
g = (u=g) +82

(o]

dv

-19-

(20)

= a(v) , SV == Svo.a(v) (21)

(2 N2 > 2 .
G = (xv) = (xvo .a)
w
i e B, G (22)
” a
a

(23)

-



- G

.5

a

2) ve M= oldugundan (20) ye gbre de ;

__B (24)

__lg {P[(u—c)2+82]+8'(u—o)+60'} (25)
aw

lacaktir.

5 5 . o 5 o
Burada v ye gdre tirevler yerine v a gbre tirev-

azilirsas;

_ ac-a'b —

a38

ldugu icin v° a gore tlirevi (.) ile g&sterirsek;

bulunacaktir.
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ece (25) son olarak;

{ %E [(u—0)2+82]+8'(u-0)+60'} (25

fade edilmis olur. Artik bilyiikliiklerdeki (o) iist

~kald1rabilir ve (.) 11 tlrevleri yeniden (') ile

iz

By ., Peil 5 Be lEu)ig® e

-0 , M=- B ,
w
=2 1
L BT r 02462 46" (umo)Heo ) (26)
w B
/6 = g s g # 0)

Bu bliylikliikleri veren ylizey denklemi ise;

X(u,v) = B(v)+u.T(v)

£. Ayrica (15) , (16) 3

T L (3 20y, o _T9 oy B (3, T
8 2,2 2, 2




=99 =

—)-' . . >
1ir ve r' 1iginde;

-

o _gT'+8(T A T' (29)

Yiizeyin normal birim vektérii icinde (17) denj

- - L[ e HemwB] (30)
Bw

bilecegi aciktair.

1,6, DOGRULTMAN KONiY1 BELIRTEN FONKSIYON

E,F,6; L,M,N biliylikliiklerinin (26) daki ifadelerinde

g ve ¢ nin geometrik anlamlarini biliyoruz. Simdi;

n geometrik anlami lizerinde duracagiz:

: |T(v)|= 1 oldugundan T(v) birim kiiresel egrinin yer
vektdrli, v de onun yay uzunlugudur. O halde, ylizeyin dogrult-'
’man konisini belirleyen T(v) birim kiiresel egrinin Frenet
birim vektérlerini T, B, B ; egrilik ve burulmasini da K, <
ile gisterirsek: (K £ 0)

y * ”
T .T" 9 b =—K—— (31)

-5
- f' s I o=
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im ve 1 5 ;, b 5 K , T yu hesaplayalim:

T 5 T 5 %_A T lici de birbirine dik lineer bagimsiz

3;§ekt6r-olup, diger blitlin vektérleri bunlarin lineer kombi-

'”ﬁasyonu olarak yazabiliriz. O halde;

T _ el T4 B.T'fy% AT
yazarak o , 8 , vy y1 hesaplarsak;

Tr — -T4DT 5 T (33)
sonucu elde edilir. Buradan ve (31) den de;

(-T+DT A T')

-
n =

=
K

olarak bulunur. (33) den;

-)-
§ T*

=3
=
=3
I
&)
=34
4
4

yazilabilecegi icin (31) geregince;



24 -

ir. Buradan da:

araks; (27) ye gdre;

> >
T.T" =10
(32) ye gdre de;

> >

PS
D' = {T, T', T )

ldugundan;

- > > -

T = B, TF4D*T o T

= ->

buluruz. T"™ niin bu deBeri ile;

*%

-> ->
(T', T", THI) — D!

- - -+ - - >
(Tl R Tll ,Tm ) _ (T! " TH T"l )
K2 14D°
-
gunu biliyoruz. T"' icin ;
> - - - -
T = A.T+B.T'+c.T 5 T'

(35)

(36)



HE o

1de ederiz. O halde;

(37)
l+D2
yandan (29) ve (33) denj
5> > ->
= (T’ T', T") =D . (38)

nin geometrik anlamini

Gercekten:

-5
i) Ylizeyin dogrultmankonisini belirten T(v) birim ki-

1 egrinin egrilik ve burulmasi;

1
K2 = 14D R
1+D

0 halde; "ylizeyin dogrultman konisinin belirmesi icin
ek ve yeter sart D nin verilmesidir".
> >

5 r' .,T"

Yani (38) geregince, ( ) Dbiliytkligli (yani D)

zeyin dogrultman konisini belirler.




(e

D=0 ise; 1 =0 ve P<= 1 dir.

-+ > > -
iy 1

0 dan b=sbt ve b==—R—(DT+T A TY)

0 olup; DIT elde edilir.

-
sabit oldugundan, T(v) yer vektérleri sabit bir
daima dik kalacaklari ig¢in, bir dizlem ig¢inde kalair-
dogrultman koni bir dlizleme bozulur. Dolayisiyla

resel egri de klirenin bir biliylik cemberi olur.

>
iii) D =sbt £ 0 ise 1 = 0 (b = sbt),
sbt ve dolayisiylas;
> > D
T.b = —Kf = sbt = Cos¢

+
Bu durumda T(v) yer vektdrleri sabit bir dogru ile
aci yapacaklardir. Dolayisiyla dogrultman koni bir
el koni" ye, %(v) egrisi de birim kilirenin kiiclik cember-

nden birine bozulur.
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KUVADRIK YUZEYLER

i (26) biiytikliiklerinin ve (38) sonucunun bir uygu-

Jarak kuvadrik ylizeyleri belirtelim:

ﬁiiindigi gibi kuvadrikler doguranlari reel ya da de-"
kat dogrusal (asimptotikleri geodezik olan) ylizeyler
ak tanimlanirldr. Burada reel doguranli kuvadrikler, ya-
dece bir parcali hiperboloidler ile hiperbolik parabolo-

r s&zkonusu olacaktir.

- 8imdi bir doguran ailesini v = sbt ve dik yorilingele-

de u = sbt koordinat egrileri olarak alalim (F = 0).

tkinci doguran ailesinin v = sbt doguran ailesi ile

yaptigi aciyi ¢ 1ile gbsterelim.

Buna gore;
X(u,v) = B(v)+u.T(v)

22 Fi 5 3 .
{'1 =T'2 =1: I"Z =32+02> %'.T=O, ;"T'z -0}

dogrusal ylizeyinin kuvadrik olmasi icin gerek ve yeter kosul-

lar:

0 (39)

om0 v K-

g

olacaktir.




=SB

(26) biiylikliikleri gdzdniline alinarak;

M osy.Sings —— Sin%y =0
G

Buradan da

2M

’CO'tg!.P'i' _N_ = ) -
g G

Cotgy =h Mg = % ' (40)

k ve (26) gbzbnline alinirsa;

h = —= [DG'+ g'x+8o'] (41)
2Bg

ak bulunur.

Bu sonu¢ dogrusal ylizeyin asimptotikleri arasindaki

acisinin B, o , D cinsinden olan ifadesinden ibaret-

2-) Simdi ikinci kosulu ifade edelim:

Once v = sbt ile vy acisi yapan bir egrinin geode-

ik egrilizini bulalim:
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yoruz. Buradaki tirevler egrinin yay uzunluguna

u = sbt dik

&) nokta fonksiyonunun v = sbt ve

izgilerinin yay uzunluklarina gdre alinan tirevle-

" P =_EZ_ ) Vv = sbt
g

ci1s1 yapan bir egrinin yayina gdre alinan tirevin;

ile gosterirsek (P = =

dpP )
P = dé == P1CosW+P281nV

érhesaplanacagl bilinmektedir. Buna glre;

X' = il.Cosw+§2.Sin¢

ktair. Buradan;

. > " +
X" = [%),-Cosp-F,Singx, +X),Sing+y, CospX,] . Cose +
+[:§12.Cos¢—¢28inf¥ﬂ§228in¢ +¢2Cos¢§2].sin¢ (42)

inde hesaplanar.

Koordinat ¢izgilerinin geodezik egrilikleri, normal

likleri ve geodezik burulmalari sirasiyla:

-P, 5 k k 5 t, -t s

we
w
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sre, bu dik sistemde;

(43)

ormiillerinin gecerli oldugu da bilinmektedir. Bunlara

yazarsak ve 3

ni hesaplarsak sonucta;

ng =x' p x".N = (p,-P).Cospt(p,+P).Sinp LI )




=B

L 2w
hlsinzw—p)+(—h281n ptp ) =0

ile bdler ve j

+(1+h%) (hp-5) = 0 (45)

geodezik oldugundan p =0 dir.

;  (26) blytklikleri ile;
o _ "%
e.g

bulunacak ve (45) kosulu;

hh - = (1+h%)+ —¥ — 0 (45)

1. ve 2. kosullar birlikte saglanacagina goére, 1. ko=

sulda bulunam h deZerinin 2. kosulda konmasi gerekecektir.
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gimdi bu islemi yapacagiz:

(41) den u ve Vv ye gbre tilirev alarak;

Dx s Btg’- gx? _ o'g (46)
= 3
Y 2gg 288 2g
ho &g _ Dg ' + DB' _ B{Q%,,_
Voo o28 28g 2g 28
2
. B"x Blo! g1 %x . o'8' _B § (47)
286g  28g 28%g 28g3 2g
2
" i t ]
§ =2 ¥ = ;1 -._E_E%__
2g 28 2g

4
bulunacaktir. (41), (u46), (47) sonuclara (u45) dé konursa,

X e gbre O6zdes olarak saglanmasi gereken;

x* [-3087-2D"8]+x® [-ue%-uDote-38"24+268"]

3+2o"82]

+x2[ -388'0'-2DB'8244D" 8
3 2.2 4 om 3 (48)
4+x [-4Do'B°-3B'4 B -4 428 B ]

5 L 4] = 0

+ [-30'8'8%42D"8%+ DB'8420m8

bagintisini buluruz.
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halde, sonug olarak (48) deki 5 katsayanan saifar
sullarini elde ederiz. Cok kolay bir inceleme bu

1bag1m51z olmadigini gdsterir. Bunlardan elde edi-

ams1z 3 kosulun ise;

BDl_sle == 0

8g'D — 38'c'+2pe™ =0 (49)

Bo'D43p" 24up7-288" = 0

inde ifade edilebilecegi de hemen goriilir.

Tersine olarak bu 3 kosul saglanirsa, (45)'yani

0 kosulu da saglanacagi ig¢in, (41) geregince ikinci

totik ailesi olan aile de geodezik
Boyleces; (26) blylklikleri ile tanamlanmis

olur, yani dogru-

2 in
—E—Li— D) bir dogrusal ylizeyin kuvadrik olmasi

L1L]
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BOLOM 11

DOGRUSAL YOZEYLERIN 1ZOMETRIK TASVIRLERI

IT1.1. DOGURANLARI KORUYAN {ZOMETRiK TASVIR

Genel bir S yilizeyinin bir asimptotik ailesinin S nin
zometrik tasviri olan S° yiizeyi tizerinde de asimptotik kal-
asi1 kosulunu arayalaim.

Korunan asimptotik ailesini v = sbt., dik yo&rilingele-

»ini de u = sbt. koordinat egrileri olarak alirsak;

E= ; @e=2¢° : F=TF" =0 (50)

olacaktir. Ayraca;

P,Pp : koordinat egrilerinin geodezik egrilikleri,

A

ks koordinat egrilerinin normal egrilikleri,

t,t

-t:koordinat egrilerinin geodezik burulmasi,
- olmak lizere;
k=%k>=0 , t=et° , p=3° H=3" (1)

(burada ¢ =+1 dir)

oldugu kolayca gorilebilir.
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P herhangi bir nokta fonksiyonu, j de koordinat ep-
pilerinin yay uzunluguna gdre alinan tlirevi g&stermek {izere

(parametreler her iki ylizey lzerinde de ayni se¢ildifinden);
o

dir. Bu kosullar altaindag;

ky, = p(}?-k)+tl+2§t

Mainardi-Codazzi denklemi S wve S° yilizeyleri icin

yazilirsa:

p.}?+tl+213t =0 i

(52)
-0 .
Pk,+€tl+2ept =0
ve buradan da ;
= =0
plk-¢k™) =0 (52)7

elde edilir.
i1k hal olarak;
k—sio =0

ise, yani;
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ise, S ve S° ylizeyleri ayni veya simetrik ylizeyler olur.

Bu hali bir yana birakirsak;

p=2~0

buluruz. Bu ise asimptotik ailesinin ayni zamanda geodezik
olacagini yani dogrulardan olusacagini gdsterir. Boylece su

sonuca varmis oluyoruz:

Teorem:

Bir ylizeyin izometrik olarak tasvyirinde bir asimpto-
tik ailesinin korunmasi ig¢in ylizeyin dogrusal bir ylizey ol-
masi gerekir. Simdi bu sonucun tersini de igeren asagidaki

teoremin dogru oldugunu gdsterecegiz.

Teorem:

Bir S dogrusal yilizeyi doguranlar karsilikli gelmek ko-
sulu ile dogrultman konisi keyfi olarak segilebilecek olan

bir S° dogrusal ylzeyi lzerine izometrik olarak tasvir olu-
nabilir.

Gercekten; S ve S° izerinde doguranlari v = sbt. ve
dik yoriingelerini de wu = sbt. koordinat ¢izgileri olarak
alirsak, daha &nce bir S dogrusal ylizeyi i¢in buldugumuz
(26) biyliklilkleri gecerli olacaktir. Bu kosullar altinda S°

igin yazilacak olan 2. Mainardi-Codazzi denkleminden integ-

ral alarak;
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KO = L io(vyd B1GWmo) 4 Bo' 4 a(y):ikeyfi (53)
G

sonucunu buluruz.

=0 N©

G

oldugundan s© ylizeyinin biylikliikleri tamamen belirmis ola-
caktir.

Simdi S° dogrusal yiizeyinin dogrgltman egrisini

?O(v), doguranlarin birim vektorinii de T%(v) ile gbstere-

lim.
0 halde;
9 ) * 1 ) F Y G
=1 , %=1, ¥ " =3p%", .7 = -,
—>o| —)-O_
r T 0 (54)
olacaktir.

-
g® dogrusal ylizeyini belirtebilmek ig¢in 2 (y) dog-
+
rultman efrisini ve T° doguranlarini belirtmek gerektigine

gére (54) koiullar1n1+saglayan+bir r°, T°® c¢ifti olusturmak
1 -

isteyelim. T°(v) , T (v), T 5 T° lineer bagimsiz ol-

dugundan;



Y Fos Iy
)

7o 7o 7o e}
T = A(y).T 4B(y), T~ +C(y), T A T

diyelim. Buradan (54) geregince;

> =+,
Aly) =T°.»° =0
+ —)—O,
B(v) =r° .T° = - ¢

- N
Clw) =2 AT AT )} =8

bulunur. O hdlde;
- 50! o 50!
r° = s (¥)T° 48 (V)T ) a T° () (55)

dair.

+
0 halde birim kiirenin T®(v) egrisi, v egrinin

yay uzunlugunu gdstermek lizere,keyfi olarak secilirse (yani

s° in dogrultman konisi keyfi secilirse) B,o bilindigin-
>

den 1°(v) dogrultman egrisi ve dolayisiyla S° yiizeyi(55)

denkleminden integral alarak elde edilecektir.
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I1.2, DOGURANLARI KORUMAYAN iZOMETRiK TASVIR

Simdi dogrusal ylizeylerin birbirine, doguranlari dog-
rular olarak birakmayan egrilere ddnlistliren bir izometrik

tasvir ile tasvir edilip edilemeyecegini arastiracagiz.

s° ‘dogrusal yiizeyinin S dogrusal ylizeyi lizerine .izo-
metrik olarak tasvir edildigini ve bu tasvirde doguranlarin

birbirine karsilik gelmedigini diislinelim.

s® in doguranlaranin S lizerindeki tasvirlerini v = sbt.,
dik yodringelerini de u = sbt. koordinat ¢izgileri olarak
secelim. S nin dogwanlarinin v = sbt. ile yaptigi aciyi ¢
ile gdsterelim. Bir geodezik ailesinin izometrik tasviri
oldugu ig¢in v = sbt. lerin geodezik olacagi (yani p = 0)
dogaldar.

Dik yoringeleri
u=sbt (S)

v=sht

yoriingeleri (S) 'Sin doGuranlari (geodezk)

v=sbt.ler S°in doguranlaninin tasvirleri  (geodezk)
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Buna gore kosullaraimizi:

(56)

P =1 2 '<gw =f<n¢ = 0 s g.Sin2¢y # O

seklinde yazabiliriz.

(4y) de Kg¢ icing

}<g¢ = (wl-p)Cos¢+(¢2fp)Sln¢

5 ->
bulmustuk. P<n¢ ise, t(n = X".N oldugu igin X" niin (42)

de bulunan degerinde (43) kullanilir ve bulunan sonug N ile

skaler carpilarak;

2 mos 2 , |
K;¢ = k.Cos " p+kSin " ¢9+2tSinyCosy

L -
K;¢ = ktktg ¢+2t.tgy (57)

olarak elde edilir.

K —o

gy

dan; (26) biiytikllikleri ve 1,2 tlrevlerinin tanimlari g&zonilin-

de bulundurularak;




T

GP ,Cosy+[(u-o)+g? JSinp = 0

bulunur. Ayrica yine (26) geregince

2
K = - —§7— ve K = k.]_<—t2
G
oldugu icging
2
k}z-tz = = E‘Q—
G

(57!

(58)

yazilabilecektir. (57) den K;w = 0 yazilair ve (58) gb&zo6-

nlin-de bulundurulursa;

k= (L -t)cotgy ; k = -tgplt+ L)
e G

(k.k # 0)

bulunur.

Yazmada kisalik amaci ile;

h = Cotgy, u-¢ = x, X%, =1, X, = iyt

2-— =
6 = x’+g2, g =/ x°¥g?

(58)"
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X _ gp'-0'x

u v
diyelim. Bu deyimlemeye g&re (57 )' denklemi:
_ghV+thu—x(1+h?) ~ 0
seklini alar. Ayrica;

k, = plk-k)+t +2pt

~
I

p(k-k)+t, +2pt

Mainardi-Codazzi denklemlerinden; sirasiyla;

1. Mainardi-Codazzi denkleminden;

3'(x2-32)+2x30'

A =
2pG
olmak izere;
S 9 .hv
t_+ght + (2xh°-gh,) = £-(—2 -2a)
Y gh k G h

ve 2. Mainardi-Codazzi denkleminden de;

(59)

(60)
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i 2 _ B X 2
t hERE & —— [x(h*-1y+ehh ] = —— [gh - ——(h"-1)](61)
gh G gh

elde edilir.

Yukarida buldugumuz; (59) denklemi nedeniyle;
(60) ve (61) denklemlerinin sol yanlari aynidir. O halde bu
denklemlerin sa3 yanlari da esit yazilip,(59) denkleminde

kullanilairsa:,

B =5 & #h (62)

%
g

ve bulunan bu deger (59) da yerine konursaj;

W o= e R e {63)

bulunur.

(62) ve (63) denklemleri arasinda uygunluk kosulu
kullanilarak ¢ yok edilirse; x,B , o arasinda bir Szdeslige
ulasilabilir. Ancak g6rildigld gibi bu genel ydntem uzun is-
lemler gerektirir. Bu ylizden her zaman yapildigi gibi bu is-
leme girismeden O6nce, denklemlerden birinin ¢&zlilebilip ¢&-

zlilemeyecegine bakilar.

Gergekten burada (63) denkleminin ¢dzimiinli; D(v) key-

fi bir fonksiyon olmak lizere;

h = _B'xtgs' D(v)
2pg 28

(64)



Y

olarak elde ederiz.

Artik bu ¢8ziml (62) denkleminde koyarak x, g, o,D(v)
arasinda aradigimiz Ozdeslife ulasabilecegimiz aciktar.
Nu.l.7. de kuvadrik ylizeyler ig¢in yaptigimiz islemlere para-
lel iglemleri yineleyerek bu 8zdeglikten elde edilecek 5§

denklemden bagimsiz olarak elde edilecek 3 denklem;

2gD'-33'D =0

HBS'D—3B'0'+280" =0 (65)

2

4go 'D-288"+38 1 244p° = O

dair.

Goriillyor ki bu bagintilar daha 6nce kuvadrik ylizey-
leri tanimlayan kosullar olarak elde ettigimiz bagintilarain
aynidir. O halde s© dogrusal ylizeyimizin doZuranlari koru-
mayan bir izometrik tasvir ile tasvir edildigini varsaydigi-
miz S ylizeyi bir kuvadriktir ve bu kuvadrigin dogrultman ko-

nisini belirten D fonksiyonu (h) da gecen D(v) keyfi fonk-
siyonudur.

Ote yandan D nin bu degeri ile elde edilen h = Cotgy
nin (64) deki ifadesi ¢ nin, S ylizeyinin asimptotikleri ara-

sindaki agi oldugunu gdsterir.

0 halde bu tasvirde v = sbt. S kuvadriginin ikinci
doguranidir ve s© ylizeyinin doguranlari kuvadrigin bu do-

guranlar ailesine tasvir olunur.
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Simdi s° dogrusal ylzeyimize doguranlari korumayan
bir izometrik tasvir ile tasvir edildigini varsaydigimiz
ikinci bir S' dogrusal ylizeyinin varoldugunu varsayalim.
s° ve S' niin B ve o© fonksiyonlaranin ayni olacagini bi-
liyoruz. Yukaraida yaptigimiz islemlerinS' iginde yapildigai-
n1 diislinlirsek; S' niin de bir S kuvadrigine izometrik ola-
rak tasvir edildigini ve bu tasvirde doguranlarin kuvadrigin
bir doguran ailesine tasvir olundugunu sdyleyebiliriz.g ve
o fonksiyonlari ayni oldugundan s&zkonusu iki S, S kuvad-
riginin D fonksiyonlarai da (65) bagintilari geregince ayni
olacagindan S,‘§ kuvadrikleri ayni bir kuvadrik olacaktir.
Ote yandan S° ve §' niin izometrik tasvirinde doguranla-
rain korunmadigini varsaydigimiz icin bunlarin S kuvadripine
izometrik tasvirinde S° in doguranlari S nin bir doguran
ailesine, S' nilinkiler ise &teki doguran ailesine tasvir edil-

mis olacaklardir. Bdylece su teoremi elde etmis oluruz:

Teorem:

Tki dogrusal ylizeyin doguranlari korumayan bir izo-
metrik tasvir ile tasvir edilebilmesi ig¢in gerek ve yeter
kosul bunlarain ayni bir kuvadrige, herbirinin doguranlari
kuvadrigin birer doguran ailesine karsilik gelecek sgekilde

izometrik olarak tasvir edilmeleridir.
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[1.3, DOZRUSAL YUZEY OLMAYAN BIiR DSNEL YUZEYE
1ZOMETRIK OLARAK TASYIR OLUNABILEN
DOGRUSAL YUZEYLER

Yukarida bir dogrusal ylizeyin yine bir dogrusal yl-

zeyz;

a-) Doguranlari koruyan

b-) Doguranlari korumayan izometrik tasyirlerini
inceledik.

Bir dogrusal ylizeyin gelisiglizel bir ylizeye izometrik
tasvirinin arastirilmasi ya da ayni anlamda olmak lizere bir
dogrusal ylizeye izometrik olarak tasvir edilebilen tim ylizey-

lerin beélirtilmesi problemi zor bir problemdir.

Burada, bu konuda bir O6rnek olusturmak lizere, dogru-
sal olmayan bir doénel ylizeye izometrik olarak tasyir edile-
bilen dogrusal ylizeylerden sdzedecegiz.

Bir ylizeyin dbdnel ylizeye izometrik olarak tasvir edile-

bilmesi i¢cin gerek ve yeter kosullarin

A — . A =
1K= £(K) ,K = h(K)

oldugunu biliyoruz. Dogrusal ylizeyimizin daha ®nce buldugumuz
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(26) biiytikliiklerini kullanarak &nce;

£qK = £(K)

kosulunu ifade edelim,
E=1 , F=8 , &= (u-g)’eg?

oldugu ig¢in bu kosul;

K _2+@K 2 K. 2
A M. A K, 2+
G G

seklinde olacaktair.

bK = f(K) kosulu K = sbt. egri ailesinin geodezik

paralel olmasina esdegerdir.

-
(26) dan K = - §7— oldugunu biliyoruz. Buna godre
G
K = sbt.ailesiﬁle_EL.:sbt. ailesinin ayni aile olacagi do-
B
gal oldugundan K = sbt. ailesinin geodezik paralel olmasi
iging
¢ B 3% L ¢ B 3% wpl By
B G B B

olmasi yeter ve gerektir. O halde:



RO 1
el

G = -20'X+2[—38'

G 2%

y — (-20"x+2gp")p-8" (X2+82)
v B2

_ 828"280'X-B'X2
2
B

dir.

Gorililliyor ki u parametresi yerine 3

(trg ) 25> e
u=olV+/Ely-g), (y= g4 T8 . = )
B B

ile tanimla y parametresinin alinmasinin yararli olacagi

aciktir. O halde;

2. 2
BY = X +8 4 x" = g(y-B)

olur. Bu degerler ile kosulumuz;
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by Cy-8) + A ]3‘ [B‘(.ng-—y)—Qg' ,/B(y-g)]z = ¢y ) (66)
B B

seklini alacaktir. tkinei yan yalniz y nin fonksiyonu ye
y, v parametreleri de bagimsiz oldugundan, iki yanin y ye

gére tlrevini alarsak:

oy ; FEY .4 § : 2
- Y g - S [g'(28-y)-2¢"V gly-8) ]

b2 [ (28-y)-20"/ BGyB) 1. [8"(28-y) 428"
B

-2¢"Y e(y-si-c'e'—l’_z—B ]1=10 (67)
VB (y-8)

elde edilecektir. Artik (67) denkleminin v ve y ye gdre
dzdes olarak (yani ylizeyin her noktasinda) saglanmasi gere-
kir. Buradan y ye gbre yazilacak 6zdesligin bulunmasi cok
uzun hesap gerektirdiginden her zaman yapildigi gibi asagi-
daki sekilde hareket edilir:

tki yanin v g(y-8) ile cgarpilaip y=8 kondugunu

diistinlirsek;

buluruz.

Oonce Rg' #0 4, o' =20 varsayalim:



(67) de o' =0 R vy = B koyarsak;

_1462.}.8'24-288“ = 0 (68)
bulunur.

Simdi de (67) de ¢' =0 , y =20 koyalim:

B&ylece;

1" '2 .

2gg"-g'" =10 (69)
elde edilir ve (69) ve (68) denj

8'? =0
bulunur.

0 halde B8' =0 olmak zorundadir. Son olarak (67)
de ' T O konursa

0'-0" =0
yani

0” e 0

bulunur.
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0 halde;

kosullari elde edilmis olur. Bu kosullarain (66) kosulu ig¢in
yalniz gerek degil ayni zamanda yeter oldugu acgiktir. Clinki

g =sbt, o' = sbt ise sol yan sadece y nin fonksiyonu
olur.

Artik ikinci kosulumuzu gerceklemek gerekmektedir.

A,K = h(K) kosulu K = sbt ailesinin geodezik ep-

riliginin kendisi boyunca sabit olmasina esdegerdir.

5 0= -CV+CO

(co =0 alinabilir) oldugundan;

X = u+cy

olacaktir.

22
G _ (utcv) 4+ sl

B

ailesi (g = sbt. oldugundan) u+cv = sbt. egri ailesi

ile cakaisir. QO halde wu+cy = sbt. ailesi K = sbt. ailesi

ile cakisair.
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Simdis
Az(u+cv) = h(u+cvy)
kosulunu ifade edelim:
w9 .("Glu_FAv ; +_(A.EAVaFAu . %
boh= [ u -
w w w
oldugunu biliyoruz.
Eoes 1y F =0, G = (u+cv)2+32
oldugu iging
e - ...gu' - cg,
by SUFCHY = [ #( — )V]== - 3
g g g g
u+cy "‘Cz(u+cV)
= - 5 = h(u+tcy) (g =sbt.)
G G

bulunur. Yani (70) kosullara ile ikinci kosul da saglanmais

olur. O halde su teoremi ifade edebiliriz:

Teorem:

Bir dogrusal ylizeyin dogrusal olmayan bir ddnel ylize-
ye izometrik olarak tasvir olunabilmesi ig¢in gerek ye yeter
kosullar (70) kosullaraidir.
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Bu sonucu sdyle de ifade edebilecegimiz acgiktir:

(70) kosullarini saglayan ve dogrultman konisi tama-
men keyfi secilebilecek olan her dogrusal ydzey bir doénel

ylizeye, izometrik olarak tasvir olunabilir.
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Arzu Iirf\,f 22.08.1952 vilinda Istanbulda dodmus, ilk orta ve lise
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irenimini Istanbulda tamamlamistiz. 19850 yilinda Yildiz iiniversitesi
Fen-Zcebivat Fakiiltesi fatematik Bolinine kay'olwmugz, 193% yili Haziran

dénerinde ma2zun olmugtnr, 24.11.190%

tesi iatematik BElim asistanlifiina aday olarak, 19,1.1991 tarihinde da2

avinl gérave asalaten atanmigtir. Halen Y.U.FenyE-s
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hainde Aragtirma 38rovlisi olarak galasmactadar,




