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OSZET

Rekiirsif Fonksiyonlarin kullanim: Ve yayginlasmasina en
buyiuk katkiyi Matematik Lojik saglamistir. Bu ¢calisma,
Rekiursif Fonksiyonlara bir giris olarak hazirlanmistir. Bu
nedenle, Rekirsif Fonksiyonlar ve Matematik Lojik
arasindaki bagintilar ve baglantili baz: konulardan
ibarettir. Bu tez, bes bélimden olusur:

Birinci béliimde, konuyla ilgili temel tanimlar verilmistir.

Ikinci bdlumde, Rekirsif Fonkiyonlarin matematiksel tanimi
ve onlara ait bazi 6rnekler verilmistir.

Uglinci  bélimde, dogal sayilar kiimesi ile dogjal sayilarin
sirali g¢iftlerinin kiimesi arasindaki birebir eslemenin,
Rekirsif Fonksiyonlar yardimi ile nasil olusturuldugu
anlatilmistir,

Dordiinci bélimde, konunun temeli olan takrarli igslemler ve
tekrarla fonksiyonlardan, ayrica Rekiirsif Fonksiyonlarin
bir alt sinifi olan Primitif Rekiirsif Fonksiyonlardan
bahsedilmistir,

Besinci ve son bélimde ise, fonksiyonlarda 0ldudu gibi,
kimelerin ve yiiklemlerin reklirsifligi anlatilmistir.



SUMMARY

Mathematic Logic was give the biggest support to spread and
to use of Recursive Functions. This thesis has prepeared
as a introduction to Recursive Functions. Therefore, it
consists of some relating topics and relations between
Recursive Functions and Mathematic Logic. This thesis
contains five chapters:

Some basic definitions concerning with the subject placed
in the first chapter.

In the second chapter, mathematical definition of Recursive
Function and some examples are given.

It is a well-known fact that there exist of one-one
correspondences betwWeen the set of natural numbers and
and the set of ordered pairs of natural numbers. The third
chapter show how to set up such a correspondence by
Recursive Functions.

In the fourth chapter tell about repeated operations and
repeated functions which is based of the subject.
Furthermore, in this section mentions a certain subclass of
the class of Recursive Functions, the so-called Primitive
Recursive Functions.

Finally, in this section defined recursiveness of sets and
predicates in the Modern Logic.



BOL.UM I

TEMEL, KAVRAMLAR

I.1 Giris

Bilimsel problemler, gergeklestirilmesi kolay olan
iglemlerin uygqulanmasi ile sonuca gotiren yontemleri bulmak
zorundadirlar. Ornegin, kimyada bir maddenin bilesimini
belirlemeye yarayan yéntemler, ard arda gergeklestirilen
sonlu sayidaki deneyler araciligiyla elde edilir.

Matematikte de benzeri bir durum vardir. Bir formiliin
tamligi, bir ispatin dodrulugu bazi kolay islerin sonlu kez
uygulanmasi 1ile gézlenir. Bu yontemlere etkin yéntemler
denir. Buna bagli olarak, séz konusu olan problemi ¢é6zen
bir yodntem varsa, bu probleme saptanabilir ‘'dir denir.
Ornegin, matematikte kullanilan; herhangi bir problemin
¢lzlml sirasinda ortaya ¢ikan ve bu problemin ¢éziimiine
yardimci olan rekiirans bagintisini ele alalim. Bu
bagintiylr elde etmedeki islem sirasz, bir basglangig
degerini segerek ve bu degeri daha sonraki agsamalarda
kullanarak, belli bir baginti buluncaya kadar devam edecek
sekildedir. Bu asamada, dikkat edilecek hususlardan biri
de iterasyon sayisinin dogal sayilardan olustugudur
(n=1,2,3,...).

Yukarida verilen érnekten de anlasilacagyr gibi, rekiirans
bagintisi, sonuglarin Yinelenmesi ile bulunur. Rekiirsif
fonksiyonlar, rekiirans bagintisinda oldugu gibi;
fonksiyonlarin yinelenmesi jle bulunan fonksiyonlardir. Bu
fonksiyonlarin kullanimi ve yayginlasmasina en biiyiik
katkiyi Matematik Lojik Saglamistir. Bu calismada, rekiirsif
fonksiyonlarin nasil olustujunu, nerelerde kullanildigini
ve ligerijini géstermeye Galisacagiz. (Caligmamiz boyunca
inceleme igin kullanacagimiz; dogal sayilar kiimesi
olacaktuir.



I.2 Yuklemler

&nce, modern mantigin temelini olugturan é&nermeler
mantigindan bahsedelim.

Onermeler mantiginin amaci,, ifadelerin dogruluk deger
analizini yapmaktir. Burada verilen Onermeler, ya dofrudur
Ya da yanlistir.

P.q9 verilen 1iki Onerme olsun. P ile g'nun VEYA ‘11
bilesimi p\/q, pile q'nun VE '1i bilesimi p /\ q
seklinde gdsterilir.Bu bilesimlerin doBruluk deger analizi,
modern mantikta ydntemlerle yapilabilir. p /A\q' Onermesi,
ancak ve ancak her iki ®dnermenin de do3ru olmasi ile
dogru sonuc verir. Buna karsin p \/a onernesi ise
onermeyi meydana getiren iki Onermeden enaz birinin
dogrulugu ile dogru sonug¢ verir.

Bir p Onermesinin degili ., p, P, 1P veya p' ile
gosterilir.

Icinde bir degisken bulunan ve Onermenin dogruluk degeri bu
degiskenin alacaga degerlere gbre dogru Ya da yanlis olarak
degisen dOnerme cesidine acik Gnerme denir. Verilen bir
evren 1izerinde tanimlanan acgaik dnermeye, evrende acik
Onerme denir.

E= (X1, Xa, Xa,..., Xa ) evreninde tanimlanmis p(x)
acik Onermesi icin,

%, px)

4 x, px)

P(x1) /\ p(xa) /A\... /“\p(xn)
P(x1) \/ p(xa) ATAT \/ P(Xn)

acilimlarinin varliga bilinmektedir. Bunlarin dogruluk
deger analizi  bakimindan degerlendirilmesi icin temel
kural; evrensel nicelenmis bir 8nerme icin, biitin drnek
Gnermelerin dogjru olmasi halinde; varliksal nicelenmis bir
onerme  icin, enaz bir &rnek onermenin dogru olmasi
halinde; nicelikli &nermenin dogru olduju seklindedir.

Rekiirsif fonksiyonlar igin yuklem kavraminda,n - degiskenli
(n - 1i) bir yiiklemin tanimi icin yukaridaki kavramlar,
modern mantigin temel kurallarindan hareket edilerek, ayri
ayri ele alinacak ve degerlendirilecektir.



P(xi,Xxa,...,%xn) bir n - degigkenli yiiklem olsun. Bu
Yuklemin kapali ifadesi,

{ X1.Xa,...,Xn ] P(x1,Xa,...,xa) 2>
seklindedir. (3a1,32,...,an) n - lileri, P(a,,aa,...an)
yuklemini dogru Yapan n - liler kiimesinin elemanlari

olarak kabul edilecektir. Ancak ve ancak, P(a;,aa,...an)
dodru ise bu taktirde

(a;,az,...,an) € { X1,Xa,...,Xn l p{x;_,x;,...,xn) b
olarak gésterilir.

P(Xa,Xa,...,%n) (=) Q(X1,Xa,...,Xn) ise iki yiklem
denktir. Béylece, bu iki yuklem birbirine denk ise o zaman

-(x;.x;....,xnlptxl....,xn)Z}E-Ex;,xa,...,xle(xl,...,xn)J
yazilir.
P(y,Xs,...,%xa), (n+1) - degiskenli yuklem olsun. Burada

X1,X2,...,Xn 'leri kisaca X¢n? ile gosterecediz. Buna gore
P(y,X‘»*) yazilacaktir. Buna, yiiklemin temel ifadesi (basit
ifadesi) denir.

Bu temel ifadelerden hareket ederek, ancak ve ancak y ¢ z
P(y,X‘m?) yiiklemini dojru yapacak sekilde

Z
\/P{y,x‘“’) = P(0,X¢m)) \/ P(l,x‘“’}\/...\/P(z,X‘“’1 (1)
y=0 ,

z
/\Gp(y,xmw = PC0,Xm) A\ P(l,X‘“’)/\..-/\P(z,X‘“’) (2)
V=

yYiklemlerinden bahsedilebilir.
(1) agilimi, "0 ve z arasinda P(y,X‘"’) glacak gekilde enaz
bir y vardair " seklinde, (2) agilimi ise " 0 ile 2 arasinda
tim y ‘ler igin P(y,X‘"*) " geklinde okunur.



Yukaridaki taninmlardan ve modern mantigin degilleme
kuralindan yararlanilarak, bu iki yiklem igin

Z

z
-//\ Py, Xtn?) <= ﬁ;\/LJP(y,X‘“’)
y=0

y=0

vardir.

ve /ﬁ\ sembolleri sirasiyla sinirl: varlikseal
Y=0 }r:[}

(tikel) agiklayici ve sinirl: evrensel (timel) agiklayici
olarak adlandirilar.

P(0,Xn2) \V/Pfl,X‘“>) \V/"' sinireiz ifadesinin kisa
gekli '
\J/ P(y, X¢n>) olacak sekilde dikkate alinmalidir.
Yy
Burada \v/ Py, Xtn>) | Y degigkeni igin diizenlenmis
Y

X" argimanli bir ifade olarak, tanim kiimesinde yer alan
herhangi bir vy, degeri igin

Plys,Xm2) ‘nin  dodru olmasi halinde :
Y

buna n - degiskenli yiklem 'dir denir.

'Benzer sekilde /ﬂ\ P(y,X*»?) ifadesi tanimlanabilecektir.
y

Y+ elemanlarinin tanim kiimesinde yer alan her y degeri igin
,X‘™? argiimanli bir ifade olarak

/ﬁ\ Plyy, Xen2)
Y

dogru oldugu taktirde buna n - dejigkenli yiiklem denir.

\/ ve /\ sembolleri  varliksal (tikel) agiklayica
I y
ve evrensel (tiimel) agiklayici olarak da adlandarilair.




Bu  iki tanim arasinda n - degiskenli vyiiklem deyimi bir
ortak deyim olarak kullanilmasina ragmen, bunun \/' ile

'den hareket ederek yapilan tanimlarai, farkla
kavramlardan olusmaktadir. Oyleyse P(y,X‘»?) ifadesi,
ister bir y igin ister biitin y 'ler ig¢in saglanmis olsun;
niceleme gekline bagli olarak n - dejiskenli ylklem
olacaktir.

Bu tanimin dogal bir sonucu olarak;

Z

\v/ Py, X¢»?*) ile \v/ P(y,X¢=?) ifadelerinin agilimi
y

y=0

bir VEYA 'li bilesgimi;

P(y, X ) ile /A\ P(y,Xt»?) ifadelerinin agilimi
y=0 y

ise Dbir VE 'li bilesimi temsil etmektedir. Bunlarin
dogruluk deger analizi bakimindan ne sekilde
degerlendirilecedi ise yukarida agiklanmistir.



I.3 Fonksiyonlar

Once, fonksiyon kavramini ele alalim. Fonksiyon, bazi
dzelliklerle, herhangi iki kiimenin elemanlari arasindaki
iligkidir. Bu 6zellikler: birinci kiimedeki her
eleman, ikinci kiimedeki sadece bir elemana aittir. Burada
birinci kiimeye, fonksiyonun tanim bdlgesi,ikinci kiimeye ise
fonksiyonun dejer Kkimesi denir. Ilk kiimenin elemanlari
bagimli degigken olarak da adlandirilabilir.

Daha 6nce belirtildigi gibi, c¢alisma alanimiz dojal sayilar

kiimesidir. Dogal sayilar kimesinin n defa kartezyen
garpimindan meydana gelen kiimenin elemanlari, nio=dd
seklinde ifade edilir ve as €N olmak lizere
(ai,8a,...an) € N= geklinde gdsterilir. Calismamiz

sirasinda bahsedilecek olan fonksiyonlar, N~ kiimesini,
tanim bdlgesi olarak kabul edecektir. Ornedin, f(x,y) = x-y
geklindeki fonksiyonun tanim bdlgesi, elemanlari (x,y)
olacak sgekilde sirali ikililerin olusturdugu kiimedir.

Yukaridaki agiklamalara dayanarak bir fonksiyon tanimi
verelim:

I.3.1 Tanim :
Tanim bolgesi, tium n - lilerin kiimesi olan n - degiskenli

fonksiyona, tam fonksiyon denir.

Simdi bazi &ézel tanimlari siralayalim:

I.3.2 Tanim :
f(y‘=>) fonksiyonu ( burada ¥i,¥a,--.,¥m yerine Y=>
yazilmistir.) ve ga (X¢™?),ga(X™?), ... ,ga(X¢™?)
fonksiyonlariyla

h(X¢m?) = £(ga(X™?),ga(X™?), ... ,gu(X"?))
seklinde meydana gelen h(Xtn?) fonksiyonunu bulma

iglemine, bilegke islemi denir ( Xi,Xa,...,Xan yerine de
X yazilmistir.). :

Burada, bulunan h(X¢=?) fonksiyonunu olusturan
i=1,2,...,m olmak lizere ga(X™?) fonksiyonlarinin
herbirinin tanim bdlgesi, (ai,8a,...,an) n - lilerinden
meydana geldidi ve buradan hareketle f(Y¢™’) fonksiyonunun
tanim bolgesi de ( gi(ai,aa,...,an),...,9m(81,33,...,8n) )

gibi m - lilerden meydana geldigi agiktir.



I.3.3 Tanim :

f(y,X‘=*), bir tam fonksiyon olacak sgekilde, bu tam

fonksiyona uygulanan minimallegtirme islemi, su pekilde
tanimlanir:

fly,X=>) = 0 olacak gekilde ( yani, fonksiyonun kok
veya kokleri varsa ), verilen X‘=’ degeri igin, y'nin en
kiigiik degerine esit olan fonksiyon  h(X‘®?) fonksiyonu
ise, bu fonksiyon, £(y,X‘"’) tam fonksiyonuna uygulanan
minimallegstirme islemi sonucunda bulunan n - dejgiskenli
fonksiyondur.

h(X¢»*) = min , [ £(y,X*"?) = 0 ] olarak ifade edilir.

Ornek olarak, x / 2 = min , [ | (y+y)-x|=0 ] gdsterelim:
Burada x / 2, sadece x ¢ift ise tanimlidir ve | (y+y)-x |=0
i¢gin mevcuttur.
I.3.4 Tanim :
f(y,X*"?) tam fonksiyon olsun. Ejer,

min , [ f(y,X®?) = 0 ] fonksiyonu da tam fonksiyon

ise f(y,X‘™’) fonksiyonuna, regquler denir.



I.4 Karakteristik Fonksiyon

Baginti ve vyiklem arasindaki olabilecek farki ortadan
kaldirmak igin karakteristik fonksiyon tanimini
verebiliriz.

I.4.1 Tanim :
f C Nm bir bajinti veya bir yiiklem olsun;
g, Xt=> € £

Ce : N® w=) N ; Ce(Xtm2) = ( (%)
|- I,X""ﬁf

seklinde tanimlanan Ce 'ye, f 'nin karakteristik
fonksiyonu denir.

Bu tanimdan yararlanarak, P(X¢™?) n dejiskenli yiiklemin
karakteristik fonksiyonundan bahsedebiliriz. Buna gére,
Co(Xm2) ile g0sterilen karakteristik fonksiyon, bu

yiklemin kapali ifadesi olan
€ Xi,X%Xz2,...,%n | Plxa X))l ¥

kiimesinin karakteristik fonksiyonudur.

Eger herhangi bir (a1,82,...,8n) n - lisi igin
P(ai,as,...,an) dog8ru ise Cep(ai,...,an) = 0, aksi halde
Ce(ai,...an) = 1 'dir.

Benzer sekilde, S, n - 1lilerin bir kiimesi olsun. O
taktirde, X1,X2,...,%Xn fonksiyonun degiskenleri olduguna
gére; S kimesinin  Kkarakteristik fonksiyonu, Cg(X‘™?)
seklinde gdsterilir. Burada, verilen (Ray@a;i: 5dn)
n - 1lisi igin, egder (ai,...,an) € § 1ise karakteristik
fonksiyonun degeri 0, (ai,...,an) § S ise karakteristik

fonksiyon degeri 1 olacaktir.

R ve K gibi herhangi iki kiime alalim. Bu kiimelerin
birlesiminin ve kesisiminin karakteristik fonksiyonlari
agsagidaki gibidir:

M=RUK isge, Cu Cn.Cx

N

i
n

R NK iSE, Cn Cn,"'c;(_(cn.c‘}t)

() Bu tanimda kullanilan 0 ve 1 payilari ile Boole Qebri °
ndeki 0 ve 1 sayilari arasinda anlam benzerligi yoktur.



Ayrica N ‘'nin tiimleyeni olan RN 'nin karakteristik

fonkiyonu da .
Cr =1 - Cn
seklinde ifade edilir.

Simdi, 6zel bir islem tanimlayalim:

Tanim T.4.2

X,y € N olacak sgekilde

| 0, x ¢y ise

t X -y, X 'y ise

ifadesine, X 1ile y ‘'nin quasi - fark: denir.
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BOLUM X

BAZTI FONKSIYON SINIFLART

Tanim II.1

Bir fonksiyon, asagida siralanan fonksiyonlar ile baglayan,
bileske ve minimallestirme islemleri sonucunda elde
edilebilirse ‘kismi rekiirsif 'tir, denir.

(1) Calx) ( A 'nin karakteristik fonksiyonu )
(2) S(x) = x + 1 ( Ardisik fonkeiyon )

(3) I:(x;,...,xn) = xs ( Ozdeslik fonksiyonu, 1 ¢ i §$ n)
(4) X + Yy

(5) X *y

(6) X . Y

Tanim II.2

Bir fonksiyon, Tanim II.1 'de siralanan fonksiyonlar ile
baslayan regquler fonkiyonlarin bileske ve minimallestirme
islemleri sonucunda elde edilebilirse rekiirsif 'tir, denir.

.
Teorem II.1

Eger ﬁir fonksiyon rekirsif ise, A 'nin herhangi bir segimi
igin A - rekirsiftir.

Ispat :

1 1
Bu ispat, Coix) = § ( Ia(x) * Iadx) ) ifadesinden
Glkar.

Burada A, dogal sayilar evrenine ait herhangi bir kiimedir.
Yukaridaki ifadeyi agalim:

1 1
S ( I.(x) = Ii(x) ) =858 1(x2x)=81(=x-x)= §5(0)
1

C¢(x)

nwon

Burada karakteristik fonksiyon tanimindan;

Co(x) =1 ¢=> x§¢ olur. x @ ¢=>x€R olacags
agiktair.

Su halde bir fonksiyon rekiirsif ise A 'nin herhangi
bir seg¢imi i¢in A - rekiirsiftir.



i1.

Simdi bazi rekiirsif fonksiyonlarl siralayalim :

1 1
(1) N(x) = 0 ; Nix) = I.(x) * I (x) = x*x = x-x =0
(2) g{x) =1 - X ;
a) “atf)y =1 : gi0) = 120 = 1=0 = }
b) af(x) =0 ; x > 2ligin

x=2 igin a(2) = 12 =0
i

c) alx) = S(N(x)) * I,(x)
1 1
(3 x¢ = I (x) . Ii(x)
(4) [ v/x 1 ; J/x !} daha bilyiik tamsayl

[ /x 1

I

min 5 [ (y+1)2 = x # 0 1]

min 5 [ al(y+1)2 * x) = 0 1
2 1

min 5 [ aC(S(Ia(x,y)))? = I.(x)) =0 1

1

(8) | x-vy |=0Cx ty)+(y*x)
(6) [ x /7y
Eger y # 0 ise, [ x / y 1 2 en biiyiik tamsayidir.

Eger y = 0 ise, [ x / y 1 =0 olur.

1]

[ y=0 \/y(z+1) > ]
[ y=0 \v/y(z+1) s x #91

min = [ y=0 \aty(z+D)

[ x /7y ] min

>

min

L]

x) =01

mhli . [y . ofy(z2¥l) = 2} .8 1

Burada zorluk, minimallestirmenin sifira esit bir tek
fonksiyon kiimesini igermesidir. Kararimiz, bir say:
giftindeki sayilardan ya birinin ya da digerinin (ya da her
ikisinin) sifir oldujunu sdylemek, sayllarin garpiminin
sifira esit oldugunu sdylemeye denktir,seklindedir.

(7)  R(x,y)

Eger y # 0 ise R(x,y), x 'in y ile béliimiindeki kalani
temsil eder.




x/ly
denkleminden
R(x,y)

R(x,y)

12.

[ x /7y 1l +Rx,y) /¥y

R(x,y) ¢ekilirse,

H

x -~y [l x /7yl bulunur.

x 2y [ x /7yl plarak alirsak,

R(x,0) = x olur.

burada



13.
BOLUM L EE

DOGAL SAYILARIN SONLWU DIiIzZirL.ERZI

Dogal sayilarin kiumesi ve dogal sayilarin sirali
ciftlerinin kiumesi arasinda birebir esleme oldugu bilinen
bir gercektir ve bu esleme iyi tanimlidir. Boyle bir
eslemenin rekursif fonksiyonlar ile nasil
olugturulabilecegini gdsterelim.

JX,y) = 1/2 [ (x+y)?2 + 3x +y ] fonksiyonunu gdzdniine
alalim. Burada,
(X+Y)2 + 3X + y = (X+y) (X+y+1) + 2x

oldugundan J(x,y), daima bir tamsayidir.

Ayrica,
1 1 1 1

Jix,y) = [ ((x+y)2+I.(x)+La(X)+I.(x)+I1(y)} / S(S(N(x))) 1]

oldufundan J(x,y), rekirsiftir.

Acikca, dogal sayilarin herbir (x,y) sirali ¢ifti ile
J(x,y) fonksiyonu, bir tek doBal sayiya eslenir. Her =z
dogal sayisi icin 2z = J(x,y) olacak sekilde (x,y) sirali
ciftinin bir tane oldugunu gdsterelim.

Z = Jx,y) = 1/2 [ (x+y)? + 3x + y ]

2z

(x+y)2 + 3x + ¥y (1)
olacak gekilde x,y,z tamsayilarini alalim.

2Z = X2 + 2Xy + y? + 3x + Yy

L]

Bz = 4x2 + 4y%+ BXy + 12x + 4y
8z+]1 = 4X2% + 4y? + 12x + 4y + Bxy + 1

8z+1

(2x+2y+1)2 + 8x
Burada, buldujumuz son denklemden dolayi

(2x+2y+1)2 ¢ Bz+1 € (2x+2y+3)? yazabiliriz.
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2x+2y+1 { J8z+1l (  2x+2y+3
Bu egitsizlikten J8z+l, ya 2x+2y+l1 ya da 2x+2y+2 'dir.

8z+1 +1 ise ya 2x+2y+2 ya da 2x+2y+3 olur.
Bundan dolayz,

[ f8z+1 +1 1 = 2x+2y+2
==> I /E;:Iq+1 1/ 2 = x+y+! olur.
Buradan x+y 'i gekersek,
xty = ([ /8z+1 +#1 1 /721 - 1 (2)

bulunur.

-(1) ve (2) 'den

3x+y = 2z - { ( [ J/Bz+1 +1 1 / 2 ) -1 }? (3)
bulunur.
Oysa (2) ve (3) denklemleri, herbir z igin (1) kosulunu
yerine getiren en fazla bir (x,y) 'nin varlidi seklindeki

idiamizi agikga gdsterir. Eger bdyle (x,y) 'ler varsa
rekiirsif fonksiyonlar ile hesaplanabilirler. Eger

Qitz) = ([ /Bz+1 +1 1 /2 } ~ 1
Qalz) = 2z = (Qy(z))?
olarak yazarsak, o taktirde Q.(z) ve Qa(2z) rekiirsif

fonksiyonlardir ve (2), (3) denklemleri

X+y = Qi(2)
3x+y = Qa(z)
o
formunda yazilabilir. | | # 0

Bu denklem sistemi, iki bilinmeyenli denklem geklinde
goziillirse,

X ( Qalz) * Qi(z) ) / 2

y = Qalz) = [ ( Qalz) = Qalz) ) [/ 21

gseklinde bulunur.
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Bu ifadeleri,

K(z)

( Qa(z) > Qu(2) ) / 2

L(z) Qa(2Z) > [ ( Qalz) * Qalz) ) / 21

ile gdsterirsek, K{(z) ve L(z) fonksiyonlari rekiirsif
fonksiyonlardir. Béylece XYL 2 o, (1) kosulunu saglarsa

x = K(z) y = L(z) 'dir. Oysa, x ve y 'l keyfi segersek,
z = J(X,y), (1) kosulunu saglar. O halde x = K(J(x,y)) ve
y = L(J(x,y)) olur.

Simdi z, herhangi bir do%al sayir olsun. r sayisi,

1+2+...+r ¢ z olacak sekilde bir dogal sayl olsun.

x =2 = ( 1+2+...+r ) olarak alalim. O taktirde
x{r olur.
Yy =r - x olsun. r =x+y o0ldugu agiktuir.
X =2 = ( 1+42+...+4r )
Z = ( 1+42+...4r0 ) + x
Z = ( 142+, +(x+y) ) + X
z =17 2 (x+y).(x+y+l) + x
z = Jix,y)
Béylece x = K(J(x,y)) = K(z)
y = L(J(x,y)) = L(z)
, yani’ z = J(K(z),L(z2)) olur.
Teorem III.1.
J{K(z),L(z)) = z , K(J(x,y)) = x , L(J(x,y)) =y olacak

gsekilde J(x,y), K(z), L(z) rekiirsif fonksiyonlari vardir.

Bu teoremin ispati, daha o6nce agiklandigi gibidir.

Sonug III.1.
Eger K(z)=K(z') ve L(z)=L(z') ise o taktirde z=z' diur.
Ispat :

z = J(K(z),L(z)) = J(K(z"), L(z")) = z* diir.



16.

Simdi, daha sonrd verilen teoremlerin ispatlari igin
kolaylik saglayacak yardimci teoremi verelim.

Yardimci Teorem III.1.

v sayisi, 1,2,...,n sayllari ile bdliinebilen bir say1
olsun. O taktirde, 1 + v(i+l1) sayilara ( i=0,1,2,...n ),
ikiser ikiser aralarinda asaldir.

Ispat

me = 1 + v(i+l) olsun:

v sayisi, 1,2,...,n sayilari ile boliinebildiginden, m.

'nin 1 'in disindaki herhangi béleni, n ‘'den daha blylk
olmalidir.

3=0,1,2,...,n olmak iizere ( my,m, ) = d olsun o T N
Bundan dolayi d | Riaiiee 1 d | m, yazabiliriz.
d ] my , d ! m, => d | (i+)m, - (3+1)dme.  ==> d i i=3

0 ¢ i,3 ¢ n ve 1i>3 oldugundan i~ &n olacaktir. d,
m. 'lerin bir béleni oldugundan ya d =1 yada d > n
olacaktir. Oysa,

i-3 ¢n ve d | i—13

oldugundan d > n olamaz. O halde, d = 1 olmak zorundadir.
Bu da

( me,my ) =1

yani, 1 4+ v(i+l) gayilari ikiger ikiser aralarinda
asaldir.

Teorem IIT.2.

80,81,..-,8n , tamsayilarin sonlu bir dizisi olsun.
O taktirde R(u,l + v(i+l)) = as olacak sekilde u ve v
tamsayilari vardir ( i=0,1,2,...,n ).

Ispat :

d0,31,.-.,3n tamsaylilarinin en biyiigu A olsun. v = 2An! ve

m:e = 1 + v(i+l) olsun. O taktirde yardimci teoremden, ms
'ler, ikiger 1ikiger aralarinda asaldir. Bu kabullerden
dolaya, as < v { ms+ olacak gekilde v sayisi vardir.
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Simdi R(x,y), X tIme oy ile bolumiindeki  kalani
gésterdiginden ve (inlilerin Kalan Teoremi yardimyi ile

u = as ( mod mye ) ( i=0,1,...,n ) olacak sekilde bir
u sayisi vardir.

Yani, R(u,ms) = R(as,ms) e o
Oysa a. < my ‘'dir. O halde R(u,ms) = R(as,my) olur.

Béylece,

R(u, 1+ v(i+1)) = R(u,ms) = R(ay,ms) = a, ‘aic.
Teorem III.3.
40,81,...,4n sayilara ne olursa olsun, Te(w) = ay
olacak - sekilde bir we saylsi varsa, bir Tsi(w) rekirsif
. fonksiyonu vardir ( i=0,1,...,n ).
Ispat :

Talw) = R(K(w),1 + [L(w)(i+1)])

denklemi ile Ti(w) fonksiyonu tanimlansin. daad f iyl
tamsayilara veriliyor. O taktirde, Teorem III.2. 'den,

R(u,l + v(i+1)) = ag
olacak sgekilde bir u ve v sayisi1 vardir ( i=0,1,...,n ).
Wo = J(u,v) olarak alalim. Buradan,

Telwg)

1

RIK(J(u,v)),1 + [L(J(u,v))(i+1) 1)

i

R(u,1 + v(i+1))
= a.
bulunur ki bdyle bir wo sayisi mevcuttur. Bundan dolayi
Ta(Ww) = R(K(w), 1 + [L(w)(i+1)])

seklinde verilen fonksiyon, rekirsif fonksiyondur.
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BOLLUM LA

PRIMITIF REKURSITIYON
VE

PRIMITIF REKURSIF FONKIYONLAR

IV.1. PRIMITIF REKURS1YON

Bu bélimde, konunun temeli olan, tekrarl:i islemler ve
tekrarli fonksiyonlardan bahsedilecektir.

XY ve x! gibi fonksiyonlarin, hesaplanabilirligi
konusunu go6zoénine alalim. 7" ‘in  degerini  bulmaya
galisalim. Bu degerin bulunmasi ig¢in uygulanan genel bir
islem, asagidaki gibidir:

7t =7 . 73 =7 [\ 7 =7 .7 = 49
7* =72 . 7T =49 .7 = 343 " T = TR TH Y T s 01
7% = 74 7 = 2401 . 7 = 16807
Bu islem,

r

! xt F X

<
| XY *iosane ik

rekirsiyon denklemleri olarak adlandirilan denklemlerle
temsil edilebilir. Burada x° = 1 de3eri, birinci denklem
olarak alinabilir.

Ayni sekilde, x! fonksiyonu,

| ot =1

b B R &

1

E (x+1)!
L

denklemlerinden hesaplanabilir.
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Rekiirsiyon denklemlerinin, daima bir ve yalniz bir tam

fonksiyon tanimladijini gostererek baslayalim.

Teorem IV.1

f(X=?) ve g(Xf=*3*) iki tam fonksiyon olsun. O taktirde,

1

—

hi0,X'm?) f(}en?)
(1) <
| h(z+l X))

L

[» (G- AR LA il R Gl

rekiirsiyon denklemlerini saglayan en fazla bir h(Xtn+1»)
tam fonksiyonu vardir.

Ispat :

Aksini disinelim. Yani, h. (X‘®*2?) ve ha(Xtn+1>) tam
fonksiyonlarinin  her ikisinin de (1) denklemini
sagladigini kabul edelim.

Sonugta,

Y y.X¢»" igin hlc)},x‘nw = haly,X"?)
oldugu gériilecektir.
y=0 ve her X’ igin kesinlikle dogrudur. iinkii,
R (0,Xm?) = £(X*™?) = ha(0,X¢™?)
0ldugu tanimdan kolayca gdriiliir.
Simdi y=z igin do3ru kabul edelim. O taktirde,

ha(2Z+l X®? yim gz iy (2, Xemr ) tnr )

g(z,ha(z,X¢"?) Xt»?)

ha(z+l,X*n?)
bulunur.

Bu durumda, aksini diisiinerek kabul ettigimiz iki fonksiyon,
birbirine esittir. Yani,

V/ 7.X* igin  hi(y,Xe"%) = ha(y,X¢=?) rdir

ve (1) denklemlerini saglar.
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Bu teoremin bir sonucu olarak asajidaki tanimi verebiliriz.

Tanim IV.I
Primitif reklirsiyon islemi, verilen f(X‘"?) ve g(Xf=*3?)
gibi tam fonksiyonlari __lidg h(X¢»+2+?) fonksivenunu
birlestirir. Burada i m,

I

l hiQ,Xtn2) =ofi)ind)

{

| htz+1,X®*) = g(z,h(z,X*"?), X"?)

L
seklindedir.
Eger f ve g fonksiyonlari rekurcsif: 1se. hEginrd )y

fonksiyonu da rekiirsiftir. Ornegin,

fix)

1 = S(N(x))

gi{x,u,v)

At

ST
geklinde iki fonksiyon olsun. O taktirde, f(x) ve g(u,v,x)
fonksiyonlarl rekirsiftir. Bundan dolay1, h(z,x) de
rekirsiftir ve

h(0,x)

f(x) =1

h(z+1,x)

g(z,h(z,x),x) = x . h(z,x)
denklemlerini saglar.
Ayri1 bir ornek olarak, h(x,y) = x¥ fonksiyonu da bu

denklem ¢iftini sajlar. Bobylece Teorem IV.1 ‘'den dolayi
bu fonksiyon da rekiirsiftir ve hesaplanabilir.
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IV.2 PRIMITIF REKURSIF FONKS1YONLAR

Bu kisimda, primitif rekirsif fonksiyonlar olarak
adlandirilan; rekiirsif fonksiyonlarin bir sinifinin belirli
bir alt sinifl Uzerinde ¢alisilacaktir. Bu sinif,

genellikle karsilasilan tiim niimerik fonksiyonlari igine
alir. Yine de, tiim rekiirsif fonksiyonlara sahip olmayan bir
sinif, belirli bir yapisal karaktere sahiptir. Gergekten,
bu o6zelliklere sahip olan ve galisilan baska bir gok sinif
vardir.

Tanim IV.2.1
Bir fonksiyon, agagida siralanan fonksiyonlar ile
baglayvan, primitif rekiirsiyon ve bileske islemlerinin

sonucunda elde edilebilirse, primitif rekiirsif 'tir, denir.

(1) Cal(x)

(2). S(x) = x + 1

(3) N(x) = 0

(4) Tol(xy, ..., %)) = x4
Sonug IV.2.1

Eger bir fonksiyon primitif rekiirsif ise, o taktirde
rekirsiftir.

Bu sonug, Bolim IT 'deki rekiirsif fonksiyon tanim ve
o6rneklerinden, N(x) 'in rekiirsif olma durumundan ve Tanim
gVil.1 ‘den  dolayil agiktir. Primitif rekiirsif olmayan

rekiursif fonksiyonlarin varligi da gbésterilebilir.

Simdi ,bazi primitif rekiirsif fonksiyonlari giralayalim :

1

Ij_(X)

(1) X +y X +0=x

X+ ERHl) m (x & §) ¥ = B (sl

(=]
1]
(=]
H

(2) ), R, X N(x)
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a

X » (y+1) = (x ; Ylosixastat Loy Ta L ¥)

(3) M(x) (Oncel fonksiyon)
Burada, M(0) =0 ve x>1 ise M(x) =x -1
- M(0) = 0 = N(x)
M(x+1) = M{(x) + 1 = x = I:(x)

(4) X >y X*0=x=0=x=TI;(x) Ph
X 2 (y+l) = (x 2 y) -1 =C}§2Z y)
(5) n! 0! =1 = S(N(x))
(n+l) b= ntldoont = Sy nl
(6) X X% = 1 = S(N(x))

a2
Xy S .ok =% | T y)

(7) alx) =1 2 x
1

alx) = SIN(x)) £ I,(x)

[y ]y

Teorem IV.2.1

Bir fonksiyon, ancak ve ancak bileske iglemleri, primitif
rekirsiyon ve Tanim IV.2.1 ‘'de siralanan fonksiyonlarin
minimallestirilmesi ile elde edilebiliyorsa, kismi
rekirsiftir.

Eger minimallestirme, sadece regular fonksiyonlara
uygulanirsa, rekirsif fonksiyonlarin sinifi bulunacaktir.

Ispat :
Bu sonug, tlm primitif rekiirsif fonksiyonlarin ve Tanim

II.1 ‘de siralanan fonksiyonlarin, primitif rekiirsif
durumlarindan hemen anlasilir.
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Teorem IV.2.2

£(k,X®>), bir (primitif) rekiirsif fonksiyon olmak liizere

n

g(n,X®’) = X f(k,XP)
k=0
h(n,X®*) = ar f(k,XP?)

k=0

fonksiyonlari da (primitif) rekiirsiftir.

Ispat

Ispat igin i 'primitif rekiirsiyon iglemlerini

‘uygulayalim:
g(0,X®*) = £(0,X®?)
g(n+l,X‘P’) = g(n,X‘P) + f(n+1,6XP?)
h(0,X*®>) = £(0,X®?)
h(n+1,X‘®?) = h(n,X‘P’) . f(n+1,X®?)

bulunur ki g(n,X‘®>) ve h(n,X‘®?) fonksiyonlari da

(primitif) reklirsiftir.
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BOLLUM v

REKURSIF KUMELER VE YUKLEMILER

Fonksiyonlarda oldugu gibi  kimelerin ve  yiklemlerin
rekilirsifliginden bahsedilebilir. Bélim I 'deki tanimlara ve
agiklamalara dayanarak asagidaki tanimlari ve teoremleri
verebiliriz.

Tanim V.1
ol n - lilerin bir kiimesi olsun. O taktirde S kiimesinin

karakteristik fonksiyonu olan Cs(X‘"?) (primitif) rekiirsif
ise S5' ye , (primitif) rekiirsif bir kiimedir, denir.

Teorem V.1.

R ve S (primitif) rekiirsif kiimeler olsun. O taktirde

RU'SsS - RNES ve R kiimeleri de (primitif) rekiirsif
kiimelerdir.
Ispat :

Bolim I 'de verilen ig o6zellikten, vyani,

M=RUS

N=RNS

olacak sekilde

Cu = Crus = Cr .Cs
Cnu = Cans = Ch + Cs - ( Cr.Ce )
Ce =1 -Cn

denklemlerinden gdsterilir.
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Sonug V.1

P(X‘"*), n - degiskenli bir yiiklem olsun. Bu yiiklemin
kapali sekli

{ X%n2 AT ol

kilmesidir. Eger bu kiime, (primitif) rekiirsif bir kiime ise
P(X‘m?) yiuklemi, (primitif) rekiirsif bir yiiklemdir.

Ayrica, yuklemin karakteristik fonksiyonu incelenirken,
yuklemin kapali sekli olan kiime gézéniine alinir. O halde,
Tanim V.1 'den dolayi, P(X‘™?) vyiikleninin (primitif)
rekiirsif olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, yiklemin
karakteristik fonksiyonunun (primitif) rekiirsif olmasidir.
Teoren V.2

P ve Q , (primitif) rekiirsif yiklemler olsun. O taktirde,
PV o, P/A QO ve ~P yiklenleri de  (primitif)
rekirsiftir.

Ispat :

Teorem V.1 ve Sonug V.1 ‘'deki agiklamalara dayanarak,

CPVQ = Cp . OQ

CDAQ (OD+CQ}‘=(CD.CQ)

pr-_-l‘tcp

0zdegliklerinden hemen anlasilir.

Teorem V.3

By X =2y (primitif) rekiirsif bir vyiiklem olsun. O
taktirde,
A
(1) \/ Ply X°=2)
y=0
ve
zZ
(2) Ply,Xtn?)
y=0

yuklemlerl de (primitif) rekirsiftir.
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‘Ispat :
ispata kolayl:i sajlamak amaciyla,
Z
Q(z, X)) (=> Py, X25h)

yoed

olacak sekilde (1) yiklemine denk, Q(z,X¢=?) yiiklemini
gozdniine alalim. O taktirde, bir pnceki teorem ile Sonug
V.1 ‘den dolay1i

Colz,X¢m?) = ar Cply, X¢m?) rdir.

y=0

ve (1) yiklemi (primitif) rekiursiftir.
(2) yiklemi igin, Bdlim I 'de de bahsedilen modern
manti1gin degilleme kurali yardim: ile

z Z

/\P(y,}("‘”} (=) \/ ~Py,X¢m?)

y=0 y=0

yazilir ve bir onceki teorem uygulanarak (primitif)
rekiirsif oldugu gésterilir.

Nicelemenin sinirliligi, bu sonugta énemlidir.

Teorem V.4

0, © Hi, JHa,... 3He yliklemleri (primitif) rekiirsif
yiklemler olsun. O halde

P(XEmY) {mmd BAM, (NHYY, oL HREK ™) )

seklinde  tanimlanan P(X¢m?) vyiklemi de (primitif)
rekiirsiftir.
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Ispat :

Bu yuklemlerin (primitif) rekiirsifligini gostermek igin ;
Co(X™?) = Co(Ha(Xm2), ... He(X"?))
yazmak yeterlidir.

Teorem V.5

F(X®=?) bir fonksiyon ve P(X®=?») de bir yiiklem olsun.
B ve P(X"?) (primitif) rekiirsif ise F-1(P) 'de
(primitif) rekirsiftir.

Ispat

Bu tecgrem, aslinda,

Corem(X®?) = (Op o F
»
durumunun bir sonucudur. O halde ispat igin,

Cor¢pr (XR?) = 0 (=) X2 € F~1(P) (=) F(X‘m?) € P(X¢»?)

-

{(=> Co(F(X‘®?)) =0

yazmak yeterlidir.

Teorem V.6
{n}) kimesi, (primitif) rekiirsiftir.
Ispat

Bunun igin timevarim uygulayalim:
n=20 igin ;

(o ) R Kumesinin (primitif) rekiirsif olup olmadigina,
karakteristik fonksiyon yardimi ile bakalim.
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0 (==> 0 € {0}

Ceor(0) =
Ccnﬂ,;.(GJ =1 (=) 1 % (0}
Primitif rekiirsiyon iglemi sonucunda, karakteristik

fonksiyon, 0 ve 1 degerlerini degistirmektedir. O halde
n =0 igin dofrudur.

n =k igin ; dogrulugunu kabul edelim.

n.=Fk+ 1 durumunu inceleyelim. Oysa Bdliim IV.2 'de
tanimladigimiz M oncel fonksiyonu yardimi ile

{k+40 543 (k)

yazabiliriz. M ve M™* fonksiyonlari (primitif) rekiirsif
olduklarindan, teorem, k+! igin de dogrudur. O halde, her
n igin teorem dogru olur ve ispat biter.

Sonug V.2
Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, sonlu kiimeler ve
timleyenleri (primitif) rekirsiftir.
Teorem V.7
X =y ve x ¢y vyiklemleri (primitif) rekiirsiftir.
Ispat :
Ispat igin, yiklemlerin  karakteristik fonksiyonlara
incelenir. Ozel olarak,
X =Y Yyukleminin karakteristik fonksiyonu;
a(a([ X - yi}) = a(a(0)) = a(l) = 0
x ¢y vyikleminin karakteristik fonksiyonu;
a(y*x) ¢(=> x ¢y igin y*x = y-x olur.

X Cy (=>y-x>0
al{y-x) =0



29.

Alternatif olarak, X =y 'nin primitif rekiirsifligi,
X =y (= L o) i £ XK YD

geklinde x < y yikleminden bulunmustur.
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