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OZET

Ayrnik noktalardaki degerleri bilinen bir fonksiyon bu noktalardan ge¢en bir po-
linom veya bagka bir fonksiyon ile yaklagik olarak tanimlanabilir. Ancak bdyle
bir &aklaglm, bazen iki bakimdan sakincal olabilir , birincisi enterpolasyon
iglemi sirasinda polinomlar i¢in alinan nokta sayis: kullanilan poﬁnomm Us-
stiinden bir fazladir. Halbuki bu problemlerde ¢ok fazla sayida deger bilinebilir
ve bu degerlerin tiimiiniin iyl ¢éziim amaciyla kullanilmas: kugkusuz yarar-
It olur. Tkincisi, yaklagik olarak kullanilan yaklagim fonksiyonu G(x) verilen
f(x) fonksiyonunu sadece belli bir aralikta tammlar. Halbuki, bazi hallerde ger-
¢ek fonksiyon ile enterpolasyon fonksiyonu verilen noktalar diginda birbirinden
cok farkl olabilir ve bu durum gergek ¢dziimde higbir gekilde gériilmeyebilir.
Bu tiir sakincalar: 6nlemek amaciyla bulunan G(x) fonksiyonunun verilen f(x)
fonksiyonunu daha, iyi bir yaklagim ile tanimlamas: istenir.

Bu yontemlerin baginda I. Bélimde incelenen Minimax yaklagimlar , En Kii-
c¢lik Kareler Yaklagimu , Trigonometrik Fonksiyonlar ile yaklagim ve Ortogonal
Fonksiyonlar ile Yaklagimlar gelmektedir.

II. Béliimde ise gok daha iyi yaklagim saglayan Lineer Spline fonksiyonlari-
m , Kiibik Spline fonksiyonlarini ve Beginci Mertebeden Spline fonksiyonlar:

incelenmigtir.
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SUMMARY

A function known the values at discrete points can be define with a polinomial
or another function having these points. But such an approximation some-
times could be incovenient in two ways. Firstly the number of using points
for polinomials is one more then the degree of using polinomialé during to
enterpolate. However, a lot of value can be known in these problems and of
course, to use all of them for having Wen results will be usefull. Secondly ap-
proximation function G(x) using for enterpolation defines the given function
f(x) only in the evident interval. However, in some cases, the real function and
the enterpolation function could be very different outside of the given points.
Also this situations could never be seen at the exact solution. For bewaring
of this inconvenient cases, wanted to be convenient to the give f(x) functions
with the founded function G(x).

Leads this methods are Minimax approximations, Least Squares, Approxima-

tion of Trigonometric and Orthogonal Functions to take up in the first chapter.

In the second chapter is shown Linear Splines, Cubic Splines and Fifth Degree

Splines Functions which are the best approximations.



GIRIS

Matematiksel bir problemin ¢6zimiini yapmaya baglamadan dnce o problemin ¢o-
zimiiniin var olup olmadigini saptamak gerekir. Eger var ise bu problem i¢in gesitli
¢ozlim yollarindan birisi segilerek igleme baglamir. (")rneéin, bir serinin toplamu is-
tendiginde énce verilen serinin toplamimn meveut olup olmadifim aragtirmamiz

gerekir. Sonug iraksak giktiginda toplam degeri mevcut degildir.

Sayisal hesaplamalarda da aym durum gegerlidir ve uygulamalarda genel olarak
herhangi n boyutlu uzayda (z%,z3,...,2%) gibi n tane bagimsiz degigkene bagh
f(z;) fonksiyon degerleri veya kesikli degerleri verilebilir.Eger tablo degerleri ve-
r11m1§ ise f = (z1,%2,23,...,Z5) gibi bir iligki verilmek zorundadur. Dé§i§kenler
arasinda verilmis olan bu iligki R® uzayindaki bir D bolgesinde olmayida bera-
berinde getirir.Halbuki birgok durumda belli kogullar altinda siireklilik bolgenin
her verinde aranmayabilir. Zaten sayisal analizde kesikli biyiikliikler kullaml-
mak zorundadir. Fonksiyon ne gekilde verilirse verilsin, bu fonksiyonu temsil eden
bir bagka fonksiyon sayisal hesaplamalarda kullanilacaktir. Bu belirleme genel
fonksiyonun acilimlarn yada entegral iglemleriyle yapilabilir. Ancak bu tir iglem-
ler pratik yontemden yada islem zamam yoéntinden pratik olmaz, bunlarin yerine
genelde fonksiyonu temsil edecek olan yaklagim fonksiyonunun basit ve hesapla-
mada kolayliklar getiren tiirden olmas: istenir. Bildigimiz en basit fonksiyonlar
polinomlardir, bunlarinda en kiigiik dereceden olanlar1 hesaplama kolayliklar ne-
deniyle tercih edilirler. Herhangi bir f(x) fonksiyonu gbzéniine alindiginda z = z¢
civarinda tanimh ve siirekli olan bu fonksiyonun hesaplanmas: eger bu fonksiyonun
bu nokta civarinda daha basit bir fonksiyon ile ifade edilmesi isteniyorsa ilk bag
vurulacak yol taylor acilimidar.



BOLUM I

1. YAKLASIM FONKSIYONLARI

1.1. MINIMAX YAKLASIMLAR

F(x) fonksiyonu [a,b] arahgnda tammh ve siirekli oldugunda dyle n>0 ve Py(z)
polinomu bulunmahdir k1 verilen arahikta e® = |Pp(z) — f(z)| mutlak hatalarin
en bﬁyﬁgﬁ yani maximum hata minimize edilsin. Minimax yaklagim e* degeri-
nin minimize edilebilmesi i¢in Pp(z) = ag + a1z + azz? + ... + a,z" polinomunun

ag, 41,032, ..., 6, katsayilarimn nasil belirlenecegi sorusunun cevabidir.

P,(z)‘ belirlemek i¢in (n+1) bilinmeyenli bir denklem sistemi olugturup, bu sis-
temi ¢ozme zorunlulugu vardir. Bu da bu yéntemin en sonra diigiintilecek glic-
ligidir. Yontemin asil giiglugi f(x) fonksiyonunun gosterdigi egrinin belli baz:
noktalardaki degeri ile , yaklagim fonksiyonunun belirtilen noktalardaki degerinin
maximum hata veren noktalar olarak saptanmasidir. Bu nedenle bu yontemde kii-
¢iik derceli polinomlar ile caligmak hem hesaplama kolayhig: bakimindan ,hemde
maximum hatay: veren nokta veya noktalarin bulunabilmesi agisindan 6nemlidir.
Ancak polinomun derecesi arttik¢a daha az hata ile yaklagim fonksiyonuna vanla-

bilecegi séylenebilir.

ORNEK: [-1,1] araliginda f(z) = €* fonksiyonuna g1{z) = ag¢ + a1z seklinde bir
polinom ile minimax yaklagalim,bu durumda ao ve a; degerlerini bulmahyiz.
v

-3 N g

Sekil 1.1.
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e(z) = €® — (ag + a1z) herhangi bir noktadaki hata. Amacimiz ¢; denilen hatay:

[-1,1] araliginda minimize etmek.

e-=q elz3)=-a el)=a
e(z1) =0 &(z2)=0

Burada bilinmeyenler ¢y, a9, a3, 1, 22, z3 dir.

g'(z3) = 0 olmalidir.

e(~1) = e—l—ag+a1 = q
e(zs) = e —ap— s = —q
el) = e—ap—a1=q
bagntilarindan
e(—1) =¢(1)

e—l—ayt+a1=e—ay—a

1
4 =e—e—g= sin(hy) = 1.1752
elde edilir.

e(zs) =€ —qp —a123 = —q1

e'(z3) = €%8 — a3 =0 ’dan

ezs = az

Ln(e®"®) = Ln(a1)
r3 = Ln(1.1752) = 0.1614

e(1) = —e(z3) ise

e—ag—a; =—e"®4-ag + a3
elde edilir. Bulunan degerleri yerine koyarsak ; ag = 1.2643 olarak bulunur.
e(l)=e—ap—ay
= 0.2788(Maz.Hata)

@1{z) = ap + a1z

= 1.2643 + 1.1752z
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1.2. EN KUCUK KARELER YAKLASIMI

.(z,‘, f(z:i)) i= 1,2,3,...n tablo degerleri verilmig olsun. Bu gekilde verilen nok-
talar1 en iyi gekilde temsil edecek G(x) fonksiyonunu segmek miimkiindir. G(x)
fonksiyonunun tipi bir polinom, rasyonel fonksiyon, trigonometrik fonksiyon vb.
olarak problem ¢dziicii tarafindan segilir. Bu veriler altinda {29, .| arahfinda her
z; degerinin tablo degeri f(z;) ile yaklagm fonksiyonu G(z;) arasindaki fark: m;

ile gosterirsek ;

m; = |f(z:) — G(z:)]

dir.
Her bir noktada

n

M= [f(z:) - G(z:)]

i=1
seklinde ifade edilir. M ile g6sterdigimiz toplamlarin mininum olmasi kogulu ile
G(x) yaklagim fonksiyonunun belirlenmesi yontemine E.K.K.Y denir. Bu yaklagim
fonksiyonu hangi tiirden olursa olsun m tane parametresi olacaktir.

G(z) = (z,c1,¢2,...,cm) polinomunu iglemciye kolayhk saglayacak bigimde iste-
digimiz bigimde segebiliriz. G(x) fonksiyonu G(z) = (z,c1,¢2,...,¢m) seklinde

secilmig olsun. Bu durumda

n

M= Z [f(mz) - G(mia 617627’"76‘"1)]2

=1

olur. M degerinin bir minimuma sahip olabilmesi i¢in gerek kogul

oM
dc;

0 i=1,23.,m

olmasidir. Bu kogul kargimiza n bilinmeyen igeren m denklemden olugan bir sistem
cikarir kargimiza. Buna A.C=B geklinde bir sistem diyebiliriz.
A:Katsay1 vektorii B: Ikinci taraf vektdrii C: Bilinmeyen vektor

Eger sectigimiz yaklagim fonksiyonu ¢y, ¢z, ¢3, ..., ¢ parametrelerine gore,



G(z) = agi(z) + 6292(37) + cags(z) + ... + Cmgm(z)

geklinde lineer ise;

M _o = 1,2,3,...m

3(:,'
denklem sistemi lineerdir. Ayrica ¢ogu zaman a,nali_tik ifadesi verilen bir f(x) fonk-
siyonuna G(x) gibi daha basit bir fonksiyon ile yaklagilmak istenebilir. Bu durumda

3

M= / [f(mZ) - G(mhx% L3y eery mm)]2dx
Zo
olarak belirlenir. Aym kogullar bu durumda da s6z konusudur.
ORNEK: f(z) = €* fonksiyonuna G(z) = ¢1 + c2z seklinde bir yaklagim fonksi-
yonu [-1,1] araliginda E.K.K.Y ile yaklagalim.
f(z) = e® analitik ifadesi verildiginden

Tn

M= [f(xz) - G(w11$27m37 0"y xm)12

Zo

1
= / (€% — ¢y — cgz)dx
-1

%CMT; =0 i::1,2,...,m kogulundan
oM
P )
oM _
662 -
oM 1
3—(:1:"2 - (6° —c1 —cax)dr =0
oM 1
-372 =-—2/;1a7(ez —c—cx)dz =0
dir.

1 72
/ (e —¢1 —cox)de = €® — iz — cz.—2—]1_1 =0
-1



¢ = sh(1) = 1.1752

3:2 3

1
fl(we” -1z — czxz)dx =e"(z—1)— 1y 02~§3“ll—1

c2 = 1.1036

bulunur. Buradan

G(z) = ¢1 + ez = 1.1752 + 1.1036z

elde edilir.
[-1,1] aralifinda f(x) ile G(x) arasindaki hatanin maxsimum degeri :

1 B
M= / [e® —1.1752 — 1.1036]° dz
-1

= 2¢” + 1.38z + 0.40z — 4.45¢” + 0.64z%|* , = 0.44
olarak elde edilir.
ORNEK:
Pi(1,5.12) Py(3,3) P3(6,2.48) Py(9,2.34) Ps(15,2.18)

olarak veriliyor. G(z) = ae?® geklinde bir fonksiyon ile yaklagilmak istendiginde

a ve B bilinmeyendir.

5 5
M= Z(f(wi) —G(@:))* = (f(z:) — apz,)?

=1
M
.,
P ;{‘[ . kogullarindan
o8

fi(e,8)=0 (1)
fa(e,8) =0 2

gibi nonlineer bir sistem elde edilir. Bu non-lineer sistem ¢egitli yontemler kul-

lanilarak ¢6zilebilir. Fakat fonksiyonu lineerlegtirmek miimkiinse bu ¢ogu zaman
daha uygun bir yol olur.



G(z) = aef? ise

Ln(G(z)) = Ln(aef?)
= Lna + Bz

olur.

Ln(G(x)) = U(x) =A +Bx geklinde lineer olarak segebiliriz. Bu durumda M degeri

5

M =) [Lnf(z:) — A - Bz;]’

=1

B = 23" [In(f(z:) ~ 4 - Bai] =0

=1

S

3" In(f(ai)) = Z(AJrsz)

=1

Ln(5.12) + Ln(3) + Ln(2.48) + Ln(2.34) + Ln(2.18) = 5A + 34B

%ME‘ =2 Ei:l (w,-Ln (f(z:)) — Az; — Bmf) =0

Z(:z':z Ln(f(z:)) = ZAa:, + Z Bz?

=1 . =1

Ln(5.12) + 3Ln3 + 6Ln(2.48) + 9Ln(2.34) + 15Ln(2.18) = 344 + 352B

S5A 4+ 34B = 5.26
34A 4 352B = 29.7

Denklem sistemi ¢oziiliirse;

a =467
B = —0.0746

olarak bulunur.

(1)

2)
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1.3. ORTOGONAL FONKSIYONLAR iLE YAKLASIM

P,(z) = ag+a1z+azz? +...4+ a,z"™ polinomal yaklagimlar belli kogxﬁllan saglayan
fonksiyonlar olarak belirlenmek ve sayisal yontem iginde kullamlmak durumunda
olabilirler. Bu kogullar1 gergekleyen fonksiyonlardan bir grubunu ortogonal fonk-
siyonlar geklinde tanimlayabiliriz.

w(x) bir siklet fonksiyonu olmak {izere; f(x) ve g(x) siirekli fonksiyonlar oldugunda
bu iki fonksiyonun [a,b] araligindaki skaler carpim;

b
(f,9) = ] w(2) f(2)g(z)dz

olarak tanimlanir.
Skaler carpim ile ilgili su dzellikleri yazabiliriz.
l)a€eR ign (af,g9)=(f a9)
2)f=fi+f ise (£,9)=(f1,9)+(fa,9)
g=g1+92 ise (f,9)=(f,91)+(f 92)
3-) (f.g)=(gf)
4)(f,f) =0 Vz;€a,b] icin f(z;)=0 ise (f, f) =0 olur.

(L= fab w(z).f(z)?dz olacagindan; fonksiyonun yine aymi araliktaki Sklidyen

normu,;

b
vVIE ) =1flz= \//a w(z)f(z)2de

seklinde olur. v
YARDIMCI TEOREM (Cauchy Schwards):
z €[a,b] fveg [ab] aralifinda tanimlanmug iki fonksiyon ise;

(£,9) < 1IN-llgll

dir.



fspa,t: ‘
g(x)=0 ise dogru oldugu acik¢a goriiliir.
g(z) # 0 oldugunda ise « € R olmak {izere;

(f+ag,f+ag)>0

(f +ag,f+ag)=(f,f)+2a(f,g) +a*(9,9) > 0.

a’ya gore 2. dereceden bir denklem elde edildi. Denklemin her durumda (’dan
biiyiik olabilmesi icin P(a) = Aa? + Ba + C denkleminin A < 0 sartini saglamas:

gerekir.

A=4(f,g)2—4(f,f)-(gsg)ﬁ0 ise (f7g)23(f7f)(gag)

(£, <UAPllgl®  dse  (£,9) < Ifll-Ngl

elde edilir.
TANIM: f(x) ve g(x) skaler iki fonksiyon, f(z) # g(z) olmak kogulu ile;

b
(9) = [ w@)f(@g(e)s =0

olmas: halinde f ve g fonksiyonlarina ortogonaldir denir.

Bu tanim ve (Gram-Schmidt) teoremi yardimi ile herhangi ortogonal foksiyonu bir
polinomlar kiimesi olarak olugturmak mimkiindir.

TEOREM (Gram-Schmidt):

Yn€N igin D=derece D(y¢n)=n n#m m,n >0 olmak iizere

(‘Pna Som) =0

olacak gekilde {¢,(z)|n > 0} polinomlar kiimesi vardir.

a-)Vn € N i¢in (@n,pn) =1

b-) ¢n(z) polinomundaki n. dereceli terimin katsayis: pozitiftir.

Bu kogullar ile olugturulan kiime tektir. Klimenin olugturulmasinda ¢,(z) poli-

nomlarinin yapist w(x) siklet fonksiyonunun yapis: ile farkhilbik gosterir.
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fspat:

{@n(z)|r > 0} dizisinin elemanlarmin olugturulabilmesi igin bir ardigik tekrar is-
leyigi kurmak gerekir.

po(z) =c >0 Ilpo(z)l| =1 segelim;

(o, o) = /ab w(z)pa(z)ds = /: w(z)de =1
2 1

B f: w(z)dz
1

\/ f: w(z)dz

1(z)1 belirlemeden 6nce ¥1(z) = = + a1,0.¢o(z) fonksiyonunu segelim. Bu fonk-
siyonda (¥1(z),0(z)) = 0 olsun, #(z) iki terimli bir fonksiyondur ve po(z) ile

c =

bulunur.

ortogonaldir.

($1(z), po()) = (= + a1,000(2), po(z)) = (z,o(2)) + a1,0(¢0,v0) = 0

b b
a1 = —(z,p0(z)) = —/a z.w(z).po(z)dz = ——c/a z.w(z)dr
1

\/f: w(z)dz

- f: z.w(z)dz
f: w(z)dz

c=

ise

ai0 =

olarak belirlenir.

¢1(x) fonksiyonu yine normu 1 olacak gekilde ([[¢1(2)]| = 1)

(=)
21 = @l
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yazilir ve (@o(z), p1(z)) = 0 gart1 saglamr. Benzer iglem stirdiiriildiigiinde @n(z)’

olugturabilmek igin

Pn(2) = 2" + Gn,n—19n—1(2) + . + an,000(2)

geklinde tamimlamir. Bu fonksiyonun bitin wi(zr) i=1,2,...,n-1 fonksiyonlarn ile
ortogonal olmasi yani (¢, (), pi(z)) = 0 olmas: kogullarindan yine

(Yn(2), po(x)) =0

olmast kogulu ile a, ¢ bulunacaktir.
anj = —(z", ;) olarak belirlenir. Katsayilar1 bu gekilde belirlenen Yp(z) fonksi-

yonunda normu 1 yapacak

_ @) _
#n(®) = g @n = °

fonksiyonu verilecektir ki, bu fonksiyonda (oa(z),j(z)) =0 j=0,1,2,...,0-1 olur.
w(x) siklet fonksiyonu segilmek iizere oklidyen normu 1 olacak sekilde olugturula-
bilir ve siklet fonksiyonunun bu segimine gore bulunan ortogonal polinomlar dizisi

tektir. Yani w(x) degistikce polinomlar da degigicektir.

ORNEK: [a,b]= [-1,1] w(x) = 1 olmak {izere ardigik tekrar iglemlerini @s(z)’e
kadar devam ettiriniz.

po(z) = ¢ lleo(2)]| = 1 idi.

-

1
(o0 = [ wl@)eh(ads = ctafl =28 =1 ise o=

ve buradan da po(z) = % yazihr.

¥1(z) = z + a1 opo(z) idi.

a10 = —(z,p0) = fil zpo(z)w(z)de =0 dan o;(z) = z elde edilir.
61 @)I1? = J2, e*w(z)de = }

901(37)—‘:@%;_” dan ¢1(z) = % = 4/ 3z bulunur.
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P2(z) = 2% + az,101(z) + az0p0(z) (Y2(z),¢j(z)) = 0 idi.
az1 = —(22,01) = —(2, \/§x) =0

a2,0 = —(2%,¢0) = (2%, Z5) = 42
geklinde hesaplanarak;

b =a - L= L = \/ [@ipa=2\?

elde edilir ve buradan;

Ya(x) _#?-% [ B

pala) = T AT = T = 1[5 (87— D)
@l ~ 22 |22

bulunur. Benzer gekilde;

$3(z) = 2® + az 202(2) + aza1p1(2) + azowo(z)  (Ys(z),¥;(z)) =0

olmasi kogulundan
age = ~(2%,00) = -- [, s po(a)u(e)dz = — L [1 sdz =0
as1 = (%, ¢1) = — 1, Por(@ul(e)dz = — /3 [, stdz = 0

a3 = ~(a*,¢2) = = [1; P pr(@)u(e)de = —\ /35 [1,(3a* ~ 1)a*da = 0
geklinde hesaplanarak

32 3 ! 3 24
w3(z) = 2° — \/;g\/gm =z — =7 s (z)||? = [1(w3 - g:v)2da: = 505

_ Y3z
#3(%) = 5@

elde edilir.
Ortogonal polinomlarda [a,b] arahi genelde [-1]] olarak verilir. Eger verilmemis

ise doniigtiiriiliir. Her ortogonal fonksiyon i¢in siklet fonksiyonu ve @o(z) segimine
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gore |lpj(z)l| # 1 olmas: halinde bir ortogonal fonksiyon dizisi olugturmak olduk-
¢a gli¢ bir iglemdir. Bu iglemleri basitlegtirmek icin cesitli siklet fonksiyonlarina
gore |l¢j(z)]] = 1 olacak sekilde ortogonal fonksiyon dizilerinin olugturulmas: i¢in
ardigik tekrar bagintilar kurulabilir.

Elde edilen fonksiyonlar genélde analitik ifadesi verilmig ve stirekli olan fonksi-
yonlara yaklagim igin kullanihir. Bunun diginda bir fonksiyonun tablo degerleri
verildiéinde sadece bu verileri kullanarak fonksiyona yaklagmak mi:'lmkﬁndﬁr. Ya-
ni fonksiyon (z;, f(z;)) i=0,...,n gseklinde verilmig ise, P;,(z) i=0,...,n ortogonal

polinomlar kiimesi elemanlar ile;

n ‘ N 0 . % k
> Aeme={%, 17}

‘kogullarin1 saglayacak sekilde

G(z) = a1 Pi(z) + caPa(z) + ... + cmPm(2)

yaklagim fonksiyonu segilebilir. Bu durumda yaklagim fonksiyonunun
€1,€2, ...,y parametreleri E.K.K.Y kullanarak;

= oM

M = ; [G(2:) — f(z:)) Zer =0 i=1,2,..,n
i¢in;
1 io Pi(z:)> e i:l Pi(z;)Pa(x;) +... Co= Zj:l f(z;)Pi(z:)
o ey zj:l Py(z:)? +.. - §_:1 F(2:)Py(zs)

0 +0 +Cm 3> Plzi)? = ;1 F(2:)Prm(a:)

=1
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geklinde denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ¢; ’leri

n
2 f(zi)Pj(zi)
=1 .
cj = — J=0,1,...m

2 (Pj(=:))?

i=1

geklindedir.
1.3.1. LEGENDRE POLINOMLARI

w(x)=1 siklet fonksiyonu, [a,b] = [-1,1], Po(z) = 1 olmak {izere;

n 1 ar 2\n
Pa(e) = (-1 s & (1) n>1
geklinde tanimlamr.
2
Pn(].)—-]. ’ (Pn,Pn) = m

[-1,1] de daima ortogonaldir. Bu polinomlar: iteratif olarak yazacak olursak

3

Po(:l?) =1
~1d 1
1 d2 1
Pz(w) = '2"2—2‘1(—1;3—2 1—&02)2 = 5(3&32——1)

n
Pn_}.l(.’E) =T " + 1 Pn(x) - n——f——lpn_l(x)

olarak tanimlanir.

Bu polinomlar i¢in ortogonallik sarti:

/1 Pp(z)Pp(z)dr = {0 2 m 70

1 g Mm=n

olarak verilir.
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ORNEK: w' 012 3

f(a;,)' -2 00 -2 tablo degerlerini ve
Legendre Polinomlarimi kullanarak ikinci dereceden G(z) = ¢ Pi(z) + c2Py(z)
seklinde polinom elde ediniz.

Py(z)=1 G(z) = ¢1 Pi(z) + c2 Po(2)

Pz) ==z M =3 (Glz:) - f(=:))"

=1

Py(z) = -;—(3:52 -1)

BM 2ZP1($1)(61P1($2) + caPy(z:) — f(zi)) =0
= ¢ Z P2(z;) + e Z Py(z;)Py(x;) = ;IPI(SCz)f(xz)
oM

F ZZPz(x,)(clPl(;cz) + co Py(xs) — f(a:,)) =0

= €1 ;Pl(‘cz)PZ(xz) +c2 Z Pi(z;) = Z Py(zi) f(zi)
olur.

5161 + 40102 = 25

lde; +51lcg = —6 = ¢ = —12.029 ¢, = 3.184

184
G(z) = c1Pi(z) + c2Po(z) = —12.029z + 3—8-—(3 2-1)

olarak bulunur.

Eger fonksiyonun kesikli degerleri degil de, [-1,1] aralifinda siirekli olmak sart: ile

analitik ifadesi verilmis ise, o zaman;
G(z) = > arPu(x)
k=0

2k+1

o =

/ f(z)Pr(z) dz
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olarak yaklagim yapilabilir.
ORNEK: [-1,1] araliginda tanimh f (:1:) = ¢e” fonksiyonuna Legendre Polinomlar:
ile G(z) = agPo(z) + a1 Pi(z) + a2 Py(z) gibi bir polinom ile yaklagimsz.
Py(z) =1
Pi(z) ==z
Py(z) = 5(32% — 1)
2
G(z) = zakPk(a:)
k=0

1
;1[_1 fz)Pr(z)dz  ise

2k

ar =

A
ag = l/ e®dz = shl = 1.17
2/

3 1
a1=—/ e®dz =3e—1=1.10
2 )

5 11, , . 15 5
ag = 5]_1 5(337 —1)6 dz = 2“088— §3h1 =0.37

G(z) = Y axPi(z) = a0 Po(z) + a1 Pi(z) + a2 Po(x)
k=0

= 1.17+ 1.10z + %?-’1(3932 —-1)

= 0.55z% + 1.10z + 0.99

1.3.2. LAGUERRE POLINOMLARI :

Simdiye kadar goriilen yontemlerde sonlu bir aralikta en kiiglik kareler yaklagimi
incelenmigtir. Eger yar1 sonsuz bir aralikta en kiicitk kareler yontemi kullanila-

caksa genellikle araliklar [0,00) aralifina donigtiiriilir. Bu polinomlar genellikle
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analitik ifadesi verilmis ve siirekli olan fonksiyonla,ra. yaklagim icin kullanihr. Bu
polinomlar;

[a,b]=[0,00] w(z) = e™* olmak tizere,

Lo(:L‘) =

La(z) = — &

-z dwn

|Ln(z)]| = 1 olan polinomlardar.
.Bu polinomlar: iteratif olarak yazacak olursak;

Lo(fb) =1
Li(z) = 1—-=2 |
Ly(z) = 2 -4z +2?

Lnti(z) = (14 2n — 2)Ly(2) — nLa_i(z)
dir.

ORNEK: :z,-l 012 3

f(w,)‘ -2 00 -2 tablo degerlerini ve
Laguerre Polinomlarim kullanarak ikinci dereceden G(z) = ci1Li(z) + cpLa(X)
seklinde bir polinom elde ediniz.

4

M=3" (Gz:)— f(=:))*

i=1

ZZ 0 = CIZLI(%) +622L1($1)L2(“=) Zﬂl(-’”r)f (2:)

i=1

g]c\’;’ 0 = 02ZL1(mz)Lz(mz)+622L2($z)2 ZL"’(Q")f(m‘)

i=1
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6c1+ 6c3 = 26¢1+10¢cy = -2 = cI=§,02=—-1

G(z) = o1 Li(2) + ezLy(z) = §(1 — o)~ (2— 4z 127

— —:1:2-1——3;__2_

= 3 3

- 2 16 4 1

M:;(G(mi)—f(xi)) = _9_+1+§+_9_
= 3.3

Eger fonksiyonun kesikli degeri degilde (0,00) arahiginda siirekli analitik ifade ve-
rilmig ise G(x) yaklagim fonksiyonu

‘n .
G(a:) = ZbkLk(x) , 0z < @
k=0

by = (—;T)é- /0 ~ f(o)La(z)da

olarak ifade edilebilir. Laguerre pélinomla,n

0 m#£n
(nh)? m=n

/0 ” et Lo(2) () = {

denklemini saglarlar.

1.3.3. FORSYTHE YONTEMI ILE YAKLASIM:

Forsythe tarafindan geligtirilen ve ortogonalite 6zelligini saglayan bu polinom ai-
lest;

Pi(z) = (2 — up)Pr—1(z) — Ve—1.Pr—2(2)

tekrar bagintis1 ve P_1(z) =0 Py(z) = —1 baglangig kogullan ile
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2 z;P,f_l(x.') . Z zisz—I(xi)Pk—z(zi)
Uk = ‘=2 3 Vk—-l = =0 n
pr_l(li) sz-z(z‘)
$=0 i=0

bagintilan ile tanimlanmig olmak {izere bu ortogonal fonksiyonlar: kullanan bir
G(x) yaklagim fonksiyonu;

G(z) =) C;Pi(z)

j=0
geklinde segildiginde C; katsayilan

f: f(zi)Pj(zi)
Cj == 5
> (Pi(z:))

==

geklinde belirlenir.
ORNEK: x, 012 3

fiz))l =2 0 0 =2 tablo degerlerini
kullanarak ikinci dereceden g(z) = ¢1Pi(z) + caP2(z) seklinde ortogonal fonksi-
yonlar kiimesinin terimlerini iceren bir yaklagim fonksiyonunu forsythe yontemi ile

bulalim.

Bunagéren =3 m=2 P_1(z)=0 Pz)=1
Pi(2) = (z — u1)Po(z) — Vo Ps(x) = (z — 1)

3
> zi Py (i)
=0 3 3
;}Poz (i) :
Py(z) = (z — u2)Pi(z) — V1. Po(z)
. \ \
Zz;Pf(zi) Exipf(xi)PO(zi)
Uy = =5 =%a V== =7i-
PIRAED > Pi(=)

§=0 i=0
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' 3 3, 5.
Pg(x)—(m—-z)(a;-z)—-41 =z°-3z+1

3 3
3 f(z)Pu(zi) - D f(z)Pa(zd)
¢ = f=08 — 0 , ¢y = t'=€i3 — __1
> PH=) 3 P2(z:)

=0 §=0

G(z) = c1Pi(z) + caPo(z) = —2® +3z—1

1.4. TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR ILE YAKLASIM:

Stirekli fonksiyonlar olan sinx, sin2x,... ,sinkx ve cosx, cos2x,... ,coskx
fonksiyonlar: [0,27] araliginda birbirlerine ortogonaldirler.
Diger bir deyisle bu fonksi&onlar;

27
/ cosmz sinnz dz (Ym,n € R)
0

2 0, m#n
/ sinmz sinnz dz = { ’
0 .

w, mM=n

27 . 0, m#n
[ cosmzcosnzdr = ¢ ®, m=n#0
0

27, m=n=0

ozelliklerini saglarlar. Buna gore herhangi silirekli f{x) fonksiyonu Fourier Serisine

gore;

flz) = Eg-)- + Z an, cosnz + b, sinne

n=1
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ag = %/j f(z)dz ,Gn = %/W cosnz f(z)dz

-

-%

by = %—/ sinnz f(z)dz

seklinde ifade edilir. Herhangi bir f(x) fonksiyonunun Fourier Serisi ile yaklagik
olarak ifade edilebilmesi igin istenilen aralikta gu sartlar saglamasi gerekir:

a) Fonksiyonun istenilen aralikta siirekli oldugu her noktada tek degerli
olmasi,

b) Istenilen aralikta sonlu olmast,
c) Istenilen aralikta siirekli olmas: veya sadece belli sayida siireksizlikler
olmasi,

d) Sonlu sayida en kiiglik veya en biiylik degerleri olmasi,

Eger herhangi bir problemde fonksiyonun analitik ifadesi degil de m tane aynk
noktadaki degerleri verilmig ise formiillerdeki integral igaretinin yerini m’e kadar
topla.ma, iglemi alacaktir. Jimdi bu gekilde tablo degerleri ile verilmig olan f(x)
fonksiyonu i¢in nokta sayisinin ¢ift yada tek olmas: hallerinde yaklagim fonksiyon-
larin belirleyelim.

A) 2N TANE CIFT SAYIDA VERI ICIN YAKLASIM:

Toplam 2N tane ¢ift sayida f(x) degerleri tablo ile verilmig olsun Vz; € [a,b] igin
’ 0 — 2(z — o)
- (b-a)

seklinde bir 6 degigkeni tamimlayarak f(x) fonksiyonunu yaklagik olarak ;

do d
f(8) = Y + Zancosnﬂ—{—bncosne

n=1

geklinde yazabiliriz.

Burada m<N-1'dir. Cinki E.K.K.Y uygulandiginda a,, ve b, katsayilarinin sayis:
en fazla verilen ayrik noktalarin sayisina egit olmalidir. Bu gart saglandig takdirde
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katsayilar;
1 2Nt
an = Z f(8:) cosn¥; n=0,..m
=0
1 2Vt
bo = & Y f(6:) sinnb;  n=1,..,m
=0
elde edilecektir. Burada
6, = 2(z; — a)r
Y (-9

duir.
ORNEK: Degerleri 0 < z < 4 araliginda

a:zl 0 05 1 15 2 25 3 35

f(a:,:), 0 2707 5 2707 0 1.293 3 1.293

olarak verilen f(x) fonksiyonu i¢in m=2 olacak gekilde Fourier Serisini a¢iniz.

0<z;<4ise [a,b] = [0,4] 2N =8 m<N-1ise m<3

0 — b(z — a)r =2(:c—0)7r:zr_ai, T
(b—a) (4-0) 2 2

1 2N
tn = o Z Fflzi)cosnb;
1=0

ise

n=0 i¢gin;

17
a =7 ;f(zi)coswi

1 1
= (2707454 2,707+ 1.203 + 3 + 1.203) = 29 —4
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n=1 igin ;
1' 7
ay = ¥ Zf(xg)cosé,;
1=1
1« T
= 3 f(zi)eos(5 i)
i=1
1 . .
= 2(2.70700.5(9553) + cos( -5~21r—) + 2.707cos(£—§-7~{-)
. 3 .
+ 1.293003(2—55*{) + 3cos( —g-) + 1.293cos(§~§5£) =0
n=2 i¢in ;
1 T
as = -ﬁ;f(m)cosz&;
1 T
=¥ 2; flzi)ecosmz;
= %(2.707608% + Beosw + 2.7D7c03§2£
+ 1293(:03%7}-— + 3cos3r + 1.293co. ,—g{ = ~2
n=m igin;

7
am = 3 Z f(zi)cosmé;

i=1

olacak gekilde a, katsayilar: belirlenir. Ancak bunlann sayisms m < N —1 olacak
gekilde alinmalidir.

1 .
by, = v ;f(:ci).smnﬂ,'

ise;



24

n=1 i¢in;
=3 Z flzi)sinb
t=1
=1 Ef(xz)szn z;
=1
. 0.57 . T . Lbm
= 1(2.7073111 5 T 53m.~2~ + 2.707sm-2-—
+ 1.293sin2§ + 3&”377:' +1 293.9171-3-—2?——
2
= —1-(2.707(—\/—:) + 5+ 2.707(—‘/2) + 1.293(——[-2-)) =1
4 2 2 2
n=2 i¢in;
Z F(zi)sin26; = 0
e-—-l
n = m ig¢in;

m= ¥ . Zf(a: Jsinmd;

veyine m< N ~1 dir.

m = 2 icin bulunan ag,a1,as,b,b; igin yaklagim polinomu:

2
Qg .
f(8) = 5t E ancosnb + by sinnd

=1

= %9- + ajcosf + azcos28 + by sinf + bysin26

= 2 + stnf — 2co0s26
8 = —2’5:1; ise

f(6) = f(g—:c) = 23ing—x — 2c087T =
f(2) = 2+ sinz — 2cos2z

olarak elde edilir.
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B) 2N+1 TANE ESIT ARALIKLI VERI ICIN YAKLASIM

6= 25—ur = Zrle-2l gibibir § degiskeni tammiamr.

f(8)=— + Z ancosnﬂ + b,s8tnnd

n=1
dir.
Burada m < N saglandigs halde katsayilar ;

Gn = 2N+1

=0

bn =
2N 14

formiilleri ile bulunur

Burada 6; = 2(&‘ “))” dir.

ORNEK: x‘ -2 1 4 7 10

)l 0 4 6 6 4

degerleri ile verilen f(x) i¢in yaklagim fonksiyonu bulun.

Z Nf(zi)cosnd; n=0,1,2,..

Z N f(z;)sinnb; n=20,1,2,..

,m

. m

2N+1=5 h=3 a=-2 b=13 m < N verilmeli yani m <2 olsun.

N=2 §= 2=tz _ ——’55(:1: +2) ise 6;= %%(a: +2) olur.

= —2.894

1312
40
= —Zf(x,)—-( 2+14+4+7+10) =+ =
=0
5 A
a =g Zf(m,)cose ise
£=0
2 67 127 18n 247
5(4COSB + 6003—1—5— + 6cos—1? + 4cos—15—

= = Zf(x,)cosZG ise

z=0
2 127 247 367 487

= -5(4cos—1€ + 60031—5 + 6cos—f5— + 4co ST

= —1.106
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Mn

k=1 icin 61:%

f(6:)sinb; =0

i=0

k=2 ien by = % z £(6:)sin26; =0

=0

[N

f(6) = 4 —2.894cos0 — 1.106c0s26

6= %(m +2) doniiglimi yapilirsa;

2@ +2) 1 10600sTEF2)

f(z) =4 —2.894cos 5 =

olarak elde edilir.
ar ve by katsayilar hesaplanirken kullanilan formiiller ¢ok biiyiikk N degerleri i¢in
pratik degildir ve yuvarlatma hatas: birikimine yol acar.
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BOLUM II

2. PARCALI (PIECEWICE) POLINOMSAL FONKSIYONLAR iLE
YAKLASIM

Ara enterpolasyon fonksiyonlan parga parga veya polinom tipli foriksiyonlarin bir
sintfidir. (a,b) arahfinda bir x degigkeni ile gosterilen reel sayilann artan sirada
verilmis dizisi; a = 29, 21,%2,...,2n = b olsun bunlara kargihk gelen bagimsiz de-
gigkenleri de bir Y vektoriile: Y : yo,y1,y2,...yn olarak verilsin; S(x) fonksiyonu
(a,b) araliginda agagidaki kogullan saglayan m. dereceden bir fonksiyondur..

1) S(x) fonsiyonu V (z;—1,z;) alt araliginda en fazla m. dereceden bir poli-
nomdur.

2) S(x) ve S(x)in (m-1). dereceden tiirevleri (a,b) araliginda siireklidir.
Yukarida verilen 2. kogul Spline Fonksiyonun diigiim noktalarinda stirekliligi sag-
lamas: i¢in istenmektedir. Genellikle S(x) fonksiyonu (x;_l,mi) ve (zi,Tit1)
gibi komgu alt araliklarda farkh polinomlar olarak verilir. Cok 6zel durumlarda
(a,b) arahiginda tek polinom olarak verilir. Spline Fonksiyonun S(x) icin birbirin-
den biraz farkl: sayilabilecek tanimlara literatiirde rastlanmaktadir. Biz Ahlberg,

Nilson, Walsh’a gore S(x) fonksiyonunu inceleyecegiz.
2.1. LINEER SPLINE FONKSIYONLARI iLE YAKLASIM

TANIM: K, ko < k1 < ... < ky sartin1 saglayan digimler (Reel Sayilar)

kiimesini gostersin. Yani K = {ko,...,kn} olsun. Her x reel sayisi icin
S(w) = ale - kol —+ al|$ — k1| 4+ ...+ aNla: — k‘Nl

geklinde tanimlanan bir S fonksiyonu , (burada ag, a1, ..., an sabit reel sayilardir),
K koseli (stirekli) parc¢als lineer fonksiyon veya Ulineer spline olarak adlandirilir.
Sekil 2.1’ deki S fonksiyonu z = k; ’de koge noktasina sahip |z — k;| i=0,...,N bir
fonksiyondur. Aymi zamanda S, |z — kql, ..., |z — kx| stirekli fonksiyonlarmin lineer



28

kombinezonudur ve sonug olarak S siireklidir. Herhangi iki digtm noktas: arasm-
daki |z — k4 , i=0,...,N fonksiyonlaﬁmn her biri grafik i¢in bir dogru pargas:
olugtutur ve boylece S, diigiimlerde birlegen dogru pargalarindan olugan bir grafige
sahip olur. Keza fonksiyonun, sadece a9 = a3 = ... =ay =0 olursa Vz € [a,}]

icin birinci mertebeden tiirevleri siirekli olacaktir.

Y

* .
N

S K

SEKIL 2.1.

Parcali lineer fonksiyonlar uzayim £y (K) ile gosterelim. Amag (z;, fi) i=0,1,...,.N
datasina enterpole eden bir fonksiyon bulmaktir, burada z; apsisleri [a,b] araligm-
daki ayrik noktalardir. Bu durum, eger z; noktalar1 Ln{K) uzayim belirleyen k;
diigiimleri olursa kolaydir.

TEOREM 2.1. K = {z¢,71,...,on} digumler dizisi ve fo, f1,..., fv keyfi reel
sayillarnnt alahm. Ln(N) de her j%O,l,...,N icin S(zj) = f; kogulunu saglayan
bir tek S spline’s vardir. ‘

a =29 < 1 < .. < zy = b kabuliinii gézoniine alirsak soz konusu yaklagim
fonksiyonu data noktalarimi soldan saga bir kirik-dogru parcas: ile birlegtirir. Di-
ger yandan eger dugiimlerin sayist N+1’ i agarsa, veya z; ’ lere gore istenmeyen

bir gekilde toplanirsa yaklagim fonksiyonu tek olma dzelligini kaybedebilir.
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a; katsayilarim belirlemek igin yaklagim kogullarim incelememiz gerekir.
apglze —zo| +...teanlzo—2zN| = fo

aolzny —zo| +...+anlzn—zN| = fn

ve matris formunda;

0 [zo —:c1|' cee |zo—2zN]|] lao fo

‘3:1 —~.’Dol 0 PN l.’l)l —Q:Nl a1 f1
. . . - (2.1.1)

leny ~zo| [zn—z1] ... 0 an| |fn

| JL 1 b

Baglangi¢ kiimeden bir baglangig temel (cardinal basis) segilirse ¢ok daha uygun
sonuglar elde edilir. Bu da

Si(zk) = bix k=0,1,.,N ;:=0,1,.,N

elemanter enterpolasyon problemini ¢ézen £y (K)’ deki S; fonksiyonlarinin kiime-
sidir. Burada &;; ,i=k iken 1, ¢ # k oldugunda 0 degerini alan Kronecker sembo-
lidir. Her nekadar So,51,...Sn  (2.1.1) denklem sisteminde sag taraf degerleri
olarak (1,0, ...,0]% ,[0,1,0,...,0]7 ,..., [0,0,...,1]7 vektdrleri segilerek olugturulsa
da geometrik olarak bu fonksiyonlarn nasil fonksiyonlar oldugu agiktir. Sekil 2.1
’ de denklem (2.1.2) ile tanimlanan pramid veya gadir (tent) fonksiyonlar: goriil-
mektedir. (j=1,2,...,N-1)

il 5 a<a:<a:1
fonacad To—T b —_
So(m) {Oo 1 - Smﬁb

0 a<lz<zj
Eoxi41 L <L
Si(z) =4 Ziza =TS 2.1.2)
o TS TS T
Zji+1 S T S b

0 a<z<zTN-
Sn(z) =9 2=zmvr. o o<

IN—IN-1
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Bu temel yoniinden enterpolasyon ‘
S(z) = So(z)fo + S1(@)fr + ... + Sn(z)fw
= [SO) Sl) ooy SN]'[f07 fla seey fN]T

=5E@"F
fonksiyon degerlerinin agik bir gekilde enterpole edildigi basit bir gekle sahiptir ve
(2.1.1) denklem sistemini ¢ozmek gerekmez. Gergekten Ly (K)’ daki her fonksiyon

S(z) = Soyo + S1y1 + ...+ Snyn = ?(x)T_y_) (2.1.3)

seklinde ifade edilebilir. yq,y1,...,yn S(x) ’ in geklini kontrol eden parametrelerdir.

Bu tamamen Lagrange entrepolasyon teknigine benzer.

SEKIL 2.2. Cadir Fonksiyonlar:

Bu tip fonksiyonlar enterpolasyondan ¢ok en kiigiik kareler yontemini gergeklegtir-
mede kullanilir. En kiigiik kareler yonteminde 1 < M < N olmak iizere Ly (K)
uzay ile caligilir ve K diigiim dizisi ho=a , kyy =b, ve ko < ki1 <..<ky

ile sinirlanir. Boylece Lp(K) uzaymi tammlayan kq, ko, ..., kx—1 i¢ diigiimleri

cok sayrda z1,Z2,...,TN-1 i¢ noktalanyla iligkiye dayanmayabilir.

LINEER SPLINE’ LARLA EN KUCUK KARELER YAKLASIMI
En basit en kiiciik kareler yaklagimi problemi M=1 secilmesi ile elde edilir. Bu

durumda a ve b arasmda diiglim yoktur ve genel S(x) fonksiyonu

r—2IN r — X9
S(z) = Yo + YN
o — TN TN — Zp
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geklindedir. Bu A + Bx §eklind§ keyfi bir fonksiyondur ve bu en kiiglik
kareler yaklagim problemi lineer regresyon problemi ile egdegerdir. Ancak M=2
‘secildiginde a ve b arasinda bir ki i¢ diiglimd olacaktir.
I¢ diigim veya diigiimlerin pozisyonunu sabit kabul ederek (2.1.3)’ deki yaklagim
fonksiyonunu , z; noktalarindaki (j=0,1,...,N) f; datalarindan sapmalarin kareleri
toplam geklinde
N (M 2 :
E(S) = z {Z YiSi(z;) — fj} (2.1.4)
j=0 li=0

tanimlayalim.
Verilen datalarda N+1 tane ayrik nokta sapmalar hesaplandiginda data noktala-
rina uyan veya uymayan M+1 tane ayrik digiim vardir.
Cardinal fonksiyonlarin 6zellikleri nedeniyle (2.1.4) denklemindeki S;(x;) deger-
lerini bazilar: sifir olacaktir. y; ’in E(S) de mutlaka bulunmas: i¢in x noktasinda
Si(z) # 0 olmalhdar.

E(S) ’ in minimum olmas: igin gerekli kogullar

N M
agff) =23, {Z yiSi(#;) — fj} Se(zj)=0 k=0,1,...M  (2.1.5)
j=0 \i=0

Yo,Y1,-.-, Yu parametrelerinin degerleri, bu denklem yeniden
dgo ... QoM Yo =| by

: : (2.1.6)
amo ... amMm| |ym| =|bm

geklinde diizenlenerek elde edilir. Burada

M
Gri = ZSk(xj‘)Si(m,-) k,i=0,1,... M

7=0

M
bk = ijsk(:t]) k= 0,1, ...,M

J=0
dir. |k—:| > 2 oldugunda Sk.S; =0 oldugundan (2.1.6) sistemindeki {az;] matri-
si ugli diyagonal matrisdir. Bu 6zellik katsayilar matrisinin inversinin alinmasim

kolaylagtirir.
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M=2 segerek ve sadece k; i¢ diigiimiini a,la.ra.k baglamr. En iyl yaklagum hesaplanir
ve ki’ in sagindaki ve solundaki sapmalarin kareleri toplamu deéerlendirilir. [a,k]
, [k,b] araliklarimin hangisi daha biiylik toplama sahipse bir diigimiin araligiyla
tekrar boliniir. Duglimlerin eklenmesi § degeri
5 _B(S)

(N - M)
ile tanimlandiginda son bulur. Burada E(S) (2.4) deki gibidir.
Lineer spline’ larin durumu, dizeltilmesine elverigli olmamasma ragmen her x igin
bir tiireve sahip olmasi yoniinden diginiiliirse en az bir siirekli birinci tiireve hat-
ta baz1 durumlarda siirekli ikinci tiireve sahip parcali kiibik fonksiyonlar da elde
edilebilir.

2.2. KUBIK SPLINE FONKSIYONLARI iLE YAKLASIM

Sekil 2.3.

AB dogrusunun denklemi:

(z~2z0) _ (y—10)
(1 ~20)  (y1— o)

(z —zo)(y1 — yo) = (21 ~ 2o )(y¥ — o)
(z — 20)y1 — (x — To)yo = (21 — zo)y — (%1 — Z0)Yo

(z — 2o)y1 + (71 — z)yo = (z1 — zo)y
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_lzoe) L (zo20)

T (@o—21)" | (w1 —20)"

olarak bulunur.

Her alt aralikta S(x) fonksiyonu kiibik polinom olarak segersek ve bu polinomun

2. dereceden turevini alirsak

S(z) =az® + bz’ +cz+d
S'(z) = 3az® 4 2bz + ¢
5"(z) = 6az + 2b

gibi bir dogru denklemi gkar. Elde edilen S"(z) ise AB dogrusunun denklemidir.
O halde;

(o) = G S (s

M;_; =5"(z;) 1=1,2,3,...,n-1 olmak {izere

S!(z) = —(——LZ)—Mi-r}- (z — ””*1)M

(zie1 — 24) (zi — zi-1)

yazilir.

Bu fonksiyonun art arda iki kere integrali alinirsa S(x) fonksiyonu bulunur.

$"(z) = gz_’%_lM _’_g_fﬁ'_m"_)MiH

§'(@) = (- Ty, | e

h; Miyi+a

(.’E —Z; )3
6h;

)3
S(z) = (1) (:L’z-%h‘ z) M+ Moy 4 c12 4+ 2

elde edilir. Simdi ¢; ve ¢y sabitlerini belirleyelim.
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S(zo) =0
S(x)=un

:=0,1,2,....,n — l'den
S(zi) = yi

. 3 '
S(mz) = yz = gﬁtl_____)_.M + ( 1) z+1 +Clxz + 62

6h; Ghz
S(zit1) =Yiy1 = (Zotr = zi41)” M; + -—'———‘—(xﬁl zi) M1+ c1zipy + €2
6h; 6h;
3
Yi = E—}Z—M + ez +co
3

Yit1 = gy —=Miy1 + c1Tiy1 +c2
denklemleri elde edilir. Bunlar: taraf tarafa cikartirsak;

h2
(yi — yi+1) = “é"(Mz‘ ~Miy1) +ci(®; — zit1)
yazilir ve buradan

e = —(yi h.yﬂ-l) (M Mi-—l-l)

elde edilir.

Benzer iglemler yapilirsa;

— (Zit19i $z;‘/z+1) _ Ez(Mz'fBHl _

Cy = 3 z‘+1$z‘)
2

bulunur.

Bulunan integral sabitleri S(x) fonksiyonunda yerine yazilirsa;

_ (:1)2'+1 —:E)a ) (CII —-37,‘)3 : L hEMz Ti+1 — %
S(e) = ST M; et Mg+ (4 — ~ ()

M (z—z)
S50

+ (yit1 +

bulunur.
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Bu elde ettigimiz fonksiyon spline fonksiyonudur. Burada bilinmeyenler sadece M;
ve M; 1 momentleridir. §imdi bunlari da bulabilmek i¢in ¢; ve ¢z sabitlerini S'(z)
denkleminde yerine yazalim.
' (g1 —)? (z - wz)z Yit1 —
S (.’IZ) oh; M; + 2h, M 1+ h, ( i+1 — M, )
Tiirev ifadesinde de bilinmeyen olarak sadece M; ve M;,; kalmigtir.

i1 X Xi41

Sekil 2.4
z; noktasinda Si(z) ve Siy1(z) fonksiyonlarinin kendileri ve tiirevleri ayni degerleri
alirlar.

Sz{_'_l(x) = _gﬁil_:_)__M + (w 331)2

Yy R
2h 2hz Mz—l-l — + 6(2\42 MH—I)

h;

o (i)’ (z—ziza)® 0 Y=y hica,,
Si(z) = T M; + Shiy M; i + 5 (M=, — M;)

z=z;igin Sl ,(z;) = S(x;) dir.

2
z — T %
S£+1(:cz-)=-(“"“2h. Yy, - i hf”” T — M)

I G .2 A ) B D,
Sile:) = — g My = = 4 = (M = M)
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hi Y — Y; h,
Sip1(zi) = "f,:“Mi s LSS Y

hi— i—1—Yi  hi
i) = Mizlpg _YimiT L Ry

3 hi—a 6
Si(zi) = Si11(zi) den
;;L—ZMz - Qz_’iﬁ_tl_ - %Mi+1 = h;—l M; — y’“hlz_: Yi + %Mi—l
h"gl My + M izt +3hi'1M; + %Mm = —if:‘ + %
Ay; = yiy1 — y; alindu
hic1 Mi—t + 2(hi + hic1)Mi + hiMigy = s[_%i:li N %i]

hi =h igin; (‘e§it aralikl veriler i¢in)
My +4M; + M, = “]%'(Ayi —Ayi—1) i=11)(n-1)
S(x) fonksiyonunun (—o0c,a), (b,00) arahginda lineer olmas: varsayimindan
S5"(a) =S5"(6) =0 wveya My=M,=0

olur. O zaman yukaridaki denklem RM = D seklinde bir denklem sistemi olugtu-
rur. Bu denklem sisteminin ¢6zimt ile M; ’ler bulunur. Bu bulunan M; degerleri
S(x) fonksiyonunda yerine yazilarak her (z;, z;41) araligi icin (a,b) araligz boyunca

kibik spline fonksiyonlan bulunmug olur.
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ORNEK:
Pi(1,Inl) , P3(2,In2) , Ps(3,In3) , Ps(4,In4) , P5(5,In5) noktalariyla verilen
fonksiyonun (2.4)’ deki degerini kiibik spline yaklagimim kullanarak belirleyiniz.

y
]
My M5
M
My .3535 Sa !
SN
' |
A
o A
i X
g 1 2 3 4 5 >~
Sekil 2.5
Tip1 — )3 z —z;)° RM;, zi41—z
Si($)=( +(15h‘ )Mi+( 6h‘2) Mgy + (yi — 6 X +;li )
h2 M; T — T;
+ (Y M

den

29 —z)® z—z)} 1
sie) = G o ag 4 Co2l gy - My, o

+ (y2 + —]%[3)(:8 — 1)

sofe) = B2 gy B ool (g My, o)
s + )@~ 22)
zs —z)3 z —z3)° 3
S3(z) = (——6—)'M3 + (——-6——)—M4 + (ys — %‘)(% — )

F (gt 22— ws)
(x5 — )

3
M,
6 4+

+ (s + 0w — 20)

(z — z4)

Sa(z) = 5 3M5 + (ya — A/Iéé)(ff?s — z)
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denklemleri bulunur.

(Mz-{-l

M;)

1
My +(y2 — 1) — E(Mz ~ Mjy)

' _ “(wi+1 — '73)2 . (.’I) .’1?,)2 Yi+1 —
den
' (22 — )’ (z —z,)?
Si(z) = — —M; +
2 2
- 2 _ 2 1
Sy(z) = —($3 ) z) M + (= ;2) M+ (ys —y2) — 6(M3 — M>)
. 2 _ 2 ’ 1
Si(z) = _ (o 5 z) Ms + (@ 2”’3) My + (s — ys) = 5(My ~ Ms)
_ )2 il 2
Su(z) = nlzs 5 - M, + & %) Ms + (ys — ya) — -(Ms — My)
denklemleri yazilir.

S1(z2) = S5(z2)
Sy(z3) = S3(z3)
Sé(“) = 52(374)

den ve M; = M5 =0 ’ dan;

M. 1 1
S!(z2) = —2-2- +In2 = Inl + =My — =M,
1
So(z2) = M +mn3 —n2+ El-Mz — =Mj3
2 6 ° 6
' 3 2
M, +4M, + M3 = 6[1’115 — ln—l-]

1 1
S;(:L'g) = —Mz—i + In3—1In2+ gMz - —6-M3

1 1
S:’;($3) = —-%i +Ind — In3 + -6—M3 — '6-]‘/[4

4 3
M2 + 4M3 + M4 = 6[177,-5 - Zn§]

1)

(2)
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M
55(274) = —Z!i + {n4 — In3 + %Ms - %M4

1
32(334) = —-M2—4 4+ Ind — Ind + 2.'1‘/1’4 — =M;

6 6
o 4
Ms 4+ 4My + M5 = G[ZTZZ — lng] (3)
denklemleri bulunur. Bu denklemler
My +4M, +M, = —1.72609
My +4Mz; +M, = —0.70670
M; +4M, +Ms = -0.50970

ve M; = M5 = 0 kabuliinden ig¢ bilinmeyenli {i¢ denklem olugturur. Bunun

¢oziimiinden
My =Ms=0
My =—-0421
Mz = —0.042
My = —-0.117
elde edilir.

Bulunan bu M; degerleri Si(z) i=1,2,3,4 denklemlerinde yerine yazlarak her bir
(zi,zip1) alt aralifinda (a,b) araligs boyunca kiibik spine fonksiyonlar: bulunmug
olur.

Simdi f(2.4) degerini hesaplamak i¢in S3(z) fonksiyonunu olugturahim.

—r)3 — N3 A4
Sa(z) = @—6‘”-)—0.421 _ (—"’6—2)0.042 +(In2 4 226 ~ )
0.042 '
+ (In3+ 5 Nz.—2)

Sa(2.4) = 0.876

bulunmug olur. Gergekten bu
f(z) =In(z) = In(2.4) = 0.8754

gergek degerine degerine ¢ok yakin bir degerdir.
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2.3. BESINCI DERECE SPLINE POLINOMLAR ILE YAKLASIM

ZTg = a,T1,...,L, = b noktalar icin f; i=1,...,n fonksiyon degerleri verilmig olsun.
Amacimiz elbetteki, bu noktalarda verilen degerleri saglayan yaklagim polinomunu
belirlemektir. zg,z; noktalarima kargihik gelen fo, fi degerleri arasindaki dogrunun

3 z—xg — Y—¥Yo >
denklemi o = e dan

(z —=1) (z — z0)

(50 = xl)y (o1 =z )y1 (2.3.1)

y=

bulunur. Herbir alt aralikta S fonksiyonunu 5. dereceden polinomlar olarak secer-

sek,

S(z) = Asz® + Agz* + Asz® + Agz? + A1z + Ao
S'(z) = 5Asz* + 44423 + 34327 + 2402 + Ay
S$"(z) = 20A452% + 124,427 + 643z + 24,
S"(z) = 60Asz* + 24 A, + 643
S (3) = 120 A5z + 244,
gibi dogru denklemini buluruz.
O halde bulunan (2.3.1) denklemi bilinenler cinsinden yazildiginda,

s =y=Cm+ £

yazilabilir. Her bir i alt aralig igin  M; = SUY)(z;) i=1,...,n olmak fizere;

U)oy = = Tit1) 3 (2=2i) o0
s (m) v= (mz - xz+1)M + (mz-i-l - wt)MH-l

yazilabilir. h; adim uzunlugu olmak {izere,

S(Iv)(x)___y (:"'_+}1l___)M+( ‘];ﬁi)MH_l
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elde edilir.
SU")(2) ’in ard arda dort kez integrali alimirsa,

2
5y = (-) TR gy EoEY gy
03
S"(It) = ( 1)2-(—:112—-5};——LM + gz—éhw—z)~Mi+1 + a1z +ca
oo s(Tiy1 — )t (= — z;)* . :_t_z_
S'(z)=(-1) 54%, M; + 54h; M1+ 5 + ezt 3
— )2 3 2
S(:L') ( 1)4'@—_")—'M5+MM5+1+C]m—+62£'+(33$+64

120h; 120h; 6 2

elde edilir. Simdi ¢;,c2,c¢3,c4 sabitlerini belirlensin.

S(zo) =yo S'(zo)=vyy S"(x0) =1y
S1)=y S'(z1)=yi S"(z1)=yf

S(zn) =yn S'(a)=1v, S"(zn)=v,
oldugundan,

S"( ) (a"H—l - l‘,)

oh: M;+cizi +ca=y!

3
Tiy1 — T
S;'(xi-}-l) — .(_Z;’-_l__—z.)__Mz_}.l + C1Z; + ¢y = y:il-l

6h;
h2
yi = g Mit ezt
1 hz
Yit1 = ?'Mi_H +e1xiq1 + €2
taraf tarafa ¢ikartilirsa,
2

P Y == (M Miy1) + ei(zi — zig1)
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1 n’
—Wi — v hi
¢ = —(3—}711”— + M — M) (2.3.2)

bulunur. Aym yolla ¢z ’de kolayca hesaplanr.

)%
Tip1yi = ~é’—Mi$i+1 + 1 ziTip1 + 2T

h2
1"
TiYip1 = F’ i+1%i + C1TiTit1 + oy

yine taraf tarafa cikarilarak,

2
(@iyi = ziyip) = 5 (Mizivs — Minai) + ca(@ivs — i)

zin1y? = siple) | ha

ca = (zit1y " Yita + ‘éi(Mz‘xi-i-l — Miy12;) (2.3.3)
bulunur.

Si(@i) = ys

den

Si(it1) = yit
h3 3 2
S:(ap)= 1201h,'Mi + 61-6—2 + 02—2}— +e3zi+cea =y
Si(Tit1) = 120zh‘Mi+1 +a g-1 +c2 ;1 + c3zit1 + €4 = Yip1

yazilir., ¢y ve cg ’ler biliniyor, ¢3 ve c¢4 ’lerde hesaplanirsa bu son yazlan iki

denklem taraf tarafa gikartilip;

h? (¥i = Yit1) (z} - 3"?+1) («F - 933—{-1)
C3 = 120(M3 - Mz—l) - T -+ C1 6hz + Co 2hz (234)
olup, yine benzer yolla;
h? zdz; z2z;
Tit1Yi = ELdMiwi+1 + et 61+1 + 2 2+1 + €3%iTit1 T CaTita
i TiTh TiTi

TilYit1 = 12'—0 i+1%; + €1 6 2T + C3T;Ti41 + €a;
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yazilip taraf tarafa cikartilirsa;

(z}zir -2 7:)

3
— Tifa¥i—Tiyipr k] ity = Miraz:) —
cy = i i iYi 120(Mz$1+1 ,+1$3) 15 6h:

hi

(-"’%‘”H—l - "7?+137i)
—cy o (2.3.5)

degerleri bulunur.

(2.3.2) ve (2.3.3) denklemlerinde bulunan ¢; ve c; degerleri c3 ve ¢4 'de yerlerine

yazilip diizenlenirse;

3 3 — .
= T%(Mi — M) - & hy'.'“) + (-—(y’ y"’"l) + B (M; — Miyy)) "—'—t—' )

((:vi+1y§' — TiYit

hi T;
h — 5 Mizir1 — M, z+1fvz))( m) (2.3.6)

+

z; i—TiYi r?
€1 = (Tip1ys : iYig1) 1_2'0‘(Mi$i+1 ~ Miq12:)

ki

i — i hi (z}zip1 — 2}, 2:)
—(- "(—T_ﬂ‘ + 5 (Mi — Mit1)) o = (2.3.7)

_((‘T‘i’i‘lyz xlyz-l—l)

22z — 22, .25
o (M:tz+1‘* i+1xi))( Chila 1 i)
2

2h;

€1,€2,¢3,¢4 degerleri Si(z) ’de yerine yazilir ve diizenlemeler yapilirsa;

iss—2 . w
Si(e) = 1210h M + (ﬁwh) Mgy + 57 ((viha — vi) + F(Mi — Miy))a?
2
+§1;(($i+1y§' — TilYip) — %‘(Mixi+l — Miyy2:))2?

"_ 1t 8 s
_ L (9 —9:41)% _ (Mi—M;y1)z]
+[-2 120 it 6h? 3%

(z.+1y, ——z:y,_,.l)a:, + (Mizig,— ..Hz.)z ]
2h; 12

(i1 — )

h3Miyq Yit1 (?J?"yﬂz)z?ﬂ (M;-M;+1)z?+1
+["’ T30t s + 6h? -

36

T "yt Nx? Mizip1 — Mipa2; x?
_( i+1Y; 2hlﬁyz+1) i+1 +( -1 - +1 ) +1]($""xi+1) (238)
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olarak elde edilir. Bu denklem ¢ok uzun ve karmagik goriinmekle birlikte bilinme-
yen olarak i¢inde sadece M;,M;y; degerleri kalmigtir.
" (Zit1 — z)? (z - '7’1)2 (yz—l-l ')
S L IRLLE VAR e St - My

ifadesinde de bilinmeyen olarak M; , M;; degerleri kalmigtir.

. — Y2 — )2 "
Illl( )_ _(mt—l'l 37) Mi+ (27 xt) Mi+1+ (yz+1 ) (M Mz+l)

. p)2 2 —
Sgr'(m) — _(mZZh.x) M;_; + (___2_xh"_l_)_M + (y’ h:fh—l) -——(M,_l M)

z—x; dgdn  S5f,(ei) = 5{"(z:i) * den

(o) = — M + (y*“hi ) 4 B ag - be)
Siq(zi) = “‘%‘i‘Mi + (yH'lhz i) }(L;i it1
S (@i) = h3 i W };y; = hiG_IMi-{—l
—%Mz (yz+1h: yi) }gMi+1 _ kz’g—l M; + (v h:_iq:—l hi6—1 M
% i—1 + hit hia +3hi_1 M; + %Mi+1 = [X/_l + %

h;i = h igin (esit aralikli veriler igin;)

M; 1+ 4M; + Mi+1 = %(Ay;’ ,_l)l =1,.,n~1 (239)
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seklinde M ’lerden olugan fi¢li band matris olugur. S(x) foni(siyonunun
(—o0,a), (b,00) aralifinda 2. mertebe veya daha diigiik dereceli polinom olmasi

varsayiumnindan,
S"(a)=8"(6)=0 yada My=M,=0

olur. O zaman (2.3.9) denklemi,
R.M=D

seklinde bir denklem sistemi olugturur. Bu denklem sisteminin ¢ozimi ile M; 'ler
bulunur.Bulunan M; degerleri S(x) fonksiyonunda yerine yazilarak her (z;,z;4+1)
arahig i¢in (a,b) araligs boyunca 5. derece spline polinomlar: bulunmug olur.
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SONUC

Egri uydurma gereksinimi l¢iimleri kesikli (discrete) olmasina ragmen baz fiziksel
olaylarin siirekli oldugu inancindan ortaya ¢ikmgtir. Bazi matematiksel araclar
kullanarak bu kesikli olaylarin yeniden siirekliligi olugturulmaktadir.
Bu caligmada verilen datalara uygun olan fonksiyonu bulmak i¢in en ¢ok kullanilan
yontemler incelenmigtir: En kii¢iik kareler yontemi, ortogonal fonksiyonlarla yak-
lagim, trigonometrik fonksiyonlarla yaklagim ,par¢a parca polinomlar ile yaklagim.
Bu yontemlerin ¢ogunda yaklagim fonksiyonu olarak bir polinom kullamlmigtir ve
enterpolasyon noktalarinin sayis: arttikca gerekli esneklik hem uydurulan egrinin
derecesini hemde fazla salinim riskini arttirir.
Polinomlarin derecesini diigiik tutan ve yeterli sayida polinomsal parcalar ekleye-
rek esnekligi saglayan fonksiyonlara Parc¢als Polinomsal Fonksiyonlar denir. Bu
fonksiyonlarin en ¢ok bilineni ise kiibik spline’lardir. Caligmanin ikinci boltimiinde
Lineer Spline’ lar en kiiciik kareler yonteminde kullamlmg ve lineer spline’ lerden
daha iyi bir yaklagim olan kiibik spline’ lara gegilmigtir. Son yillarda kiibik spline
fonksiyonlan ile yaklagim diger yontemlere gore daha genig bir gekilde kullanilmak-
tadir. Ozellikle gemi ingaati, aircraft endistrisinde kiibik spline fonksiyonlarnmn
kullanimi yaygindir.
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