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I

OZET

Bu calismamizda eliptik fonksiyonlar ve eliptik integraller
asrt bdliimde incelenmigtir. Her b&llimde yapilan calisma béliim
b6liim kisaca asadida verilmistir.

I. bdliimde: Jacobi’nin eliptik fonksiyonlar teorisinden
yola ¢ikarak gelistirdig§i teta fonksiyonlari anlatilmistir.
Teta fonksiyonlarinin periyodu, sifir yerleri, trigonometrik
seri ag¢ilimlari, birbiriyle iligkileri, karisik ¢arpimlar:,
sonsuz c¢arpim ifadeleri ve tlirevi ile berabar iki 6zdeslik
verilmistir. son olarak bu boliimde, teta fonksiyonlarinin
rasyonel tlirevi ile déniislim formililleri verilmistir.

II. bdliimde: I. bdliimde anlatilan fonksiyonlar yardimiyla
eliptik fonksiyonlara gegis yapilmistir. Teta fonksiyonlari ile
tanimlanan eliptik fonksiyonlarin yine teta fonksiyonlari
vardiml ile &zellikleri anlatilmistar.

Eliptik fonksiyonlar Jacobi ve Weierstrass eliptik
fonksiyonlari olarak iki kisimda incelenmistir. Her iki tip
eliptik fonksiyonun periyotlari, kutuplari ve reziidiileri,
tliirevleri, trigonometrik seri ifadeleri anlatilmis ve toplam
formiilleri verilmistir. Ayrica herhangi bir eliptik fonksiyonun

p(z), {(z) cinsinden ifede edilebilmesi ile Fourier serisine

acilabilmesi incelenmistir.

IITI. boliimde: Eliptik fonksiyonlarin eliptik integrallere
esitliginden faydalanarak, eliptik integrallere gegis
vapilmigtir.

Once genel olarak herhangi bir eliptik integralin elemanter
iic tip eliptik integrale indirgenmesi ve buradan trigonometrik
ifadelerinin belirlenmesi detayli olarak incelenmistir. Daha
sonra I.,II.,III. tip eliptik integraller ayrintili olarak
anlatilarak bu integraller hakkinda g¢esitli ©&zellikler
verilmigtir.

Son bdliim olan IV. bdliimde: Once herhangi bir islemde
ortaya ¢ikan integrallerin c¢ézlimleriyle 1ilgilenilmistir.
Verilen matematiksel &rneklerin birbirinden farkli olmasi ve
defisik yollardan ¢ozimlinin bulunmasina dikkat edilmistir.
Sonraki baglik altinda ise, eliptik integraller acaba nerelerde
karsimiza ¢cikar? Sorusunun yaniti olarak fiziksel
uygulamalardan {igi verilerek eliptik integrallerin ortaya
ciktigi OSrnekler incelenmigtir.
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SUMMARY

In this study, I investigated the Elliptic Functions and
the elliptic integrals in four sections. It was explained
briefly following in every section what they are.

In first chapter, it was told about Jacobi’s Elliptic
Functions with the helped theta functions. Then, It was given
the properties of theta functions. For examples periyot’s,
Poles and zeros of theta functions, expantion of trigonometric
series, products of theta functions with each other, relation
between them, derivation and two differantial aquations
satisfied by theta functions.

In chapter II, by means of theta functions, which was
examined in chapter I, It has been passed to elliptic
functions. Elliptic functions’s properties which was defined
with theta functions also explained by means of theta
functions.

Elliptic functions investigated in two groups that Jacobi
and Weierstrass elliptic functions. Two groups elliptic
functions’s properties have been given periods, poles and
residues, derivation’s, expensions of trigonometric series and
the additions form for the elliptic functions and then formula
expressing any elliptic functions in terms of Weierstrass
elliptic functions and finally Fourier expansions for the
elliptic functions.

In third chapter, we have been passed to elliptic integrals
by using the equality of elliptic functions elliptic integrals.

Fist of all, It was examined, generally to reduce of any
given elliptic integral into three kinds of elliptic integrals
and then to determine the trigonometric forms of it. After
then, the detailed investigations of three types integral and
some special case of these integrals are given.

At the last chapter, I concerned to solve of any given
elliptic integral. Examples of this sections is choosen as
different from each other and various different ways in the
solutions. In the second subdivision it was given the answer as
pvyhsicall applications of elliptic integral aganist the
questions "Where elliptic integrals occur? . Here three
pyhsicall examples are given as application of elliptic
integral.



I. BOLUM

I-1 TETR FONEKSIIOHU

Eliptik fonksiyonlari igeren problemlerde niimerik ¢dziimler
belirlemek istendigi zaman, hesaplar teta fonksiyonu gibi
bilinen yardimci basit fonksiyonlara doéniistlirliilerek yapilir.

Bu yontem sonug¢ elde etmede yardimcidir. Bu olayl tersten
ele alarak, bu fonksiyonlari taniylp sonradan eliptik
fonksiyonlara gegis yapilacaktair.

Teta fonksiyvonlariyla ilk olarak Jacobi sistematik olarak
ilgilenmigtir. Jacobi, eliptik fonksiyonlar teorisinden yola
¢ikarak, teta fonksiyonlarinin teorisini gelistirmistir.?

TANIM: ¢ ; imajiner kismi pozitif olan komplex bir sayi

olsun ve g=e** yazilsin. Bdylece |g|<1 olur.?

Burada teta fonksiyonlari su seriyle tanimlanmaktadir:

8(z.9) =Y, (-1)2g*’e3in= (1,1)

n=-»

Bu seri n=Foe giderken yakinsak bir seridir.3

1 E.T. Whitteker and G.N. Watson -A Course of Modern Analysis

2 cinki; t=a+ib (b>0)

q=ei1: {a+ib) ___eazi-ub= (-1) 2e -=b

=11
gl L2 = L e

3 p.F. Lawden -Elliptic Function and Bpplication -sf:4



8(z,q) serileri z defiskeninin herhangi sinirli bir

b8lgesinde, dlizglin yakinsak analitik fonksiyonlarin bir
serisidir ve bu yvilizden bir integral fonksiyondur.? Bu
fonksiyon farkli sinir defer sartlarinda farkli seriler verir.
Bu farkli seriler dort baslik altinda toplanir.

Dért teta fonksiyonu sirasiyla,

* (peL)?

6,(z,0)=%" (-1)7g 2 eltemiz (1,2)

1
De=
hat {a+d)2

0,(z.q)=), g ? eltemus (1,3)
Fim—80

8,(z, @) =3, g™e?in (1,4)
s —od

0, (z. )=y (-1)2g*e?inz (1,5)

s«

olarak verilir. Bu fonksiyonlar (1,1) formiiliinden
¢ikarilabilir.Ornegin;

e (z+—1€,q) E (- l)m nz 2inl{z+= ’:)

n=-e

4 integral fonksiyon:Terimleri integrallerden olugan fonksiyon. (bak.
kaynakca [1]-8£:463)



=E (_1)nqzazezinzem:i=E (_1)annzezinz

Dz==2» =—

8, (z+m,q) =8, (z, )
olur.Bbylece genel olarak teta fonksiyonlarinin birbiriyle
iligkileri;

8, (z+2m, Q) =6, (2, @)
1 i
8, (z+—§wr, Q) =-ig %‘e™% 8,(z,q)

eléz+§u,q) =0,(z,q) (1,6)
olarak verilebilir.
I-.2 TETR FONESIYONLARININ GENEL OZELLIELERI

5

I.2.1.Periyodiklik Carpanlari® z1 ve zg-le-2i7 dir.

Teta fonksiyonlarinin periyodiklik ¢arpanlarini bulabilmek

igin z+wx ve z+mt artimlarini uygulamak yeterlidir. Buradan,

8,(z,g) ic¢in bu islemsel olarak g&sterilirse,

Zz=z+% i¢in:

5 Bir fonksiyonun herhangi bir defer ve onun tamsay:i katlarinda sabit
bir garpan almasi olayinda ki bu garpana periyodiklik garpana
denir.Fonksiyonun periyodu daima "+1" garpani verir. Doclayisiyla
periyodiklik ¢arpani +1°dir.



8, (z+m,q) = E {-1) nqnzezin(zm)

D=0

= z (-1} nqnzeainzezim= E (_l)nqnaezinz

==t ==

6,(z+n.q) =6,(z,9)

yani +1 garpani verdi. $imdi z=z+mt¢ ig¢in denenirse:

08, (z+m7,g) =3, (-1)7g2’etintzsn)

==

* o
___E (_l)nqnzezinzezinaf:E (_1)nqm+1)2ez(n+1)ize-zizq—l

Da=n 1= —

&0 o
=_q-1e-2izz (_1)n+1g(n+1)2ezm+1)iz=_q-1e-zizz (_1)kgkzezkiz

s —20 ko=

k=n+l1 ve g=ei** deJeri de kullanilarak:

8, (z+nt, g) =—gte™?1%9, (z, q) (1,8)

clur.Simdi blitlin teta fonksiyonlari i¢in periyodiklik
¢carpanlari bir tablo halinde verilirse:



Tablo 1
el ez 83 64
® -1 -1 1 ‘l 1
TT _q—le-ziz q~1e-2iz q"].e -21i3 _q'le'ziz

Teta fonksiyonlarinin her biri w ve g% igin bir garpan

verir. Bu deferlerin herhangi bir tamsayi kati igin;

8;(z+nn,q)=%1 6;(z,9) neZ (1,9)

8, (z+mn,q)=7g™e2™ § (z,q) me Z

olur. Oyleyse su soru akla gelebilir; Acaba z=z+ng+mmt iC¢in

teta fonksiyonlari nasil dedisecektir? 8,(z,q) icin:

8, (z+nm+mmzt, g} =Y (-1)Fg¥ e2ikiztaniams)
Jr=—00

o0 &
=E (_1)quzezikzezimezim-:=E (_l)quzezikzezim':
Jr——te Koo

= E (-1) j:qkaqzjmez.ih;: E {-1) kg {c+m) zezi {icm) zq-mze ~23imz
kv~ ks



= (_l)mq-mze-zimzi (_1)k+mq(k+m)3ezitk+m)z

E=~e

olur.Difer teta fonksiyonlari da isaret farkiyla ayni ¢arpani

verir.
Simdi m=n=1 ig¢in teta fonksiyonlarinin esitlikleri gdyle

verilirse:

8,(z,q)=-0,(z+n,q) =-AB, (z+x7, Q) =A8, (z+r+%T)
8,(z,q) =-8,(z+n, g) =48, (z+nt, @) =-A8, (z+n +%T)
8, (z,q) =0, (z+n, q) =-A0, (z+%1, Q) =48, (z+R+=T)
0,(z,q)=0,(z+n, q) =-A0, (z+nt, q) =-A6, (z+n+wT, @) (1,12)

Burada ) ¢arpani ge?!7 olarak bulunur.Ayni Szdeslikler

nm.mRT ve nE+mrt i¢in bu kez 31 ile A=3gPe?i® garpani
verir.

I.2.2.Teta Fonksiyonlarinin Trigonometrik Seri Ifadesi

hd {a+1)
6 =-1 (-1)2g 2
1

pel g

2
ei {(2n+1) =

LS {n+l)2
=<i§2 (—1)f”qg-m 2" [cos{(2n+1) z+igin(2n+1) 2]

Fim—to



, (m+ 1) > (a+3)2 |
=—1E (-1)2g " 2 cos(2n+1)z+3. (-1)%¢ ? sin(2n+1)z

ne-o Dm—at

1,2
- —
2)

8, (z. @) =23 (-1)7%¢ " * sin(2n+1)z (1,13)

=0

L
eg(ZaCI)=E a 2" gilzatl)z

ns—ce

hd (a+L)2 ..
=% g % [cos(2n+1) z+isin(2n+1) z]
I —5

®. (mrl)?
8,(z.q)=2Y " q 2 cos(2n+l)z (1,14)

n=0

0,(z,q) =Y g™e?nis

Ti=—

=Y g**lcos2nz+isin2nz]

Dim—

8,(z. @) =1+3, g¥cos2nz (1,15)

n=1



94 (z, CI) =2 (_1)zzqnaezniz

ne=w

=2} (-1)2g™* [cos2nz+isin2nz]

n=—e

8,(z,q) =1+2% (-1)2g™*cos2nz (1,16)

a=1

olur.Gdriiliiyor ki, sadece 8, fonksiyonun ac¢iliminin terimleri

sinz’yi igerdiginden tek fonksiyondur.Diferleri ise
ag¢ilimlarinda cosz’yli igerdiklerinden ¢ift fonksiyonlardir.

I.2.3.Teta Foksiyonlarinin Periyotlari

f{z+w) =f(z) kosulunu saflayan ¢ sayisi f(z) ig¢in bir

periyot teskil ediyordu. Daha 6nce tablo 1 de z artimlari
incelenmisti.

0,(z+n, ) =0,(z,q) dile 6,(z+x,q)=6,(z,q) (1,17)

ocldugu gdriiliir.0yleyse 6, ve 8, yukaridaki kosulu
safladiklarindan i periyotlu fonksiyonlardir. 8§, ve 8, icgin ise
8, (z+n+,q) yeniden incelenirse:

= ta+3)
6, (z+ne, gy =-1i% (-1)%g 2

e

2
ei {2m+1) {z+%%)

. @+2)2 )
=_IE {-1)2q 2 ei(2atlzgi(anil)=ms

D=
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Safdaki carpanin deferi ¢ ‘nun hangi kati ig¢in sonucu

defistirmez? Sorusunun yaniti periyodu verecektir.Oyleyse;

el at_nag ((2n+1) ne) +isin( (2n+1i) we) =1

olmali ki sonuc¢ defismesin. Buradan en kiigiik ¢ deJeri %29

olur. Ciinkli cosinlis fonksiyonunun periyodu 2% dir. ((2n+1)

deferi sonucu deJistirmez). Oyleyse:

0,(z+27n,qQ)=6,(z,q9); 0,(z+2xn,q)=6,(z.q) (1,18)

oldugu goriliir.

z deferinin gzt kadar artimi ayni teta fonksiyonunun bir

sabit kadar artimina yol ag¢iyordu. Bu 8zelliinden dolay1l

% ve =t deferlerine s6zde periyot (quasi-periyot) denir.

I.2.4.Teta Fonksiyonlarinin Birbiriyle Iligkisi

Teta fonksiyonlarinin birbirinden elde edildigi (bak.
(1,6) denklemleri) goriildii. Burada teta fonksiyonlarinin
birbirine déniisiimii verilecektir.

B, (z) =-0, (Z"“%W) =-1ipb, (Z+%M) =-ip8, (Z"'-%Ts"ﬁ'-%‘lﬁ?)

1 1 1

8, () =0, (z+27) =0, (z+ %) =pb, (z+2m+21mc)

8,(z) =6, (Z+-%:m) =6, (z+%m) =pb, (Z""-%—‘J‘E-i--%'-ﬁt)
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= 1 v__: 1 1 1 1
8,(z) =8, (z+-5n) —-1|391(z+-§m) =ipb, (Z+-2—w+-§m) (1,19)
burada p=q%eiz ?larak alinmigtair.
I.2.5.Teta Fonksiyonlarinin Sifir Yerleri

8,(z,g)=0 (i=1.,2,3,4) yapan z deferi bulunmaya

calisilsain.Bunun ig¢in trigonometrik badintilardan €; in esiti

ele alinirsa (1,13)‘’den;
6, (0,q) =0 (1,20)
oldudu gériiliir. ¢linki 6, Dbir siniis agilimidir ve sin(0)=0

dir.Buradan, z=0 i¢in 0,(z,g)=0 elde edildifine gdre, esiti

(1,12) denklemlerine uygulanirsa:

6,(z,q)=0 z=nm+mmt n,me Z (1,21)

olur.(1,19) denklemlerinden Gﬁz)wﬁzhw%m) oldugu
gdriliir. 9“0)#@2w+%whm olacaktir.Bu yine (1,12)

denklemlerine uygulanirsa sz%n)=0 yani Z=%ﬂ7 bulunur.Bu

islemlerin sonucunda asafidaki veriler elde edilir:

8,(z,q)=0; z=umh%)u+mnt {(1,22)
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0,(z,@)=0; z=(n+= )n+(m+ )ﬂt (1,23)

8,(z,q) =0; z=nu+(m+-%)1:‘: n,me Z (1,24)

olur.
Burada m ve n‘nin sonsuz deferine karsilik teta

fonksivyonlarinin sonsuz sayida sifiri olacaktir.Teta
fonksiyonlari periyodikdir. Sonug¢ olarak bu sonsuz sayidaki
sifir noktalari birbirinin katidir ya da "congruenti® dir,
denir.

Koordinat ekseni @, ,=nw+mmt, n,meZ diglimnoktalari olacak
gsekilde paralelkenarlara b&liinlirse,her bir paralelkenara
"hiicre” denir. Dilim noktasi 0,m,me.m+m7 olan ilk

paralelkenar en basit b8lge alinir.islemler bu basit bdlgede
yvyapilarak bu deferler biitlin diizlem i¢in genellestirilebilir.

I.3 TETR FONKSIYONLARIWIN BIRBIRIYLE KARISIK CARPIHMLAR

Once bir 8rnek lizerinde carpimlar ag¢ik olarak incelensin,
benzer yoldan difer carpimlar da elde edilebilir.
Teta fonksiyonlari analitik oldufundan kareleri de

analitik olacaktir. 6,(z.q) nun kendisiyle c¢arpimi;

d (3+2)3
8, (x.q)=-1Y (-1)°q @ (amet)

D=t

o°

- (m+l)2 .
81 (Y: Q') =-iE (—1)mq 2 e\2m+1).iy

Bt
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hig had + k)2 A2
8, (x. )6, (v.a)=-3 3 (-1)mag "B TS g Gmen) e ) 4y

= —eo pm—ce

elde edilir. Burada bir dedisken donlistlirmesi yapilirsa;
n+m=r ; n-n=s

1.2 1,2_1 2, 1 .2
mr=3%2+{n+r=)}*==—§{r+1)%+—=
¢ +2) ( 2) 2( ) Zs

ve (2n+1)x+{(2m+1)y=(r+1) {x+y) +s{x-y)

bulunur. Yeni defiskenlere gbre diizenlenirse;

( m,n+3 igin r,S~F% )

L3 -

1( +1)3+ =
6, (x.q)8, (y,d)=-3 3, (-1)*g? TRt o stsen (1, 35)

T=—0 Q=00

elde edilir. m ve n’nin ayni anda tek yvada ¢ift olmasina karsin
r ve s ¢ift olacaktir. Birinin tek diferinin ¢ift (yada tersi
icin) r ve s her ikiside tek olur. Buna gdre teta carpimlari
(r,s) c¢iftinin tek ve ¢ift olmasina gdre ikiye ayrilirsa, c¢ift
(r,s) igin: r=2r ;s=2s ve tek (r,s) igcin:r=2r+1 ;s=2s+1
alindi¥inda islemler sirayla gosterilirse:

Ld Ld a 2,1 2
E E _1) 2rq 2 (22+10%+ 2 (25) e.i(z:-u) {oeey) +128 (a0=y)
53—

L3 L] _1.‘ 2 _ 2
E E (~1) 2741y 5 (20414020 2 (2841) @1 (2r+141) (xey) +1(2841) (x-)

olur. Bu iki denklem toplanirsa istenilen seri elde edilir.
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e e 2z l)Zr2e)?
8.(x)0,(n=-% g 2

ITm—tt Fgm=tt

e i{arei) (zey) #21s8{x-¥) 4

2 Ly2
(27} 242 (8+5) @i2r ey} +1(2541) (-y)

L L4
v} Xa
T == g2

® 2(z+d)2 e 2
= [ E qg 2 ei(z:-ﬂ) {x+3) E q(as) ezis(x-y)] +

T gm—t

o 3 2 z2(e+d)2 -
_,_[z q(ar) eizx(x'o-y) E g 2 ei(am-l) {x y)]

T=— Ea—th

=8, (x+v, g*) 8, (x-y, @*) -6, (x+y, g*) 8, (x-¥, @?) (1,26)
bulunur. Ayni islemler tekrarlanarak difer teta fonksiyonlari-

nin ¢arpimlari ise:

68, (x.q)86, (v, q) =8, (x+y,q?) 8, (x-y, q?) +8, (x+v, q2) 0, (x-v. @?)
8,{x, a8, (¥. g} =6, (x+v, @?)8,(x-y, g?) +8, (x+y, g%} 8, (x-y, g?)
8, (x, )8, (y.q) =6, (x+y, g?) 8, (x-y, q*) -6, (x+y, ¢?) 8, (x-y. q?) (1,27)

bulunur. Bu esitliklerde x=y koyarak @3i(x,q) ler elde

edilir.Ornedin;

8% (x,q) =6, (2x,g?) 6,(0,q%) - 6,(2x, 9%} 6,(0,q?) (1,28)

gibi. Ayni esitliklerde y=0 ( x=0 da oclabilir) alinirsa:
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8, (0,q) =0 (1,29)

6,{(x. )8, (0,q) =28,(x,g*) 6,(x,q%)
8,(x. )8, (0, g) =683(x,q?) 63(x.q?)

8, (x. )8, (0, g) =83 (x, g?) -63 (x, g?) (1,30)

bulunur. 1lkili carpimlar yapilabildidi gibi ii¢clii garpimlar da
yapilabilir. Bu Ornekler bu sekilde cofaltilabilir.®

I.4 TETA FONKSIYONLARININ SONSUZ CARPIM IFADELERI

F(t,q) seklinde bir geometrik seri yardaimiyla
tanimlanmistir. Bu seri soyle verilir:

Fle, @ =[] (a+g® ) (1+g? ™) (1,31)

o=l

Bu serinin yakinsak olmasi ig¢in laj<1 ve t’nin de

sinirli olmasi gerekir. Sifir olmayan t deferleri ve modilili
i’den kiliclik q deJerleri icin bu seri tanimlidir.t’nin
deferlerine gdre teta fonksiyonlari sdyledir:

-a
t=—ge?!® jcin Flt,q)=ia,qg ‘e™* 8,(z,q)

-1
t=ge?® icin F(t,q)=a,g ‘e % 8,(z. 9@

6 bak. D.F Lawden-Elliptic Function and Application
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t=e?i* igin F(t,g)=a, 6,(z, @

t=-e%% ig¢in Flt,q)=a, 8,(z,9Q) (1,32)

Burada 4, ,2z ve t‘den baimsiz olup gq’ya badlidair.

= 1
Esitliklerin saflanmasi ic¢in %o i (1-g?9) olarak alinmalidir.
n=1
Yani teta fonksiyonlarzi:
i «©
0,(z,q) =2¢ *sinz ] (1-g?®) (1-2g*"cos2z+g*?) (1.33)
n=1
l L3
8,(z,q)=2q *‘cosz ] (1-g*7) (1+2¢*"cos2z+g*?) (1,34)
n=1
6, (z, @) =]] (1-¢*" (1+2¢**'cos2z+g**?) (1,35)
n=1
8,(z, @) =[] (1-¢?® (1-2¢**'cos2z+q*™?) (1,36)

=1

geklinde olur.
I.5 TETAR FONKSIYONLARININ TUREV VE OZDESLIKLERI

Teta fonksiyonlarinin tilirevleri gerek seri agilimlarindan
gerekse esitliklerden kolayca bulunabilir. Burada iki &nemli
dzdeslik verilsin ve beraberinde tlirev de g6sterilmis olunsun.
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I.2.1. xv’ef% k=sb (Laplasien Esitlifi)

Biitlin teta fonsiyonlari yukaridaki esitligi saglar. Bu bir

B8rnek lzerinde gdsterilirse, §,(z,q) ig¢in;

aeé._ = ECRY-J. L : 2inz 6264_ = _1\nen *n} 2 a2inm
_&__ng&( 1)°q™ (21n) @7 ; —— —n§< 1)"g™*(21in)%e

L4 L4

a8,

31:_ =§a;_ [ E {(-1) e (im)naezinz] =z (-1)2({irxn?) e (iam)naez:!nz
76, ___a &,
8z2 mi

gseklinde esitlik gercgeklenir. Difer teta foksiyonlari da ayni
6zdesligi saflar.

I.5.2. 6)(0)=6,(0)86,(0)8,(0)

Once 8, fonksiyonu ig¢in igslemler adim adim yapilsin.

Dijerleri de ayni yoldan bulunacaktir.(1,33) denklemi sdyle

dlizenlensin, 8,(z,qg)=8inz $(z,qg) .Buradan iiglincli tlireve kadar

tliirevler alinsin ve z=0 deferi konulsun.

6.(0,0)=6(0,q) ; 67(0,q) =2¢'(0,)

87(0, ) =-$ (0, @) +3¢"(0, @) (1,37)
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i
4

$(z,q) =2q*]J] (1-g*>") (1-2g*7cos2z+q*") igin,
n=1

Her iki tarafin dofal logaritmasi alinarak, tilirev islemi
vapilirsa;

‘l @
Ind=1n(2g*)}  Inl(1-g*?) (1-2¢**cos2z+g*")]

n~1

P _< dg*Psin2z
¢ 41 (1-2g22cos2z+gin)

"= (0, q)E——q— ($'(0, @) =0)

&= 2n) 2

olur.Simdi (1,37) denkleminde yerine konursa:

"0, q) =8, (0,q) (283 — Lo -
(0.9) =0, (0,q) [ g(lqzn)z 1]

olur. Benzer sekilde §,,8, ve §, igin de su deferler bulunur.

(0, q) = 18y g2
62 (0,q) =6,(0,a) [-1 85);; Tegm)?

2n-1

8/(0,q) =6, (0, @) [-8Y Ly

w1 (1
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2n-1

(0 al —9 (0. q) [82 %’E]

n=1

8(0.9)  6y(0,q) 80,9

l 2
6,(0, @) +63(0,g) 8,(0,9 + denirse

I=

2n 1 > é{zn i 2n

1_8[2 (1- q2n—1)2 Zi (1+q2n 1)2_2 (1+qzn)a]

n=1

son iki seri lizerinde birlesme islemi uygulanip, daha sonra ilk
seri g’nun ¢ift ve tek kuvvetlerine gére ayirilip, bu iki

serinin farki alinirsa:

2n il n
I=8 g g
[g (1- q”*')2 =1 (1- gr"““)2 =1 (1+g?)?

@

i
= qzn = 61 (O:Q)
8 g L8000

n=1

olur. Onceki &zdeslikten (A-8zdeslii) ikinci tilirevler yerine
birinci tlirevler konursa:

i 8 86, _1_339 1 36, 1 80,
o 9z 8z2 O, 9z° "8, 32¢ O, 3z°

DBy x B, x B« B,
3z ot 8, 8t 8, ot 6, o1

& | =
N

)

-

Her iki taraf <+ ‘ya gbre integre edilirse:
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1n (6} (0)) =1n®, (0) +1n6, (0) +1nd, (0) +Inc  c=sb.

87 (0) =c8,(0) 6, (0)8,(0) (1,38)

¢ burada integral sabiti olup g ve ¢ dan bafimsizdir. Her iki

tarafin np-F» giderken limiti alinirsa c=1 bulunur.

I.6 RASYONEL TETA FONKSIiYONLARININ TUREVI

Teta fonksiyonlarinin tiirevi, farkli iki yoldan tilirev
alinarak iki Ornek lizerinde g&Gsterilsin.

8 (8.(z,@, 6290,z -6,(za8(za

9z 6,(z,9 62(z, q)

_6,(2,0)8,(z,8,(0,060(0,0) _8,(z,@0,(z. 06 (0, @

— , = (1.39)
eé(zl Q) SQ(OIQ) 83 (oa Q) eé(ZJQ')

olur. [8/(z.0)8,(z,q)-0,(2)0,(z,9)] ifadesinin esiti sd&yle

bulunur (asafidaki formilil 6nceki carpim formlillerinden
¢ikarilabilir);

6, (x+y)6,(x-y)6,(0)6,(0) =08, (x)6,(x)8, ()6, (») +

+8, (¥)8,(» 8, (x)6, (x)

y’ye gbre tiiretilirse;

18] (x+y) 8, (x-v) -8, (x+y) 64 (x-3)18,(0)8,(0) =
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=6, (x) 6, (x) [65(3)8, () +8, () 6% (37 1 +

+8, (x) 8, (x) (6] ()8, () +6, ()6} ()]

bulunur. y=0 konursa;

8,(0)8,(0) [6] (x) 8, (x) -6, (x) 6, (x)1=6, (x) 6, (x)8, (0)8,(0)

(8, (0) =65 (0) =6 (0) =64 (0) =0 bulunur.]

Buradan diizenleyip esiti yukarida kullanilmistair.

)
Simdi baska bir yoldan -63 in tiirevi:
4

82 (x) 62 (0) =62 (x) 82 (0) +83 (x) 83 (0)

9, 12 83 (0) + [ ]" 6; (0)

2
62 (0) = [94(.;:) 4( 5

_ 9 8,0, 8, (), .
0= [ Byl B [ Tl o

bulunur. Buradan gerekli iglemler yapilarak ve (1,39)
esitligini de kullanarak:

8 (Balx) __ 8,1x)8, (x)85(0)

E} 84 (X) eﬁ (x) (1940)

bulunur.
Simdi bazi tlirevlere Ornekler verilirse;
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3 [;eé_(x_)] __6,(x86,(x)6;(0)

dx " 8, (x) 03 (x)

8 8.(x),_8,(x)8, (x)65(0)

8 ;800 8,008, (x6(0)

9 . 8,(x) . 0,(x)8,(x)63(0)

' y (1,41
ox 0, () 0 () )

olur.
1.7 DONUglM FORMULLERI
I.6.1.Jacobi Doniigimleri

‘c’=——% de¥eri icin asagidaki formiillere "Jacobi

Dénilislimleri® denir.

1 sz
8, (z]t)) =-i(-ic) 2e * 8, (vz|%)

: 1 ds2?
8, (z|t)=(-i%) 2e * 8,(xz|%)

1 s
8, (z]7)) =(-it) 2e * 8,{vz|%)
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1 Izz?

8, (z]t) =(~it) Ze * 8,(tz|7) (1.42)

I.6.2.Landen Doniigiimieri
Daha dnceki teta fonksiyonlarinin karisik carpimlarindan;

8, (x]7) 8, (¥]7) =8, (x+y|2¢) B, (x-¥|2%) +0, (x+¥|21) 8, (x-¥|27)

8, (x|7) 8, (y]%) =6, (x+y|27) 8, (x-y|2%) +8, (x+y|27) 0, (x-y¥|27)

8, (x]7) 8, (¥]|7) =8, (x+y|27) 8, (x-v|2%) -6, (x+¥|27) 8, (x-y|27)

8, (x]) 8, (¥]7) =8, (x+y|27) 8, (x-y|2%) -6, (x+y|2¢) 8, (x-y|27) (1,43)

esitliklerinde y=x konursa;

8, (x|v) 8, (x]v) =8, (2x|27¢) 6, (0]2%)

683 (x|v) =8, (2x|27) 6, (0]2t) +8, (2x(|27) 6, (0|27)

8, (x|c) 8, (x|v) =8, (2x|27) 6, (0|27)

0% (x|v) =8, (2x|27) 8, (0]27) -8, (2x|27) 8, (0]27) (1,44)

¥=0 icin:

8,(0%) 6, (0]%) =6, (0[27) 8, (C|2%)
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3 (0|7) =83 (0]2%) +65 (0]27)
8, (0]v) 8, (D)%) =02 (0]2%)
8; (0|v) =6 (0]27) -6} (0]2%) (1,45)

elde edilir.gimdi 8,;(2x]27) lar egitligin bir tarafina

toplanirsa ve (1,45) formiillerinden;

8, (x]0) 8, (x|v) _ 8, (x]7) 6, (x|7)

8, {(2x|27t) = {1,46

2 (2] 8, (o[} /8 (0]778, (0]%) )
Dijer teta fonksiyonlarini ise (1,44) formiillerinden;

83 (x|v) -03 (x]|v) =28, (2x|2¢) 08, (0]|27)

2 _o2 2,0y _@2
93(2x|2e)=s3(§§){06§(;‘|ﬂ= 637(x|») 8 (x]7) (1,27)
2(0]2¢ 4265 (0]%) -85 (0])

2 2
8, (2x|21) = 8; (x]r) +6, (x]r) (1,48)
/265 (0]<) +65 (0])
8, (2x]21) = 8, (x|7) 8, (x]r) {1,49)

/& (0[%)8, (0]%)

(1,46)-(1,49) formillerine "Landen Doniiglimleri® denir.

x=x+% artimi verilerek alternatif durumlar elde edilebilir.
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I-8 UYCULAMALAR

8,(z) _ 8=

) 0, (z) Oi(z+m) _
0;(z+x) ¢} (z+m)

») 8,(z) 6,(z+m) *

1-a)

oldugu gosterilsin.
a) i=3 ig¢in denensin. DiJer teta fonksiyonlari ig¢in de
gdsterilebilir.

8,(z) =Y g™e?® ; 6,(2)=Y g™ (2in) €*!*=2in 8, (2)

n=e =20

6, (z+w) =y gaie2intzin) 8§(z+n)=z g2’ (2in) e?*2%*=2in 8, (z+x)

= ns=—
Her iki denklem oranlanirsa esitligin dofrulufu goriiliir.
b) Yine 8, ig¢in denenirse. Tablo 1 den;

6, (z+w) = [ge?i®] ™ 6,(2)

2 iz
8] (z+nz) ="?§§:T2763 (z) +[ge2iz]* 8} (z)

8 (z+m) __ . 8i(2)
B, (z+7) T 6,(2)

esitlifin dofruluu goriilmiigtir.

8,(0]v) _8,(0|7)
8,(0fx) 8,(0f7)

2) olduf unu gbsterin.
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Jacobi d&nliglimlerinden;

_a -{zz®
2

8, (zz|%) =(-1i%) e * 8,(z|x"

24 ~igz2
2

8, (zz|t)=(-i7) 2 e ™ 6,(z|v)

Her iki denklemin oranzi:

8,(0|t) _8,(0|t)

8,(0[v) 8, (0] (t t) bulunur.
87 @f_ " ey @g_ W 87 eﬁ_ P
3) a)—ej -é-;—ez D)E @:—93 C)E;- E—&;

oldudunu gdsterin.
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II. BOLUM

II.1 ELIPTIK FONESIYONLAR

Eliptik fonksiyonlar ilk olarak, eliptik integrallerin
invers déniisiim probleminden ortaya ¢ikmistir. J. Bernoulli
elastik konusundaki calismalarinda bu integrallerle
kargilasmigtir. Ayrica Maclauren, Fagnano, Legendre gibi
matematikcilerin elips vay pargasinin diizenlenmesi
calismalarinda da ortaya c¢ikmistar.

Eliptik integrallerin inversinin alinmasi diislincesinden
yola ¢ikarak Abel, Jacobi ve Gauss eliptik fonksiyonlarin
tanimlarini yapmiglardir.

Bu béliimiin ileriki konularinda eliptik fonksiyonlari
Jacobl ve Weierstrass eliptik fonksiyonlari adi altinda iki
kisimda incelenecektir, arada baflantilar kurup uygulamalari
verelecektir.

Konuya baslamadan dnce, bazi karsilasilacak kavramlarin
tanimlarini vermek konuyu anlama ag¢isindan uygun olacaktir.
TAM (ENTIRE) FONKSIYON: Difransiyellenebilen fonksiyonlarin
Snemli bir sinifini teskil eder.Sinirli bir D bélgesinde hig
bir singlilerlik gbstermeyen fonksiyonlara veya sonsuzu
icermeyen tiim diizlemde tek deferli ve analitik fonksiyonlara
“Tam Fonksiyon®" denir.

MEROMORFIK (MEROMORPHIC) FONKSIYONLAR: Kutuplari hari¢ sonlu
dlizlemde analitik ve tek deferli fonksiyonlara meromorfik
fonksiyonlar denir.

TEOREM 1:Meromorfik bir foksiyon iki tam fonksiyonun orani
seklinde gbsterilebilir.

$(z) meromorfik olsun:

$(ﬂ=%%§- F{z)#0 olmak kaydiyla H(z) ve F(z) tanm

fonksiyonlardir. F(z;)=0 (i=1,2,..,n) in sonlu sayida sifir:i

vardir ( ¢iinki analitik ). Bu 2z; noktalari $(z) fonksiyonu

igin kutup noktasidir. Ozel bir hal olarak herhangi k icgin:
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F(z,)=H(z,)=0 oluyorsa bu durum belirsizlik gdsterir. Bu

durumda limit kullanilarak durum deferlendirmesi yapilir.
TANIM: Cift periyotlu ve meromorfik fonksiyonlara eliptik
foksiyonlar denir.

II.2 ELIPTIR PONKSIYONLARIN OZELLIKLERI

A-f(z) eliptik fomnksiyomn ise;

®, ve W, periyotlari i¢in f(z+w,)=f(z+w,)=f(z) olur. Bunlarin
disinda bir ®, deferi ig¢in f(z+®,)=f(z) oluyorsa, mutlaka ve

mutlaka ©,=2n0,+2mw, , n,meZ dir.

@
B-Im [—2]>0 olmalidar.
W,

Geometrik olarak dSnmenin yonl pozitif yo&ndilir ve list vari
diizlemde tanimlidir. Clinki fiziksel olarak negatif periyot

(yada frekans) olamaz.
C~Periyotlar kompleks diizlemi bir a§ geklinde orterler.

Herhangi bir z deferi ic¢in Z=2,+200, +2M, dir.n=m=0
ise z’ye ilkel (primitive) defer denir. Dolayisiyla biz her
noktayi ilkel deferiyle gdsterebiliriz.’ Bu nedenle ilk

paralelkenar da (kdseleri;Oo, 2@,,26,,26,+2®, olan
paralelkenar) yapilan islemler genellestirilebilir.

D-Her bir paralelkenarda eliptik fomksiyonum kutuplarinin
sayisi sonludur.

7 fikel defer modiiler aritmetik y&ntemiylede gdsterilebilir.

z=z, (mod 26,,2®,,26,+2®,) seklinde ggitlik vardir.
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Eer defilse; seri ac¢iliminin terimleri kutup noktasinda
sonsuza kadar gidecedinden kesin slireksiz noktasi olur ki, bu
da eliptik fonksiyonun tanimina aykiridir.

E-Eliptik fonksiyonun sifirlarinin sayisi sonludur.

F-Bir hiicredeki rezlidiiler toplami sifirdir.

Hiicremiz kdseleri; t, ¢t+20,,t+20,, t+20,+2®w, olan

paralelkenar olsun.
‘Rezidiiler toplami Couchy Formiiliine® gsre

t+20, 420,920,

1 _ 1
i rguit 2V injgf(z)dz eri[ { * f ¥

Ev20,

L2060, t

+ f + f 1£{(z)dz

L4200, 126, Lv20,

Sekil 1°

26, Lr2n,
=1 - -1 - -
= J: [£(2) ~£(2+20,)] dz- - j;' [f{z) -£f(z+20,)] dz=0

olur.Glinki 2, ve 2w, ,f(z) i¢in periyottur.

G-£(z) eliptik fonksiyonunun her bir hiicrede kutbu yok ise
Liouville Teoremi’ne’ gére sabittir.

H~Eliptik fonksiyonun derecesi kutuplarinin derecesi
toplamina yada indirgenemez sifirlarinin sayisina esittir.

I-8abit olmayan eliptik fonksiyonun derecesi iki’den kiigiik
clamaz.

Efer kiigiik olursa; f£(z) ya kutupsuz veya z=g¢ gibi bir

basit kutba sahiptir, denir. Lauren ac¢iliminin ilk terimi

8 pak. M.ldemen-Kompleks Defiskenli Fonksiyonlar Teorisi-sf:71

? Louville Teo:Bir fonksiyon biitiin dlizlemin sinirli ve sonlu, her
b8lgesinde regililer ise fonksiyon sabittir.Bak. kaynakca [6]- sf:86
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A air. f(z)’nin ¢ daki rezidilisii A#0 olur. Eliptik

fonksiyonlarda rezidiiler toplami sifir olmasi gerekir,
olmadiindan eliptik fonksiyon defildir. Buradan f(z)=sb
olurki bu teoreme ters diiser. Sonu¢ olarak eliptik fonksiyonun
derecesi "2% den kiicliik olamaz.

J-Ayni dereceden, periyotlari ve kutuplari ayni olan iki
eliptik fonksiyonun farki sabittir.

Eliptik fonksiyonlar kutuplarinin sayisina gdre iki kisma
ayrilir. Birinci tip eliptik fonksiyonlara Jacobi Eliptik
Fonksiyonlari denir. Bu fonksiyonlarin ayni hilicrede iki ayra
kutbu olup, reziidlileri isaret farkiyla birbirine esittir.
Dolayisiyla toplamlari sifirdir. fkinci tipeliptik
fonksiyonlara Weierstrass Eliptik Fonksiyonlari denir. Bu
fonksiyonlar ayni hilicrede ikinci dereceden bir tek kutup
noktasi igerirler.

II.3 JACOBI ELIPTIRK FONKSIYONLARI

Jacobi eliptik fonksiyonlari, eliptik integrallerin invers
igleminden ortaya ¢ikmis ve daha sonra elementer fonksivonlarla
ifade edilmistir. Biz ise O6nce elementer fonksiyonlarla ifade
edip, daha sonra integrallere gegis yvapacagiz. Eliptik
fonksiyonlari teta fonksiyonlari yardimiyla tanimlayip,
islemler teta fonksiyonlari iizerinde yapilacaktir.

u
olarak tanimlanirsa:
83 (o)

_8,(0) 8,(z)

~3,(0) 8,(2) (2.1)

snu

_8,(0) 8,(2)

~3,(0) 8,(2) (2,2)

cnu
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_8,(0) 8,(2)

"8, (0) 6,(2) (2,3)

dnu

Paydayl sifir yapan dederler alinmamak kaydiyla yukaridaki
fonksiyonlara "Jacobi Eliptik Fonksiyonlari® denir. Bu
fonksiyonlara badli olarak ters eliptik fonksiyonlar:

1 1 1
neu=——; nou=——; ndu=——— 2,4
snu’ cnu’ dnu (2,4)

olarak verilebilir. Yukaridaki eliptik fonksiyonlarinin
Glashier notasyonlari seklinde ifadesi:

scu:ﬂz I” Cdu:-m_.u Iz dsu:@
cnu dnu snu

csu=S2Y. dcu= dnu; sdu=-=22Y (2,5)
snu

dir. Bu esitliklerdeki birinci taraf, orani oldudu eliptik
fonksiyonlarinin bas harflerini (86nce payindakinin bas harfi
sonra paydadaki fonksiyonun bas harfi) almigtar. Toplam olarak
12 tane eliptik fonksiyon elde edilmis oldu.

Bu oranlardan ve teta fonksiyonlarinin 8zellikierinden,
snu fonksiyonunun tek fonksiyon, cnu ile dnu fonksiyonlarinin
cift fonksiyon oldufu séylenebilir.

II.3.1-Jacobi Eliptik Fonksiyomlarinin Periyotlara

Daha 6nceden teta fonksiycnlarinin periyotlarini incelemis
ve iki tane sézde periyottan bahsedilmigsti. Simdi bunlarin
oranlarindan olusan, eliptik fonksiyonlar incelensin. snu ig¢in;

8, in periyodu 2z ve 6, {in periyodu i oldufjuna gdre;

8, (z+2m) =6, (z) ; 6,(z+2w)=0,(z) i¢in snu(u+2%63(0))=6nu
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olacaktir.Clinki 8, kendini iki kez tekrarlarken,ancak 8,

kendini bir kez tekrarlayacaktir. Bastaki sabit durumu

defistirmeyecefine gbre snu ig¢in 2s62(s) ’‘ya periyot
denebilir. Simdi =t ig¢in denenirse:

8, (z+nt) =-g e §,(z); O, (z+n1)=-g e B,(z)

snu ifadesinde katsayilar sadelesecefinden y=x+62(0) deferi de

periyot 6zellidi gbsterir.Buradan:

sn(u+2n62(0)) =sn{u+nv83 (0) ) =snu (2,6)

bulunur.

=%1:9§ (0) ve iK’=-%m:9§ (0) (2,7)

denirse, snu ig¢in 4K ve 21K’ periyotdur. Bu periyotlar

sifirdan farklidir ve g oldufundan oranlari da bir kompleks
sayidir (yani eliptik fonksiyon tanimina uygundur).
Eer <+ sadece imajiner olursa birinci periyot sadece reel,
ikinci periyot sadece imajiner olur. Fakat K ve g/

deferlerinin her ikiside reel ve pozitif olacaktir.
Ayni sekilde difer eliptik fonksiyonlar ig¢in periyotlar:

cnu{u+4K) =cn{u+2K+2ik’) =cnu (2, 8)

dnu{u+2K) =dn{u+4 1K) =dnu {(2,9)
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olarak bulunur.

Burada K ve g/ ;z’den bafimsiz, sadece g’ya baflidir.

Seri olarak ifade edilirse (2,7) formiiliinden;

K=%H (1_q2n)2(1+g2-ﬂ'1 4=% [1+g+q3+u L] -]

n=1

K’”‘%’”H (1-g*7)? (1+q2"'1)4=—%1n(ei“) [1+g+g®+...] (2,10)

=1

olarak bulunur.Bu iki seri g-~0 giderken i&n% ; K'-» gider.

II.3.2-Eliptik Fonksiyonlaran Sifir Yerleri

Eliptik fonksiyonlarin tanimindan bu hemen
¢ikarilabilir.(bak. I.2.E konusu) (2,1)-(2,3) formiillerinden
payi sifir yapan defer eliptik fonksiyonu sifir yapan defer
olacafindan;

gnu=0 = u=2nk+2imk’
cnu=0 = u={(2n+1) K+2imk’

dnu=0 = u={2n+1)K+{(2m+1) iK' (n,m &ZF) (2,11)

olur. $imdi snu’yu sifir yapan defer difer fonksiyonlar ig¢in de
n=m=0 alarak kullaniiirsa:

snu=-gn{u+2K) =gn{u+21iKkN =-gn{u+2K+2iK’) {2,12)
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cnu=~-cn{u+2k) =-cn{u+2ik" =cn{u+2K+21K") {2,13)

dou=dn(u+2K) =-dn{u+2iK’) =-dn{u+2K+21K’) (2,14)

u=0 konsun;

snO=-8n{2K) =sn{2iK" =-gn{(2K+2iK" =0 {2,15)
cn0=-cn{2K) =-cn(21K") =cn(2K+2iK) =1 (2,16)
dno=dn(2K) =-dn(2iK)) =-dn(2K+2iK’) =1 (2,17)

En sondaki egsitliklerin dorulugu (2,1)-(2,3)
formiillerinden goriilebilir.

II.3.3-Tiirev Ifadeleri

8,(0) 6,(2)

SAu=g. 107 8, ()

Bu ifadenin tiirevi alinirsa:

2

_ 8 . 6,(0) 8, (2) , dz
o ) =5 g 6y 8, (3 | da

pope (2,18)

Kismi tilirev kurallariyla ve teta fonksiyonlarinin tilirevlierinide
kullanarak:

Ji(snu)=cnu dnu {(2,19)
Ju
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-3

{¢cnu) =-snu dnu {(2,20)
Ju
—Q-(dnu)=—kzsnu cnu (2,21}
du
e e : 6z (0)
birinci tilirevleri olarak bulunur.Burada k=92( )=sbu olarak
4]
3

alinmistir.Istenirse daha yiiksek dereceden tiirevler de
bulunabilir.Yliksek dereceden tilirevleri kullanarak her ii¢
eliptik fonksiyon maclauren serisine ag¢ilirsa:s

1

120(1+14k3+k4)u5+..,

Snu=u—%‘- (1+k?) u3+

1

1
nu=l-—ud+— (1+4k2) u+. ..
cnu Su 24( yu

dnu=1——%k2uz+?]z (8k2+k%) ut+. .. (2,22)

bulunur.

II.3.4-Kutup Noktalari ve Resziidiileri

Jacobi Eliptik Fonksiyonlarinin iki ayri kutbu oldufu daha
dnceden s8ylenmisti. S$imdi (tanimlarindan) paydayl sifir yvapan
deferleri yani kutuplari bulunsun.

snu i¢in, 6,(z) /U sifir yapan deferler kutup noktasidir.

(Clinkii 6,(0)#0 dir.)

u=z 62(0) =[m+(m+%)m] 62 (0)
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=2n(%u6§ (0)) +{(2m+1) %m—eg (0) =2nK+ (2m+1) iK' (2,23)

Birinci paralelkenardaki kutbu bulunursa; m=n=0 ig¢in

birinci kutup noktasi u,=ik’ ve ikinci kutup noktasi m=0,n=1
igin u,=2K+iK’ (2,24)
olarak bulunur. Ayni zamanda bulunan bu periyotlar snu igin

yaril periyotlardir. DiJer m ve n deferleri u, ve u, nin

katlaridir. Yani congruent’leridir.Her u,, u, deferi ve katlari

i¢in snu kutup igerir. DiJer eliptik fonksiyonlarinin kutuplari
ve reziidiileri asafida verilmistir.

Tablo 2

ll FONK. " KUTUP NOK. " REZUDU I
snu

ix! , 2K+ix!

cnu ) .
1K, 2K+iK’ -

1K/, 2r+iK’

Simdi eliptik fonksiyonun kutup noktalardaki reziidlilerinin
nasil bulundufunu ag¢iklayalim. Reziidliiler ancak dolayli yoldan
bulunur. snu sifir civarinda maclauren serisine acilmisti
bundan yararlanarak,birinci kutup noktasi icin;
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6 (z+-‘1'1c'r) 2
. 6.(0) ™2 2 85 (0) i
sn(u+ik’y =32 , =
8, (0) 6&(z+im;) 62(0) 6;(0) 6,(2)
2 8, (0) 6,(=z)
2
sn(u+ik!)=m2t— k=m (2,25)
k snu 6?(0)

paydadaki snu’nun maclauren ag¢ilimi yerine konursa,

sn{u+ik’) =Tc1—i: [1—% {1+k3) u2+—1—%6 (1+14k3+k%) ud+...]11

reziidiisii "1/k" olarak bulunur.l® Eliptik fonksiyonlarin
tanimindan difer rezlidiniin "-1/k" olacadi agiktar.

DiJer eliptik fonksiyonlarin rezlidilerinin bulunmasinda da
ayni yo6ntem kullanilmisgtir.

II.3.5.Eliptik Fonksiyonlarin Trigonometrik ifadesi

Eliptik fonksiyonlar, ¢arpim serilerinin oranlari olarak
gdsterilebilir. Bunun ig¢in teta fonksiyonlarinin ¢arpim seri
ifadelerinden yararlanilir.(1,33)~-(1,36) formiillerini
kullanarak;

1 1 3
T 1-2g%2cos2z+gsn
snu=2qg*k ? ginz [ ] (2,26)
g ;11 1-2g2%2lcog2z+gin2
1 1 o
1.2 1+2g%Pcos2z+gia
cnu=2q *k'? cosz [ [ d_¢ ] (2,27)
g E 1-2g*%-tcos2z+gia?
Y ad 20-1 -2
dnu=k'? cosz [J 124" cos2ztq i (2,28)

nr 1-2g*®lcoszz+gin?

10 Reziidii;birinci dereceden negatif iislii terimin katsayisidar.
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bulunur.Bu fonksiyonlarda:

92(0) 4 1+g35
{(2,29)
63 2 (0) E 1 +q2”‘1

kl: e____g (0) =ﬁ [ 1+q2ﬂ ]4

(2,30)
82(0) mt 1+@?*? ’
olarak verilmistir.
Burada k ve %/ arasinda su bafinti vardir:
k2+k®?=1 (2,31)

Burada k ve k/ ye modiil denir. %/ ‘yve k‘nin biitlinler

(complement) modiilii denir.

(2,33)-(2,36) bafintilarindan limit durumunda k=0
giderken, buna badli olarak g~0 ig¢in;

sn{u, k)-ginz

cn(u, k) ~cosz

dn(u, k) -1 (2,32)

gider.
Eliptik fonksiyonlar asadidaki 6zdeslikleri saflarlar.

sn?u+cniu=1

dn?u+k?snu=1
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dn?u-k?cn?u=k” (2,33)

II.4 TOPLAM FORMULLERI

Sn(u+v) =S8U cnv-kdnv+cnv _cnu cnu (2,34)
1-k?sn?u sn?v
cn(u+v) =.CRU_CRV-Snu snv dnu dnv (2,35)
1-k?sn?u sn?v
— 12
dn(u+v) = dnu dnv-k“snu snv cnu cnv (2,36)

1-k2?sn?u sn?v

formiillerine eliptik fonksiyonlarin toplam formiilleri denir.

bu formiillerde u=v ic¢in c¢ift kat formiilleri :

sn2u= 25’;”}(‘:"“4@” (2,37)
-k?sntu

2 2 2

cn2u=—1+ 2cnéu =1_25m u dnu (2,38)
1-k2gntu 1-k?snu
2 2 z 2

dnzu= 2dn<u _1=1_2k sn“u cn‘u (2,39)
1-k2gntu 1-k?%sntu

olarak bulunur.Yine yukaridaki formiilleri kullanarak;

1 i
_rl-cn2u;3 |, —f.cn2urdn2uy 3
snu=[3="=C1% 0 enu=[ =0

elde edilir.
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dnu=[ ER2utdn2u; 3 (2,40)

II.5 WEIERSTRASS ELIPTIK FONEKSIYONLARI

Niimerik hesaplamalarda Jacobi Eliptik Fonksiyonlari daha
cabuk yakinsadi@i i¢in, Weierstrass Eliptik Fonksiyonlarzi
kullanissizdir. Bununla beraber bu konunun analitik
incelenmesinde ve &zelliklerin saptanmasinda biliylik yeri

vardir.
Wierstrass Eliptik Fonksiyonlarini ii¢ baslik altinda

inceleyecediz. Tabii 6n bilgi olarak bu fonksiyonlarin bir
hiicrede ¢ift katli bir tek kutup noktasina sahip oldufunu ve
rezlidiinliin sifira esit olduunu biliyoruz.

II.5.1. p(z) Fonksiyonu

1
== 2,41
o (2) +@E,,—,f A (z_w) > (2,41)

@#0 olmak kaydiyla tanimlidir.Burada @=2ne,+2me», dir.

W, ve ®,,pP(z) nin yari periyotlaridir. 7/ sifiri igermeyen

tliim periyotlarin kiimesidir.

Bu seri E:(zmmrﬂ den yola ¢ikilarak ortaya

N==2

atilmistir.Ayni zamanda bu seri (ginz)-2 serisinin agilimina da

benzemektedir.
Acikca (2,41) denkleminden gdriildiigii gibi z=0, p{z) i¢in
ikinci dereceden bir kutuptur.Bu fonksiyonun kendisi ¢ift,

tlirevi tek fonksiyondur.
Tlirevi alinirsa:
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gV(z)=7§§@(z)=-:§;— 2 (2,42)

wel’ (z-@)?

bulunur. Burada =0 olmasi bir Onem arzetmediinden;

iz =2} —1 (2,43)

wel (Z"ﬁ@)3

olur. z=-z igin;

p'(-2) ==} 2 =-9'(2)

oot (- z—w)3 et (Zz-(-w))?

bulunur. Buradan;

p(-z)=—p(z2) (2,44)
oldufundan tek fonksiyon oldufu goériiliir.Ayni zamanda
2w, ve 2w, periyotlar:i igin;

o (z+2w,) =p (2) =p/ (z+2w,) =p' (2)

o (z+2w,) =p (2) =p/ (z+2w,) =p' (2) (2,45)

olacaktir. BSylece tilirevide ¢ift periyotlu olur. z=0 icin
(2,42) formililiinden ¢ katli kutup noktasi ocldufu goriillir. Bu

nedenle reziidlisii s1fir olur. Dolayisiyla p/{z) i¢inde eliptik

fonksiyondur, denebilir.

p(z) fonksiyonu agagidaki differansiyel denklemi saglar.

p'(z) =4p® (2) -g,p(2) -, (2,46)
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g, ve g, deferlerine invariyantlar denir. $imdi bu

differansiyel denklem gergeklenirse; p(z);z=0 civarinda

tanimsizdi. Bu su sekilde gbsterilsin,

2= = .__.___1 —_1_.
p(z) -z72=¢ (2) &%’[ ) o

Maclauren serisine ag¢ilirsa;

(Z) _@(0) + ® (0) Z4 fP’;(O)
{

=T2f§ (@) '3z+—2?—32 (@) '4z3+—§i:’§ () %23+, .,

olur. Tek kuvvetler negatiflikten dolayi birbirini
gdtiirecefinden

r 1 1
pl(z) -z72=3Yy —z?+5% —z%+...
2; wé Z; w®

g2=GOE @ g-3=14oz W™ (2,47)
wel’ oL’
alinirsa;
p(2) __j'_+__g2z2+-—gzz“+0(zs) (2,48)
z2 20

p?(z) =4z ‘——92 ——‘,:!;}ga-f—()(zz)



42

§*(z) ‘Z“+——g Z'2+—-—93+0€zz) (2,49)

pP-4p° (2) =~g,z72-g,+0(2?) (2,50)

bulunur. (2,48) denkleminden z—2 c¢ekilirse;

z %=p(z) "‘“‘9’2 L g3,34+0(26)
28
ve (2,50) denkleminde yerine konursa;

p2-4p* (z) =-g,p (z) -0, +0 (2?)

bulunur.

pP-4p%(2) +g,p (2) +9,=0(2?)

esitliklerdeki sad taraf z=0 ig¢in tanimli ve analitiktir. Clinkii
bir polinomdur.Bu durumda birinci taraf z=0 ic¢in tanimsiz
olamaz. Singliler noktasi olmayan eliptik fonksiyonlar liouville
teoremine gére sabit olacaindan, ikinci taraf

sabittir. z-~0 giderken her iki tarafin limiti alinirsa,ikinci
taraf sifir bulunacadindan;
p?=4p* (2) ~g,p(2) -g,

olarak formiil gergeklenir. Bu formiil baska bir formda
vazilirsa;

[%g 12=4y3-g, (¥) -,
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%= 1 - dz= dy - (2,51)

1 1
(4y*-g,v-g,) 2 (4v%-g,v-g,) 2

olarak bulunur. Burada paydadaki fonksiyonun koékleri (ki {i¢
tanedir) paydayi sifir yapacafindan kutup noktalaridir. Bunlara

€,.6,,6, deferleri verilirse, bunlar arasinda asafidaki

esitlikler bulunur.

€, +6,+6,=0;e,6, 76,60+, &, =——%
g’ )
eleze3=—43 (2,52)

Yukarida verilen (2,51) integrali, kompleks diizlemin kutup
noktalari c¢ikarilmis bdlgesinde tanimlidir ve bu integrale
*eliptik integral®™ denir.

Son olarak p(z) ‘nin toplam baJintisi verilsin:

plxy) =3 1B 1200 ~p () (2,53)

II.5.2. {(z) Fonksiyonu

Bu fonksiyon,

5 Do snimicn-L1-0 (2,54)

ile tanimlidir. (2,41) formiillinden;

I(z) =-fmz) dz
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1 1
—-f ) +30( -:;5)]dz

s (z- m)2

1 Z
== +__+ +
zZ Z; - ® mzl

tkinci tanim ifadesini de kullanarak C=0 bulunur.

C(z)——+E[ + L4 Z (2,55)

z=-=2z igin;

C(-2) --—+E T e =)

(-z-(-w)) w?

olur. Boylece {(z) tek fonksiyon olarak bulunur. p({(z}) nin ¢ift

periyotlu oldugu biliniyor. {(z ‘nin nasil davrandigi

incelenirse;

df (z+2w,)

df (z)
dz dz

=-p(z+20,) =-p(z) =

olur. Tilirevleri esit ise kendileri bir sabit farkiyla esit
olacagindan;

{(z+2w,) =0 (z) +20, (2,56)

yazilabilir.Benzer yolla,

{ (z+2w,) =C(2) +2n, (2,57)

elde edilir. Buradan 1}, vé %, integral sabitleridir. §gimdi

yukaridaki denklemlerde 2z=-®; yazilirsa;
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(@) ={(-w,) +20; = {(®,)=n,

{{w,) =((-w,)+2n, = {{w,)=n, (2,58)

olarak bulunur.

(2,55) denkleminden z=0 i¢in {(z) bir katli kutup

noktasina sahip oldufu goriiliir ve kuvveti ¥-1" olan terimin

katsayisi "+1% oldufundan Rez[{{z)]=1 olur. Herhangi bir C

efrisi lizerindeki integral Couchy Teoremine g&re (C; kutup
noktalarini igermeyen bdlge):

1 i _ _ 2 il ]
25E§£f(z)dz{Z:Rez(z-0)—2%1.1—2%1

dir. C bdlgesi periyotlar paralelkenari oldufuna gdre, herhangi
bir paralelkenar koseleri t+26,, t+2@,, t+26,+2®, ve t igin;

L4260y Ev26,

2ni= [ [{(2)-{(z+20,)1dz- [ [{(2)-{(z+20,)1dz
€ 11

(2,56)-(2,57) esitliklerini kullanarak,

£e20, Ee26,

2ri=29, f dz-21, f dz
[ t

112&)2-1]1@1=—ﬂ:—- (2,59}

deklemi bulunur ki bu denkleme "Legendre Ozdeglii® denir.

{(z) ¢ift periyotlu olmakla beraber reziidiiler toplami

sifir olmadifindan eliptik fonksiyon dejildir. Fakat Sneminin
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nedeni, ileriki konularda herhangi bir eliptik fonksiyonun, bu
fonksivon cinsinden tanimlanabilmesidir.

IT1.5.3. ¢g(z) Fomksiyonu

i) -4 1in o(z)1=C(z) 11)1im%{Z) 4 (2,60)
dz z

Z=0

ile tanimlidir.
Buradaki "i" ifadasi incelensin,

o (a1 ol

3
Inz+$ [{z-0) +-=Z ¢ Z_] 20
; »® 202

=g

g3 .
2@3

G (z) ; [{z-a) *—+

A

birinci taraf z-0 limit durumunda "1" olacafindan (tanim ii )

integral sabiti C=0 bulunur.

{(z) tek fonksiyon olduduna gdre, z yerine (-2z)

yazilirsa:

o (-2) =-zexp [ [ ({(2) -3) dZ]
Q

=-zexp[-f(c(—z> -(—E)—> dzl
4]
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o(-z)=-0(z) (2,61)

olarak bulunur. ¢{z) fonksiyonu ig¢in {(z ‘nin periyotlari

incelenirse:

E‘éln[c(zﬂwl) =( (z+2®,)

Info (z+2@,) =f€ (z)dz+2q,2+C

In[o(z+2w,) =1ne (z) +2%,2+C

c{z)

olur ve z=-®, ig¢in gc=-?M% bulunur. O halde;

0 (z+20,) =—e*m {9 g (7) (2,62)
elde edilir.Benzer yolla,
o (z+20,) =—e™(*F g (7) (2,63)

olur. Herhangi bir @, igin:

o (z+w,) =exp [[{(2) +{ (@) dz-1nC]
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=C1o(z) o (®,)

_8(z+w,;)

o, (z)= o (o) (2.64)

bulunur. Bu denklemler sirasiyla ®,,@,,®,=-®,~®, ig¢in

-z G (Z+0,)

o, (z)=e o (2)

-,z G (Z+@;)

o, (z) =e (o)

_(nl.}na)z [+ (Z"@l—ma)

o (~w,~w,) (2,65)

o,(z) =e

vazilabilir.

Bu denklemlerin herbiri ayri bir sigma fonksiyonunu
gdstermektedir. (2,60) denklemiyle beraber toplam ddrt adet
sigma fonksiyonu olur.Bunlarin m ve n katlari ig¢in;

o (z+2mp,+200,) =(-1)™"s (z) A

A=exp [ (2my,+211),) 2+2m0, 0, +4MD1, 6, +20%1,6,]

esitlifini verir. Bu esitlifin gdsteriminde (2,59) dzdesligi
kullanilmistir.

II.6 ELIPTIK FONKSIYONLARININ DEGIgiK IFADELERI
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I1.6.1.Bir Eliptik Fomksiyonun p(z) Cinsinden Egitini Bulma
Herhangi bir eliptik fonksiyonu f(z) ic¢in;

i)y (a,~b.) =0

i1} p(z+2w,) =p(z+2®,) =p(z) (2,66)

kogullarini safliyorsa gp(z) cinsinden yazilabilir.

f(z)’nin sonlu sayidaki sifiri a,,&,,....,8, ve sonlu

sayidaki kutbu b,,b,,....b, olsun. (E§er kutup noktalarainin

toplami ile sifirlarinin toplami esit defilse esit hale gelecek
sekilde congruentler alinir.)

f(z) ile ayni kutup ve sifirlara sahip bir fonksiyon su
sekilde tanimlansin;

- plz-a;)
gm (2,67)

Bu yeni fonksiyonun f£(z) ile sifirlari ve kutuplari ayni
olacaktir.Congruentleri de ayni olacafina gbre periyotlari da
cakisacaktir.Dolayisiyla bu iki fonksiyonun oranlari liouville
teoremine gdre sabittir. Buna gore;

£2) 5 o £(z)=a J] £453) 2.68
fI olz-a,) z) E p(z-b,) ( )
=1 G)(Z—bx)

olur. Buradan A deferi bulunarak yerine konursa £(z)
fonksiyonunun egiti elde edilmis olunur.
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II.6.2.Bir Eliptik Fonksiyonun {(z) Cinsinden ifade Edilmesi

Ayni sekilde kutuplari ve sifirlari yukarida verilen f(z)
eliptik fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonun herhangi bir kutup
noktas1 i¢in negatif iisli terimleri:

I

e XU ¥ S S A,
(z-by)  (z-b)?2 (z-b,) ** (z-Db;) **

r
A
gk(z)= k. 4

e (2,69)

k=1,...,n icin defistigi slirece kutuplar ve derecelerinin de
defistidi kabul edilsin.Burada f£(z) eliptik fonksiyon olduduna

n
gdre reziidlisii si1fir olacaktir.Yani; ;Ai ,=0 olmalidir.Simdi
=1

padadaki ifadeler su sekilde yazilirsa;

— }bi ={ (z-b;) +O(z)

1 = -
TapyE  (Eba) +0(2)

e 2 & ¢ 0 & o5 0

1 =7 {m) -h O
Py DR

olur.

Buradaki 0(z),z=b. (k=1,....,n) ig¢intanimlibir polinomdur.

Bu deferler (2,69) da yerine konursa;
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I r-1
9:(2) =Y. Ay [ (271 +0(2)

k=1

elde edilir. Bu fonksiyon, eliptik fonksiyon olacaktir. ¢Cilinki
terimleri eliptik fonksiyondur. Buradan liouville teoremine
gbre (bak. 6zellik K) farklari sabittir.Buna gore,

n
f(z)—?DgH(z)=CEsbt. ise,
=1

olur. g,;{(z) fonksiyonu yerine konursa;

£{2) =c+§ E A, [LF1(z-b,) (2,70)
=1

k=1

elde edilir. z yerine kutup noktalari konulduunda, O(z)

fonksiyonu sabit oldufundan C‘nin ic¢inde gtsterilmistir.

II.6.3.Eliptik Fomnksiyonun Fourier S8eri Ag¢ilimi
Herhangl bir periyodik f(z) fonksiyonu bir D b&lgesinde
tek deJerli ve silirekli ise (yani Dirichlet kosullarini
sagliyorsa), bu fonksiyon bu blgede fourier serisine
agilabilir.

£(2)=F Cei=; cm=—i-[f(z) e iz (2,71)
D

o LT

seklinde olur. Daha ac¢ik bir ifade tarzinda, £(z); 2t periyotlu
alindiinda:

£(z) =—%"4+z (a, cosnz+b, sinnz)

De—-t
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olur. 6zel durumda, eJer £(z) tek fonksiyon ise

8,=a,=0 ve b,#0 bulunur ve fonksiyon sinlis serisine agilir.

Cift fonksiyon ise b, =0 ve &,#0.,4,*0 olur ve fonksiyon cosiniis

serisine agilair.
Periyodik Jacobi eliptik fonksiyonlari yukaridaki tanima

uygun olarak fourier serisine ag¢ilsin. u=== ig¢in snu

foksiyonu 2 periyotlu hale gelecektir.

snu tek foksiyon olduundan sinilis serisine ag¢ilir. D

bolgesi kdgeleri -=%,%w,nt ve wmt-2% olan paralelkenar alinirsa,

(2,72) formilinden;

snu=3Y b, sinnz ve bg%fsnu sinnz dz (2,73)

na-—-os

clur. D bdlgesinde b, integrali incelenirse:

L
[BC] Gzerindekil integral [AD] lizerindeki
integrale igsaret farki ile esittir. Bu iki
integral toplamda birbirini gbétilirecektir. Geriye
[AB] ile [CD] {izerindeki integral kalir. O halde

|

-7 gekii ﬁo B
[(AB] lizerindeki integral; I=fe'ﬂwsn(ggz) dz (2,74)
=
-

olur. [CD] lizerindeki integral C¢-D i¢in x--x gider.[CD]

izerindeki integral z=x+n{t-1)}; xe{(-m,n) seklini alir. Bu

durumda I integral;
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olur. [CD] lzerindeki integral =D ig¢in wn--x gider.[CD]

lizerindeki integral z=x+mw{t-1); xe{-n,w) seklini alir. Bu

durumda I integral;

-5

I= j exp [-ni (x+wt-n) ] snl —2;5—(X+21K’-2K) dx
b1

=
1= (-1)2g™ [ snue i dx (2,74%
-8
olacaktir. (2,74) ve (2.74’) gbre, [AB] ve [CD] ilizerindeki
integraller toplami [1-(-1)8g™2]T olur. (2,72), (2,74)’e

dayanarak b;—%l’ olarak bulunur.

Paralelkenar iginde fonksiyonun z;%‘nt ve zz=—%1c‘:—7t

noktalarin da singlilerlii vardir.

( 7z, i¢in u,=iK' ve z, i¢in u,=iK’-2K olur.) Bu noktalarda b,

integralindeki snu’/nun reziidiisli tablo 2’den -}1;; —-}—c olarak
alinirsa; Reziidliler, u=—241§z=>Rez =—75—, Rez,=-—2_ olarak
® 1 2kK : 2kK

bulunur. (2,74) integralinin couchy teoremine g&re sonucu;

I=fsnuei”z dz=27ily  Rez(z=z,)]
D 1

ise b, integrali:
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4 = (1-(-1)7®
2kK 1+ (~1)2g®

b,=2[qg

olur. n ¢ift ve tek oldufunda b, ‘in deferi deJisecektir.

n=¢ift i¢in b,=0

n=tek igin b=2%_4

2 kKl_qn (2575)

bulunur. Genel olarak biitlin paralelkenarlar {lizerinde integral
ayni iligkiyi verecefinden snu’nun fourier agilimi (2,72)
formiilline godre:

X
= : 2R e g2 .
nu=9Y . b, sinkz=<= sinkz; =2n+1
Sug.;klzkﬁ'kz;l—qklz k=2
1 3 2
2 2 2
=2% (9" cing+ L gin3x+—L " _gins5z+...] (2,76)
kK 1-g 1-g3 1-g°

olur. Difer eliptik fonksiyonlarin fourier seri agilimi:

1 3 3
2 2 2
cnu=—2£[-g—cosz+ 9 cos3z+—2L" _coss5z+, . . (2,77)
kK 1+g 1+g? 1+g®
2 3
dnu=+’t—+-§§- —9 _cosz2z+—%_cosdzr—E cos6z+...] (2,78)
2K K 1+qg? 1+g* 1+q®

bulunur.
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II. BOLUM

IIX.1 ELIiPTIR INTEGRALLER
Daha &nceki (2,51) dekleminde Oniimiize ¢ikan integrale
eliptik integral denilmisti.Simdi y2=gx2+px?1l+...+cx (3,1)
icin gbyle bir integral tanimlansain.

[Lax=[—— 1 _dx (3,2)
¥ JaxP+bx™ 1+, ., +cx+d

Bu tilir integrallerle daha onceden kargilasilmistir. Simdi
paydadaki n derecesini irdeleyelim. n=1,2 ig¢in bu integral
mutlaka bilinen bir elementer integrale donilisecektir. n

istten de sinirlanarak 2<n < 4 deferleri arasinda ele

alinsin. n>4 icin bu integral hiper eliptik integral adini
alir.

(3,2) integrali basit bir eliptik integraldir.
integraldeki rasyonel ifadenin payina Q(x) gibki bir ifade
gelebilir.( Q(x) bir polinom fonksiyon olarak alinacak )

i)f%dx, ﬁ)f%f, iii)ff(d}gy (3,3)

Q(x), (i) durumundaki gibi sabit olabilir; (ii)
durumundaki gibi lineer bir ifade olabilir veya (iii) deki
gibi negatif lislli bir ifade oclabilir. Bunlarin disinda olamaz
m1i? Sorusu bizi (3,3) integrallerinin kombinasyonlarina
getirecektir.

III.2 ELIPTIRK INTEGRALLERIN INDIRGENME

y2=p(x) ifadesini ele alinsin. p(x), 3. yada 4.

dereceden bir polincm olsun. Efer P(x) 3. dereceden bir
polinom ise Weierstrass eliptik tipine dénilistliridliir. 4.
dereceden ise Jacobli eliptik integrallerine ddniistiiriiliir.
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Sayet p(x), y’nin tek kuvvetine esit bir ifade ise yani
y=p(x) seklinde ise (Q(x)/p(x))’in integrali eliptik integral
olmaz. Bdyle bir durumda yapilabiliyorsa y’nin karesi
seklinde bir esitlife ddnilistliirmek gereklidir.

Weierstrass eliptik fonksiyonlari igin:

P(x) =ax3+bx?+cx+d, Q(x)=mxP+nxPl+...+1rx+8

alinsin,

f;‘?%,}f—)dx=mf%£dx+nf5;—-ldx+...+rf-’;{dx+sf%dx (3,4)

seklinde yazilabilir.
Bu integraller, kolaylik olsun diye,x’in derecesine gfre

isimlendirilsin.x’in derecesi "0" olana J; , "1"olana
J; ,...,"n" olana J, denilsin. (3,3) integralleri ise

sirayla I,,I,,I, sembolleriyle gbsterilsin. O halde (3,4)
integralleri;

f Lx) (;‘) dx=mJ,+ndpy+ . . . +TT, +8J,

olur. Buradan sirasiyla J; (i=0,1,...,p) integralleri

incelensin. Bu integraller (3,3)’deki integrallerin
kombinasyomlari clarak yazilabilece§i gosterilebilir.

Tp=[ £ dn=[ —E_dx= DI gy igin,
¥ VD (x) p{x)

Paydaki ifade g/p(x ‘in tlrevi alinsain,
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= s{3ax?+2bx+c)
d | sypTRT] = DT

simdi her iki tarafin integrali alinirsa;

dx

sm+c—-—asf dx+bsf dx+;—csf

1
P (x)
olur. Buradan J, integrali g¢ekilirse;

2b
3a

2 _1
J=[-=-=clJ,-
2 [3a ] 0

2 91

bulunur. Bu integralde J,=I,, J;=I, igin,

T=l2- ~Lc1,-221 (3,5)

2 3a7%
olur.
Ayni sekilde;
J, frxdxf Ix dxj’rx\/pl:x:?dx icin

p(x)

rx/P{x) tlrevinden yola g¢ikarak yukaridaki islemler

tekrarlanirsa;

d _ rx(3ax?+2bx+c)
— [rx/p (X7 ) =r/D(X) + :
dx P Ve 2/50HT

her iki tarafin integrali alinirsa;

rx/p(x) +C’=—§3arJ3 +2brd, +%ch1 +zdd,
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olur. Buradan J; gekilirse;

J3=€25 [xvpzxj +c—2bJ2—-ﬁ32£Jl_—2qJ°]

elde edilir. Bu sonugta J, yerine konursa;

2
=2 x/pUa - L2y piay - 40290 7, 200023 (3,6)

elde edilir. Bu islemler p. dereceye kadar silirdiiriiliirse,
genel ifade ig¢in:

2
Tg? [xP/ax?+bx2+cx+d] =pxP L /P{X) +x P 3ax“+2bx+c

2J?(X§
—a(p+3) X2 Lp(pa) +e(pr2) —E_+dp . sifl
2 JPEXi \/P(xi J =

her iki tarafin integrali alinirsa;

xPfP{x) =a (p+% ) I +b(p+1) Iw+c(p+-:2L—) T +dpI,,  (3.7)

olarak bulunur.Burada p=1,2,...,p alinarak p. dereceye kadar
olan eliptik integraller ilk iki tip integraller cinsinden
bulunabilir.Simdi verilen Q(x) negatif lisli oldudunda
6éncekinden farkli olarak paydaya gelen Q(x) yerine f(x)
secilsin. Bu durumda;

/ dx =f AP g,
f{x)vax*+bx?+cx+d Fix) [P(x)]
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ifadesindeki #g;%z terimi ele alinsin. £(x), (¥~ @ )‘’nin
X

kuvveti seklinde alinacaktir (genel halde; verilen f(x)
carpanlara ayrilir ve aynl c¢arpanlar ayni paydada, farkli
carpanlar difer bir paydada olacak sekilde diizenlenir). Bu
ifade x’e gdre tiliretilsin,

P txi 1 3&2(.'2 +2bX+C — -3 @'(‘T - n-1
(x—a)” (x~a)‘“[ 24/P(x) (x-a)"+n x) (x-e)™7]

1 1 3a.x3+2bx+c +n Px)
(_(_), 2 (X-@)n (x_a)n-r-i

bulunan terimlerin paydaki ifadeleri ¢ ‘ya gbdre taylor

serisine agilirsa:

R(x) =3ax?+2bx+¢c R{x)=R(a)+(6aa+2b) (x-a)+3a(x-g)?

P(x) =P(a&) +R(&)} (x-a) -:% (6aa+2b) (x-0)2+a(x-a)3

bulunur. Bu esitlikler tiirev ifadesinde yerine konulursa;

a(2+n)
d [mp %)y 1 [ Q) , (3ae+b) (n+1) , 2 +_DnP(a)
(x-e) " /PlxyT (x-a)® (x-~a) 12 (x-a)?? (x-a@)??

olur.Her iki tarafin integrali alinirsa:

%ﬂ-i))-a( 3-n) Tpat(3aa+b) (1-n) I, +Q(a) (-%—ZI)J -nP(a)J,,, (3,8)
x-g)*"

elde edilir.Onceki integralde oldudu gibi n=0,1,2,...,n
alinarak istenilen bir integral (3,3) integralleriyle ifade
edilebilir.Sonu¢ olarak verilen bir integral (3,3) ile
verilen integrallerin kombinasyonlari seklinde yazilabilir.
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III.3 ELIPTIK INTEGRALLERIN TRIGONOMETRIEK IFADESI
Bir P(x) polinomu alinsin. Weierstrass tipi ic¢in 8nce
bu polinom 3. dereceden, PpP{x)=ax®+bx?+cx+d Seklinde

olur.P(x) k&klerinden en az biri real sayidir.®
(3,2) integrali i¢in; once P(x) in li¢ real kdkii oldugu

kabul edilsin. Buna gdre; x,<x;<Xx, igin P(x) =(x-x,) (x-x,) (x-x,
olur.Alinan integralde, x=x,+(x,-x,)sin?¢ (3,9)

degigken doniistlirmesi yapilsin:

P(x) =(x,-x,) (x,-x,) sinpcos?¢ [1-k?sin%¢] (3,10)

dx=2 (x, ~x,) cos¢sinedy ., kE% bulunur ve k<1 olur.
o]

Bulunan bu deferler, (3,3) integrallerindeki I, integralinde

yerine konursa;

T,=—2 [ dep___ (3,11)
ES

¥1-k? sin?g

bulunur. Bir sabit farki ile trigonometrik ifadesi elde
eldilir.
ikinci durumda P(x)’in bir tek real k&kii olsun.

P(x) =(x-x,) (x*+ax+b) icin x=x,%yxZ+ax,+b tanzfg (3,12)

dedigken donilistlirmesi yapilsin.Bu durumda:

9 Bak. Saffet Sliray-Umumi Matematik (cilt 1)
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3 t&n"’fg
P(x) =(x; +ax,+b) 2 (1-k? sin’e)
cost 2
2
*+ 5 tan£
Xy +ax,+b cos >
iging;
1,=cf 29 (3,13)

y1-k2? sin?g

seklini alir.Bir sabit ( C=sb.) farki ile esitlik saflanir.

I, integrali igin kdklerin reel olmasi durumunda,

trigonometrik ifadesi arastirilirsa:

dx igin (3,9) defisken doniistiirmesi yapilsin:

Gk

- 2
2 oni (%, ~%,) sin L
—X, y1-k? gince

2, (1-k2 sin’e) -1
—2 _T,+2%,- de
NERT f vi1-k? sinc¢

_ 2X,x2 (X,

YK =X,

xa)lgﬂﬁg—x%fV1—kz sinpde (3,14)

olur. Sonugta ortaya ¢ikan, ikinci terimde ki integrale,
ikinci tip eliptik integralin trigonometrik ifadesi denir.
Uclincii tip eliptik integralin trigonometrik ifadesi ise yine
(3,3) defisken donlistiirmesi formiild kullanilarak,
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(3,15)

L,=cf de
(1+nsin?g)y{1-kisin’ep

olarak bulunur.

I, ve I, bir tek reel kodkii olmasi durumunda

kullanilacak doéniislim (3,12) defisken dénilistlirmesidir.
Sonug¢ta ¢ikan ifade, yukarida bulunan ifadeler olacaktir.
Simdi P(x) polinomunu ddrdiincii dereceden alindifinda,

yani; p(x)=ax®+bx®+cx?+dx+e ic¢in:
i-Bu ifade de koklerin hepsi reel ve birbirinden farkli

ise x=zh+§ideqi$ken dénilistlirmesi yapilarak Weierstrass

eliptik integrali formuna getirilir (burada ki x, reel

k8klerden biridir). Weierstrass tipi i¢in anlatilan islemler
uygulanarak ¢o6zlim yapilir.

Efer Weierstrass tipine doniistiirlilemiyorsa, P(x)= 5,.5,

gibi iki kuadratik ifadenin g¢arpimi haline getirilir. O
halde;

S,=a,x%+a,x+a,, S,=b x%+b,x+b,
olsun. &8, ve & ‘nin koékleri igin;
ii-a) P(x)=8,.8,=(cf-x2) (ci-x?)i¢in x, ,=%C,eR, X, ,=7C,eR
"i" durumundaki defisken doniistilirmesi ile 3. dereceye

kx+1
mx+n

indirgenebilir veya x= . X-X,, X~X,, X+~ i¢in k,1l,m,n

dederleri bulunarak Weierstrass tipine déniligtliriilerek
¢dziliir.
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ii-b)Bu gekilde ¢dzilim yapilamivorsa, yukaridaki sartlar
gecgerli olmak kaydiyla, pP(x)=(1-x2) (1-k2x2) (3,16)
sekline getirilerek x=8inb dedisken ddniistlirmesi yapi-
larak trigonometrik ifadesi kolayca elde edilir.

iii-P(x)=8,.8,=(ci-x?) (c;+x?), x, ,=7C,e®, x, ,~%C,eC

seklinde oldudunda x=k secf ,k=sb donilsiimii uygulanmalidir.

iV-P(x)=8,.8,=(cl+x?) (cf+x?), x, ,=%C,€C, x, ,=%C,eC

igin x=k tanf ,k=sb donliglimi uygulanir.

V~ K8klerin hepsi kompleks ve mutlak deferce de birbi-
rinden fakli ise;6nce x=y+g donilisiimli yapilir. Daha sonra el-
de edilen 5,,5, ifadelerinin sabitleri esitlenerek g deferi
belirlenir. Yenide yazilan integralde sabitler esit olur. Bu
halde y=fu dedisken donligtliirmesi uygulanarak,

f2=gb. esitliginden § bulur ve yerine yazilirsa; ortaya g¢i-

kan integralde yukaridaki donilisiimlerden biri uygulanarak so-
nuca gidilir.
Trigonometrik ifadeleriyle eliptik integraller:

, 0<k<1 (3,17.

®
Flk, ) =[—22
o V1-k? sin?g

L4
Elk,9)=[y/1-k% sin®¢ dp, 0<k<1l (3,18)
4]
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o (1+nsin?@)y1-k? sin’e

2
I1 .o =f de de,n*0, 0<k<1  (3,19)

olur.Bu integrallere sirasiyla I.,II.,III. cins eliptik in-
tegrallerin Legendre trigonometrik ifadesi denir. Bu integ-

raller de x=sing ters donligilimliyle;

E&(k,x)=f dx
o ¢ (1-x2) (1-k2%x?)

(1-k3*x%)

E (k. x)=
1( Xx) / (1-%7)

Y dx
{k,x) = - - dx, k|<1 (3,20}
IIl ‘{(1+nx2)d(l—x2)(1—k?x2) Ik

sekline gelir. Bu g&sterime "Jacobi Normal Formu" denir. Ja-
cobi normal formunda paydada ki kokli ifade, P(x)‘in derece-
si 4. dereceden aliniyordu, Weierstrass formunda ise P(x),
3. dereceden alinir. Bu durumda eliptik integrallerin Weier-
strass tipi normal formu:

.i)f c dx

1/4::3 + @K+,

ii) f X dx

,/4x3+gzx+g3
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iii) (3,21)

f 1 : dx
(x-x,) ‘/4x’ +g,x+3,
olarak verilir.
III.4 I. TiP ELIPTIK INTEGRAL

Jacobl ifadesiyle I.tip eliptik integral:

F, (%, &) =j" dx
o ¢ (1-x2) (1-k2x2)

olarak verilmisti. Bu integral x=i1 ve X=i-§é noktalarinda

singlilerlige sahiptir. Bu noktalara dallanma noktalari de-
nir. Fakat sonsuz noktasi bu integral i¢in dallanma noktasi

deildir.( Glinki x-« fonksiyonun limiti sonludur.) F,

Integrali dallanma noktalari g¢ikarilmis kompleks diizlemin
bir alt bolgesinde ¢dziliir.

Daha Onceden Jacobi fonksiyonlarinin eliptik integral-
lerin inversinden ortaya ¢iktidi soOylenmisti. BOylece Jacobi
nin tanimi dogrultusunda:

Flx, k) =]§ dx
o f (1-x2) {1-k%x3)

F(x,kK)=8n"1{(x, k) {(3,22)

elde edilir.Bu integralin sayisal deferine u deferi veri-
lirse;

Flk,x)=sn"{k,x)=u = x=snu (3,23)

olarak bulunur.
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(3,20) denklemlerinden Legendre formunha gegerken

x=ging bafintisi kullanilmisti. Ayni zamanda (3,23)

bagintisindan x=gnu oldudu bulunmustu, dolayisiyla ¢

ile x arasinda bir iliski kurulursa;

x=ging=snu Ii¢in ¢=ampu i¢in

sin{ampu) =snu (3,24)

baintisi bulunur. Bdylece trigonometrik fonksiyonlarla
eliptik fonksiyonlar arasinda bir iliski kurulmus olundu. Bu
denkleme ve trigonometrik &6zdesliklere dayanarak;

x=8ing; Yi-x2=cos{ampu) =cnu {3,25)

#1—k5x5=¢1—k5 snzu=dnu (3,26)

(3,26) esitliginde k‘ya modiil denir. kR=(1-k2) ig¢in k/ ’ya

ise biitlinler (complemetary) modul adi verilir.Bu module gdre

I.tip eliptik integralin ifadesinde k yerine i/ alinarak;

F(x, k) =}° dx
) J(1-x%) (1-KPx2)

olur. Bu integral F/ ile gbsterilirse;

x
F"(x,k)=f dx (3,27)
o f (1-x2) {1-k2x?)

geklinde yazilabilir.
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Bu baintilardan cnu integralini, (3,22) formiiliinde
x=cnu ( y=cnu-l(k,x) ) defisken doniistiirmesi kullanilarak:
b 4

-g§=—snu dnumu=1f - ax
U 5 ﬂl_xz) (kiz+kzxz)

X

du dx
——=-snu dnu = u=- —
dx *{@/(1-:&) (kP +1cx?)

=

[¢]
cn‘l(x,k)=-f dx =f — dx , (3,28)
o Y {1-x2) (kP+k2x2) % (1-x?) (k"”+Kk3?x2

elde edilir.
Jacobi formunda iist sinir "1%, yada Legendre fomunda

" igcin elde edilen integrale “Tam Eliptik

ilist sinir ¥ %%

Integral® adi verilir. (3,12) formiillerinde x=1 alindifinda
u=sn~1(1,k) clur. Bu ise (2,23) formiiliinden 1=snu esitligi
¢ikar. Bu deferin esiti (2,1) formiillinden ve (1,19)

formiilleri kullanilarak 2Fh%u'igin snu=1 oldufu goriillir. Bu

24

83 (o)

ise %7 i¢in u=K bulunur. O halde;

1

x=f— av (3,29)
o ¥ (1-v2) (L-k2v2)
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olur. Complementary modul igin Iﬂ(l,k)=ﬁ”bg,k)=xﬁ deferi

igin;

i

x'=f dx (3,30)
o ¢ (1-x2%) (1-k2x?)

olur.
K integralinin " 41 " noktasinda singlilerlidi vardir.
Bu integral ayni zamanda list sinirda +1 deferini alir.

F(x,k) integralinin list siniri sonsuza goétliriiliirse;

X
lim f =lim sn~t{x, k)
pmece a ‘/ _XZ) (1—1(2){2) e

olur. snu trigonometrik fonksiyonlara benzemektedir. Zaten

g~0, sSnu-~sinx ‘e gidiyordu. Bu ylizden sn(x,k), x-e ig¢in

sonlu kalacaktir. Buradan gn-1(x, k) de§eride sonludur. Alt

sinirda integralin tanimli olduu goriilmektedir.

Boylece gn-1(x,k) integrali {ist sinir sonsuz artiinda,

sonlu kalir. Bu I. tip eliptik integralleri diferlerinden
ayiran Snemli bir Szelliktir.

IIXI.5 II. TIiP ELIPTIK INTEGRALLER

(3,20) formiillerinden II.tip eliptik integralin

ifadesi;
p 2.2
E (x,k)= Qll—"k—f—- dx (2,31)
N 1-x
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ve trigonometrik ifadesi:

@
E(¢.Kk) =f}/1—,z<2 sindg de (3,32)
¢

olarak verilir.Bu integralin;

1-k2gin?¢=0 veya 1-x2=0

simp=¢—112 veya x=¥1

noktalarinda singlilerlidi vardir.Dolayisiyla bu noktalar
dallanma noktalaridir.Sonsuz noktasl ig¢in integralin deferi,

1im | 15°X% g=1dm [k dx-e
PR 1-x2 x4

sonsuz olmaktadir.Bdylece sonsuz noktasi E integrali icgin
singliler bir noktadir.Bu integral, kompleks diizlemin

¥1l, o noktalari c¢ikarilmis her alt bdlgesinde hesaplanir.

Integralin sinirlardaki davranisi incelenirse; alt
sinir icin integral ig¢indeki fonksiyon;

2.2
1im .| =K% g
20 1-x2

sonlu, yvani integral alt sinirda tanimlidir.Ust sinir
sonsuza g&tiiriildiigiinde ise;

P4 x
22
1im[ Ql—l-—"ﬂ‘— dx] =Lim [k dx-oo
R 1-x2 EE S
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deferi sonsuz artmaktadir.Buradan yola ¢ikarak I. tip elip-
tik integralden farkli olarak, II. tip eliptik integral iist
sinir sonsuz arttifinda deferi sonsuz artmaktadir.Bu
dzellik, II. tip eliptik integralleri difer elliptik
integrallerden ayiran Snemli bir 8zelliktir.

Simdi E, integralinde v=snu,dv=cnu dnu du de§igken
ddniligtiirmesi yapilsin. Bu sayede yeni bir form elde edilir.

f 1-k%snu

u
cnu dnu duffdnzudu
1-sn?u ?

u
E, (x,k) =[dn®u du (3,33)
4]

Simdi bu tip eliptik integral ile ilgili bazi
egitlikler verilirse:

u u
fd'nzuduff(l—k2 sn?u) du
[+] [+]

u
=uﬁ¢k3fsn2u du (3,34)
1]

n
=u-k?{ (1-cn?u) du
[+]

7

={1-k?)u-k?| {1-cn?u) du {3.35)

L]
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elde edilir.Bu integrallerde dnceki integralde oldudu gibi
sirasiyla (3,31),(3,32),(3,33) formlillerinden elde edilen

Eﬁ(l,k)=E(€§,k)=E(R;kj integrallerine II. tip tam eliptik

integral denir.Complementary ifadesiyle II. tip eliptik

integral:
= 73
E'(x,k'){li'_k;’f_ dx
A 1-x2
ile tam eliptik integral ifadesi:

1
—_ 2
E/(1, k') =f«|-1—‘%€- dx
s N 1-x
olur.

Simdi II. tip eliptik integral ile ilgili bazi
esitlikler verilsin (Tek harfle gbsterilen integraller tam
eliptik integral alinacaktir):

a) E(u,k)=-E(-u, k)

Bu egitligi gbstermek ig¢in (3,32) esitliginden
yararlanilirsa:

171
E(u,k)=fdn2u du Eg%§j£l=dn3u (3,36)
0

dE(-u, K) _ g2y E(—u,k)=—fdn2udu
-du A

E{-u, k) =-E(u, k) (3,37)

olarak bulunur.

de dE' dx dr .. .
b) =, —, ==, = tiirevleri bulunsun;
) dk dk dk dk !



w®
z
de__d —r—
Gk dk [{a/l k?sin®eg dpl

g T
2 ]

-1 1[ViFsin de-[—L
o 6

— de]
/T Kisin’e
T
dE(d_z;’k) 3 EJ-cF (3,38)
dE'(k, L) Z
K =a% [[1-kPsin’e do]
(4]
g 1
k .} 2 b
== [ [y1-k"sin’gdg- - del
k’z Oi. ‘{ 1-k'2$in2¢p
%=fg et {(3,39)

k
2
dK_ d 1
Gk ak | de]
dk  dk fm
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olur.lintegral ig¢indeki ifadenin k2 kati su sekilde ifade

edilsin,
k”?gin?p _ cos?*e _ d sing cose¢

1-k*sin*e¢ ([T kZsinte J9 J1-k’sin’e

ayni zamanda sol tarafin esiti;

olarak verilsin,bu ifade E ve K cinsinden,

b3

Z
2
B-kPRek [ —S0520 gy
o ¥1-k%sin?gp

olur.Buradan;

=—1 [E-kPE]
k kf

S

olur.Ayni gekilde g/ icgin:

3
@::i - LNy}
& dk [{41 kZgine del
dr' (2, k)
2 1 2f gt
Ik .kﬁ[k Ki-E’]

esitligi bulunur.

c) EK’+E’K-RK’=§

Simdi her terimin sirasiyla k’ya gbre tlirevi alinirsa;

(3,40)

(3,41)
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d [Er’ = dkxf-z-E‘gi L mri-gR!

dk
A iy o GB e i AR Kot gt - PR
dk[Elﬂ CH:KWE dk &P (RE7,KK)1ikk (E‘E-K"E'K)
/1 oK 1 /el
LKK] dkjf+dek _kkn(ﬁm:'KE)

% [BEK’+E'K-KK'] =0  ise  EK'+EK'-KK'=c=sb.

olarak elde edilir. Biitlin eliptik integraller |k|< 1 igin

yakinsak idi.Simdi k-0 1limit alinirsa;

1im(EK/'+E'K-KK!) = K’+E'K—KI{’=% (3,42)
k-0

olacaktir.Bu esitlige ¥Legendre Esitlidi" denir.
d)E(u+2nK)=E{u) +2nE(K)
(3,33) esitligi ve (2,9) esitlifini kullanilirsa;

u+2nk [*§ u+2nk

E{u+2nkK) = f dn?u du=(f + f ydn?u du
0 0 u

u K KK 2K+K (Zn-1} KoK
={J+f+ ]+ ] ...+ Ydn?u du
Plefefor
E({u+2nk) =E{(u) +2nE(K) {3.40)

olur.
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IIT.6 III.TiP ELIPTIK INTEGRAL

Integral tiplerinden sonuncusu olan bu integralin genel

1

dx seklinde
f{x)y s

hali daha o6nce (3,3) formiillerinde f

verilmisti. yp2=p(x) polinomunun derecesine gdre iki guruba

ayrilan eliptik integraller ig¢in; P(x)‘’in 3. dereceden
olmasi yani Weierstrass eliptik integralleri ig¢in III. tip
integralin genel hali:

(3,44)

/ = dx
(x-x,) Jax?+g,x+g,

olarak verilir.(3,3) formiillerindeki £ (x) burada lineer bir
ifade seklini alir. £(x)‘’in farkli olmasi durumunda verilen
integral bildigimiz ilic tip integrale indirgenecektir ki bu
III.2 bdlimiinde incelendi.

Bu integralin paydasindaki ifadedenin x=x, kokl, kare
kdklli ifadenin kokli olmamasi sarti Sne siiriilecektir.Sayet
aksi durum s6z konusu olursa, integral bu noktada cebirsel
slireksizlife sahip olur (bak. b8liim III.2).Ayni zamanda

eliptik integral I. ve II. tip eliptik integrale indirgenir.
Séyle ki; (3,8) formiillinden;

AP (3 5y g +3a(1-n) T, +(3a2+p) (L-n) J,~aP(a)J,,,
(x-a)® 2 2

P(a)=0 olacaktir.Bu durumda da integral n=1 igin:
@:%J_1+3a (1-p) Jo-e--% (3a2+b) J,

(x-a)

buradan:
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1 JP{x} _1
gy = -=I,-3a(l-p}I 3,45
1 3a3+p[ (n-a) 21 (1-p) I,] { )
seklinde J, integralleri I,, I, integrallerine doniigecektir.

Jacobi eliptik fonksiyonlari III. tip eliptik integral
(3,20) ‘den;

f ax__________ dx (3,46)
(1+nx?)¢ (1-x2) (1-k%x?)

bu integralde ise 4., |1 kare kokll ifadenin k&kii
J n

olmamalidir.
Trigonometrik olarak III. tip eliptik integral
(3,18)’da verildigi gibi:
?
=f dy n#0 0<k<1 (3,47)
o (1+nsin?e)y(1-k?sin?e)

I (¢.n.k)

trigonometrik ifade de n sifirdan farkli olmak zorundadir.
Aksi halde; bu integral F integraline doniliglir.

DiJer integrallerde oldudu gibi sinir deferleri ¢=

NE

yada x=1 ig¢in integral, III. tip tam eliptik integral adini
alir.

Difer tip eliptik integraller de iki parametre varken
bu integralde li¢ parametre vardir. (3,47) denkleminde
verilen gartlar disinda, bu integral tanimli dedildir.
Integralin dederi bir sonuca yakinsamaz.lntegralin
sinirlarinda herhangi bir slireksizligi yoktur. Buna karsin
paydadaki f£(x)‘in ko&ki yine paydadaki karekokll ifadenin
ko6kii ise integral dejenere olur. Bu durumda integral ilk iki
tip integrale dénlislir.

Weierstrass formuna goére;
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dt o,
; P =43 - -
f ——— (x) =4x?-g,%~g,

i¢gin x=b, P(x) ifadesinin k&kl olmamalidir. EJer bu durum
sdz konusu oclursa, (3,8) formiilliinde ki son terim sifir
olacaktir. Sonucta elimizdeki integral dejenere olur.

ifadesinde x=b, P(x)’in koki olmasin.Bu durumda

1
{x-b) yP(x)

¥=b icin integral:

1
dx=/P{x) 1ln(x-b)
f {x-b) yP(DY

olur.Bu durumda x=b noktasi yukaridaki ifadeyi
slireksizlifine yol acar. Bu &zellik liglincli tip eliptik
integralleri difer eliptik integrallerden ayiran 6zelliktir.
Bu ac¢idan logaritmik silireksizlidi olan integrallere {iiglincii
tip eliptik integral denir.

Uclincii tip eliptik integrallere ait bazi 6zellikler;

A- 11 ($.n.K)=F(. k)

¢

— d¢ 3 a
ii(@,n,k)— icin

4’(1+nsin?¢)dl—kzsinF¢ ¢

$
H (¢Iolk) =IJ'—=F(¢IK)

o 41 —kﬁzsinzdx

-1
2

B~ (1-k)]] (6. -k2, k) =E($. k) - (1-k?sin’p) ? k2sind cosd

c-(1-k») ] (d.-1.k) =(1-k?) F($, k) -E(, k) +tand (1-k?sin?p) ?
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D~ I (¢.9)-T] (#.4) =F($) E(¢) -F(@) E($) +n=2

Bu esitliklerin dofruludu verilmeyecektir. Her birinin
kendine 6zgli gbsterimi vardir. III. tip eliptik integral
bazen "D¥" egitligi ile tanimlanir.
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IV.BOLUM

1-MATEMETIRSEL UYGULAMALAR

1-0<k<1 oldufuna gore;

S (10 (Lyagzs (L 3)agas (L3 52y
K(k) 2[1+(2) +(24)k+(246)k+...]
oclduunu gosterin.
=
r o
K{k) =j'———7—— olarak alinirsa.
o Y1-k?8in?0

i -1
x=k?gin?® i¢in (1-x) 2 ‘in binom agilimi yapilsin.

olur. x deferi yerine vazilirsa;

-3
(1-k2gin20) 2=1+(L) (k2gin?@) + (£ 3) (k?5in?0)2+. . .
2 4

|
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bulunur. Bu seri integralde yerine yazilirsa;

-1
2 8=

{1-k?sin?8) 1+<%> (k?8in26) +<%%> (k28in®6) 2+,

0“'-7, Nl:l
o@-_.% ™

2
' a2 13y afnzna
sin2%6 a‘ﬁ+(2 4)k !:snle dd+...

]
© Sy o]y
Qg—hﬂ ofa

+ 1 g2
do zk:

ve integral alinirsa;

=2 Lyzpzye(L3y2p6, (13 520
> [1+( S22+ (S )Pk (5 2 2 ) BB+ ]

o

elde edilir. iIstenilen bir k deferi i¢in K(k) integralinin
dederi, istenilen yaklasiklida kadar bulunabilir.

dx integralini eliptik integral olarak ifade

N
i
© Y, ol
:
=4
g

edip, virgililden sonra ili¢ basamafa kadar deferini hesaplayiniz.

Bu integralin sinx=0 i¢in x=0zkm noktalarinda silireksizligi

vardir. Dolayisivla alt sinirda silireksizlik igerir. Ust sinir:
sonsuz artirdiimizda integral sinirli kalir. Bu 6zellifinden

dolayi I. tip eliptik integraldir. Ust 51n11'-g oldufundan

integral I. tip tam eliptik integral adini alir.
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X=-35—y donlistimli uygulanirsa: dx=-dy, sinirlar,x= z ig¢in

olur.

ol

y=0 ve x=0 ig¢in y=

3 o 3
I=f dx =f -dy =f dy
s VEBINX < JCOSy %3 YCOSYy

2

olur. Bir baska defisken doniligtiirmesi cosy=cos?u alinsain.

_ 2cosu sinu du

dy
Vl—cosiu

icin;

du -/Z du

VY2-sin®u '
1——%sin2u

@ty ol
b, poln

3
1=2 | du___,
[+]

¢1+COS§U

= w1y 1
I=/2 F(E,\J_—;) =/2 K(‘J;)

bulunur. Ilk problemde k=l3; alinarak integralin degeri
2

yaklasik clarak bulunur.

3~ JCOB% dx integralinin eliptik ifadesini bulunuz.

© by, 1ol
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Bu integral verilen aralikta tanimlidir. Sinirlar sonsuz
artirildidinda deferi sonsuz artar. Dolayisiyla II. tip eliptik
integral olmalidir. Defisken donilistlirmesi;

dx=2C€0su sinu du ve

cosx=cos?u, = :
‘/1 —coszu

x=0 Ii¢in u=0; x=% igin u=-g-

igin integral;

wola

2
2
=2f cos’u du=2f (1+cos?u) -1 e

s Y1+cosiu o {1+cos?u

°""§ wls

J/cos?u ZCQSU au
yl+cos?u

% = ®

2 2 2

I[V1+COSZ -——] du= zﬁf[ 1-Lgin?u du——z-f—_dL
1——551n

_’%
chosx dx=2/2 E(%,\Jg) -/2 K(@)
0

yi+4sin®x dx=7

4=

0“%} Nla

Verilen integral II. tip eliptik integraldir (bkz. bdliim
IITI.konu 5 ). Yukaridaki ifade;

Z

=
2 2
f{1+4(1—coszx) dx—f YS-4cos’x dx
[ 0
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olur. x= = ~y igin dx=-dy de§isken doniistlirmesi yapilirsa;

=
2

V5-4sin’y dy=\/§f.\l1--§sin2y dy=/5 E(%a@l -%)
]

O"“‘b [ME)

olur.

8~Elipsin yay uzunluunu eliptik integraller cinsinden

hesaplayiniz.
x=a sing, y=b cosdp ve a>b>0 olsun. ds?=dx?+dy?

_“F.

de2+dy2-4f«J (acosd)?+ (-bsind)? db

U.)
°“""“a wia

4|ya%+{b?-a?)sin’*$p dp= 4af\Jl (a )s:m% dp

o'-—-ﬂ nia

2 _ 2
S=4a E(ZX,e) (2 b ‘62 alinmiStir.)
2 a®? a®
olarak bulunur.
2
6-a) f dx integralini hesaplayiniz.

o ¥ (4-x2) (9-x?)



84

Xx=%2 ve x=33 noktalarinda siireksizlidi vardir. Integral

4, dereceden olup kdkler reeldir. Yapilacak ddnilisgiim ii-k) ‘de

verilen (3,16) doniislimiidiir.

x=281n0, dx=2cos8 dB ve x=0 igin 6=0, x=2 i¢in G=?§

defisken doniisiimii igin;

= =z

j~ 2cos0 db =_lf a9 -1 r(Z,2%)
a2 —Asing 3 3 2" 3

o  (4-481in%0) (9-48in?6) ° |1-2s5in%6

olarak bulunur.

integrali hesaplansin.

b)
j’ (ltxz)(1+2x2)

integral 4. dereceden olup,

Verilen
P(x)= &8,.8, halindedir. Her g¢arpanin terimleri arasindaki

igsaret pozitif oldufundan kullanilacak déniisiim, IV maddesinde

verilen x=k tan § doniisglimi-diir.

x=tanl, dx=gsec?® d® ve x=0 i¢in 6=0, x=1 i¢in 8= i

alinirsa;

Jor)
J2-cos?6

@ =
Jcos2B+28in?B

© ety [t

© b=, wln

j" sec’8 db -
o ¥ {1L+tan?8) (1+2tan?B)

olur. Yeni bir defisken doniistlirmesi ic¢in:
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= - linir igin u=ZX, 6=2 igin u==Z
Bzuallsa,GOc' 264¢u4

= = il i3
¢ @ _7  du ¢ du ¢ du
"{ J2-cos?®8 ='£ Jz—sin‘*’u:ﬁ‘?[ 1 _ﬁ{ 1
< 1-=gin?u i1-=sgin?u

i
dx = Z |Xy-p¢Z, |2
{(1+x2) (L+2x2) ﬂ[F(Z’\E) F(4"J:”

sonucu bulunur.

13
7= f dx integralini hesaplayilniz.
o (x-1) (x-2) (x-3)

Bu integral diJerlerinden farkli olarak 3. derecedendir.
Yani Weierstrass eliptik integrallerine doniistliriilecektir.
Paydayil sifir yapan deJerlerde siireksizligi vardir. Integral
bdlgesinde ise tanimlidir. Bu sartlar altinda integrale (3,9)
defisken donilistlirmesi uygulanmalidir. Buradan;

X,<x,<x, i¢in x=x,+(x,-x,)8in’® ise x=1+sin?@

yerine vazilirsa;

sinirlar; x=4 i¢in ginb=%/3 ve x=6 i¢in sinB=%/5 alinirsa;

arcsin {5}

dag
1 _:_»
—=gin?6
ZS

é
,[ JZ=1) (x—Z) =37 arcein (m/3)

1i-
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olur. Kéklerin sirasi defistilerek seg¢ilen her x defisken
doniligstiirmesi sinirlarda ¢&zilimsiiz denklemler verir. Bu yiizden
baska bir yoldan ¢ozlime gidilir. Yeni defisken doniistiirmesi;

u=/x-3, dx=2udu ve sinirlar x=6 i¢in u=%/3, x=4 i¢in u=¥1

deferleri yerine konursa;

V3

[
/ 2
4\/(x—l)(x 2) (x-3) 3 J(2+u2)(1+u2)

olur. Buradan yeni bir defisken donlistlirmesine gidilirse;

u=tand alinirsa u=1 ig¢in 9=% ve u=/3 Ii¢in -%?

ve integralde yerine konursa:

V3
2_]' du =2
1 ¥ (2-u?) (1+u?)

&l o, win
&

1 2
1-=gin
5 8

13
/ =/Z[F (—-()F(ﬁ»\[—)]
4J(x—l)(x—Z)(x—B)

bulunur.

dx . s iy
8~ f integralini eliptik itegralle
Y (x2-2x+10) {x%+x+7)

ifade ediniz.

8;=x2-2x+10 ve §,=x*+x+7 olarak alinirsa A,<0 ve A,<0
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k6kler sanal olduundan, ¢oziliime giderken bdliim ITII. 37de
anlatilan ve V maddesinde verilen ydntem kullanilacaktir.

x=y+g donlisimlii yapilirsa, dx=dy ig¢in;

I=f dy
¥ (y—a)?-2 (y-a) +10) ( (y+a) 2+ (y+&) +7)

acgilimindan elde edilen sabitler esitlenerek;

@2-2@¢+10=q?+g+7 ic¢in =1 bulunur.

Bu defer yerine yvazilirsa;

I=f dy olur,
v (7%49) (y2+3y+9)

ikinci olarak y=fu alinarak;

_ § du N, - _
I= igin Pp?=9=f=53 olur.
f\/(ﬂzuz-#?) {(B2u?+3Pu+9) P

Yerine yazilarak;

1 du
I==
3f f {u?+1) (u2+u+1)

olur. Henliz ¢dzlim yapilamamistir. C¢oéziim icin yeni bir defigken
donilistliirmesi yapilirsa, uygun olan ddnilislimde ikinci ¢arpandaki
u terimini yok edilmesi istenmektedir. Bunun i¢in asagidaki
u‘nun egiti integralde yerine yvazilarak iki denklen elde
edilir. Bu denklemlerde keyfi deJerler igin;

k+1It . _. i-¢ 2dt
= igin u=s—— S .
u v c Tt ve du 1-0)7 olur

Buradan integral;
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1.=_£f du

3 (£2+1) (£2+3)

olur. Bu integralde t=tan § donlislimli ile ¢ézlime gidilir. Sonug;

1z ® 1z 2
‘ﬁ]?f : BA\J?F(s,C)

1-Zg5in?@
3 1
olur.
9- f du integralini hesaplayiniz.
1 (3u?+1)y (u?-1) (u?+3)

Bu integralde payda da kokiin disinda kuadrik bir carpan
vardir. Bu ifadenin kd&kii, karekoklli ifadenin k&kii dedildir.

U ,=F =, U ,=Fl ve u; =331 dir.

Bu integral su sekilde yazilirsa;

f du : =£ log ﬁu—i +C
1 1 21 J3u+i
(3u3+1)ql -—5)—1) (—-5)*'3)

olur ki u= ¥;%¢ie§eri igin integralin sonucu logaritmik

slireksiz-1ik verir. Dolayisiyla III. tip eliptik integral
olmalidir.

u=secB, du=cos®$ ve sinirlar; u=1 i¢in =0, u=e~ ig¢in a=_§_

olur. Buradan;
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cos%6 do _

(3+c082%0) y1+3cos2d

(3+cos28) -3 a8

(3+c0828) 1 +3c0s?8

Ii=

o'hhﬁ wla
O ey o]0

do
(3+cos?8) 41 +3cos?8

i
© by, olut
&

1
[#%)
© oy, ol

vY1-3cos20

ad

8 —
3_: 2 142 l 3.
1-gin 1-=g8in20)4|i-= 2
431 6 { 451 ) 4sn.n6

1]

Ny =
O, nla
t
|t
Of e, wln

elde edilir.

IV.2 FiZIKSEL UYGULAMALAR

i-Uzunlugu 1 olan bir basit sarkacin T periyodunu
belirieyiniz.

l-sarkacin boyu

g-yercekim ivmesi

m-maddenin kiitlesi

6 -dilisey eksenle yaptidi aca

v-herhangi t anindaki hiza

enerjisi -:])T'171\:2—1119'10038= sb. (1)
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E,=Xmv?; E=-mglcos®
fd 2 7 D Xng
Bu maddesel noktanin ¢izgisel hizi =38 Ve dairesel

frekansin karesi w3=-% olarak alinir ve (1) denkleminde yerine

vyazilirsa;

82-2w2c050=3b. (2)

oclur. Maddesel noktanin disey eksenden acilna

aglisina @ denirse, ki; hareketin dejenere olmamasi ig¢in

ancak @<7F olabilir. @=a¢ ve §=0 bulunur. (2) denkleminde

Nl

yerine yazilirsa;

82-2w2cog6=c = -202cosa=c

clur. O halde;

82=2w2 (cosb-cosa)

=2m2(—231n@g+25inl%)

é=2\l 2(gin2 % _ginz8
»?(si > si 2)

bulunur. ikinci taraftan dairesel frekans gekilirse:

olur. Her iki tarafin integrali alinirsa;
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olur. Burada t, maddenin en dlisik pozisyondan § ag¢ili duruma

gelene kadar gegen siliredir. Son integralde bir defisken
dbnilistlirmesi yapilirsa;

s @
281n5 cosd d

sin-g=sin-§ sing i¢cin db=

1—sin2-g-; cos2p

ve yerine yazilirsa;

wt= dip

¢ .\ll—sirﬁ% 8in?p

olur. Bu integral I. tip eliptik integraldir. O halde;

wt=sn'1(¢,sin-§) = ¢=sn(wt,sin-§i)

elde edilir. Burada maddesel nokta en ¢ok yatay eksenden 90

derece yana ag¢ilabilir. O halde bu madde genligi sinég olan ve

periyodu,
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dfp oK
- 193]

»\J 1—sin‘°‘;°2i sin2%$

4
gle
O“"‘-m, nln

olan bir salinim yapar.

2- Kiitlesi m olan maddesel bir nokta, uzunludu 1 olan
rijit bir ipe asili olarak airlik etkisiyle hareket
etmektedir. Parcacidin hareketini inceleyiniz.

Par¢acidin langrange denklemleri:

EmE+E, i¢i.

3 ,dL

at(ae) -——o

d , 0L, 0L _

aL_( aq)) o =0 bu denklem
lerden,

m(18-1¢2sinb cosB) -mgsinB=0 ve

1 0

kil 4 (12 2
Sekil T5ih 81: ¢sin?g) =0 (1)
bulunur. Her iki denklemi kullanarak,
2
_h% cosb _g.i0-0 (B=12$sin?6) (2)

14 sin36 1

bulunur. Bu denklemin integrali iki yoldan bulunabilir.
Denklemi dofrudan do¥ruya integre ederek veya enerjinin
korunumu ilkesin-den hareket ederek;

%m (126%+12¢2sin?8) +mglcosB=E (Ep=E+E,) (3)
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bulunur. Burada E baslangi¢ kosullarindan belirlenmesi gereken

bir sabittir. Ornedin; E’=-%v§+mgzo seklinde olabilir.

(3) denkleminden,

92+——£2——+2—g os=2E 4
1%g5in%6 1° ml2 (4)

elde edilir. Bu denklemin reel ¢ézilimiinlin olabilmesi ig¢in;

2% (% ~cogb) 20 (¢Gnkd, E20)

olmalidir. Denklemde valniz defisken clan § ‘dir. Bunun
icin ¢cos8 ‘nin en kiiclik deferi -1 olacafina gdre;

B E

+120 ise ——>-1 olur. _E_
1 mgl

ol =-1 oldufjunda

parcacik klirenin en alt noktasinda ( §=x ig¢in) olur. Parcacifin

hareket denklemlerini bulmak ic¢in (4) ile (2) denklemlerindeki

ikinci denklemin integralini kullanarak (h esitligi) &(¢) ve
p(t) fonksiyonlari belirlenmelidir. Bunun i¢in dnce (4)
denkleminin ¢bzililmesi gerekir. Bu amag¢la cosB={(z) doniislimi

vyapilsin -1<{<1 olur. Bu ddnligsimle z=I{ oldufu gdriliir.

Buradan (4) denklemi:

r:”=z419f<r:> £ =(02-1) (L-a) -B (5)
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2
olur. Burada =—§L,B=—£L— ve «>-1,B>0 olacaktir.
mgl 2gl3

Hareketin seklini f£({) fonksiyonu belirler. Fonksiyonun

optimum noktalarai:

1
£({y=0 igin gm=% [as(@2+3) 2]

olur. Burada kokiin isareti negatif olan ( ¢{; ) maksimum nokta,

diferi ise minimum nokta olarak belirlenir. Maksimum deeri
i¢in fonksiyon;

3
£(7) =b(a) -B igin ¢(a)=% [(@2+3) 2 +0¢ -g’]

olur. Hareketin fiziksel olarak varolabilmesi ig¢in fonksiyonun
li¢ reel koki olamalidir. Buradan;

= igcin £({)-=>0; (-1 i¢in £({)--B<0

{-{, icin f(e&)=¢(a)-P>0 i¢in $(a)2B20 (7)

elde edilir. Fonksiyon, (+) bblgeden (-) bdlgeye gegerken vada
tersi igin bu aralikta k6k igerecefinden yukarida ki

incelemelere dayanarak, sirasiyla {,<{,<{, kokleri ig¢in;

Cle(_ll max)lcze(gmll) ve Cse(lf‘w)

olarak bulunur. Yani

_l<cl<(max<c2<§3 (8)
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gseklinde olur. (7) denklemindeki @120 sarti i¢in § ‘nin durumu

incelensin.

i) Bp=0 igin, tanimindan hareketle ¢=0 ( (2) esitliFi

kullanilarak) bulunur. Buna gdre hareket klirenin merkezinden
gecen sabit bir diisey dlizlem iginde gercgeklenir. Sonugta basit
sarka¢ haline donilisecektir.

ii) ¢(&)>p>0 i¢in, fonksiyonun li¢ reel kékli vardair. z

dofrultusundaki hareket z,=I{, ve z,=I{, 1ilebelirlenmistir.

Bu deJerler arasinda bir salinim gosterir. Cinki;

=22 (0-0) ({-0,) (-0 {u<l<d,

igin integral alinirsa, bu integral Weierstrass tipi bir
eliptik integraldir. (3,2) defisken donlistliirmesi kullanilarak;

1 Y V-G

icin deJisken doniistlirmesi yapilip integral alinirsa;
21 -3 C2—81
t=| ——— sn{0,,|=— )
\j g(Cy=C;) G4

bulunur. Burada t, Q_Qﬂxz{E’ye gelig siliresidir. Perivot

olabilmesi ig¢in bu gelis siliresinin iki kati alinmalidir. O

halde;
= = ..—&‘1___. 1T _gl__gé
T=2¢t=2 Sty “° (Z,Ql = )
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_ 21
T”"\l TGy ¥

olarak belirlenir. Pargacik z, ile z, arasinda yukarida bulunan

T periyoduyla hareket eder. (Bu harekette {, ig¢in 2z, deJeri

kiirenin disina c¢iktidi ig¢in kullanilamamistir.)

iii) ¢(e)=p i¢in £({,,J)=0 olur. Dolayisiyla hareket

z=1{,,x Yvatay dairesi lizerinde hareket eder. Farkl:i z
deferleri icin bu dairenin yaricgapi; r=1(1-¢2 )% olur.
max

F({pay) =0 i¢in {?=0 olur. Buradan cosbd={ i¢in 8=6; sabit
aglsl bulunur. Buna dayanarak vg=0 olur. h esitliifinden
ise ¢=gb i¢in v, =sb, bulunur. Verilere gdre sarkacin bdyle bir
hareket yapabilmesi ig¢in kiire lizerindeki r=I8in8, yarigapli
yatay cember {izerinde teet dogrultuda v, =v, hi1zi ile harekete

gegirilmesi gerekmektedir. {,,, daima negatif oldudundan

parcacik kiirenin alt yarisinda hareket eder. Bu sarkaca konisel
sarka¢ denir.

iv) p>¢(e) durumuna fiziksel bir olay karsi gelmesz.

3=Yay kuvvetlerinin incelenmesi (Duffing Denklemi)

Elastik konusunda, titresimlerin incelenmesinde gegitli
differansiyel denklemler ortaya ¢ikar. Cisimler ya serbest yada
zorlanmis titresim yaparlar. Bu differansiyel denklemlerin
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¢dzlimlinde G.Duffing’in cgaligmalari dnemli bir yer tutar. Bu
nedenle bu tip denklemlere "Duffing denklemleri® denir.
Genel yapisi ile titresimin differansiyel denklemi;

mi+oex+{x) =P(t)

seklinde verilir. x burada yaylarda uzanimi gdsterir. ikinci
terim uzanimli engelleyici dis kuvvettir (titresimin soéniimld
olup olmamasinl belirler). £(x) ise yay kuvvetidir. Lineer veya
liclincli dereceden bir ifade olabilir. P(t) ise distan yaya
uygulanan zorlayici kuvvet adini alir. Denklem bu terimlerin

varlifina gdre isim alir. Ornedin mg+x+x3=0 lineer olmayan

serbest titresim denklemi, gibi.

Yaylarda bir kuvvet etkisiyle uzanimin incelenmesinde,
yayin ucuna asilmis maddenin, kilitlesine ve yergekimine bagli
olarak yayl harekete zorlamasi hali g&z &niine alinir. Bu
durumdaki bir yayin titregimleri incelensin.

Yaylarda bu hareketin verdidi grafik li¢ farkli kisim
icerir. Once yay kuvvet etkisinde lineer bir uzama efrisi
gosterir. Daha sonra kuvvet devam ettirilirse, yvay yay
6zelligini kaybederek bozunmaya baslar. Son olarak hdla kuvvet
devam ettiriliyorsa yay tel haline gelmig ve kopmasina kadar
uzama edrisi gbsterir.

Ax Genel halde vaydaki gerilme
d enk 1l em 1

¥

’ ° .

] T=ax+PBx?+yx? olarak verilir.
1

)

L)

BxZ  yx Genel denklemde bu ifade

y i —1 7 .
Sekil] & F . T=f(xX)’e karsi gelir. Bu
denklemde daima >0 ‘dir. EJer f=0 ve y=0 olursa yay Hooke

kanunlarina uyar ve hareket basit harmonik harekettir. EJer

f>0 ise uzamayla gerilme hizla artar ve Hooke Kanunlarina

uymaz. >0 iken yaya siki yay, B<0 durumunda da yaya yumusak

yay denir. Gerilme daha az hizla artar ve kanunlara uymaz.
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Cenel denklemin bir 8zel hali, tam esnek cisimlerde

kopmanin incelenmesinde verilen denklemde f(x)=@x+yx3> ali-nir.

Birim zamanin uygun secilmesiyle, yaydaki bir noktanin hareket
denklemi:

Frx+ex3=0
dir. Bu differansiyel denklem x’e g8re integre edilirse; t=0
i¢in x=a, %x=0 baslangi¢ kosullarina gdre: ( &>0 ig¢in )

d, 1.,

k=—f =2 1 ’n
ax (2% iein,
Laza iz leya 12, 1,04
2 2 2 4

veya;

X2=(a?-x?2) (1+-%ea2+-%ex2)

bulunur. Bu esitlik dlizenlenip integrali alinirsa;

t=[— dx
? \l (a?-x2?) (1+%ea2+-%?ex2)

olur. Bu integralde bir defisken doniistilirmesi yapilirsa,

x=acosh (cosﬁ=-§) ve dx=-8inb db

alinirsa;
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cosd

={ ___— B

.\J 1 +ea3+%ea 2c082%8

0

j‘ d@
Y fivea® coed |1-—=2__5in?%e
2+25a2
2
t=—2  cont (X €a

o g ——)
1/1-&.5&5 a 2+2¢a?

bulunur. Invers ddniigiimle uzanim;
2
x=a cn{yi+ea? t,,| ———)
-r2ea3

olarak konum denklemi bulunur. Periyot ise, T=4t olacaindan,

4K
hareketin periyodu: I=——— olarak bulunur.

¢1+ea
EJer Hooke kanunlarindan ayrilma kiiciik ise, € ‘nu birinci
dereceden kabul edebiliriz. Burada k2 ifadesinde sonsuz bdlme

yaptiktan sonra e ‘nun yiiksek mertebeden terimlerini ihmal

2
edilerek k2=i§_ deferi elde edilir. Bulunan bu deder K’nin

seri aciliminda yerine yazilirsa (matematiksel uygulama 1);

1

_En[1+85a2] {(e2<<< 1 olduffundan



100

1.2
1+=¢a
( ) 3

4K =2% [ 8 ]=2n(1~§eaﬂ

Ji+ea? Jlteas

T=

olarak bulunur.

¢ >0 alindi¥inda yukaridaki periyot elde edilmektedir. Bu

durumda titresimin aplitiidi (genlifi) artar ve periyodu diiser.
Buna badli olarak frekansi diisiir.

€ <0 alindiginda (vyvumusak vavlar

igin) € yerine -4 deferi kullanilsin. Bu durumda maddesel

noktanin hareket denklemi:

x¥+x-qx*=0 olur.

Bu maddesel nokta X=—§— igin maksimum uzanim gdsterir.

Teorik olarak gerilme diiser. Bu gergek disgsidir. a<—=

V30

kabulu i¢in, x=0 ve t=0 anindaki t deferi;

) dx
\] (23-x?) (-2—"21123—%2:2)

dt

igin bir defisken doniistlirmesi vapilirsa,

x=a 8in® icin dx=a cos8® db

alinirsa:;
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sina
o)
ai
2
olur. invers doniligslimle:

£= 2 sn” ) ise x=a sn(d—-—fl_ t\]
J 2-na? J 2-na? 2- na2

e 4K

elde edilir. Bu hareketin periyodu ise; . olarak
2

bulunur. Kigilk 4 deJeri igin: T=2ﬁ(1ﬂ~%na2) bulunur. Yumusak

yaylar ig¢in, titresimin frekansi diiger, aplitiidi artar.
Grafik olarak yukarida anlatilanlar yanda verilen
grafikten dogrulanabilir.
Grafikte goriildigi gibi yumusak

( e<0 ) yvaylar icin; dairesel frekans

A<p p>0 artarken, genlik diser. Sert ( e>0 )
yaylarda ise; dairesel frekans
artarken, genlik artar. e=0 halinde

= .ise; dairesel frekansin "1" oldudu
Sekil 6 ® . yerde sert ve yumusak yaylar ortak

'tefete sahiptir.

i Mﬂe‘%@@ﬁaﬁ Y?WWF;V j .

R L) W
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