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OZET

Yapilan calismada c¢ok noktali lineer sinir deger problemlerinin,
spline fonksiyonlari kullanilarak ¢ozimleri incelenmig ve sonuglar
sonlu fark ydntemiyle karsilastirilmistir.

Birinci bdliinde, diferansiyel denklemlerin sayisal cozumleri kisaca
anlatilmis, adi diferansiyel denklemlerde sinir deger problemleri
tanimlanmis ve ¢ok noktalyr simir deger problemleri igin
gelistirilen sayaisal cOzlm yontemleri verilmistir.

tkinci bolimde, cok noktali sinir defer problemlerinin cozUminde
kullanilan sonlu fark ydntemi anlatilmistir.

Uclincli bdliimde, spline ydntemi ile cok noktalil lineer sinir deger
probleminin ¢dzlimleri sunulmustur.

Dérdinct bdliimde, cok noktali lineer sinir dejer problemi, dérdincu
ve besinci derece spline fonksiyonlari kullanilarak ¢Ozilmistlr.
Ayrica sonug¢lar sonlu fark yontemi ile karsilastirilmigtar.

Besinci bdliimde, spline yontemi ile cok noktali sinir deger
problemlerinin ¢Ozlmlerinin iyl bir yaklasilikla bulunacag:
gorulmistir.



SUMMARY

(=

n this study, multipoint boundary value problems have been solved

log
L

the spline functions and the results have been compared with the

result obtained by the finite difference method.

In the first section, the numerical solutions of differantial

equations have been presented.

in the second section, the boundary value problems have been

Tn the third section, the numerical solution method improved for
the multipoint boundary value problems have been described.

in the fourth section, the finite difference method that has been
used for the solution of multipoint boundary value problems have
been given. '

Tn the fifth section, the solutions of multipoint boundary value
problems by spline functions have been presented.

In the sixth and seventh sections, linear multipoint boundary value
problems have been solved by the fourth and fifth order spline
functions, and the results have been compared with the results
obtained by the finite difference method. .



1. GIris
1.1 Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Cozlmlerinin Onemi

Fizik yasalarinin yada fiziksel problemlerin pek gogu diferansiyel
denklemlerle ifade edildiginden, diferansiyel denklemler temel
bilimlerde ve muhendislik uygulamalarinda onemli bir yer tutar.
Ayrica diferansiyel denklemler, basta fizik olmak lGzere dijer fen
bilimlerini ilgilendirdigi gibi isletme, ekonomi, ckonometri gibi
sosyal bilim alanlarinda da karsimiza cikmaktadir. Bu alanlarda
karsimiza cikan denklemlerin ¢ozimi icin . bilgisayarlarin
kullanilmasi kacinilmaz olmaktadir.

Bircok hallerde diferansiyel denklemlerin analitik olarak ¢OzUmi
bulunmakta, bunlarda pratikte yararl: olmamaktadir. Bu gibi
hallerde vyada y‘ = £(x,y) diferansiyel denkleminin turev
denklemlerinin strekli bir fonksiyon halinde degilde ayrik
noktalardaki degerler olarak verilmesi halinde problemi nimerik
metodlarla cozmek daha uygun olmaktadir. Bir diferansiyel denkleme
herhangi bir yaklasik ¢Ozim yolunu uygulayabilmek igin verilen
kosullara uygun ¢ozlUminin var ve tek oldujunun bilinmesi gerekir.
Cozimin varligi ve tekligi " Varlik ve Teklik " teoremi ile
ispatlanir. Teoremin ifadesi :

a,b ve c sabitler olmak Uzere f£(x,Y) fonksiyonu a < x < b , .

-~ < y < +o ile tanimlanmis D bélgesinin blitun noktalarainda taniml:i
ve slUrekli olan bir y’ = £(x,y) ., y(a) =c¢ diferansiyel denklemi
verilmis olsun. Ejer D bdlgesindeki noktalar igin
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denklemin bir dzel ¢dzimi igin n tane kosul gereklidir.

( 1.2.1 ) ifadesinde n = 5 ise diferansiyel denklem,

yl=s£(x v, ¥) xela, bl

y (a)
y (b)

genel sekliyle gosterilen iki noktali sinir defer problemi olarak
adlandirilir. n > 2 ise diferansiyel denkleme " Cok noktali sinmir

deger problemi * ada verilir.

1.3 Cok Noktali Sinir Deger Problemleri tcin Gelistirilen Sayisal

Cozlm Yéntemleri

Sinir deger problemlerinin yaklasik cdziimini bulmak igin genel
olarak kullanilan yéntem, sSinir deger problemini bir baslangic
deger problemine ddniistiirmek yada dogrudan dogruya herhangi
mertebeden tirevleri sonlu fark formilleri ile ifade ederek ¢cozlme
gitmektir. Ancak sinir deger probleminin baslangic deger problemine
doniistiiriilmesi diferansiyel depklemin mertebesi biyldikce giglesir.
sinir deger problemlerinde genellikle sonlu fark
viilksek mertebeden diferansiyel denklemlerde

Cok noktaly
yontemi uygulanir.
yontemin uygulamasi giglesir.

Uygulamada kullanilan bir baska yontem de " INVARIANT IMBEDDING "
yontemidir. Yontemde bir dizi ara doniisimler kullanilarak baglangig

deger problemi elde edilir.

son yillarda bir cok yazar tarafindan " COLLACATION " metodu

kullanilmistir. Sinir deger problemi ile ilgili g¢ozimler Ascher,
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Bader, De Boor, Christiansen, Pruess, Russell, Shampine tarafindan
yapilmistir. yapilan calismada " COLLACATION " ile Dbirlikte

B-Spline fonksiyonlari kul

lanilarak coziimler arastirilmistair.

2. SONLU FARK YONTEMI
ki veya daha yiksek mertebeli sinir deger problemlerinin ¢bzlminde
kullanilan bir yontemdir. Diferansiyel denklemin mertebesi

yitkkseldikge sonlu fark denklemlerinin yazilmasindaki gliglikler bu

yontemin bir dezavantaji olarak sOylenebilir.

y“"’=f(x,y,y’,...,y‘"'l’) ve

yix)=a , ¥V (x)=e ,....7"°° " (x) =0

kosullari ile verilen sinir deder probleminin herhangi [ a , b ]
aralidinda

a, a+h, ... , a+jh, ... , a+(n-1)h = b tUm noktalarda merkezi fark

formilleri yazilair.

h h=(b-a)/n h
L I I 1 1 |
a = %, x, = ath ... % = axjh %, X %, = b
Sekil 2.1

! Merkezi fark formiillerini yazarsak;

! Melvin J. Maron, Numerical Analysis : A Practical Approach,
P : 285 - 290



v = V5.
M) = Dan ~ Yim
v ;) =%

(2.2)

S0 — 2 +
v Xj) o i Y3t Vi 3 =1(1) (r-1)

_}12

g x, ) = Y3 ~ 3Yj+z + 3V5 — ¥y
J

h!

[ 2 , b ] araligindaki noktalarda fonksiyon dederleri,

Vo=Y (@)

it
R

n
=

y ( b)

<
E)
]

Yir e o+ Yoq iginy; =y (% ) , J = 1(1)(n-1) olmak dzere n-1
bilinmiyenli, n-1 denklem elde edilir. Bu sistem, diferansiyel
denklem lineer ise lineer denklem sistemi, aksi halde lineer
olmayan denklem sistemidir. Fark formillerinin yazilmasi sonucu
olusan sistem lineer ise GAUSS-SEIDEL itarasyonu, aksi halde NEWTON
metodu kullanilarak g¢ézlillirse verilen sinir defer probleminin
yaklasak ¢6zimleri bulunmus olur.

ORNEK 2.1.

g w2y - 3yl =1,

y(0)
y (1/2)
y (1)

n
o

(2.3)

n
1
=

7

ficlincli mertebeden lineer diferansiyel denklemin ¢dzimini sonlu fark
yontemiyle bulalim.

Denklem 2.3 de tiirev degerleri yerine 2.2 de verilen fark
formillerini yazarsak;

2 . -
—qu[ Vg =~ 3Viez * 3V ~ V2l * F[ Vi = 2V3 * Vi ]

?J_h‘[yiq'}’g_l] =1

elde edilir. Denklem h® e gbre dizenlenirse,
2Yi3 - 64 * 6Y4q — 2Y; + 2Dy, - ahy, + 2hy,, - 3hy,, +
- 213
3h?y,, = 2h

2¥43 = Y t Yia (-3h% + 2h + 6 ) + y; (-¢h - 2 ) +

[

Yiq ( 307 + 2h ) = 2h? ( 2.
elde edilir.

i = 1(1)(n-1) igin denklem 2.4 kullanilarak fonksiyon degerleri

Yy = ——— [ ~2¥5 + ¥4 ~ Yin (-3h% + 2h + 6 )
-4h - 2
—yi;,(3n2+2h)+2h5] ( 2.5 )

formiliinden hesaplanir.
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Sinir kosullari icin Gauss - Seidel itarasyonu ile yaklasimda clde edilir. 2.5, 2.7, 2.8 kullanilarak sistem g¢Oziminden elde

kullanilan ve " Liebmann Process v olarak adlandirilan bir yontem edilen degerler asagida tablo 2.9 as verilmigtie.

kullanilir. Bu yontemde
Gercek cozim : y = 1.212087701 - 0.700105738e* + 0.288018036e™¥ -

y (a)=c ( 1/3 )x
y(b)=28 icin
X, Vi ¥, Hata
8 - e T T T T 1
y,=a+ —— (x-2a) i=00)m 2.6 ) 0.0 | 1.00000000 | 1.00000000 | 0.0000
b-a —i | 1 —
|0.2 | 0.80000000 | 0.76655050 | 0.0332 |
olarak tanimlanir. L —d | | ]
|0.2 | 0.60000000 | 0.55812000 | 0.0418 |
0 < x<1/2 igin sainir degerleri 2.6 da yerine yazilirsa, u | l | |
|0.3 | 0.40000000 | 0.36545720 | 0.0345
1 | } |
yi=1+(°_1)+(xi'°) f I f T 1
1 |0.4 | 0.20000000 | 0.18130760 | o.0186 |
2
] | | |
0.5 | 0.00000000 0.00003339 0.0000
yi=1- 3% (2.7) ! ) ! ! ! _—
I I T T 1
|0.6 |-0.20000010 |-0.182919930 | a.0170 |
| ] 1 | |
I T 1 T 1
elde edilir. ' |0.7 |-0.40000010 |-0.37132470 | 0.0286
— | 1 ~—
1/2 < x s 1 icin sinir degerleri 2.6 da yerine yazilirsa, |0.8 |-0.60000000 |-0.568242100 | 0.0315
| | | | 1
I T ] [} 1
B (-1-0) 1 0.9 |-0.80000010 |-0.77709710 | 0.0229
y; =0+ 1 (-3 ) | | | | |
1 - 5 | 1 1 1
[1. |-1.00000000 |-1.00003300 | 0.0000 |
1 L | | |
Y1='2(Xz‘—2‘) (2.8)

Tablo 2.9 y; : Sonlu fark yontemiyle ¢ozlim

¥, : CGergek ¢dzim
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3. SPLINE YONTEMi

Spline interpolasyon islemlerinde
kullanilan

geldiginden riirev ve integral islemlerinde kolaylik saglayabilir.

fonksiyonlari, parcasal

fonksiyonlardir. Fonksiyon polinomlardan meydana

Polinom uzayinda bhaz segilerek polinomlarin lineer kombinezonu
olusturulabilir. Diferansiyel denklem céziimlerinde kolaylik
sajlayacak spline fonksiyonlari DogJal ve B-Spline olmak lzere

degisik sekillerde karsimiza ¢ikar.
3.1. Dogal spline FonksiYonlarl

Nimerik analizde yaygin bir bicimde kullanilan fonksiyon tUruidir.
Fonksiyonlar iicinci derece polinomlardan meydana gelir. Sekil 3.1.1
de gdrildigi gibi dligim noktalari Ve dugum noktalarindaki

fonksiyonun dlcilen degerleri verildiginde enterpolasyon

fonksiyonlarinin elde edilmesinde kullanilair.

Py Grrae)
Po (% oo Paoi (Xau)Y0n)
L "./.‘io) P,(‘::,'s;/)—"/ g 11Ya

N 979,., (x)
y=q,(x)  ROLY)

Pa(Xa,4)

4 s P Y

Xo Ky X Xk Rear HZaaq Fw

Sekil 3.1.1

Her iki digim noktasi arasinda uglincd dereceden bir polinom
pelirlenir. ( 9gr Qs = +Toq )
q - k= 0(1)(n-1) fonksiyonlari parcasal kibik fonksiyonlardir.

gl %) fonksiyonlari ;

11
=q (%) [ % % 1, k=0(1)(n-1) icin

Por Pys eee (P, interpole noktalarinda asagidaki sartlara

saglamalidir.
S0 : q X =
) :k (%) Y ve g ( X, ) = Vi ’ k =0(1) (n-1)
1: gy () =g (x) (=5" (x)) k=1
52 :qp, (%) = ‘ S
-1 9% = dp ( Xk) ( = S” ( Xk) ) ’ k= 1(1) (n—l)
3.1.1. q, ( =
i )o G (X )s «v. ,4Q,, ( X ) Noktalarinin Bulunmasi
s ( x ) fonksiyonunun [ x
‘ o ¢ %, ] araliginda s" X U i
i ‘ ( x ) turevleri
nOktalaéz%iunu Herhangi bir [ %, , X, ] araliginda interpole
Xk 5 s" ( Pie ) , % " 5, et
ot « ) ( Xy » S" ( %4 ) ) olmak uzere S2
n" -
gl (x) =s" (%) (X "Feay g (5, ) (Z %
kT K = Ky~ X '
k =0(1) (n-1) (3.1.2)

azilabili
y ilir. Eger x, , %, € artan ise h = %, - %, , k = 0(1)(n-1)
3 s K = 1 N

azilair. ici 4
yazilir. Ve x, noktasi igin s tirev fonksiyonunun ikinci tiirevi
6, =s" (%) , k=20(1)n dir.

( 3.1.2 ) yi tekrar yazarsak;
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a Oy,
a’ ( x) =-Ef ( Koy — %) * —iil (x-%x)

k

k =0(1) (n-1) (3.1.3)

Burada h, ve o, sabittir. o, larin belirlenmesi gerekir. (3.1.3)
denklemini x’ e gore iki kez integre edersek;
op ( Xgo - %)% Opy (x-x)° |
- = -k b’ . Sl N k= X 3.1.4a
g ((x) By = + By = e x) ( )
bulunur.
B ( X)) = C, + Dyx dir.

( 3.1.4 ) de goérilen p, ( X ) degisik bir sekilde asagidaki gibi

yazilabilir.

pk(x)=Ak(xf_xk)+Bk(xk+1—x) ( 3.1.4b )

( A, +» By sabitlerdir. )

S0 sarta ¥ullanilarak ( 3.1.4 ) bagantilara asagidaki gibi

yazilabilir.

=Skt p2aan (3.1.5)

G
yk=_6£hkz + Bl » Vea T 6

( 3.1.6 ) denleminde o6y, G; --- (G seklinde ( n + 1) bilinmiyen
vardir. Noktalarain yazilmasiyla ( n - 1 ) denklem elde edilir.
( 3.1.6 ) nin birinci tirevini alalim.

+ = 9k ( X, -x)?3
c_z’l(:.)——6 [_——1hy -h (X, -x) 1 =
Oj1 (x-x)° i
— [———hk -h(x-x)]1+

X - X
k
1 .,

Ky — X
el =g 17l =g

k =0(1) (r-1) (3.1.6)

3] a
Qlk(xk)=—61—<[—2hk] + ’6"1 [ -1 + Ay, (3.1.7a2)
/ - _ 0): c’-I:ol
qk(ﬂkﬂ)—?[hk]-+—6—[2h,:]4-Ayk (3.1.7b)
S1 sartindan ( 3.1.7a ) ve ( 3.1.7b ) esitlenirse asagadaki
denklemler yazilabilir.
By Gpy +2 (hypy +hy) 6+ 10, =60 Ay, -Ay,, 1
k =1(1) (n-1) (3.1.8)
G + 4 g - 6 -
k-1 ¥ 20, F O = 4 LAy, - Ay 1
k =1(1) (n-1) (3.1.9)

( 3.1.9 ) dan ( n - 1 ) denklem elde edilmigtir. Bilinmeyen sayisi
( n+ 1 ) oldugundan sisteme, asajidaki sinir kosullarindan biri
tercih edilerek iki denklem daha eklenir ve sistem gdzilir.

BOllm 3.3 de anlatilan cok noktala lineer sinir defer probleminin

¢dziminde ( I ) kosulu kullanilmistaz.
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Sinir kosullara :
I -

6, = s" (x5

6, =5"(x;)
IT -

Gy = 03
Op = Opy
III - s" ( x) lineer kabul edilerek,
& h - By, ]
0p= 5 [ (hy+h)oy 002
hl
c : [ -hpy6pp * (Bpp * hyy )6py ]
'n-1
yazilair.

IV - S’( %X ) Ve s'( ¥, ) kullanilarak,

6. = = [ Ay, - s'( x5) ] -1s

0 - hl 0 0 2 1

-3 [ s x) - Ay, ) - 20
G = I n-1 2 n-1
n-1
yazilir.
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3.2. B - Spline Fonksiyonlar:

Diferansiyel denklem ¢odzUmlerinde kullanilan parcasal
fonksiyonlarindan biride B -
fonksiyonlar ( x - t,

spline
spline fonksiyonlaradir. Bu
)% fonksiyonlarini igeren P, , uzayinda

bunlarin bdllinmis farklari ile tanimlanir.

Bi.k.t (x) =( ti+k_ti ) [ ti/

vee s, 1L E-x2)F% xeR

Genel olarak B;,, notasyonu yerine B, kullanilir. t , yaklasik
olarak verilen fonksiyonun dugum noktalaridir.

2 B - spline fonksiyonlari igin boliinmis farklar kullanilarak
¢ikarilan ardisik tekrar bajintasz,

x -t Erox — X
By (x) = I By (x) + —2 _Z B, (%)
2ok Crpg - £ k2 Eop - Cpop 11K
Ardisik tekrar bagintisi kullanilarak tanimlanan B - spline

fonksiyonlari asagida verilmistir.
k=1 icin :

By, (x) =1 , 0 <x<h

oY) T

Sekil 3.2.1 B, Spline

? caglar Hikmet, Spline Interpolasyon ve Optimal Hata Tayini,
Doktora Tezi, P : 10 - 24
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k = 2 icin :
X 0 <x<h
By, = 1/h

2h - x h < x < 2h

B.2=Bu'2'(‘x—(i—l)h)~, i=2 (1)

1.

seklinde hesaplanir

0 h 2h
Sekil 3.2.2 B, , Spline

k =3 icin :

x? 0 <x<h

03 = 1/72h% | -2x% + 6xh - 3h? h < x < 2h

x? - 6xh + 9h? 2h ¢ x < 3h

Bjg =B (x-(i-1)h) , i=2¢(1)

17

0 h 2h 3h

Sekil 3.2.3 B; , Spline

k =4 icin :
By =By, (x-(1-1)h)
B
XS
-3x%% + 12hx? - 12h%x + 4h®
1
By =
6h® 3x% - 24hx? + 60h%x - 44hd
~-x® + 12hx? - 48h%xz + 64h®

, i=2 (1)

0 <x<h

h < x < 2h

2h < x < 3h
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k = 2 icin :
X 0sx<h
By, = 1/h

2h - x h < x < 2h

By, =By, ( X-(1i=-1)h) , 1=

2 (1)
seklinde hesaplanir
o h 2h

Sekil 3.2.2 B;, Spline
k =3 icin :

x? 0<sx<h
By = 1/2h? | -2x* + 6xh - 3h’ h < x < 2h

x? - 6xh + 9h? 2h < x < 3h

L

Bjg=Bgy (X-(1i-1)h) , 1=2¢(01)

0,4
6h®

|

17

g h 2h 3h

Sekil 3.2.3 B, , Spline

i4 = Bgg (X-(1-1)h) P =2 (1)

0 sx<h

-3%x% + 12hx? - 12h%z + 4ah® h < x < 2h

3% - 24hx? + 60h%x - 44h® 2h < x < 3h

-x3 + 12hx® - 48h%x + 64h® 3h < x < ¢h
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0 h 2h 3h  &h

Sekil 3.2.4 B;, Spline

k=5 icin :

—x* + 20hx® - 30h?x? + 20h% - sh! h < x < 2h

6x® - 60hx® + 210h%x% - 300h% + 155h* 2h < x < 3h

- 4
Bys = 1/24h

—ax® + 60hx® - 330h%%% + 780h% - 655h* 3h < x < 4h

x4 -~ 20hx® + 150h%x% - 500h%t + 625h" 4h < x < 5h

L

Big =By (x-(1i-1)h) , 1=2(1)

1.

19

o h 2h  3zh 4h 5h

Sekil 3.2.5 Bis Spline

k =6 icin :

0sx<h
-5%5+30hx*-60h2%3+60h3%?~30h2x+6h’ hg<x<2h
10%%-120hx*+540h2%3-1140h%2+1170h%%~474h% 2h<x<3h

By g =1/120h°

-10x5+180hx*-1260h?%3-5340h3%%+12270h%%-10974h%3h<x<4h

5x5-120hx*+1140h?%x3-5340h3%%%+12270h%%~-10974h° 4h<x<5h

-x5+30hx*-360h2%%+2160h%?-6480h*x+7776h5 5h<x<6h
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3.3. Spline Fonksiyonlar: Kullanilarak Cok Noktali Linesr Finirw

Dejer Problemlerinin Cdziimler:

Ozellikle iki noktali sinir deder problemlerinin cozimierinde

" COLLACATION " yodntemi etkin bir bicimde kullanilar. Yapilan
calismada spline fonksiyonlar: ile birlikte yontem gok noktala
problemlerin g¢ézimleri igin kullanzlmistar.

Genel olarak iiclincii mertsbeden sinir deder problemini ele alalsm,

plx)v( x)+p'( x)v/( x)+p’{ x}vi(x)+gix)vix) = £ {x)

Sainair kosullara v (ae)=a2a
v(B)=D>b (e <B<1)
v(t)=c¢c

Fonksiyon uzayinda baz teskil eden ¢; spline fonksiyonlarinin
lineer kombinasyonundan olusan v( x ) fonksiyonunu 3.3.1
denkleminin ¢ézlimi olarak alalim.

vx) =Y Co(x) (3.3.2)
J=1

C ler bilinmiyen sabitlerdir. C, sabitleri sinir kosullari ile
birlikte v( x ) fonksiyonu diferansiyel esitligi saglayacak sekilde
secilmelidir. Cok noktali problemler li¢ veye daha ylksek mertebeden
tlirevliere sahip olduklari igin ¢; fonksiyonlari enaz dordinci
derece veya daha fazla spline derecesine sahip fonksiyonlar olarak
secilmelidir.
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3.3.1 denkleminde verilen sainir kosullarinda, a, b, c lerden .
herhangi biri veya hepsi sifirdan farkli ise sinir kosullarinin
sifir yapilmasi gerekir. Bu amagla asajida anlatilan yontem
kullanilmistar.

3.3.1. Sinir Kosullaraini Sifirlama Yontemi

Bir diferansiyel denklem,

Liyl=-¥y"(x)+w (X)y (%)
L{YyJ]l=F(x) , y(0)=a , y(1)=h
dZ
formunda verilsin. Burada L = dir.
dx?
u(x)=(b-a)zx+a olarak secilerek,

V((X)=y (Xx)-u/(x) yazilir.

LI[v]=F(x)-LJ[u] islemi sonucunda,

V(0)=v (1)=0 olduju gorillir. Buradan denklemin cozimii

Y(X)=vVv (Xx)+u(=x) ( 3.3.1.1 )

olarak bulunur.

yapilan calismada iki noktali sainir deger problemleri icin
kullanilan bu yontem, u( x ) fonksiyonu dogal spline fonksiyonlari
olarak segilerek ¢ok noktala simir defer problemlerine
uygulanmistair.



( 3.3.1)
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Denkleminin ¢8zimini ddrdiinci ve besinci derece spline

fonksiyonlari kullanarak cikaralim.

3.3.2. Dordlncl Derece Spline Fonksiyonlari

BOlUm 3.2 de verilen ¢, = B;,; spline fonksiyonunun tiirevlerini

hesaplayalam.

-16x%% + 60x?

- 60x + 20

B.. = 24x% - 180x%? + 420x% - 300

-16x% + 180x% - 660x + 780

4x® - 60x? + 300x - 500

"
B
0 < xXx<h
h < x < 2h
2h < x < 3h
3h < x < ¢h
4h < X < 5h
m
B

i5 =

i =

23
-
12x2 0 sx<h
-48x? + 120% - 60 h < x < 2h
72x? - 360% + 420 2h < x < 3h
-48x% + 360% - 660 3h < x < 4h
12x? - 1208 + 300 4h < x < 5h
I
24x 0 <x<h
-96x + 120 h < x < 2h
la4x - 360 2h < x < 3h
-%6x% + 360 3h < x < ¢h
24x - 120 4h < x < sh
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W oo . ,

Ay Xia Riv % Risa Riss {x,}*,; diglimlerinde spline fonksiyonlarinin aldigi deferler 3.3.1.2
denkleminde yerine yazilirsa n + 1 bilinmiyenli bir denklem sistemi
elde edilir. Burada n = N - 5 dir.

Bj & 0 1 11 11 1 0
B, , 0 4 12 <12 -4 0

|
B, g 0 12 -12 -12 12 0
B, , 0 24 -72 72 -24 0

—— B.h
Tablo 3.3.2.1 B, fonksiyonunun diigim noktalarindaki tirev " 8, _—
: |
degerleri B,
2 Yoo X Xp Xy X x5 X¢ Xz X T e ¥
? g [T
b;=B;s . V= E C; By,s
7=
i denkl 3.3.1 de yerine yazarsak; .
Degerlerini denklem y y SERil §.5.%.3
Pl (CBY + Bl + ... + B ) +p'(x)( C,By + CB + ... + C,By ) + Ornek olarak
M g , 0) =0
P'(x) ( CBY + CBL + ... + CBL) +@(x) (CBy + vov + CBy) = £ (X)) J y (0)
y (1/2) =1 (3.3.2.4)

Buradan denklem diizenlenirse; ¥y (1) =0

G [ p(x) By + p'(x) By + p"(x)B{ + @(x)B, ] +

m "

q[mm31+pﬂmBl+meB{+mMBJ T

C,l p(x)BY + p'(x)Bs + p"(x)B, + g(x)B, 1 = £ (x)

elde edilir.

Uglincl mertebeden lineer diferansiyel denklemi alalim. Denklem icin

N = 13 nokta kullanarak sistemi olusturalim. ( 3.3.2.2 )
denkleminden,
(3.3.2.2)
CB + Bl" + B + ...+ B = £ (%) olur.
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Sekil 3.3.2.5 de gorildiygl gibi duUglm noktasinin tek veya cift
olusuna gore nokta secimi dedisir. Buna gdre (x,}'"._, diFlimlerinde
fonksiyonun aldigi degerler tablo 3.3.2.1 kullanilarak yazilirsa;

T2C; - 72C; + 24C, + .« .+ .+ . . . . . . . = 1
-24Cy + T2C, - T2C, + 24C; + . . . . . . . =1

- 24C, + 72C, - T2C; + 24C, + . . . . = I
0c, + - 24Cy + 72C;, - 72C, = 1
0c, + - 24C, + 72C; =1

denklem sistemi elde edilir.

Sekil 3.3.2.5

Denklem sistemini matrisiyel formda yazarsak,

27
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3.3.2.6 )

(
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y (0)=0 , y (/2 ) =1 , y (1)

kosullara igin sifirlama ydntemini uygulayalaim.

V(X )=y (x)=-u/(zx)

dS
LIV]I=F(x)-L[u)] idi, L = — alinar.
dx3
F ( x ) = 1 oldujuna gore,
dv ddu
=1 - ( 3.3.2.7 ) dir.
dx® dx®
u( x ) fonksiyonu yerine b&lim 3.1 de ( 3.1.6 ) denklemiyle
verilen q( x ) spline fonksiyonunu alalim. ( 3.1.9 ) denklemini

tekrar yazarsak,

6

Gpy + 451: ¥ Opyy = ‘H [ A.Vk - A.V};..l ]

, k=1(1)n-1

Y2 - ¥ Y-V

Ayy = S22 S

Ay, = =X - 3 s Ay, = 2 - bulunur.
1 0.5 o 0.5

Buradan

Gy + 401 + G

-48 olur.
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Sinir kosullarini G, = S" ( %Xy )

6, = s" ( x,) olarak segelim.

Y, - ZY1 + VYo -2
y'' = ———————— den y" = = -8 bulunur.
h? ( 0.5 )2
Buradan
S" ( % ) =8s" (%, ) = -8 olur ve
-8 + 40, - 8 = -48
6, = -8 elde edilir. Bu durumda

Gy = 6, = 6, = -8 olur.

0 < x < 1/2 araligi icin islem yapilirsa,

(x, -x)?

%0 = 221 o - B (X - x) 1«

(x-x)3
%[—ho—“——bu(x—xu) 1+
X - X X - X,
Yol I 1 +wl T ]

denkleminde dederleri yerine yazalim.
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31
8 (1/2 - x)° 1 2 X
) =——[ =2~ _p,5(= - O S X
%! AR (5 -0+ g5 -0.5x1 + 157 G =-%[2(1-x)+20x-2)-0.25] -2(x-1)
4
Qo (x) = ——3‘—[2 (% -x)3+2x%-0.25] +2x bulunur.
d%u,
elde edilir. v, ( x ) = q, ( ® ) alinir ve =0
U, (%) = gg(x) alinir. @%,/dx® degerini bulmak igin dx’®
Qy(xX) in ard arda i¢ kez tlirevini alalim. oldugu gdrilir.
dv
4
qu’(x)=—3'[—6(%—x)2+6x2]+2 Denklem ( 3.3.2.7 ) de =1 olur.
dx®
qé’(X)=-;§[12(%—x)+12x]
Denklem ( 3.3.2.6 ) da gosterilen matrisiyel formda f ( x; ) =1,
g () = _é'[ 42 +12] =0 i'=3 (1) 11 alinarak sistem ¢&zillir. Gézim degerleri,
y(x)=v (x)+u (x) ¥ 0 < xXx<1/2
bulunur.
y(x)=v (x)+u(xr) i 1/2 < x <1
du,
Buradan = . .
i axd 0 i alinarak bulunur. N = 50 alinarak bulunan dederler tablo 3.3.2.8 de
% :

verilmistir. ( 3.3.2.4 ) denkleminin gercek c¢ézlimi :

1/2 < ¥ < 1 arali¥i ig¢in benzer islemler yapilir. Buna gore;

Y= (1/6 ) ¥3 - ( 51/12 ) x® + ( 49/12 ) x dir.
-x)3 x =% )3
ql(x)=—;§.[%_h(xz_x)+( hi’l) —h(X—Xl)]+
XX, - X
vy [ zh 1

denkleminde deferler yerine yazilirsa.
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ot 0 <x<h
X, Yy ¥, Hata 5x
[ T T T B |
oyt 3 _ 2 - 30 h < x < 2h
|0.0 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.000 | 25%7 + 120%7 - 180x° + 120%
— I I —
[0.1 | 0.36011374 | 0.36599999 | 0.005 | 50x* - 480x% + 1620x? - 2280% + 1170 2h < x <h
|0.2 | 0.64020525 | 0.64800000 | 0.007 | Bis =
— | | | | -50x* + 720%® - 3780x% + 8520% - 6930 3h < x < 2h
[ I } 1 - .
[0.3 | 0.84024355 | 0.84699994 | 0.006 |
[ ! | | 480x% + 3420x%? - 10680x + 12270 < X < 5h
[ 1 I I -1
|0.4 | 0.96024031 | 0.96400004 | 0.003 |
el | | | 120x% - 1080x? + 4320x - 6480 < x < 6h
I T 1 I 1
|0.5 | 1.00020720 | 1.00000011 | 0.000 |
B | | —
[0.6 | 0.96015588 | 0.955999997 | 0.004 |
| ] | | |
I 1 1 T 1
|0.7 | 0.84009796 | 0.83299994 | 0.007 |
|— | | | | 0<x<h
I 1 I | 1
0.8 | 0.64004523 | 0.63200020 | 0.008 |
— | | | -100x® + 360x%% - 360x + 120 h < x < 2h
[ | I T 1
0.9 | 0.36000924 0.35400032 0.006
L, ! ! ! ! 200x3 - 1440x%? + 3240x - 2280 2h < x<h
I I I | - |
[1. | 0.00000129 | 0.00000095 | 0.000 | u
L ! | | ] Big =
-200x% + 2160x%%? - 7560x + 8520 3h < x < 4h
Tablo 3.3.2.8 . : B, line cozumi
Y i.5 5P o= ge 100x% - 1440x%% + 6840x - 10680 4h < x < 5h
¥, : Gergek gozum
-20x® + 360x? - 2160x + 4320 5h < x < 6h

-

3.3.3. Besginci Derece Spline Fonksiyonlari

BOlim 3.2 de verilen &, = B, spline fonksiyonunun tiirevlerin
hesaplayalaim.



n

i.6 ~

Bi,S

60x%?

-300x? +

600x? -

-600x? +

300%2 -

-60%% +

720x - 360

2880x + 3240

4320x - 7560

2880x + 6840

7208 - 2160

2h

3h

Sh

fonksiyonunun d43im noktalarindaki
3.3.3.1 de verilmistir.

tirev dederleri

2h

3h

4h

Sh

6h

% R Rie2 Kisg Kisa Kiss 146
0 1 26 66 26 1
0 5 50 0 =50 -5
0 20 40 -120 40 20
0 60 =120 0 120 -60
0 120 -480 720 -480 120

Tablo 3.3.3.1

tablo
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Degerleri denklem ( 3.3.1 ) ve denklem

dlizenlenirse, dordincu derece spline i¢cin olusturdugumuz (3.3.2.2)
denklemi elde edilir.

de vyerine yazilar

(%", diglimlerinde spline fonksiyonlarinin aldigi deferler tablo
3.3.3.1 kullanilarak ( 3.3.2.2 )
bilinmiyenli denklem sisitemi elde edilir. Burada n =

de yerine yazilirsa, n + 1

N - 6 dir.

B,

By - -

Xo K\ X3 X3 Xu X5 X, X

Sekil 3.3.3.2

BOlUm 3.3.2 de verdijimiz Ornegi alalim. N =
9 olduyuna gbre;

15 nokta kullanarak
denklem sistemini olusturalim. n =

n

Cu B! m

mn
+ C, B

+ GBy + ... +C'SB;"=f(x)

vyazilir. ({x,3"%., dligimlerinde fonksiyonun tlrevlerinin aldiga
degerler tablo 3.3.3.1 kullanilarak yazilirsa, ( 3.3.3.4 ) de

matrisiyel formda gosterilen denklem sistemi elde edilir.
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|
i
: 8 |
; 8, B 8, 3 By By B g, 8o Bo
1
1
]
1
.
! 2 3 ¥ 5 g 7 2 lo 10 a2 g3 U5
Sekil 3.3.3.3
-120 60 . N & p
[} =120 60 C‘ £
120 0 -120 60 C, £
-60 120 0 -120 60 o ‘
-60 120 0 -120 60 c _ £
|-
-60 120 0  -120 60 c, "
-60 120 0 -120 60 & ¢
0
-60 120 0 =120 60 G, £
-60 120 o -120  eo| | ¢ P
L]
-60 120 0 -120 c, £
J i
( 3.3.3.4 )

*10 )

*n )
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Bolim 3.3.2 de sinir kosullari icin yapilan islem sonucunda

£(x;)=1
(% ) =

bulunmustu. ( 3.3.3.4 ) de gésterilen matrisiyel formda
1 alinarak sistem c¢oézilir. N

= 50 icin bulunan ¢odzlm

degerleri tablo 3.3.3.5 de verilmistir. Burada,

Yy (x)=v (x)+1uy () ’ 0 < x< 1/2
y(x)=v({(x)+uy (x) . 1/2 s 2 <1
olarak alinmistir.
X4 Yi ¥, Hata

I I T T 1
|0.0 | 0.00000000 | 0.00000000 | 0.000 |
= : e |
[0.1 | 0.35999970 | 0.36599999 | 0.006 |
|— | | | |
I T 1 T 1
|0.2 | 0.63999861 | 0.64800000 | 0.008

f I f f -
[0.3 | 0.83999710 - | 0.84699994 | 0.007

I I i i —
|0.4 | 0.95999549 | 0.96400004 | 0.004

L | | ] |
| T T T 1
|0.5 | 0.99999411 | 1.00000011 | 0.000

f i I I —
[0.6 | 0.95999331 | 0.955999997 | 0.003

t i i ! —
[0.7 | 0.83999336 | 0.83299994 | 0.006 |
I i i t %
|o.8 | 0.63999470 | 0.63200020 | 0.007 |
— | | 4
[0.9 | 0.36000013 | 0.35400032 | 0.005 [
5 i i i —
|1. | 0.00000011 | 0.00000095 | 0.000 |
L 1 | | J

Tablo 3.3.3.5 Y; ¢ By Spline goziimi

: Gercek ¢dzlm
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4. COK NOKTALI LINEER SINIR DEGER PROBLEMLERINE SPLINE YONTEM?T
UYGULAMALARI VE SONUCLARIN SONLU FARK YaNTEMIYLE
KARSILASTIRILMAST

Bélim 3.3 de sunulan yontem kullanilarak asagidaki diferansiyel
denklemi verilen sinir kosullari altinda cdzelim.

y" w2y - 3y) = 1

sinir kosullari

y(0) =1
(4.1)

y(1/2) =0

y(1) =-1

islemlerde kolaylik saglamak amaciyla N = 13 nokta kullanarak

dérdiincl derece spline fonksiyonlari ile sistemi olusturalim.

n
y(x) = C; B, ¥ =N-5
Jz:;']]

Degerlerini denklem ( 4.1 ) de yerine yazar ve

C; katsayilarina
gbre diizenlersek;

( B +2B) - 3B} )C, + (B" +2B/ -3B/)c, + ...+

(B +2B) -38))c, =1

elde edilir. Burada (x,)" ., diglmlerindeki spline fonksiyonlarinin
tirev deferleri tablo 3.3.2.1 ve sekil 3.3.2.5 kullanilarak

bulunup yerine yazilirsa, asagida matrisiyel formda verilen denklem
Sistemi elde edilir.
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Sin o111 ”
inir kosullarini bdlim 3.3.1 ve 3.3.2 de verilen ydnteme gdre 1ﬂ (x)=-2 |, 1ﬁ (x)=0 , “T (x) =0 bulunur.

sifirlayalaim.
Dejerler denklem ( 4.3 ) de yerine yazilirsa,

V(X)=Y.(X)—U(X),L[\}]=F[x]_L[u] den
” ) vl w2y - 3vi=1 - [ -3(-2) ]
v eavl-3vi=a1 - [ u” 4 2u” - 30/ ] (4.3) yazilir
v+ 2v" -3vl = -5 bulunur.
" R
u, u", v’ tlrev dederlerini hesaplayalim.
1/2 < x < 1- aralidir ig¢in benzer islemler yapilirsa,
Ay, = 21 -0 _ Ay = 0 -1 _ _ _
0.5 Yo 0.5 - 2 X, - X X - X,
g4 = ¥ ( ) + ¥, ( ) den
°0+4°1+°z=(5/0-5)[—2+2] h h
6y + 40, + 0, = 0 ol g, =-2 (x-0.5) elde edilir. v, ( x ) = g, oldrak alinmir.
! ] n
y" o= (-1 _.2*0 + 1) /R den y" = 0 bulunur. u, (( x ) = -2 . u, ( x) =0 i u, (x) =0 bulunur.
oy = S" (%, ) Bu durumda ( 4.2 ) matrisiyel formunda f ( %, ) = -5 ,1 =3 (1) 8.
alinarak sistem ¢dziiliir. ( 4.1 ) denkleminin ¢ozimi;
G = S" (%) yaklasim degerlerinden, g it B o ; R P 0 < x < 1/2
= ; ,
6y = 6y =0, =0 oldudu gorulir.
2 g ! Yy (2)=v (x)+u (x) 7 1/2 s x <1
0 = x<1/2 araligi icin
alinarak bulunur.
¥ - x X - X,
9 = ¥ ( ) +
° u ¥y - ) dan ( 4.1 ) denklemi analitik olarak cdziiliirse,
= . - . X . -3x _
GQ=(1705)(1/2-% y Y 1.212087701 0.700105738e* + 0.488018036e (1/3 ) x

elde edilir.

9

2 (0.5 - x) bulunur. u (%) =g, olarak alainair.
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¥ = 50 nokta igin olusan sistemin ¢ozlim degerleri tablo 4.4 de . e
—_— . Lo B, ; Spline ¢éziimi i
verilmistir. BSllim 2 de sonlu fark yontemiyle bulunan degerlerin Ly !
tablo 4.4 deki dederlerle karsilastirilmasi tablo 4.6 da Gercek c¢oziim
verilmistir.
% Y; ¥, Hata
f T T T —
0.0 | 1.00000000 | 0.99999999 | 0.0000 |
| e : —
[0.1 | 0.79999339 | 0.766550a7 .| 0.0332 |
—— } { —
[0.2 | 0.59999417 | 0.55813994 | 0.0418 |
—— ; ; —]
10.3 | 0.39999496 | 0.36545718 | 0.0345 | B, ; spline ve gercek cdzim
F— | : ~]
[0.4 | 0.19999575 | 0.18130760 | 0.0186 | Tu Fark
| | | B Sonlu fark .
— ' ' %, Spifhe cozlimi  yoéntemiyle cdziim
[0.5 [-0.00000351 |-0.000033389 | 0.0003 | 000
1. 0 1.00000
— | | — 0.0 | 1.00000000
[0.6 |-0.20000266 [-0.182919230 | 0.0170 | 0.1 | 0.79999339 0.80000000
| | | |
| ! : ! 0.2 | 0.59999417 0.60000000
|0.7 |-0.240000193 |-0.37132449 | 0.0286 |
| | | 0.3 | 0.39999496 0.40000000
—t— , [ —
0.8 |-0.60000108 |-0.56842088 | 0.0315 l 0.4 | 0.19999575 0.20000000
| | | | |
! ' ' ‘ ! 0.5 [-0.00000351 0.000000000
0.9 |-0.80000035 |-0.77709685 | 0.0229 | 0.200000010
.6 |-0.20000266 -0.
i | —] —— 0.6
[1. ]-0.99999941 |-1.00003251 | 0.0000 | 0.7 |-0.40000193 -0.40000010
| - | 1 | |
0.8 |-0.60000108 -0.60000000
- -0.80000010
Tablo 4.4 0.9 [-0.80000035
1. [-0.99999941 -1.00000000
Tablo 4.6
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Sekil 4.7 Spline ¢dzimi ve sonlu fark ydntemiyle ¢dziimin R
grafik olarak gosterilmesi
o o o wn
un (<)} < wn |
® ~ (:! m
!
( 4.1 ) denklemini besinci derece spline fonksiyonlari ile cozelim. o o &
N = 15 nokta alinarak, tablo 3.3.3.1 ve sekil 3.3.3.3 kullanilarak R D - 9
|
olusturulan denklem sistemi matrisyel formda asagdida verilmistir. '
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N = 50 nokta igin olusturulan sistem kullanilarak, ( 4.1 )
denkleminin ¢dzim dederleri tablc 4.9 da verilmigtir.
X, Y; ¥, Hata
I T | T -1
[0.0 | 1.00000000 | 0.99999999 | 0.0000 |
— | | —
[0.1 | 0.80000002 [ 0.76655047 | 0.0334 |
| | | |
I 1 1 T L
|0.2 | 0.50000006 |- 0.55813994 | 0.0418 [
| I i { —
|0.3 | 0.40000005 | 0.36545718 | 0.0345 [
= i E —]
6.4 | 0.20000021 | 0.18130760 | 0.0186 |
- i I —
0.5 |-0.00000208 |-0.00003338¢9 | 0.0000 |
— E I —
0.6 |-0.19998323 |-0.182919230 | 0.0170 |
I i % i —
0.7 |-0.40012413 |-0.37132449 | 0.0287 [ Sekil 4.10 B, , Spline ve gercek cdzim grafigi
— : : .
|0.8 |-0.59891043 |-0.56842088 | 0.0304 |
— | | —
[0.9 |-0.79999995 |-0.77709685 | ¢.0229 |
| I f i —
|1. |-0.99674974 |-1.00003251 | 0.0032 |
L | | | |
Tablo 4.9 ¥y * By, Spline ¢ozlmi
¥, : Gergek ¢dzim
BT h TS i = T ——
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5. SONUC VE TARTISMA

Cok noktali sinir deder problemlerinin ¢dzimlerinde yaygin olarak
kullanilan yontemler, sonlu fark ve invariant-imbedding
yéntemleridir. Onceki bdliimlerde spline fonksiyonlari yardimiyla
cok noktaliy lineer sinir defer problemlerinin g¢oziimleri
arastirilmig, sonuglar sonlu fark ydntemiyle karsilastirilmistar.

sonlu fark yodntemiyle elde edilen degerlerden daha iyi oldudu
gorilmektedir.

Spline fonksiyonlari kullanilarak elde edilen ¢ozim degerlerinin,

Spline fonksiyonlarinin polinomlardan meydana gelmesi sayisal
cozliimlerin elde edilmesinde kolayliklar saglamaktadar. Buna karsin
invariant-imbedding yéntemiyle sonucun elde edilmesinde uzun teorik
iglemler gerekmektedir. Spline fonksiyonlari ile elde ettigimiz
sonuclar invariant-imbedding ydntemine gdre daha basit ve kisa
sirede bulunmustur. ( 4 )

Cdzlimlerde nokta sayisi ve spline derecesine bagli olarak hatada da
dnemli bir artiys ve azaligs gOrilmemistir. Ayrica herhangi bir
salinima rastlanmamistir. Buda spline fonksiyonlarinin, derece ve
dtgim sayisina bagli kalmadan g¢ok noktali sinir deger
problemlerinin ¢dzliiminde uygun bir yéntem olacagaini gostermektedir.

Sinirlarda y(e) =a , y(8) =b , y(v) = ¢ . ( @ <8 <« ) kosullari
ile verilen problemlerin ¢dzlmlerinde direkt olarak spline’larain
uygulanamayacaiy anlasilmistir. Sinirlar igin uygun bir ddnlisim
yapilarak, spline fonksiyonlari uygulanir hale getirilmistir.
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