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OZET

Bu gahsmada , sinir kogulunda spektral parametre bulunan agagidaki 6zel regiiler
Sturm-Liouville problemi g6z 6niine alinmugtir. [a,b]c R sonlu kapali bir aralik olmak
tizere , L,[a,b] Hilbert uzayinda;

a<x<b i¢in -y + q(x)y = Ay *
diferansiyel denkleminin,

Ha)Cosa. +y'(a)Sino. =0
ve

~(B1y(®) - B2V (B)) = MB1y(®) - B/ (8))

sinir kogullariyla 6zdeZer ve 6zvektorleri incelenmigtir. Burada
ae[0,m], p=BiB2—B1B5>0 (B1,B2,B1,B5 €R), ve Aise kompleks degerler alan
bir parametredir.

Gozontine alinan problemin ; A = L[a, b]® € uzayinda , kendi kendine eslenik
bir A operatoriyle temsil edilebildigi gosterilmis ve A operatdriniin spektrumunun saf
ayrik oldugu ispatlanmigtir. Bunun yardimiyla A’ nin 6zfonksiyonlarinin L;[a, b]® €
uzaymda tam ortonormal sistem olusturdugu gosterilmistir. 81, B2, B7, Bs
parametrelerinin degisimine bagh olarak yukardaki problemin 6zdegerlerinin asimptotik
ifadeleri elde edilmigtir. Bir érnek olarak q(x)=0, a =0, B; = B4 = 0 6zel halinde , (*)
diferansiyel denkleminin zfonksiyonlarina gore agtlim formiilii , 1s1 denklemi igin sinir
deger problemine uygulanmigtir.

il



ABSTRACT

The following special regular Sturm-Liouville problem involving the spectral
parameter in the boundary conditions is studied. In Hilbert space L;[a, 8] , as [a,b] cR
is a finite closed interval , the eigenvalues and eigenfunctions of equation

V" +q(x)y = Ay a<x<b )
under the boundary conditions of

w@)Cosa +y'(@)Sinct =0
and

~(B1y(®) — B2y’ (8)) = MB1y(B) ~ B2/ (&)

where a. € [0,7] , p=BiB2—B1B5 >0 (B1,B2, Bl and B4 € R and A is a coplex
parameter , are investigated .

It is shown that the problem considered in the Hilbert space , H = Lz[a, ]® € ,
can be represented with a self-adjoint operator A and it is proved that spectrum of A is
purely discrete . Using this it is also shown that eigenfunctions of A take the form of a
complete orthonormal system in L,[a, ] € . Asymptotic formulae for the eigenvalues
of the above problem depending on variation of parameters 1, B2, B} and B4 are
obtained . As an example , for a special case when g(x) =0, = 0 and B, = B = 0 the
expansion formula for the eigenfunctions of (*) the differential equation is applied to
boundary value problem for heat equation .
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1.GIRIS.
Bu c¢alismada sonlu [a,b] araliinda tanimlanmig , siur sartlarinda spektral
parametre bulunan Sturm-Liouville probleminin ézdegerlerini ve 6zfonksiyonlarina gore
agilim problemlerini inceleyecegiz.

Genel olarak s6z konusu problem agagidaki sekilde ifade edilebilir.

V" +q(X)y=Ly , a<x<b (L.1)
ury = AOy@) + A2y’ (@) + B11(W)y(b) + B1a(A)y'(b) = 0 (1.2)
uzy = Az1(My(@) +Azz(M)y’(a) + B2 (M)y(b) + B2(L)y’(b) = 0 (1.3)

Burada q(x) ; [a,b] aralifinda tanimlanmig stirekli bir fonksiyon , A; kompleks
parametre, A;j(A), Bij(A) (i,j=1,2); A' nin analitik fonksiyonlaridir. Eger A ' mn

herhangi bir degerinde (1.1) denkleminin (1.2), (1.3) sartlarini saglayan sifirdan farkli

y(x,A) ¢oziimii varsa ozaman A 'ya (1.1), (1.2), (1.3) siur deger probleminin dzdegeri,
buna kargihk gelen y(x,A) ' ya da ¢zfonksiyonu denir.

Eger uy (i=1,2) ifadesinde y(x) ' in ve tiirevlerinin sadece bir ugta (a veya b
noktasinda) degerleri verilirse , boyle sinir sartina ayrilabilir s sart: denir.
Matematik fizifin gok sayida kismi tiirevli diferansiyel denklemlerinin ¢dzimii

(1.1)-(1.3) seklinde problemin 6zdefer ve o6zfonksiyonlarinin bulunmasi problemine

indirgenir. (1.1)-(1.3) probleminin en 6nemli hali (1.2) , (1.3) kosullarindaki A;; (A),
B, () katsaylari 6yle tamimlanmali ki (1.1)-(1.3) probleminin sayilabilir sayida

ozdegerleri olsun ve bu 6zdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlar L, [a,b] veya C[a,b]
uzayimnda tam sistem olustursun. Bizim bu ¢ahymamizda g6z oniine alacagimiz problem ,

bu 6zellige sahip olacaktir. Konunun iyi anlagilmast igin asagidaki 6rnegi verelim.
(1.1)-(1.3) de a=0 ; b=1 ; q(x)=0 ; A, (A)=1 ; B,, (A)=1 ; B,, (W)=-K(}) ;
A, A=A, A)=B,, (A)=By, (?»)=A21( A)=0 elsun.
Yani (1.1)-(1.3) problemi

-y" =y (1.4)
y(©0)=0 (1.5)

Y1) =KAy' (1) (1.6)



seklinde olsun. (1.4) 'in genel ¢6zimi ;

¥x,A) =c18in JA x+c2Cos JA x

= ¢18inox + c,Cosox (@=4J2)
dir. (1.5) den

WO,A)=c2=0

W(x, A) = c18inox

V' (x,2) = woc1Cosox
y(1,A) = ¢ 1Sinw

V/(1,%) =wci1Cosw
(1.6) dan
¢18ine = oc; CosoK(o?)

180

K(O) 2) =0

;
=521 3 =K@

elde edilir. Bu fonksiyonlarin grafiklerinin ortak noktalarinin apsisleri , problemin
ozdegerleridir. K(w?)=K()\) fonksiyonuna bagli olarak boyle noktalarn sayisi sonlu ,
sonsuz olabilir ve hatta egriler kesigmeyebilir. Yani problem

g
xkoy={ 7= » *0
I, A=0

seklinde analitik fonksiyon ise ozaman bu denklem © ' nn bitin deZerlerinde
saglanacak. Dolayisiyle butin kompleks sayilar (1.1)-(1.3) probleminin 6zdegerleri

olacak.



Eger K(0?) = 52 _

K(A) bu sekilde tanimlanirsa (1.1)-(1.3) probleminin hi¢ bir 6zdegeri yoktur. Sonraki
boliimlerde K(A) = % oldugunda (1.1)-(1.3) probleminin sayilabilir sayida 6zdegerlere ve

1 ise ozaman bu denklemin hig bir ¢oziimii olmayacak. Yani

bu Ozdegerlere karsiik gelen 6zfonksiyonlarin L, [0,1] de tam sistem olusturdugunu
gosterecegiz.
(1.1)-(1.3) seklindeki problemleri ilk olarak g6z oniine alan ve inceleyen

G.D. Birkhoff[1] ve J.D.Tamarkin[10] dir. Bu tir problemin gegitli hallerde 6zdeger ve
ozfonksiyonlarinin bulunmasina ait ¢ok sayida kitaplar ve makaleler yazilmistir. Konunun
incelenmesine gunimizde de devam edilmektedir. Buna ait genis kapsamli M.L.Rasulov
'un [8] monografisini ve son ¢aligmalardan [3] , [4] , [11], [14] , [6] makalelerini
gosterebiliriz.

Ele aldigimiz problemin incelenmesinde esas olarak iki yontem kullanilmaktadir.
Bunlardan biri ; (1.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimlerinin [A| ' nin bilyik
degerlerinde asimptotik ifadesini bularak (1.2)-(1.3) sinir sartlan yardimiyla 6zdegerlerin

sonsuz sayida oldugunu ve bunlara karsilk gelen Ozfonksiyonlarin tam sistem
olusturdugunun gosterilmesidir. (Bu yontem genel hallerde gegerli). Ikinci yontem ;
(1.1)-(1.3) problemini genel bir uzayda operator denkleme indirgemektir. (Bu yontem
ozel hallerde gegerli.)

Eger (1.1) probleminin yardimiyla olugturulan bir operatér kendi kendine eslenik
ise ozaman boyle operatoriin tersi tam siirekli operatér olur. Bu durumda (1.1)-(1.3)
probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin incelenmesine , kendi kendine eslenik tam
stirekli operatorler teorisi uygulanabilir. Bizim inceleyecegimiz problemler , esas itibariyla
kendi kendine eslenik ve tersi tam siirekli operator olacaktir. S6z konusu (1.1)-(1.3)
probleminin bazt basit hallerinde bile , bu probleme karsilik gelen operator , kendi
kendine eglenik olmayabilir.
ornek 1:

(1.1)~(1.3) problemi asagidaki sekilde olsun.
" =\ 0<x<1 (1.7)

n0)=0 (1.8)



YH-m/(0)=0. (1.9)

H ile L, [0,1] ve € (€ , kompleks sayilar kiimesidir) Hilbert uzaylarnin direkt

toplamlarini gosterelim.

H=L, [0,1]®€C

H ' a at ik Yz(yg)jveZ:(Z(g)j (x), z(x) € L3[0,1]; a,b € €)

elmanlarinin skaler ¢arpimini ;
R -
(Y.2) = [ /)26 e +ab

seklinde tanimlayalm. H ' in Hilbert uzayi oldugu kolayca gésterilebilir. Gozoniine
aldigimz probleme karsilik gelen L operatoriinii olusturalim. D(L) ile y(x)e C*[0,1] ve
x)
V' (0)

manifold olusturur. Gergektende Z = [Z(;) j , H' dan alinmig ve D(L) ' ye dik (yani

y(0)=0 olmak tizere ¥ = vektorlerini gosterelim. D(L), H 'da yoZun bir lineer

D(L) ' nin biitiin elemanlarina dik) olan bir vektér olsun. Yani
(Z,Y)=0 Ye D)
(%.2) = [ W)+ =0
y'(0)=0

olsun. Ozaman

(1, 2)= [, y))ee = 0

dir. y/(0) = 0 sartim saglayan y(x) ' ler L, [0,1] araliginda yogun oldugundan son esitlige
gore z(x)=0 olacak. Boylece

X, 2)=y(06=0



dir. y/(0) # 0 olsun. Ozaman b=0 olacaktir. Bununla Z ' nin D(L) ' ye dikliginden Z=0
oldugunu gosterelim. Yani D(L) , H' da yogundur.

Simdi tanum kiimesi D(L) olmak tizere , H' da

v ) —)/'(x))
LY—L(}/(O)) _[ Yy ) Y e D)

operatoriini tanimlayalim. L sinirsiz operatordar. L ' nin yardimiyla (1.7) , (1.8) , (1.9)
problemi LY=AY , Ye D(L) seklinde yazilabilir. L simetrik operator degildir. Gergekten;
Y, Z D(L)' nin herhangi elemanlari ise , 0 zaman

LY,5)-(,L5)+0
olabilir,

2.AYRILABILIR VE BIR SINIR SARTINDA PARAMETRE BULUNAN
STURM-LiOUVILLE PROBLEMi
(1.1)-(1.3) probleminin 6zel hali olan

V) =y"+qy=\y , a<x<b 2.1)
Cosay(a) + Sinay’(a) = 0 (2.2)
~(B13(b) — B2y (8)) = MBHD) - Boy(b)) (2.3)

sinir deger problemini goz 6ntne alalm. Burada q(x) ; [a,b] araliinda reel degerli strekli
bir fonksiyon , o € [0, 7], B1, B2, B1, B5 ; reel sayilar , A ise kompleks parametredir. Ek
olarak

Bl B

8, B, >0 2.4)

p:

oldugunu kabul edelim. Bu problemi de, (1.7), (1.8), (1,9) probleminde oldugu gibi ,

Hilbert uzayinda tanimlanmis bir operatdrtin sinir deger problemine indirgeyelim.



F[ (x)

2

H=1L,[a,bl®C€ ileF, (x)eL,[a,b], F,e € olmak lizere F' = ( ) vektorler

G 1 (x)

j vektorlerinin i¢ ¢arpimint
G2

kiimesini gosterelim. H' a ait iki F(x) ve G(x) = [

FGn=F0) = FI®G:0ds+ .G,

seklinde tammlayahm. Burada p , (2.4) deki gibi tanimlamyor. R ve R’ ile agagidaki
fonksiyonelleri gosterelim

R(y) = B1y(b) - B2y ()

R'(y) = B1d) - By (B) .
D(A) ile ;
D(A4) = {F € H|F1(x) ,Fi(x); [a,b] arahginda mutlak siirekli,
KF)) € Lyla,b], CosoF,(a)+SinaF (@) =0ve F, =R/(F1)}  (2.5)

kiimesini gosterelim. A , tanim kiimesi D(A) ve

_( 1) j:( ~F () + g1 (%) j
> (—R(Fl) By -y ) TSP

ifadesiyle tanimlanan bir operator olsun. Boyle tanimlanmig A operatorii , H uzayinda
yogun bir alt kiimede tanimlanmig kendi kendine eslenik operatordiir. Tanim kiimesi
D(A) 'nin , H' da yogunlugu , giris bolimiinde ispatladigimiz gibi gosterilebilir.

A" nin simetrik oldugunu gosterelim ; F, G € D(A) olsun.

_ —F’l’+q(x)F1j (Gl(x)]j
(AF, Gy (( _R(FY) '\ RI(GY) ,

:((—Fi’m(x)ﬂJ( G1(x) D
k) ) \paim-pioio ),



= [ F! + q@)F1)Grds ~ LRE )G () - PG (B))

- b n .
= PG |2+ FG| + [ (7 + 4051 ) Frdke - REDPIG10) - BrGHB)

= —F,(O)Gi®) + F{@Gi@ + F(B)GT (0) - F1 (@G @) - [, F1Gldx

~(B1F1(D) - B2F1(B))(B1G1(B) - BLG1 (D))

({ F LG +q()G, n ~
- [( RI(F) j ’ ( 1~R(G1) . (.46 -

(AF,G)=(F,AG)

A" nin simetrikligi ispatlandi. Kendi kendine eglenik oldugunu sonra gosterecegiz.
A" nin rezolventini bulalim. A ' nin rezolventini olugturmak igin (2.1)

denkleminin
@, (a) = Sino. , Dj(a)=—Coso.
ve
x.(8) = BoA+B2 , x3(6) =P1A+B1

baglangig sartlarini saglayan @(x) ve %1(x) ¢oziimlerini gbzonine alaim. Son ifadeleri

strastyla
®;.(a) ] :[ Sina, j
( ) (a) —Cosa, 2:6)
ve
11(5) j :[ BIA+ B2 )
(xi(b) BiA+B1 @7

seklinde yazalim. Burada A € € keyfi sayidir. W(A) ile bu ¢6ziimlerin Wronskiyan
determinantini gosterelim ;

W) = W(@a, x2) = o.()14.(6) — PLONKAG) - (2.8)



(1.1) denkleminde birinci tiirevin katsayist sifir oldugundan W, x ' den
bagimsizdir. Buna gore (2.8) esitliginde x=b yazalim.

W) = 0. (5)x1(0) - D(B)x.(8)
= O1(B)(BIA +B1) - DLB)(B2A +B2)
= (B1D(D) - BLPLDNA+ B1 D1 () — B2D3(D)
= AR/ (©)) + R(Dy) (2.9)
(2.7) ' ye gore
R(12) = B12a(5, 1) - B2 (5, 1)
= B1(B2%+B2) ~ B2(BIA+B1)
= B1B2~ BB
R(p)=p (2.10)

dir. (2.7) ifadesinde A € € keyfi say1 oldugunda yx(x) fonksiyonu (2.3) sinur gartlarim
saglar. Burada W(A) Sturm-Liouville probleminde [12] ortaya gikan fonksiyona benzer
oldugundan W(A) ' nin sifirlari reel ve basittir. Bunlart Ag A1, A2, ......, Ay, ... i€
gosterelim. Ozaman A operatoriiniin A, 6zdegerine kargihk gelen 6zfonsiyonu

_[ ®a,x)
®n= [R’((Dx,,) ] @11)

seklinde olacak. A simetrik operator oldugundan dolayi

(@, ,)=0 nzm 2.12)

olacak. (2.6) ve (2.7) baslangi¢ kogullarindan [11] @y (x) ve % (x) fonksiyonlari x ' in
[a,b] araligindan alinmig her bir degerinde A ' nin tam fonksiyonlaridir. Bundan dolay:
W(A) tam fonksiyondur.



o, ¥, x) j
¥, = = 2.13
AT (R’(‘{’,,) (2.13)
ve %, # 0 oldugunda
Xra(¥) = K D2, (%) (2.14)

olsun. (2.13) 'de ¥, , A operatoriiniin normalize edilmis 6z fonksiyonudur. Green

formiiliine gore

[} @10, (e = 0 0) @1

dir. (2.14),(2.7) ve (2.9) formillerini kullanarak
Wo(@n,, P1) = —K5 [AaR (1) + R(D)]
==K [WA) + (hn — MR/ (D3] (2.16)

esitligini elde ederiz. (2.16) esitligini géz Oniine alarak (2.15) ' de A — A, olmak iizere
limite gegelim.

W@, D) {_ _I[KO»_) / “
Jim === =lim (K gy TR

| e W) =W(As) | }
— _p-1 . /
=-K, Lhn)}” T xhnxl,, R/(®))

=K' W (Ay) - K;'R/(®3,)

. b b
lim [ ©3,)P1, (ke = || @, ()
olur. Béylece
[*(@s.)%dx = K7 [ W/ () + RI@3,)] 2.17)

dir. (2.14) ve (2.10) ifadelerinden A = A, oldugunda

RU(®2,) =2 (2.18)

n
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yazabiliriz. (2.17) " de K_ ' nin (2.18) ' deki degerini yazalim. Ozaman ;
4
1@, 112 = @3, (ke + HR/(D2,)T°
= W)+ RU(@)] + 5 IR/(@s,)1

- R(‘D’w)[ W/ () + RI(@3,)] + SIR/(@s,)]

= LR/(@,)W'(0n)
dir. Boylece
10,112 = R/ (@3, W7 (r) (2.19)
ifadesi elde edilir.
A-AD=F (2.20)

denklemini , F , H' nin keyfi elemani olmak tizere , ¢6zelim. Eger (A —4) operatoriiniin
rezolvantini R(A; 4) ile gosterirsek (2.20) denkleminin ¢6zimii

@ = RO AF

seklinde olacaktir. R(A; A)F ' nin agagidaki formda oldugu kolayca goziikkmektedir.

( (éx)\, 7F) \
L4 :RO\,,A)F: LR/I:(GL% ,1:)] J (221)
dir. Burada
= | G,.,n )
Caa = (R’(G(x, W) (2.22)
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ve
1a@)PA ()
, asy<x<b
G, M) =14 amimno) (2.23)
1 AMJ , as<x<y<b

dir. (2.21), (2.22) ve (2.23) formiillerini kullanarak sunlan yazabiliriz.

Sabit tutulmus keyfi xe [a,b] igin G(x, . , A) ; (1.2),(1.3) sartlarini saglar. (2.24)

A, W) 'nn sifirlan degilse R(A, A)F € D(4) dur. (2.25)
FeD(A) ise R(A, A)(A—-AF =F (2.26)
ve
. 1
FeH ve ImA= 0 ise ||R(\, A)F]| < T HF]| dir. (2.27)

A’ nin kendi kendine eglenik olmasi A = i oldugunda (2.20) , (2.21) ve (2.25)
ifadelerinden elde edilir.

R(A, A)F fonksiyonunun A ' ya gére meromorf oldugunu kullanarak (2.14) ,
(2.18) ve (2.26) ifadelerinden

Co(F)=(F, ¥, (2.28)
olmak lizere
res R\ AF =Cu(F)Y, (2.29)

elde edilir. Benzer sakilde
res (RGOS F,F) = |Ca(®)? (2.30)

elde edilir. Boylece agagidaki agilim teoremini ispatlayabiliriz.

Teorem :
i) FeH olsun. Ozaman

I|FII = g ICa®)? . 231
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ii) Fe D(A) oldugunda

F=3 (F.¥.)¥, (2.32)
n=0

serisi birinci bilegenine gore [a,b] ' de mutlak ve diizgiin yakinsak , ikinci bilegenine gore
ise mutlak yakinsaktir.

(2.32) formiiliiniin birinci bilegeni diferansiyele sahip , tiirev serisi [a,b] ' de

F{(x) ' e mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Teoremin her iki kism1 , birdigerinin ispat: igin
kullanilabilir. Fe D(A) oldugunda i) ' nin ispat: (2.26) ' dan yararlanarak [12] ' da oldugu

gibi ispatlanabilir. ii) ' nin ispat1 ise Parseval esitligi kullanilarak yine [12] ' daki yéntemin
yardimuyla elde edilir. (2.32) deki ikinci bilegenin mutlak yakinsaklig ise keyfi Fe H igin
gergekten dogrudur. Asagidaki sonug Walter ' in [14][sayfa 305, teorem 2] sonucuna

kargiliktir .

Sonug:
(2.13) deki ¥, (x) ozfonksiyonlan agagidaki 6zelliklere sahiptir.
(i) [a,b] araliginda ortaquadratik anlamda yakinsaklik kosuluyla ,

1 > RIW)E()=0 drr. (2.33)
n=0
(i) %nj:,)(lz/(q?,,))2 =1 . (2.34)

(iii) Keyfi F1(x) € L[a, 8] igin [a,b] araliginda ortaquadratik anlamda yakinsaklik
kullanilarak

Fied = gﬂ (WXZILZN (2.35)
(iv) Her bir F'1(x) € L[a, ] igin

S ([ rowate) RC¥D =0 dnr (236)
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A operatériiniin 6zvektdrlerinin tamhig yukardaki teoremin -i) sikkindan goriliir.

H = L>[a, b]®C Hilbert uzayina ait herhangi F vektorii agagidaki agiliga sahiptir.

el

j S ([0 Fiwactes 4R/ (2)) #a0)

go ([0 @+ LR (2 RACE) @37)

_| F1(o)
F_( F,

Burada seriler H normu anlaminda yakinsaktirlar. Eger F elemanim , F = [ (1) )

seklinde segersek (i) ve (ii) 6zellikleri (2.37) serisinin H normuna gére yakinsakligindan

elde edilir. Eger F'i, F= (F lé") ] seklinde alirsak ozaman (iii) ve (iv) ozellileri

yine (2.37) serisinin H normuna yakinsakhgindan elde edilir.

3. OZDEGERLER VE OZFONSIYONLARIN ASIMPTOTIK iFADELERI.

Yukardaki teoremin -i) sitkkindan A operatériiniin spektrumu , w(A)
fonksiyonunun stfirlarindan ibaret oldugu agikardir. ®;(x) ' in Titchmarsh[12] ' n
asimptotik formiiliinde x=b yazarsak ve bunu (2.9) ' da yerine koyarsak [A| — o
giderken w(A) i¢in gesitli hallerde asagidaki formiiller elde edilir.

Lhal: B5#0 , o#0iken

w(k) = B4s>Sin s(b — a)Sino + 0(1s|2exp [£](b - a)) . (3.1)
2.hal: B, #0, =0 iken

w(}) = B4s*Cos s(b —a) + O(|slexp [¢](b - a)). (32)
3.hal: B5=0, o #0 iken

w(h) = Bs2Cos s(b —a)Sino. + O(|slexp |](b - a)). (3.3)

4.hal: B5=0, a =0 iken
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w(h) = —B1sSin s(b — a) + O(exp |£|(b — a)). (3.4)
Buradasvet
s=JA =c+it 3.5)

seklinde tamimlaniyor. Bu formiillerde s=it (t>0) yazarsak A ' mn yeterince biiyiik negatif
degerlerinde w(X) # 0 elde edilir. Bu durumda A ' nin spektrumu biitiin hallerde alttan
simirhdir. Rouche[13] teoremine gore yeterince biyitk kapali egrinin iginde w(A) ' nin

biitiin (3.1)~(3.4) hallerinde ayn1 sayida sifirlara sahip oldugu elde edilir.
Eger w(A) ' nin sifirlart Lo <A, <A, <.... ise ozaman n' nin yeterince biiyiik

degerlerinde
(_%)TC (_%)n 1.hal 3.6
b <5< Py (1.hal) 3.6)
(n ~1n (n + %) T
b << (4.hal) 3.7
ve
(n-Dm ny
b —a <s"<_b—a ) (2. ve 3. haller) (3.8)
dir. Yukaridaki formiillerde
_(m-Dn
Sn="p +85 (1.hal) (3.9
Sp= bi_"a +8, (4.hal) (3.10)
ve
(n - %) T
Sy,:—m—-l-sn (2. ve 3. haller) (311)

yazarsak 8, = O(n™!) olur.

Regiiler Sturm-Liouville probleminde oldugu gibi Titchmarsh[12] yéntemini
kullanirsak 6zdegerlerin sonraki yaklagtmum elde edebiliriz. 1. hali gézéniine alalim.
Titchmarsh[12] ' da oldugu gibi ®4(x) igin integral denklemi ve (3.1) deki s* ' nin diger
biitiin terimlerini kullanirsak ve (3.9) 'u (3.1) ' de yerine yazarsak ;



15

Sind,(b—a)= %—6;—511_—61){ —Cota — E/ + —I Cos s,(y — a)q(y)@xn(y)aj/} + O( >
2

(3.12)

elde ederiz.
@, () fonksiyonu igin Titchmarsh[12][sayfa 10,denklem(1.7.3)] kullanarak

asagidaki formuli yazabiliriz.

I Cos s,(y — a)q() ., ()dy

Smoc

=1 1" g0y + L [0 Cos2 s, gty + 007, G.13)

Riamann-Lebesque[15] teoremine gore q(x) fonksiyonu [a,b] de sunirh
varyasyona sahip ise ozaman (3.13) ' iin sag tarafindaki ikinci integral O(n™) ' e esit
olacaktir. (3.12) ve (3.13) ifadelerinden

(
&, = (n_ll)ni~Cotoc— LI I q(y)aj/} +€n (3.14),

elde edilir. Burada €, = O(n?) dir.
(3.14) ile tamimlanmug €, ' nin degerini (3.12) ' de yerine yazarsak gézoniine

aldigimiz 1.hal gosterilmis olur. (2.13) normalize edilmis 6zvektoriniin , birinci bileseni
i¢inx € [a,b] ' ye gore diizgiin olarak

¥,(9) = | 72— Cos (("’* ?’fg‘_a)) +o(}) (3.15),

asimptotik davranigini elde ediyoruz. Bu ifadenin elde edilmesinde (3.9) , (3.12) ifadeleri
ve @;,(x) igin (R/(P3,)=O(m™")) integral denklem alinarak @,,(x) igin asimptotik
formiil kullanilarak ||®,||? ' nin tahmini yapilmistir. Diger haller igin benzer formller
agagidaki gibidir.

2.halde;

_1
S, = ( 2)71 1 JB: %J‘j q(y)aﬁf} +O(nl—2-) (3.14),

N Rt
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¥,(x) = J_ Sin n__ n(x ? +0(%) (3.15),

3.halde;

(n—%)n 1

" T —%)nrc"’“*s 3 Lo} <o(E) 6,

W, () = r Cos (-4 n(x ? +o(3) (3.15),

4 halde;
$n= T a+ﬁ{ 1] q(y)ay}+0( ) (3.14),
P, (x) = b_ Sir (”ﬂb(x_ "a")) +0(-}3) (3.15),
Ornek 2:

(2.1), (2.2), (2.3) probleminde 6zel olarak a=0 , b=1, q(x)=0, a =0,
B1 = B% =0 olsun. Bu durumda (2.1) , (2.2), (2.3) problemimiz

=%y ; 0<x<1 (3.16)
1(0) =0 (3.17)
Y1) =2(1) (3.18)

sekline gelir. Bu halde (3.16) , (3.17) , (3.18) problemine karsilik gelen A operatériiniin
ozdegerleri CosJA = JA SinA denkleminin A1, Az, As, ..... kokleri,normalize edilmis

Ozfonksiyonlar ise
W) = [S’f"/m]
Sin Jhn
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seklinde olacak. F = (f}x) ] e H keyfi eleman igin (2.32) agilim formiilii
1

n=1

j i nSin Ay X
| S oSindm,
n=1

_| )
F_[ S

seklinde olur. Burada

[ fo0)Sin J% xdde+ £ Sin J R
B (1+Sz‘n2 K,,)
2

n

dir. Bu formil ilk kez R.E Langer[7 ]’ in ¢aligmasinda elde edilmigtir.(Bak[5]).
Ornek3:
Ornek?2 ' yi 1s1 denkleminin baglangig simir deger problemine uygulayalim.

%—;‘:%? O<x<1, >0 (3.19)
#(0,1) =0 (3.20)
w(1,0) = (1, ) (3.21)
u(x, 0) = (x) (3.22)

olsun. (3.19)-(3.22) problemini Fourier yontemi ile ¢6zmeye galigalim.
u(x, ) =X)I(®# 0

% = X)T'(0)
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%xz—’z’ = X" (o) T(d).

(3.19) "a gore ;
X)) =X"(x) 1)

X0 _To_

X - 10 -

X"(x) = -AX(x) (3.23)

() = -\T(0) (3.24)
olur. (3.20) ' den

u(0,8) = X(O)T() =0 , X(0)=0 (3.25)

ve (3.21) ' den
ux(1,0) =X ()T = -X()HT'(H) = X(DAT

X'(1) = AX(1) (3.26)

dir. Elde ettigimiz bu (3.23) , (3.25) ve (3.26) formlar1 , 6rnek2 ' deki (3.16) , (3.17),

(3.18) problemi ile aynidir. Bu (3.16)-(3.18) probleminin 6zfonksiyonlarinin ,
L,[0,1]1® € uzayinda tam ortonormal sistem olusturdugu bellidir. (3.24) ' den

700 = A Tu(0)
ve buradan
T.(t) = cnexp (Anl)

buluruz. Burada c_' ler keyfi bilinmeyen sabitlerdir. (3.16)-(3.18) probleminin
dzfonsiyonlarinin L,[0, 1]®€ uzayinda tam ortonormal sistem olusturdugundan dolay:

u(x, ) = X, cnexp (~And) SinAn x
n=1

ve
u(1,0) = 2, cuexp (~A.DSin [A,
n=1

yazabiliriz. Son iki ifadede (3.22) ' yi g6z6niine alalim ve t=0 kabul edelim.
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u(x,0) = i CnSinJh, x = @(x)
n=1
ve

u(1,0) = 2, caSinJhn = o0(1)
n=1
ifadeleri elde edilir. Diger yandan , 6rnek2 ' deki o, esitligini ele alarak

[} 0C)Sin X xde + p(1)Sin K
(1ssin? 2 )
2

Cn= 3.27)

esitligini yazabiliriz. Boylece biz gézonune aldigimiz (3.19)-(3.22) probleminin
¢Oziminun

u(x, 1) = 2, cnexp (—Aa0)Sin fh, x
n=1

seklinde oldugunu elde ettik. Burada c_ sabitleri , (3.27) formulu ile veriliyor.
Sonug olarak ; Agilim teoremini , gesitli sinir deger problemlerine bu gekilde

uygulamak miimkiindiir.
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