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OZET

H ayrilabilir bir Hilbert uzay: olsun. L(E3; H) ile E3-Euclidean uzayinn {ist yan
bolgesinde tanimlanmig, deferleri H Hilbert uzayinda olan ve normunun karesi
integrallenebilir fonksiyonlar uzaym goésterelim. H; = L2(E}; H) uzayina ait keyfi f(x) ve
g(x) fonksiyonlar: igin

€ )y, = | (), 80mdx
Ej

ifadesi bir skaler ¢arpim tamimlar. H, uzay: bu skaler ¢arpima gére aynlabilir bir Hilbert

uzay! olugturur.
L2(E3; H) uzayinda operatér katsayih

-Au+Qx)u,x € Ef
diferansiyel ifadesi ve
u(xla X2, x3)lx3=o =0

siiir gart1 ile bir L, simetrik operatdrii olusturulmugtur. Burada Q(x), Vx € E3 igin
kendine es, alttan sinirh ve tersi tam siirekli olan bir operator, —A ise ii¢ boyutlu Laplace
operatoridir. L, operatoriuniin kapanigimt L ile gosterelim. Baz1 sartlar altinda L
operatorii kendine eg olur.

Boylece elde edilen L operatoriiniin spektrumunun saf-ayrik oldugu ispatlanmug
ve L operatérinin A >0 sayisim asmayan 6zdegerler sayist olan N(A) fonksiyonu

icin

N(x)~g11%5; .(J‘m(l—ai(x))%dx, A —>

asimptotik formiilii elde edilmigtir. Burada o1(x) <a2(X) <...0(x) < ... fonksiyonlar
H Hilbert uzayinda doniisiim yapan Q(x) operatériiniin 6zdegerleridir.




SUMMARY

Let H be a separable Hilbert space. L,(E3; H) is the space of functions which
consists of all functions defined in EJ that satisfy square-integrability condition, and their
values are in H. Where E3 is the upper half part of Euclidean space.

The following expression

€9y, = | €, 56)ndx
Ef

defines a scalar product for arbitrary functions f{(x) and g(x) belonging to
H; =L,(Ej; H). The space H, forms a separable Hilbert space with respect to the scalar

product given above.

A symmetric operator L, is constructed by the differential expression
—Au+Q(x)u with operator coefficient and the boundary condition u(x1,X2,X3)|,,o =0
in Lo(E3; H). Where Q(x) is a self-Adjoint and positive definite operator for every
x € E}. It is also assumed that Q!(x) is a completely continuous operator for every
x € E¥. —A is a three-dimensional Laplace operator. We denote by L, the closure of the
operator L, . The operator L becomes a self-adjoint operator under some conditions.

It is shown that the spectrum of the self-Adjoint operator consists of eigenvalues
of L, that is, purely discrete and asymptotic behaviour of the function N(A) is found
as

NQ)~ 572 ] 0-aipien, aoe
iLX

Where N(A) is the number of eigenvalues of L not exceeding A and
a1(X) <aax) <...0n(x) <... are the eigenvalues of the operator Q(x) defined in H.




1. Girisg

E herhangi bir lineer uzay ve A, E nin D(A) lineer alt manifoldunda tanimlanmig
lineer operator olsun. A kompleks sayist i¢in Au = Au denklemini saglayan u # 0 vektorii
varsa, A sayisina 6zdeger, u ya ise A ya karsilik gelen 6zvektor denir. E belirli bir uzay, A
ise belirli bir operatér olduu zaman, A nin 6zdefer ve Ozvektdrlerinin bulunmasi,
operatorlerin spektral teorisinin temel konusudur.

Baz basit diferansiyel ifadelerle olugturulan operatérlerin 6zdegerleri kesin olarak

bulunabilir. Diferansiyel ifade biraz karmastk ise 6zdeZerler kesin olarak belirlenemez.
Omegin; E = L,(0, ©) Hilbert uzayi, A ise bu uzaym D(A) alt kiimesinde;
Au=—u", O0<x<m
ifadesi ile tanimlanmig operatér olsun. D(A) nin;

u(x),u’/(x),u”(x), 0<x<m aralifinda strekli ve
u(o)=u(m)=0

kosullarm1 saglayan u(x) fonksiyonlarindan ibaret oldugunu varsayalim, bu durumda
Au = Au 6zdeger problemt;

~u”/ =, O<x<m
u(0) = u(m) = 0

seklinde yazilabilir. Kolayca goriildiigi gibi, A nin 6zdegerleri A, =n?, bunlara kargilik
gelen dzvektorler ise; sinnx lerdir (n=1,2,...).

q(x) keyfi siirekli reel fonksiyon ise;

—u”+qxu=M, O<x<=w 1)
u(0) =u(m) =0 2




probleminin 6zdeger ve dzvektorleri kesin olarak yazilamaz. Bu problemlerde 6zdeger ve
Ozvektorlerin n—> o igin asimptotik davraniginin bulunmast aynica buytk Onem

tasimaktadir. (1)-(2) probleminin 6zdeger ve o6zvektorlerinin bulunmasi problemine
regiiler Sturm-Liouville problemi denir. Gegen ytizyllda (1)-(2) problemi Sturm ve

Liouville tarafindan incelenmistir. Ozel olarak q(x) reel degerli, siirekli bir fonksiyon ise
(1)~(2) nin spektrumunun sadece A; <Az <... <Ap<... Ozdegerlerinden ibaret ve

An =02 +0(1) (3)

asimptotik davramigina sahip oldugu gosterilmistir. Eger q(x) k. mertebeden tiireve sahip
ise (3) ifadesi;

—n2 [ RN v/ S B
An=n +co+n2+ +n2k+o(n2k)

seklinde yazilabilir.

1908-1911 yiltarinda L,(0, o0) uzayinda;

—u”/ +q(x)u=Au, O<x<o 0]
u(O)cosa+u’(O)sina=0, a e [0,%) 5)

probleminin 6zdeZer ve Ozfonksiyonlan incelenmigtir. Bu halde spektrum sadece
dzdegerlerden olugmayabilir, siirekli kisma da sahip olabilir, hatta q(x) e bagimh olarak

hicbir dzdeger olmayabilir. (4)-(5) probleminin spektrumunun saf-ayrik, yani sadece
dzdegerlerden ibaret olmasi igin, q(x) in hangi 6zellife sahip olmas: gerektigi problemiyle

ilk olarak K Freidrichs ugrasmis ve ;gg’ qx) = ise spektrumun  sadece;
M. S <...(n > 0,A; > ©) 6zdegerlerinden ibaret oldugunu
gostermistir(1934). Burada A, nin nasil bir asimptotik davranisa sahip oldugu yani hangi
hizla sonsuza gittiZi problemi ile kargilasiimigtir. Genel olarak x — o0 igin q(x) —> o
olan herhangi bir fonksiyon oldugundan dolayi, A, nin asimptotik davranmginin bulunmasi

miimkiin degildir. Bunun yerine A, lerin yardimi ile olusturulan N(A)= X 1
)\anSAa




fonksiyonunun A — oo icin asimptotik davramgim bulmak miimkiindtr. N(A) A sayisint
agmayan o6zdegerlerin sayisidir.

q(x) lizerine bazi ilave sartlar ekleyerek T.Carleman;

NY=% [ A-q@dll+o] , A (6)
q(®)<h
oldugunu ispatlamigtir. Bazi hallerde ise, N(A) nin asimptotik davramigim kullanarak A,
nin asimptotik davramsi bulanabilir.

Ayrica benzer incelemeler;
-1 '
EDMu® + Y qeu® P +q(xJu=2Au, a<x<b @)
=

formundaki diferansiyel denklemler iginde yapilmigtir. Burada a,b sonlu (regiiler hal)
veya sonsuz (singiiler hal) alinabilir. Diferansiyel ifadenin katsayilarinin ozellikleri goz

oniine alinarak, (7) problemine sinir sartlan eklenir.

Kismi tiirevli denklemler igin de benzer ¢aligmalar yapilmistir. Burada da, kismi
tirrevli denklemle tamimianan sinir deger probleminin, 6zdegerlen ve dzfonksiyonlan her
zaman kesin olarak belirlenememektedir. Ancak, bazi 6zel kismi diferansiyel denklemler,
ozel bolgelerde tammlandifinda, dzdegerler ve 6zfonksiyonlar kesin olarak yazlabilir.

Ornegin; kare bolgede tanimlanmis Dirichlet sinir defer problemini géz oniine alalim:

—Au=2du, x=(x1,X2) O<xj<m, O<x<m, 3)
ulr=0. ©®

Burada; T, [0,7]x[0,x] kare bolgesinin simindir. (8)-(9) probleminin 6zdegerleri;

Amn=m?+4n? , mn=+1,%2,... ;

bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise;




Umn = SInmx;sinnx, , myn==+1,+2, ...

olur. Eger (8)-(9) probleminde, (8) in sol tarafindaki ifadede —A yerine —-A+q(x)
yazarsak, veya [0,%]x[0,] kare bolgesini bir bagka bolge ile degistirirsek, elde edilen
problemin 6zdeger ve 6zfonksiyonlan kesin olarak yazilamaz. Burada; q(x) siirekli reel

degerli bir fonksiyondur. Bundan dolayl, G herhangi bir diizlem bélgesi ise:

-Au+q(xu=2Au, x=(x1,x2) € G (10)
UIaG=0 . (11)

(burada 6G, G bolgesinin siundir.) probleminin 6zdeZerlerinin asimptotik davraniginin

bulunmasi énem tagimaktadir, Ilk olarak 1912 yilinda, Alman matematik¢isi H.Weyl

tarafindan, N(A) = X}: 1 fonksiyonunun A — o i¢in asimptotik davramigt bulunmustur.
<A

Burada A; <A2<...<An<... (10)-(11) siur deger probleminin 6zdeZerleridir. ki

boyutlu hal i¢in; H-Weyl tarafindan N(A) fonksiyonu i¢in bulunan formiil:

NG =294 - Lo /1 o) (12)

sekiindedir[20]. Burada A, , G bolgesinin alani , L ise G nin gevresidir. (12)
formiiliinii kullanarak A, 6zdegerinin;

An = cn+o(n)

seklinde oldugu gosterilebilir. Burada ¢ belirli bir sabittir. Weyl'den once, fizikgiler J.
Jeans ve H.Lorentz elektromanyetik dalgalar teorisinde, spektrumun cismin hacmini
tammladifii tahmin etmiglerdi. Weyl, (12) formiili ile bu hipotezin dogrulugunu
kanitlamigtir.  Titresim yapan cismin seklinin, Ozdegerlerin asimptotik ifadesi ile
belirlenmesi hakkinda, M.Kac'in makalesi 6énemlidir[7]. 1950 yillarinda L,(E,) de, yani,
ii¢ boyutlu Euclidean uzayinda tammlanmiy ve karesi Lebesgue anlaminda

integrallenebilir olan fonksiyonlar uzayinda;

-Au+q(xju=Au, xe€kE;




Schrodinger denklemi ile olusturulan operatoriin(singiiler hal), 6zdegerleri sayisinin

asimptotik davramigt bulunmugtur. Bu durumda, genellikle (13) probleminin spektrumu
ayrik olmayabilir. Bu problemin, |[x| — oo igin q(x) = o ise, spektrumunun sadece,
A <A2<... €M<, (Ap—>®, n—>w) Ozdeferlerinden ibaret oldugu, ilkk defa
T.Carleman tarafindan gosterilmigtir. Bu probleme karsilik gelen N(A) fonksiyonunun
A — o i¢in, asimptotik davranigi ise, J.S.De Wet ve F.Mandl tarafindan

NOY =55 | ~q(x)*2dx[1+0(1)] (14)
6T g
olarak bulunmustur[19].

Titchmarsh 1953 yilinda, q(x) tizerine daha az sartlar ekleyerek ve T.Carleman'a
ait, Tauber yontemini kullanarak (14) formiiliinii ispatlamistir. 1950'den bu yana (13)
ifadesindeki Schrodinger operatdrii yerine, kendine es pozitif tanimh daha genel eliptik
diferansiyel operatérler alinarak, 6zdeZerlerin asimptotik davranigt incelenmigtir. 1967
yilina kadar olan caligmalar C.Clark'in galismasinda[3] , 1967'den 1977'ye kadar olan
cahigmalar ise, A.G. Kostjucenko ve 1.S.Sargsjan'nin kitabinda[12], 1977'den sonrakiler
ise, "Mathematics Review" in farkh sayilarinda verilmigtir.

Matematik fizikteki birgok denklemleri, kismi tiirevli denkilemlerin ¢ogunu,
sonlu veya sonsuz sayida adi diferansiyel denklemler sistemini, integro diferansiyel
denklemleri, vs operator katsayih diferansiyel denklem geklinde yazmak miimkiindiir.
Bundan dolay, katsayis1 operatér degerli fonksiyon olan, diferansiyel denkiemlerin
spektral analizinin incelenmesi bityiik bir 6nem tagimaktadir.

1967 yilinda potansiyeli(katsayisi) sinirsiz operatdr degerli fonksiyon olan Sturm
Liouville probleminin 6zdegerleri sayisinin asimptotik davranigini, ilk olarak B.M.Levitan

ve A.G.Kostjucenko incelemigtir[ 10]. Simdi bu problemi g6z 6niine alalim.
H herhangi bir ayrilabilir Hilbert uzay: olsun. L,(a,b;H) ile (a,b) (-0 <a <b < )

aralifinda tanimlanmis degerlei H wuzayma ait, Bochner anlaminda kuvvetli
Slciilebilir[21] ve

b
[ Il dx < o0




ozelligine sahip f{x) fonksiyonlar uzay olsun. L,(a,b;H) uzay1 f(x), g(x) € L2(a, b; H) ise
b
(£ 8)1 = [(7x), 809)dx

skaler ¢arpimu ile bir aynlabilir Hilbert uzayr olusturur. Burada (f, g), H uzayinda skaler
carpimu gostermektedir. B.M.Levitan ve A.G Kostjucenko;

—u/+Qxu=Au, —-w<x<owo (15)

probleminin, La(-o0,00;H) uzayinda spektrumunun aynk oldugunu ve o6zdegerler
sayisinin asimptotik davramigim bulmuslardir. Burada Q(x), Vx € (-, o) igin bir D c H
tamm kiimesine sahip, kendine e§ ve Q(x) I sartim saglayan bir operatdrdiir. Burada I
birim operatordir. Ayrica Q7(x), Vx € (—o0,®) igin tam siirekli (kompakt) operatsr
oldugu da kabul edilmigtir. Q(x) in 6zdegerleri o 1(X) < (X)) <... < an(X) <...0lsun.
Q(x) e bazi ek sartlar ilave ederek (15) sinir defer probleminin spektrumunun, sadece
Ozdegerlerden olustuu gosterilmistir. Bu 6zdeferleri ; Ay <A <...< <.,
(An — ©, n —> ) ile gdsterelim. N(A) nin;

N ~ 1 ; j)d(x — () 2dx , A —> o (16)
o(x

seklinde oldugu ispatlanmistir. Ornegin sonsuz sayida;
—uf’*fv* r®uk=Ay; , j=12,... a7
=1

diferansiyel denklemler sistemi (15) seklinde vyazlabilir. Burada H=1,,

Q) = (qjx(x)) %=1 - Ozel olarak 0, (x) kosegen bir (ax(x)0x; = ouk(x)) matrisi ise ; (17)
sonsuz sisteminin A degerini agmayan OzdeBerleri sayistiin asimptotik davranigi, (16)
formiila ile verilir. (15) probleminin kapsadidi bir baska 6mek olarak, sonsuz silindirde

verilmig, Schrodinger denklemi i¢in 6zdegerlerin bulunmasini gosterebiliriz.




Katsayilar operator olan;
n-1 ‘
EDPu® + 30 Qi u® D + Quu(u=2u, -—-o<x<®
=2

probleminin 6zde@erleri sayisimin asimptotik davramig M.Bayramoglu tarafindan
incelenmistir{1].  Burada Q,(x),...,Q,(x) Vx e (-o,) igin, Hilbert uzayinda
tammlanmis kendine eg operatorlerdir.

Operator katsayih denklemlerin spektrumunun incelenmesi ile ilgili galigmalar
arasinda, K.Boymatov[2], M.Otelbayev[17], M.Z.Solomyak[18], V.I.Gorbachuk ve
M.L.Gorbachuk[6], B.M.Levitan ve I1.S.Sargsjan[15], Serge Levendorskii[14],
E.B.Davies[4] ¢alismalarini sayabiliriz.

Diferansiyel denklemlerin 6zdeger probleminin, bu denklemlerin Green
fonksiyonu ile siki iligkisi vardir. Bundan dolay: ; katsayist operatoér olan diferansiyel
denklemlerin 6zdegerlerinin yanisira, bunlarin Green fonksiyonlart da incelenir. Ayrica
Green fonksiyonunun incelenmesi tek bagina da énem tagimaktadir ve bu konuda ¢ok
sayida ¢aligmalar mevcuttur.

Bu ¢aligmada, {i¢ boyutlu Euclidean uzayinin st yan bolgesinde tamimlanmisg
katsayis1 kendine es operator degerli fonksiyon olan Schrodinger denkieminin
spektrumunun aynk oldugu gosterilmis ve GzdeZerleri sayisinin asimptotik davranigt
incelenmigtir. Ortaya konulan problemin incelenmesi igin genel olarak iki ydntem
kullanilir, Varyasyonel yontem ve T.Carleman'nin Tauber yontemi. Bu g¢aligmada
T.Carleman tarafindan bulunmus olan Tauber yontemi kullamimugtir. Bu yontemle,
incelenmesi gereken operatdriin parametre igeren bir fonksiyonu olusturulur,
Parametrenin kiigitk veya biiyiik degerlerinde, bu fonksiyonun asimptotik ifadesi bulunur.
Elde edilen asimptotik ifadeden Tauber teoremi yardimiyla, operatoriin spektrumunun
asimptotik davramigt belirlenir. Kullanilan operatér-fonksiyonlar géz Oniine alinan
operatériin rezolventi olabilecegi gibi, bu operator ile elde edilen parabolik veya
hiperbolik denkiemin, Green fonksiyonu da olabilir. Bu ¢aliyjmada, operatére karsilik
gelen parabolik denklemin, Green fonksiyonunun incelenmesi ile sonuca varimugtir,

Laplace  operatorine  karsihk  gelen parabolik  denklemi  kullanan




S.Minakshisundharam[16], Laplace operatorii yerine, keyfi negatif tanimli eliptik
operator alarak parabolik denklemi kullanan ise A.GKostjucenko olmustur[11].

Konunun kolay anlagilabilmesi igin bazi gerekli 6n bilgileri verelim.




2. On Bilgiler

E} ile t¢ boyutlu Euclidean uzaymn st yan boligesini gosterelim,
(B} = {x = (X1, %2,%3) € E3 : x3 20}). H aynlabilir Hilbert uzay1 olsun. H da skaler
carptmu (., .), normu ise|l. || ile gosterecegiz H; = L2(E3; H) ile ise E3 da tammlanmig
bochner anlaminda kuvvetli oigiilebilir ve

[ Iflifdx <o
E3

ozelligine sahip f(x) = f(x1, x2,x3) fonksiyonlar uzaym gosterelim. L2(E3; H) a ait olan
f(x) ve g(x) fonksiyonlar igin;

(€ 91 = |, (600, 5())dx

ifadesi H, de skaler ¢arpim tammlar. Bu skaler ¢arpim ile, H, aynilabilir bir Hilbert uzay:
olusturur. H da tamimianmig, A lineer operatoriiniin tamm kimesini D(A) ile
gosterecegiz.

D(A) Hda yogun bir kiime ise ve f, g elemaniari D(A) ya ait keyfi elemanlar

olmak tizere (Af, g)=(f, Ag) saglamyorsa A ya simetrik operator denir.
A herhangi simetrik operatdr olsun. Vf e D(A) i¢in
(Af, D) 2 y(£ D) (ALD<y({D)ise, A operatérine y sayis: ile alttan (istten) sl

operator denir. y > 0 (y < 0) ise, A ya pozitif (negatif) tamimlz operator denir.

f20, (AfD)>0((Af,))<0) ise A ya pozitif (negatif) operatdor denir.
(Af,f) > y(f f) ifadesi basit olarak A >yI seklinde yazilir. Diger ifadeler de benzer
bigimde yazilabilir.

Eger A >yl (y>0) kendine e§ operatdr ve spektrumu A; <Az<... <A <.,
lim Ay =0 ozelligine sahip 6zdegerlerden ibaret ise, A operatdriine saf-ayrik spektruma
sahiptir denir. A =A" >yl (y > 0) operatoriiniin saf-aynk spektruma sahip olmasi igin,

A" tam siirekli (compakt) olmas: gerekli ve yeterlidir. Bu halde A nin spektrumu,

TR 1S3 1 - ,(u,,zzl-— ,
n




10

olacaktir. A nin A ya kargihik gelen normalize edilmis 6zvektSriinii @k ile gosterelim.
(@, 9;) = 8y dir. Herhangi f € H vektori,

= 5t o0 @1
seklinde gosterilebilir. Eger f € D(A) ise;

Af= 2 M, 0100k (22)
dir. (2.2) yi sembolik olarak,

A= 2 Ml ., 0Pk
k=1

seklinde yazalim. Bu yaziliga A nin spektral aciligt denir.
F(x), [y, o) aralifinda tanimlanmig herhangi bir fonksiyon olsun. F(A) ile,

F(A) = £ FO.(, 0o @3)
operatoériinii tanimlayalim. F(A) nin tanim kiimesi D(F(A))

2 IFOII, 00" <0 @4)
sartin1 saglayan u € H elemanlanndan ibaret olur. Eger u elemamn (2.4) sartum saghyorsa;

2. FQu)(u, 010k
k=1
serisinin H da yakinsak oldugu kolayca gosterilebilir. Bu serinin toplamu,

F(A)u =§ FOM)(U, 00




11

ile gosterilir. (2.3) ten gorildiigi gibi F(A) nin eglenidi F*(A);
F*(A) = z Fu)(. . o1)ox

dir. F(A) nin kendine eg olmas igin, F(x) fonksiyonu x = Ay degerlerinde reel olmalidr.

Hiibert-Schmidt ve ¢ekirdek operatirleri:

A, aynlabilir bir Hilbert uzayinda herhangi kompakt operatér olsun. O zaman,
A*A kendine es negatif olmayan kompakt operatér olacaktir. A*A min 6zdegerlerini;

s22s3>...2822..., (sa>0)

ile gosterelim. Eger 2, sy, (p > 0) serisi yakinsak ise, o zaman A ¢ op diyecegiz. Ozel
k=1

olarak A € oy ise, A ya Hilbert-Schmidt operatorii, A € o, ise, A ya ¢ekirdek

operatorii denir. A>20 kompakt operatdr ise, $; =82 >...2>8,2>... sayilan A nn

1
©  \F
bzdegerleridir. A operatoriiniin p normu [JA]l, = (.; sﬂ) , Sk 2 0 ile tammlanir. A € o,
=1
Q0
ise tanima gore ), sk serisi yakinsaktir ve bu serinin toplamina A operatériiniin izi denir
k=1

ve tr(A) ile gosterilir. trA = 2 sx, 6; de bir norm tanimlar. Bu normu, || . ls, veyall .l
k=1

ile gosterecegiz. Efer A kendine es negatif olmayan operatdér ise bunun izi A nn
dzdegerleri toplamudir. Eger A= A" kompakt operator ise, A nin Hilbert-Schmidt (H-S)

operatorii olmasi igin, bu operatoriin 6zdegerlerinin karelerinin toplamindan olusturulan
serinin yakinsak olmasi yeterli ve gereklidir A€oz ve A,A2,...,An,... A nm

© 12
dzdegerleri olsun. | 2, ?s.i) serisinin toplami, 6, de bir norm tammiar. Bu norma A min
=1
© 12
Hilbert-Schmidt normuy denir ve Al = (’; ?\.i) ile gosterilir. A€ 6, (p=1) ve B
=1
herhangi lineer smnirli operator ise, AB € o, ve BA € o, dir. Ozel olarak A € 6; ve B

lineer simrh operator ise, JAB]; < [[All,IBI dir[8]. Burada || . ||, verilen Hilbert uzaymdaki
normu gosterir.
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3. Problemin Ortaya Konulmasi ve Katsayi Uzerine Konulan

Sartlar
H aynilabilir Hilbert uzayi olsun. L2(E3, H) uzayinda,
Iw)=-Au+Q(Ju, x=(x1,X2,x3) € E3
diferansiyel ifadesi ve u(xi,X2, x;)lxﬁ, =0 smir sart ile olusturulan operatérii L ile

gosterelim. Burada, Q(x), Vx eEj icin kendine es saf-ayrik spektruma sahip
operatérdir. Bu ¢aliyjmada, agafida belirtilen 1-8 kogullar saglandifinda L operatériiniin

kendine eg, pozitif tammli ve saf-ayrik spektruma sahip oldugunu ve L nin spektrumu;
AM <AL, SA <L

olmak tizere A y1 agmayan 6zdegerler sayisi,

N =Y 1= 30—\ (A>0 herhangi bir sayidir)
AnsA k=1

fonksiyonunun,

~ L (—o;(x)dx , A >

asimptotik davramgina sahip oldugunu gosterecegiz. Burada, 7% Heaviside
fonksiyonudur.

Q(x) Operatir Fonksiyonu Uzerine Konulan Sartlar:

1. Q(x) operatorleri, (x € E3) H da ayni bir D tamim kiimesine sahip ve Q*(x) = Q(x) > 1
olsun. Burada; I operatorii H da birim operatérdir. Q1 (x) operatdrli, Vx € Ej icin H da
tam stirekli olsun.
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2. |x—s| <1 oldugunda;

l[Q() - QEIQ*@)l| <Sbt” [x—s], be(0,32)
esitsizlifi saglansmn.
3. Herhangi k > 0 sayisi igin;

Q*x)ec o1 VxeE; ve j [Q*)||,dx <
E+

3
olsun. (burada || |, o1 uzaymndaki normdur.)
4. |x —s| > 1 oldugunda;

|| Qxpeel+1Q"*®)]| < Sbt

olsun.
5. |x—s| <1 igin;
lle==Q®, < le=
esitsizlii saBlansin. (burada c ve ¢, pozitif sayilardir.)
6. t— 0 (¢t > 0) oldugunda;
x2
J e le dx = o) | o] dx
E} E}
olsun.

7. c>0 keyfi sayi olmak tizere

* Sbt ile keyfi sabiti ifade etmekteyiz.
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[ le=2®}l,ax = 0(1) [ ], dx
E3 E}

olsun.

8. a1(X) <02(x) <... <oa(x) <... fonksiyonlan, Q(x) in H daki 6zdegerleri olsun.
Bunlarin yardimiyla;

=gz X [ (-oi6) e

fonksiyonunu olugturalim, Bu fonksiyon, herhangi ap >0 sayist igin, A >0 n biyik
degerlerinde Ap’(A) <aop(A) Tauber kogulunu saglasin.

L operatoriiniin olugturulmas::
M, ile asagidaki oOzelliklere sahip, u(x) € Lo(Ej,H) fonksiyonlar kiimesini
gosterelim.

1) VxeEf igin u®)eD, ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip ve
u(x1,x2,0) =0 kosunu saglayan siki destekli (compact support) fonksiyonlar olsun.

2) Q(x)u(x) i1se H da siirekli olsun.
L,(E3,H) uzayinda, tamm kiimesi D(L,)=M, olan ve

Lou=-Au+QX)u,u € D{Lo)

ifadesi ile tanimlanan operatérii L ile gésterelim. Bu sekilde tanimianan L, operatorii
simetriktir. L, m kapanmasim L ile gosterelim. 1-4 sartlan saglandiginda, L operatorii

kendine es operator olur[17].
L nin spektrumunun saf-aynk oldugunu ve N(A) fonksiyonunun asimptotik
davranigini elde etmek igin L operatérii ile ilgili;

%:Au—Q(x)u, xeE}, t>0 G.)

u(0,9) =¥(x),x € E5 , ¥(x) € L(E5; H)
u(t» x)'xg:() = 0
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problemin Green fonksiyonunu inceleyelim:

Once,

&

“=Au,xeEj, t>0

Sy

u(0,x) =¥(x) , x € E} , ¥(x) € Lo(E5; H)
U(t, X)ng:() = 0

probleminin Green fonksiyonunu bulalim. Bu problemin Green fonksiyonu,

Go(t,x,8) = 2/t )—3[e-"‘2'2 T ]I (3.4)

seklinde oldugu kolayca gosterilebilir. Burada s=(s,,s,,5,), §=(s,,8,-8,) (5,>0) dir
(3.1)-(3.3) Probleminin Green fonksiyonunu E.E.Levy metodu[5] ile;

G(t, %,5) = ™G (t, x,5) + [ dt [ Golt—1,%,E)e-9Wq(x, &, 5)dE (3.5)
0 E3

seklinde arayalim. Burada; ¢(t,x,s) bulunmasi gereken operatér degerli fonksiyondur.
G(t,x,s) fonksiyonunun,

% = AG- Q)G

denklemini sagiamasini isteyelim. Bu durumda; @(t, x, s) operatér fonksiyonu igin,

t
ot %,9) =K(t,x,9) + [ dt [ K(t—7,x E)p(r.5,9)d¢
(1] Ej

(3.6)

integral denklemini elde ederiz. Burada K{t,x,s):

K(t,%,5) = [Q(s) - Q)] @ Go(t, x,5)
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seklindedir. (3.6) denklemini iterasyon yontemi ile ¢6zelim. Ik yaklagim olarak,

K, (t,x,5)7K(1,x,5)
alalim ve

Knn(t,x,s) = Idt f Kit-1.xEKa(r,E,8)d (n=1,2,..) (3.3)
0 E3

iterasyon formiilinii olugturalim.
2 IKa %9,

serisinin yakmsak oldugunu gosterirsek,
o(t, x,5) =§ Ka(t,%,5)

ifadesi (3.6) integral denkleminin ¢6ziimii olur.
5 IKax 9,

serisinin yakinsakhigim gostermek icin, K,(t,x,5), K (t,x,5),... ¢ekirdeklerinin normlarint

sinirlandiralim.
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4. K (tx,s) ¢ekirdeklerinin ve o(t,x,s) fonksiyonunun
sinirlandiriimasi

Bu bsliimde; Ka(t, x,8) (n=1,2,...) ve ¢(t,x,s) i¢in gereken bazi sinirlandirmalar
yapacagiz. Bu smurlandirmalarda, daha 6nce belirttigimiz [AB|; <[All;|B] esitsizligini
kullanacagiz. Burada A € 61 ve B operatorii ise Hilbert uzayinda lineer sinirh bir
operatérdir.

x-si*<|x-s'|*, (x,s€E})

oldugundan dolay: (3.4) e gore;

x-812
IGo(t, x, )| < t-32¢"%" @4.1)
bulunur.

Once |x—sj<1 halinde, K(t,x,s) ¢ekirdeginin normunu (K, (t,x,5)=K(t,x,s))
stnirlandiralim. (3.7) yi g6z oniine alirsak:

K, %, )ll, = [[Q(s) - Q) OGo(t, x, ),

- [[10® - QeI H 919Gy x,9),

A

[Q® - Qe1e ]| e #0Go(t,x,9),

lz

Kala 4.2)

IA

1) - QEIIQ* Qe e 2

olur.

Bt %, = [[Q) - QI Q@

olsun. Q(x) operatérii 2 sarti sagladigindan dolay,
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B(t%,9) = [0 - QIQ @R e
< llQ® - QIR *®)l Q4 e

<Sbt” [x - 5| ||Qv()e ™%

I
< Sbt &2

[*QE)e ™| (4.3)

olur.
PQ(s)e % operator fonksiyonunun ézdegerleri,
[t (]°e O, i=1,2,..

dir. b,c >0 keyfi sabitler olmak iizere,

xPe*<Sbt, O<x <
esitsizligi dogrudur. Buradan,
”t"Q"(s)e‘%‘Q(s)” =sup {[tai(s)]be'%‘“i(s)} < Sbt
yazabilinz. Boylece:
B(t,x,s) < Sbt |x—s|t™® (4.4)

olur. (4.2) -(4.4) ifadelerinden,
x—si2
Kt %, 9, < Sbt 77> [x s “e‘%‘Q‘s’” le"*ﬁi—

elde ederiz.

* Bu kisimda ve sonralar aym Sbt kisaltmas ile farkh sabitleri gosterecegiz.
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esitsizligini kullanarak

Ix-s)2

K¢, %, 9)fl, < A:t""’”e‘%tQ(“)”le‘c v, |x-s[<1 @.5)

buluruz. Burada, A ve ¢ herhangi pozitif sabitlerdir. Béylece;, asagidaki lemma

ispatlanmug olur:

Lemma 4.1. Eger Q(x) operatér fonksiyonu 1-2 sartlanim sagliyorsa ve t>0, x € E}

icin;
e ¢ g,
ise,
x-si2
K¢t % 9, < Art-ofle ) O, Ix-sl<1
esitsizligi dogrudur.
Lemma 22. Eger Q(x) operatéri 1-4  sartlani  sagliyorsa ve

e e oy (>0, x € E}) ise

x-8]2
Kt %9l < Alle ]| e, x-sl>1

esitsizligi dogrudur.
Ispat : (3.7) ve (4.1) i kullanarak,

Kt %, 9)ll; = [{Q(s) - Q)]eGo(t, x, )|,
< [Q(s) - Q)1 [Go(t, x, 5]

x-si2

3
--_ct
1

< |[1Q®) - Qea1e ]| [}e#<|
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ifadesini yazabiliriz.

”[Q(S) - Q(x)]e-%m)” _

3 1 1 1
= |[Q(s)e—colx—lei(s) eColxsIQ2() _ Q(x)e—colx—le2(s) eco|x—s|Q2(s):| e—étQ(s)l

| iy JIF |

Q(s)e—colx—le%(s) Colx—le2(S)- 21Q(®)

A

1
Q(x)e'°°|x'“|Q§(s)l

» L
< Sbt ecoix—le2(8)-%tQ(S)”

oldugunu goz 6niine alarak ve (4.6) y1 kullanarak,

K%, 9), < Sbt 3 e, == colx-sloﬂsr%to(s)" @7
elde ederiz.
Q(s) operatoriiniin spektral agiligini yazalim:
QA = E ax(S)px(s) , (4.8)

Pu(e)f = ex(s))ex(s) , feH.

Burada €,(s),e,(s),... vektorleri Q(s) operatoriiniin o1(s), ct2(s), ... 6zdegerlerine kargilik
gelen ortonormal dzvektorleridir. Young esitsizligini kullanarak,

3 —sl,1.3 o calx—sl®  tBoou(s
colx—slal(s) = Colx [s'tiagaﬁ(s)s 0I25 . oozlk() ’
1357 ot

colx—slaf (P < °°'2" cole=sl’p g+ 80 Lax(sPu® Ffm g%
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oldugu kolayca goriiliir. Buradan,

Co|x 5] &

cobx =51 o @Pu®) < L2 5 2+ 328 9P
k=1

=1

olur. (4.8) i goz Oniine alirsak,

2 —
colx—s|Q(s) < Colx s' SOtQ(S) (4.9)
200t
elde edilir.
co>0, 8 >0 sabitlerini,
CQ [
% <5 ve do<1
olacak gekilde, yani,

Co< JCOg ve Sg<1

gibi secelim. O halde (4.7) ve (4.9) dan,

o k82
K@%, 9, < Sbrt3e %" ||e'%‘Q(s’

1
yazabiliriz.

[x—s| > 1 olduguna gore,

et < (et <su
oldugu agiktir. Bundan dolays;
"K(t, X, S)"l < “~iQ(s) e_c IX—tsz

buluruz.
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Sonug: Eger Q(x) operatérii 1-4 sartlarini saghyorsa ve k> 0 igin,

Q*(s) e o1 ,(s€E})

1s€;
12

K% 9, < AlQ*@l, e, Ix=s|>1 (4.10)
esitsizligi saglanir.
Ispat :

1 koL

[Eta;(s)} e 7® < Sbt
oldugundan dolayi,

e}, = 22 &7® < Sbt Y, 07*) (4.11)

i=1 i=1

olur.
Ix—s|>1ise

pe-si?

e H 5 < (et <Sbt

dir. Lemma 4.2 ye gére,

pesy?
1

K¢t x,9)l; < Sbt [Q™ @),

yazabiliriz. Boylece ispat tamamlanmis olur. Aynica;

5|2

K %, )] < At be et a®  |x—s] <1 (4.12)
x—52

IK(t, %, )| < Aai()e"T @ | [x—s|>1 (4.13)

esitsizlikleri ise kolayca ispatlanabilir.
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Simdi, Ka(t, %,9),Ks(t, %,8), ... gekirdeklerini siirlandiralim.

(3.8) i kullanarak,

Ka(t%,9) = [ dt [ Kt-1,x OK(E, 9)dE
0

E3

© Vs, =

¢t | Kt-txOK@E9dE+[dr [ Kit-txKEE s)de+
|=—¢|<1

0 Ixglst
je—s|<1 |s-¢]>1

|x—¢[>1 0 Ix-g1
|e~s|<t |s—Ej>1

+id’t [ Ke-txoK@e9de+[dr [ Ke-txEKEE 9)d
0

(4.14)
=B;+B; +B; +By4

yazabiliriz. |[B;]} i simrlandiralim:

Bil=|[dr [ K-t xEKEE )
0 Ixglst
|e—s|<1

<

[=R T

[x—g|<1
le-si<t

¢t [ Re-txOK@ENdE| +[[dr [ Ke-txoKE 9

x|
1 [&-s]=1

1

<

(=g N T

d‘tfl

K-t xOKEE | dE+[dr | [Kt—1,%8K @ E 9] de
g1

i =g
<1 -
je-s|<t fe-—si ﬁﬂ,@g;*‘kn S, )
RN y k
#
K4 T
§
;
L
g
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¢t [ Ke-ox®KEEE+[dr [ [KE-tx | K&, 9, dE =

<
[x-g]s1 I g
le-sj<t [e~s|<1
=B +B? (4.15)

Lemma 4.1, (4.12) esitsizligi ve Q(x) in 5 sartim saZladigin1 géz Sniine alarak,

yazabiliriz. B(lz)

BV=[dt [ [Kt-tx8)|IKeE 9
0

[x-2st
|&-~si<1
3
_L g2 fes?
<Sbt [riog-gitdr [ o000 et
v |x—&|<1

Is—%|<1

[ S B O

o
~

< Sbt [le—®
i e e

px-st?

< Sbt [le®)||, T ARE

(4.16)

icin,

BP=[d [ [Ke-txBIIKEE 9o

3 [z-g[<1
[e-sjs1

i
gt fesl?
<sbt fe-mteitde [ e evFre g
2 fe-gist
[s—€j<i

e

i
< Sbt ||e’°‘Q(“)||1I[‘c(t—t)]'1'bd'c I eoio g
0

E
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1-4 1x-8)2

< Sbt [le™ @t e F 4.17)
buluruz. [B,|; i sinrlandirirsak,
i
Baly =[fdr | K- xEKE s
0 |x-glst
lel>1 ,
t
sfae | [RG-%xOKEE9,
0 |xglst
je—s|>1
t
sfav | IKRG-tx8]KEE 9, dE
O |xgist
ls-£]>1
! x-5|2 8
< Sbt [Q*@|, [ [x¢-o1"0dr | R
0 [x-¢ls1
|e—s|>1
x-5/2
<Sbt Q@) t'T e (t<1) (4.18)

esitsizligini elde ederiz.
Lemma 4.2, (4.12) esitsizlifini kullanarak ve Q(x) in 5 sartim sagladifini goz
oniine alarak |[B|; igin,

t

Bl =fdr [ K(-txEKE,E 9Hd

0 |x-gpt
[&-sl<1 i
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<far | IRE-txOKEE,
0

jx-€|>1
Je-s|<t

<far | IKe-txOlIKEE 9lde

0 kgt
&~s|<1

< Sbt j[t(t—t)]'H’dt j ”e—%(m)o(g)“le-c"‘t.’i'z-e-c“ﬁ;'fdg
0

[x-g[>1
je-s|s1
t . . ot o lesl?
< Sbt I[T(t"’f)]_l_bd‘c I e'm"e-i(t—t)Q(S)”le‘il gt de
- f-gl>1
[&-s|<1
bulunur.
= e"%(t—r)Q(s)"1 < Sbt (t— t)-k"Q—k(s)||le_2(:=:) < Sbt "Q—k(s)lll
oldugundan,

_ofxt? ¢ lesf?

t
IBsl, < Sbt [Q@), j [x(t- D] Pd I e 2% 17
0 ,

< Sbt Q@) e (4.19)

yazabiliriz. [B,|l, 1 simrlandirsak,

1

Baly=[fdr [ Ke-7xEKEE d

0zt
le~s>1
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t

<far [ IKG-txOKEE 9]

0 x>t
|e-si>1

<far | [KG-x 8| KEE 9, d&

0 |z
[e-sl>1

t 2
<sbt [dr [ o+l e et

0 Ixg1
[e~s]>1

lg-s)2

< Sbt JQ )], I[t(t )] de j gttt e

|2

< Sbt [Q*@), t T e~ (4.20)

esitsizligini buluruz. Elde edilen egitsizlikleri (4.14) de yerine yazarsak,

x-5|2
K2, )l < Sbt 13~ =0, +[Q @), ] @21)
elde ederiz. Yukandaki islemlere benzer sekilde,

|x—s| > 1 halinde;

(4.22)

[K2(t, %, 9)ll; < Sbt [Q ()], e~

esitsizligini elde edilir. Tamamen benzer olarak,

X—52
IKa(t,x,8)] < Sbtt'7 e tue x-s|<1

t

IK2(t, %, s)ll < Sbt o7(s)

2
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esitsizlikleni de ispatlanabilir.
Ki(t,x,8), K (t,x,5),... igin benzer smirlandirmalan yaparsak,

moGT)5 g2
2

Kot %), <Sbtt™ 7 e[ +Q @), ] » x-sI<1

x-8)2

"Kmo(ta X, s)"1 < Sbt IIQ—k(s)IIIe-c t 9 IX - Sl >1

buluruz. m, sayisini,

mo(3 -2b)-5 >k
— 2
esitsizligini saglayacak yani,

2k +5 b<d

>
Mo =30

olacak gekilde segelim (t < 1);
%812
Koot %, ), < Sbt tke™ 5[ e, + Q)] ]

olur.
(4.11) esitsizligini g6z 6niine alarak bir 6nceki egitsizligi,

pe-st?

Kmo(t, %, 9, < AlQ*@), e, Ix—s|<1 (4.23)

sekiinde yazabiliiz. Boylece, (4.12), (4.23) 4 kullanarak asagidaki esitsizligi
yazabiliriz.

"Kmo+l (t, X s)"l =

Lfdt J Ket—,%, E)Kumy (. £, 9)dE
0 Ej

1
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< [ar [ K@ -1, % EKm(x, &, 9)] dE
0 Ej

t
< fdr | K@ - % &)l [Kao (. E, 9l 0
0 B

_oxel?_ jes?

< A7[Q*@), I(t )ibdr j’ e e dE

g2 [e-sf?
l A—c far 2 dé

sA2||Q‘k(S)"1,£ . )d-ib L [t- o)

px-2

< A7JQ*@I,BASR, ) Gyl e

Matematik tiimevarim metodu ile,

et (3—2 ml)(.’;-zbtfv e |_x_—g£

10—k NS
Kaow(t, x 9, < A Q*@), (D (( e Zb)) (4.24)
esitsizligini elde ederiz.
Lemma 4.1, Lemma 4.2 ve (4.22)-(4.24) esitsizliklerinden
otk 9l =[S xitx 9] <EKite 9l
i= 1 =
5] 2
< Sbt e T[] +[Q*@),] . Ix-s|<1  (4.25)
yazabiliriz. Béylece,
ot x, 9, < Sbt [Q @, e  Ix—s|> 1 (4.26)

elde edilir. Dolayistyla; agagidaki teorem ispatianmig olur.
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Teorem 4.1. Eger Q(x) operator fonksiyonu 1-2 ve 4-5 kosullarim sagliyorsa ve ek
olarak Vx € E} icin Q*(x) € o) ise;

ot % o), < Sbr e [+l +|Q*@],] . Ix-sl<1

Ix-s|2
t

ot x.9), < Sbt [Q*@)l, e o x=sl>

esitsizliklert dogrudur. Burada, k herhangi pozitif sayidir.
Aymi zamanda,

pxes|?

llo(t, x, s)]| < Sbt t~1 P~ (4.27)

esitsizlifinin de dogru olduBu ispatlanabilir.
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5. N(A) fonksiyonunun asimptotik davranisi

Bu kisimda;, onceden elde ettifimiz sonuglann yardimi ile, G(t,x,s) Green
fonksiyonunun t — 0+ i¢in davramigimt bulacagiz. Bunun yardimiyla, I operatériiniin
spektrumunun saf-ayrik oldugunu gosterecegiz ve N(A) min asimptotik ifadesini elde
edecegiz.

Daha sonra kullanacagimiz agafidaki esitsizligi yazalim[19]:

&-s2 /Ix—tsl2

j e [ _ )R de < Sbt 3 ,(0<c/ <o) (5.1)

Teorem 5.1. Q(x) operator fonksiyonu, teorem 4.1 in kosullarimi sagliyorsa; t — 0+ igin,

G(t, x, 5) = e IGy(t, x,5) + O(1)t e ot =L@, +e=@), ]

asimptotik formiilii dogrudur. Burada; O(1) sembolii, 61 normu ve x,s,t degiskenlerine
gore diizgiin simirhih ifade etmektedir.

Ispat : (3.5) i goz 6niine alahm:

IG(t, %, 5) — € OGo (1, %, )], =

J° dv J’ Got-1,%, B)e " ®0(z, &, 5)dE

1

e'——.nln

I [Gott -, x,E)e Rz, £, 5)], &

dt [ [Gott—1, %, E)e9®q(r, £, 5)],d& =Dy +D; (5.2)

E+

N]n@——,n

Once D, i sinirlandiralim:

c#——..m..

J’ [Got—1, x, E)e-9®(z, £, 5)], de
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;
=fdr [ [Go(t-1,%8)e N ®(r,E, 9], &
0 [l

%
Hdr [ [Got—7,x8)e 9 Wp(x,E, )], ¢
0 |s—¢l>1

Yukandaki ifadenin birinci kismum, (4.1), (4.27) ve (5.1) esitsizliklerini ve Q(x) in 5
sartim1 saBladifim kullanarak simirlandinirsak,

dt | [Golt-1,x E)e W@, E, 9], d&
Js-E]s1

© Qo

<[ar [ 1Gott—x Ol @] otz & 9
0

ot
7
wtl2  lel?
<Sbt -y ieitde [ e et de
0 bl

. 22 fe-s|2
< Sbt feo@®]| [t [ e B [r-7)] Fde
(] E3

t
< Sbt Je~oue®] e 5 [ ribde
0

< Sbt -0e 1) g1 (5.4)

esitsizliini elde ederiz.

(4.1), (4.26) ve (5.1) esitsizliklerine gore, (5.3) Gin ikinci kismuni simirlandirirsak;

far | IGo(t-1,%8)e 9, E, 3] dt
0 js=g[>1
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%
<far [ [Goet-1x8) e ] Jocz, & 9l de
0 Is—E|>1

<sot Je-vten [ Jorol et a
0 ls—€|>1

yazabiliriz. (5.4) -(5.5) den,

buluruz.

< Sbt]Q*(s)], j tide j' et ~ide
< Sbt [JQ* (@)t et J’ tidt <

(5.5)
D, < Sbt te~ [ [e=29], +[Q*(3), ] (5.6)

{(4.1) ve (4.25) kullanarak D, yi simirlandinrsak,

<

Sbt

~|~'—,»

i
D: = [dt [ [[Go(t—1,%,&) e -R® g(,&, )|, d&

t +
3 B

I |Go(t -, %, &) e -] |lo(z, E, 5)], d&

N'n'q@

dr [t -ty de B e S Q) +e0], Jag
Es

1 gt
<o, +lea,] Jor [ vioa-le ey

< 8bt [ [Q* @), +[le=2@], ] j i dr j =
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t
< Sbi t 3 e [IQ*®l, +le=@], ][ v+
0

< Sbt 2 JQ @), + |

elde ederiz. D, ve D, ifadelerini (5.2) de yerine yazarsak,

Gt %,5) = %Gt x,8) + O(Dt e[ [Q @, + e, ]
elde ederiz. Boylece, teorem ispatlanir.

(3.1)~(3.3) probleminin Green fonksiyonu, G(t, x, s) oldugundan dolays;

u= [ Gt x H¥Eds
E+

yazabiliriz.
u=e¢tY
olduBunu goz 6niine alalim . Buradan,

eL¥ = [ G(t,x,9)'¥(s)ds

Ej

olur. Bu ise; e™ nin V>0 icin G(t,x,5) cekirdekli integral operatér oldugunu
gosterir.
Teorem 5.1 e gore,

tr G(t, x, X) = tr Go(t, x, x)e ™ + O(Dt>[tr Q*(x) + tr e =] 5.7

yazabiliriz.
Burada,
r Q@ =+, . Q=D
tr e~ = o],
oldugunu g6z Sniine aldik.

sartlarini sagladiglm g6z Oniine alarak (5.7) den
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[ tr G x,9dx = (2.7 ) ” [ tr e
B B}

-3 «2
_(2 ﬁtt_ ) I e"t;tr e Q@ dx + O(l)t’b I tr Q'k(x)dx + O(I)t"’ J' tr e ®dx
E3 E} Ef

3

ve t— 0 igin

ItrG(t,x,x)dx~ (ZJH) —3J.tre“Q(")dx (5.8
E3 E%

yazabiliriz. ¢7'%® € o ve t> 0 igin;

I tr e dx < o
E+
3

sartinin saBlandifim g6z oniine alarak[13],

tretl = ItrG(t,x,x)dx<oo (5.9
Ej

yazabiliiz. Yani, e  Vt>0 degerinde, H;=L2(E3,H) uzayinda gekirdek
operatoriidiir. Diger yandan, e ve L operatorlerinin spektrumu arasinda

S{e L} =¢8I

formiili oldugundan dolayi, L operatériiniin spektrumunun saf-ayrik oldugu sonucuna
Varriz.

sayilan, L operatériniin 6zdegerleri olsun. N(A) ile, L nin A>0 sayisiu agmayan
ozdegerleri sayisim gosterelim. Yani,

NO)=3 1

Ansh

olsun. Bu durumda,
tretl=2, e%i= J'e'“dN(X)
i=1 2

oldugu kolayca goriiliir. (5.9) ve yukanidaki esitlife gore,
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T eMdNQ) = | tr G(t,x,x)d
0 E}

buluruz. (5.8) i g6z Oniine alirsak t — 0 igin,
© -3
[eraNy ~(2/7) " [ e
0 E}

elde ederiz.

=L PRPENS
PN == ai(!)ﬂ(x 0 (X)) 3 dx

olsun. Asagidaki integrali g6z éniine alalim:
% A .
| e~9~dx{ Jo- v)idc(v)}
0 0

integrasyon sirastni degistirirsek,

]o e“’"d?\.{ T(x - v)%do(v)} = ]3 dc(v){T e M\~ v)%dx}
0 0 0 v

olur. A—v =5 donlsimi yaparsak yukandaki integral,

]e dcs(v){]3 e‘(‘“‘“)‘s%ds} = T e""do(v){? e‘s‘s%ds}
0 0 0 0

halini alir.
[estds =t
0

oldugundan,

© A @
E)[ e"’"d?»{ [ v)%dc(v)} =t Q)| edov)
0 1}

olur.

(5.10)
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Buradan,
j e™do(v) = e%dx{j@ v)zdc(v)}
I (2) ¥
elde edilir.
[ et®dx = [eMdo(), o) =olgim {x : a;(x) <A}
Ef 0
esitligini kullanarak,
3 ® A .
J eros= 2 Tevand o wbaoto |
3
E} 0 0
elde ederiz.
J' et®dy = L A J' e"’“dx{ j(x v)zdo(v)}
E} r(z)
Buradan,

(2m) " [ e o= T eMdpi(h)
£t 0

elde edilir. (5.10) u go6z 6niine alarak,

[ eMaN@) ~ [ eMdpa)
0 0
yazabiliriz. Burada

p(y) = f6—:c—2 i a.(iﬂ(?»—ai(x))%dx

dir.
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P(A), 8 sartim sagladifindan dolayi, M.Keldysh ve B.Korenblum teoremini[9]
kullanarak, son iki ifadeden A — o i¢in,

N ~ 511:—2 ) .( }j:m(x — qi(x))Fdx (5.11)

buluruz. Boylece, ¢alismanin temel teoremi ispatlanmig olur.
Teorem 5.2. Q(x) operator fonksiyonu 1-8 sartlarini saghiyorsa, L operatériiniin A > 0

sayisini agsmayan 6zdeZerleni sayist N(A) igin,

N()»)~f61—22 [ a-aiiax, A5
T i g

asimptotik formilti dogrudur.
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SONUC
Bu ¢ahgmada H,; = L»(E3,H) Hilbert uzayinda operator katsayils,
-Au+Q(x)u, x € E3
diferansiyel ifadesi ve
u(x1, %2, X3, =0

sinir gart1 ile olugturulan kendine ey L operatdriiniin spektrumunun saf-ayrik oldugu
gosterilmis ve A > O sayisini agmayan 6zdegerler sayis: olan;

NM= X 1

fonksiyonu igin,

N~ 5 2 JLo-aonte, 1S

asimptotik formiilii elde edilmistir.
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