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SEMBOL LISTESI
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OZET

Bu tezde modiiler fonksiyonlar ve modiiler formlar incelenmistir.

Birinci boliimde oncelikle homojen ve inhomojen lineer déniisiim kavramlan ve
bu iki donigiim arasmdaki iligkiler ele alinmigtir. Bu déniigiimler kullanilarak modiiler
grubun tanmm yapilmigtir. Modiler grup yardum ile modiiler déniigimler simflandirims,
modiiler grubun irete¢ ve baglantilarina yer verilmistir. Daha sonra temel bolge
tamimlanarak temel bolgenin varligma bagh olarak, iist yan diizlemin béliimiere aynimasi
incelenmistir.

Ikinci boliimde ise periyodik olmayan ve kompleks diizlemi egrisel iiggenler
halinde deger bolgelerine ayiran ve bu bélgelerin her birinde olanakh biitiin degerleri alan
modiiler fonksiyonlar ele almmigtir. Aynica bu boliimde eliptik modiiler fonksiyonlar
lizerinde calighmigtir. Modiiler fonksiyonlarn varligindan yararlanarak modiiler formlarin
olusturulmas: gésterilmistir. Buna bagh olarak modiiler J fonksiyonunun J' tiirevi yardim
ile tim modiiler formlann kurulusu ile bunlann dzellikleri ¢ahgilmugtir. Son olarak tiim
modiler formlar uzayr ve modiiler fonksiyonlar ile tiim modiiler formlar arasmdaki
tligkiler incelenmistir.

viii



SUMMARY

These thesis mainly concerned with modular functions and related modular forms.

In Chapter L, firstly homogeneous and inhomogeneous linear transformations
concepts, and relations between these two transformations are considered. The modular
group is defined using thesé transformations. After these, modular transformations are
classified by means of the transformations, and also generators of the modular group and
their relations are studied. Furthermore, fundamental region is defined. Tesellation upper
half plane is examined because of existence of fundamental region.

In Chapter II, modular functions which are not periodic and tesellate the complex
plane like triangular and take all possible values in the each region are discussed.
However, in this chapter, modular forms which represent an important class of functions
in the development of the theory of elliptic modular functions are studied. In addition
existence of modular forms are showed by means of modular functions. Connected with
this, construction of entire modular forms with the help of J' which is derivative of
modular J function and their properties are studied. Lastly, the space of entire modular
forms and relations between modular functions and entire modular forms are examined.



GiRiS

Bu tezde esas olarak modiiler fonksiyonlar ve modiiler formlar ele alinmig olmakia
birlikte, homojen ve inhomojen doéniigiimler, modiiler grup ve bunlarin temel 6zellikleri
de incelenmigtir.

Bininci boliim: bu boliimde ilk olarak homojen ve inhomojen lineer déniigiimler
: az+b

cz+d’
ad -bc#0, a,b,c,deC inhomojen lineer déniigiimii terslenebilir ve bu déniigiimler ¢ nn
¢emberlerinin kiimesini korur. Inhomojen modiiler déniigiimler kiimesi . ile gosterilir.
Led 6zdes olmadigy taktirde en gok iki sabit noktaya sahiptir. Sabit noktalarma gére L
dontgumi, hiperbolik, eliptik, loksodromik ve parabolik déniisimler seklinde
siuflandimbir. Eger ad-bc>0 ise, L, reel ekseni, iist yan diizlemi ve reel eksene dik olan
yan ¢emberleri korur. € iizerinde 2x2 lik terslenebilir matrislerin grubu.%” olmak iizere ve
det A#0 iken L,:€? — €%, z—> w= Az donigiimine homojen lineer doniigiim denir.
# =L, A— L, eslemesi bir izomorfidir ve & =L ile gosterilir. Eger A Bew iken

tammlamp Onemli o6zellikleri ifade edilmistir. L:§ — @, z—>w=L(z)=

B = SAS™! olacak sekilde S €% varsa A ve B ye denk matrisler denir. A = (: g ) e

matnsinin  6zde@erleri sadece A nin denklik simfina baghdir. {M}dan farkli denk
matrislerinin simflani, onlarnn 6zdegerleri ile belirlenir. Homojen ve inhomojen lineer

donugimler arasindaki iliski 0 - 4, A >A:z>w=A(2)= %2+ B 1 smomorisi ile

verilir. A,, 6zdeger ve z, ise (=1,2) sabit noktalar olmak iizere A, = oc+£ ve eger
z,

tek sabit nokta varsa zy = ise Ag=a, zy#o ise Ag=7yzy+3 elde ederiz.

Homojen modiiler dénigimler, elemanlarni rasyonel tamsayilar olan 1

determinantli homojen lineer donigimlerdir. Homojen modiler doénagimlerin
az+b

cz+d
modiiler donigiimdiir. Bu déniigimler iist yan.Z diizlemini, IR re_t_a_l sayilar cismini ve Q
rasyonel sayilar kiimesini korur. I’ ve T arasindaki iliski I \{+I} =T izomorfisi ile verilir.

Aynica A€l matrisinin 6zdegerlerine bagh olarak, déniisiimler parabolik, eliptik (Q(i) ve

olugturdugu gruba homojen modiler grup denir. A:z—> doniigimil ise inhomojen



Q(\/_—_?: ) tizerinde) ve hiperbolik olarak simiflandinlmigtir. Simiflandirma baglangigta sabit

noktalara sahip olarak yapimustir. Burada ise sabit noktalar ve dzdegerler arasindaki
bagntilar yardim ile simuiflandirma yapilarak her bir durumun sahip oldugu o6zellikler
aynntih olarak ele almmugtir.

Modiler grubun iiretegleri ve aralarindaki bagintilanin yam sira temel kiime ve
temel bolge tammlanmig ve temel bélgenin varligina bagh olarak, bazi sonuglar elde
edilmigtir. Temel bolgenin I' modiiler grubunun elemanlan altindaki gérintileri yardim
ile Gist yan diizlem boliimlere aynlmustir. Aynica klasik temel bolgeden farkh olarak yeni
temel bolgeler elde edilebilecegi gosterilmistir. Ornegin, klasik temel bolge olan egrisel
A(p,—P,ic)  dcgeninden  farkh  olarak  (iwo,p,T(a),a)  dortgeni  ve
Fy:=(i=,1,,7;,—P,T3) besgeni birer temel bolgedir. Bu gsekilde devam ederek temel
bolge olan bir normal ¢okgen elde edilebilir.

Ikinci bolim : ilk olarak, st yan diizlemde meromorf olan, tim I" doniigiimleri

i¢in degismeyen ve genel olarak f(t) = Zbuez"im,(h €Z,by, #0) formunda bir Fourier
vzh

agihmina sahip olan modiiler fonksiyonlar ele alinmustir.f{t) modiiler fonksiyonunun t=icc

daki durumu Fourier serisi ile agiklanabilir. x = ¢*™° ise fin Fourier serisi x=0 civarndaki

bir Laurent serisine donigiir. ico daki agihmdan yararlanarak f modiiler fonksiyonunun

herhang bir rasyonel noktadaki agilimmm elde edebiliriz. p ve 1 ye denk olmayan herhangt

1V
19 €4 igin f fonksiyonu f(7)= Zao( T_EO) ,k eZ, formunda bir agihma sahiptir.
T— Ty
vk
Bir modiiler fonksiyon denk noktalarda aym c-nokta mertebelerine sahiptir ve F deki

herbir c-degerini esit siklikta alir. Diger bir deyisle f in tiim c-noktalanimt ve kutuplarint
igerecek sekilde yukandan yeterince biiyiikk a igin y=ia ile smirlanmmg temel bolgede,
sifirlaninin sayis1 kutuplannin sayisina esittir. Bunu ispatlamak i¢in klasik  A(p,—p, i)
temel bolgesi yerine (p,T(o+1),00+1,ic) temel bolgesi kullamlmugtr. Modiiler
fonksiyonlar bir cisim olusturur ve bu cisim € ye J eklenerek elde edilen rasyonel
fonksiyon cismidir.

Bir mertebeli bir modiiler fonksiyonun varhigindan dolayl, A(p,i,icc) bolgesinin
igini Gst yan diizleme birebir ve sinirlamise reel eksene iizerine tasvir eden bir modiiler
fonksiyonun mevcut oldugunu séyleyebiliriz.



oz+p

Yz+9

Or: ¢— @,z —~Z olmak iizere S:¢— @‘,z - tasvirine, S= LO,L"1

olacak gekilde inhomojen lineer doniigim varsa bir yansima denir. Ozel olarak Oy,
imajiner eksende bir yansimadir. Modiller grup yansimalarla genisletilebilir.
I*=TuO,T kimesi bir gruptur ve bu grubun iiretegleri Oy, T ve U, temel bolgesi ise
F*=A(p,i,i) egrisel iiggenidir. Ust yan diizlem tekrarh yansimalarla ortitlebilir. Her
modiiler fonkstyon mutlak modiiler J degismesi ile ifade edilebilir. J fonksiyonu I *
grubunun 7* temel bolgesini ve onun I" altindaki goriintiilerini /# UIR U{eo} a birebir

ve lizerine tasvir eder.

Modiiler fonksiyonlardan sonra onlarla benzer ozelliklere sahip modiiler formlar
incelenmigtir. Modtiler formiar, st yan diizlemdeki holomorflugu ve ico daki Fourier
acilmt diginda homojenlik ve bir baza gore tiim uzayr germe Ozelliklerine sahiptir.
Modiiler formlarnn boyutu onlann homojenlik derecesine gore belirlenir. Aym boyutlu
moduler formlar, € kompleks sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayr olugturur.
O-fonksiyon diginda, tek boyutlu modiiler form yoktur. Modiiller formlann, modiiler
fonksiyonlara benzer sekilde kuvvet serilerine agiimlan vardir ve denk noktalarda sifir
veya kutuplanmn mertebesi degismez. Ikinci béliimiin 6nemli teoremlerinden birisi -k
boyutlu bir modiiler formun sifirlanmin mertebeleri toplarm ve kutuplannmn mertebeleri

bigimde sunulmustur.

Modiiler formlarin bir alt uzayr olan ve kutup noktalanna sahip olmayan tam
modiiler formlann olusturulmasma gegmeden once, modiiler fonksiyonlann varhgmin
modiiler formlann varh@m gerektirdigi bir teoremle gosterilmigtir. Soyle ki eger f bir
modiiler fonksiyon ise o taktirde %, -2 boyutlu bir modiiler formdur. Ozel olarak, J bir

modiler fonksiyon oldugundan J' fonksiyonu -2 boyutlu bir modiiler formdur. Buradan
hareketle, J' yardimu ile tam modiiler fomlann olusturulmas1 ve bunlann 6zellikleri ile
birlikte bazs drnekler verilmistir. G;°> ve GgZ, -12 boyutlu tam modiler formlar olmak
iizere A= G? -G;z diskriminanti tamimlanarak G? ve A 1n, -12 boyutlu modiiler
formlarin uzay: i¢in baz oldugu ve buna benzer sekilde -k boyutlu tdm modiiler formlar
uzayl igin ise G;“G?G:xk"")A“’, v=0,1,...,k', fonksiyonlannin bir baz oldugu

verilmistir. Son kisimda ise modiiler fonksiyonlar ile tam modiler formlar arasindaki



 iligki incelenmig ve her modiler fonksiyonun tam modiiler formlarn bir rasyonel ifadesi
" oldugu sonucu bulunmustur.



L.MODULER GRUP

1.1. Inhomojen Lineer Déniigiimler

1.1.1. Tanmm

IR reel sayilar cismini, € kompleks sayilar cismint ve ¢ Riemann kiwresini gdstersin.
Inhomojen lineer doniisiim ‘

az+b
cz+d

L:(TZ——)C'I‘Z, zo>w=L(z) . = (.1

seklindedir. Burada a, b, ¢, de€ olmak iizere ad - bc # 0 varsayimgtr. Tim inhomojen
lineer dontgiimlerin kiimesi £ ile gosterilecektir.

1.1.2. inhomojen Lineer Déniisiimlerin Onemli Ozellikleri

~ w-b
Le nin tersi meveuttur ve L1 :€—>C¢ ters domigimi w—+z=L'l(w)= i:_)_a e
verilir. L kiimesi, fonksiyonlarin bilegimi iglemi altinda bir gruptur. Aynca, Led, z# :ci

olmak iizere zeC i¢in holomorftur. L, w lizerindeki ¢emberler kiimesini kendi iizerine
d 6n n Iu . :

1.1.3. inhomojen Lineer Déniisiimlerin Sabit Noktalar fle Siniflanmasi

Eper Led ozdes tasvir degilse, o taktirde L en gok iki sabit noktaya sahiptir. Le.£, €
nin {i¢ farklt noktasi ve bunlann goériintiileri ile tek olarak belirlenir. z;, zy ve z3 keyfi
noktalar ve bunlarin gorimmtiileri wj, w, ve w3 olsun. L tasviri

W—W; W3 —W; _ Z—Zy Z3— 7Y

(1.2)

W—Wy Wi—W; Z—2y Z3~Z

esitligini saglar. Eger (1.2) yi w igin gozersek L yi (1.1) formunda elde ederiz.



zZ—Z Zr—Z
D(zy,23,23,2) . = 1.2

(1.3)

z-2y 23-12)

ifadesine z, z; , z3 ve z noktalarnmn iki kat orant denir. (1.2) den dolay, (1.3) ki kat
oram, eger dort noktanin hepsi aym Le4 lineer déniisiimiine bagh ise degismez.

Teorem 1:

i) Iki farkh sabit nokta z;, z, €€ ve AeC , A#0, 1 olmak iizere Le£ igin

L(z)-2z =2 272 hormal formﬁ vardir.
L(z) -2z, 2—2y

ii) 2 eC vew sabit noktalar, A €€ , A 20,1 olmak tizere Le&d igin
L(z)-2z; = M(z—z;) normal formu vardur.

iili) z; eC sabitnoktavea €€ , a#0,1 olmak iizere Led igin

1
L(z) -z r Z—2)

+ o normal formu vardir.

iv) o sabit nokta ve a €C , a#0,1 olmak iizere Led igin L(z)=2z+a normal
formu vardir. L ye

A >0 ise hiperbolik déniigim ,

[A|=1 ise eliptik doniigim,

A <0 ve|A|=1 ise loksodromik doniigim,

tek sabit noktah bir lineer déniigiim ise parabolik donigim denir.

1.1.4. Reel Katsayili Inhomojen Lineer Ddniisiimler ve Oklid Olmayan Geometri

a, b, ¢, delR ve ad - bc > 0 ise o taktirde L, reel ekseni (o dahil) kendi izerine
donistitriir ve aymi sekilde L, tist yar.# diizlemini kendi iizerine donigtiirir. Ozellikle L,
reel eksene dik olan.# daki (diisey yan dogrular dahil) yan gemberlerin kiimesini, kendi
{izerine donistiiriir. Eger noktalar, iist yan diizlemin noktalar olan, bu yart gemberler bir



geometrinin dogrulan olarak tammlanwsa, o zaman Oklid olmayan (N.E.) bir
geometrinin Poincaré modeli elde edilir : Kesisim noktasmda, onlarm OKlid tegetleri
arasinda Oklid agisi olarak 2 N.E. dogru arasindaki aqt olgilir. Iki z;, zye# noktass
arasindaki N.E. § (zy, z) uzakh@m tammlamak icin reel eksene ortogonal ve z;, z,
noktalanindan gegen Oklid-gemberinin reel ooy ve o0y noktalanm gozoniine alalm. ©0; ve
o, noktalan dyle nitelendirilir ki, bu gember iizerinde o, z;, z; ve «, noktalan devirsel
olarak birbirini izler. O zaman reel pozitif logaritmayla

8(z1,22) : =log D (24,25,%01,%07) (1.4

tammlanz. Eger, bir lineer ddnﬁsﬁﬁﬂe dort kath (04, 21, zy, ), (0, 1, A, ) {izerine
doniistirtlirse bu segimin mimkiin oldugu goriilir.

Isin, dogru pargasi ve gember tammlan Oklid geometrisinden almacaktir. Eger K,
zZ-u
z-I
doniisiimi altndaki gorintiisti ( [T, W niin kompleks eslenigidir) w=0 merkezhi bir E-
gemberidir. Ciinkil z = u boyunca olan N.E.~-dogrulan, w=0 boyunca olan E.-dogrulan-
na donistinilir, reel z-ekseni, w=0 civarindaki bir E.-cemberi iizerine tasvir edilir ve
lineer doniigiim attindaki iki kat oranin degismezligi, K nin gorintisinin bir E.~gemberi
oldugunu gosterir. Bundan dolayr, N.E. K ¢emberinin bir E.-gemberi oldugunu géniiriz.
Bununia beraber, onun E.-merkezi ve yangap1 farkhdir.

p merkezli ve r yancaph bir NE. ¢emberi ise, 0 zaman onun z—>w: =

Eger zq ve z; # da iki farkh nokta ise, o taktirde, onlardan egit N E.- uzakhifinda
olan # m noktalaninin kamesi, {z; , z;] dogru par¢asmmn N.E.-dikey agtortayr olan bir
N.E.-dogrusudur. z; ve z,, reel eksenin yukarisinda aym yiikseklikteki noktalarm bir gifti
tizerine donigtarilerek bu gorilir. Bilindigi gibi, g6zoniine aldifimz doniigiimler 7 m
konform tasvirlerinin kiimesinin kendi tizerine olmas: koguluyla aynidir.

1.2, Homojen Lineer Déniisiimler
1.2.1. Tanim
&, € lizerinde tersi alnabilir, 2x2 lik matrislerin grubu olsun: Eger Aaw ise, o,8,y,5 eC

olmak tizere A = (a

, 83) nin determinanti |A| = a8 —By #0 du. Bundan baska L, C2



nin kendi Gzerine olan terslenebilir lineer donigimlerin grubu olsun. Bunlara lineer
homojen doniigtimler denir.

V Ae¥ igin, Ly: €20, zow=Az doniigimi L ye aittir. Burada A.z, A

nm z = (0)1 Je@z kolonuyla bir matris ¢arpimuidir ve w = (wl ) dir.
10)) W)

Buradan w=A.z=(a B)(‘“‘J:(“‘°1+B°’2)=(W1J elde ederiz.
Y 8 \ay) \yoq+do; Wy

A—L, A—Lp eslemesi bir izomorfidir, Bunu A=L seklinde gosteriniz.

Dolayistyla, ilerde matrisler ve homojen lineer doniisimler i¢in aymi notasyon
kullanlacaktir. Eger 2’ =Sz, w'=Sw, (|S|#0) yazarsak o taktirde w’=Sw=SAz=

SAS™ !z olur.

1.2.2.Bir Homojen Lineer Déniisiimiin Jordan Normal Formu

Iki A, Be¥ matrisine, eger eglenik iseler, yani B=SAS-1 kosulunu saglayan bir Sew

varsa denk matrisler denir. A = (a :)es% nin dzdegerlent sifirdan farkhdir ve sadece A
. b/

nin denklik sinifina baglidur.

wnnfl S 6 2 D5 )

0 1 Yy 8 0 x Yy o -y x-08

i¢in ¢4 (x) =det(xI - A) olarak tammlansm. ¢, (x) e karekteristk polinom denir.
oA (x) in koklen A mn odzdegerleridir. det(xI-A)=¢p(x)=(x—a)(x-8)~yB=
X% + (=8 - a)x +0ad—7B denkleminin koklerine x; ve xp diyelim. x;,xy#0 dir.
Gergekten, x; veya x,=0 ise 0 zaman ¢, (0)=ad—-yB =0 olur ki bu bir geligkidir.
Dolayisiyla koékler sifirdan farklidr.

—_f =) — F —_— 2— —
(-3 a)+\/(—82’;x) 41d YB)=%(6+a¥\[82+28a+a2—-4a6+4yﬁ)

X2 =

X12 =—;-(8+a¥ng+a2—2a8+4yﬁ')=%(8+a¥\/(8-a)2+4~{B)



X1 Ve X5, sadece A nin denklik simfina baghdr.

Teorem 2: Farkh Aj, A, 6zdegerli denk matrislerin olugturdugu sinflann her biri tam
. . . fM O Ay OY. . . s s
olarak iki kGsegen matris igerir, yani (01 ] ve [ 2 ) iigerir ve Ap, A, ciftiile

Ay 0 A
karekterize edilir.
» 2
i m_| 1 o (e .
Ispat: z'’ = , zv/ = ozvektorlerinin, béyle bir smifa ait olan A
o gl) o 52)

matrisinin lineer bagimsiz 6zvektorleri oldugunu kabul edelim. Yani v=1,2 iin
A.Z°) = 2,2") olsun. O taktirde
o L@\

0 M

S:= (1.5)
¢ (2)
LI

Ay O
Awn SAS™! =( 1 )ye donugtiriir. Karekteristik polinom ise

0 A,

y X—-2 0 ).. .
(xi- sAS 1): (o 1 - M) icin ¢SAS_1(X)=(x-x1)(x— Ap) = X2 + (=21 — A)X+ AqAg

olarak bulunur. Dolayistyla karekterizasyon agiktir.

Teorem 3 : Al dan farkh ve tam olarak A 6zdegerine sahip olan denk matrislerin
M 1 ”
simiflary, ( 0 )matnmm igerir ve A sayistyla karekterize edilir.

0 A
(0)
: ~ ©0_|®1 | . IR L. (o B o
Ispat : Eger z'"/ = © dzvektorii boyle bir sinifa ait A = 5 seklindeki bir
o
2

matrisin 6zvektOrii ise, 0 zaman
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-1
0
. 1)) 1
mg°)¢o ise S= !
m,(_,o) 0 (1.6)

wi¥=0 ise S=I

*
Ay sas! = bo B a donistirar. Burada mg");:o iseB*=—l— s cogo)=0ise
0 lg CD2(0) =

1 0
ﬂ":der ve A # Al oldugundan her iki durumd.adaB*;ﬁOdlr. Ayrica [0 ﬁ*)

Ag 1 .
vasitastyla (00 N ] i¢in déniigiim yapilabilir. Karekterizasyon yine apagiktir.

0

{Al} smiflan, bir tek A dzdeZerine sahiptir ve 6zuzay €2 dir. Sonug olarak, {AI}
dan farkli denk matrislerin siniflant, onlarn 6z degerleri ile belirlenir.

1.2.3.Homojen ve inhomojen Lineer Déniisiimler Arasindaki Higki

o —L A->Azo>w=A(2)= azi-g, eslemesi C*=C\{0} ¢ekirdegiyle bir
vz

homomorfizmadir. (ale¥ olmak iizere acC tammlanirsa). Eger ¢, birim ‘moditler
A=(: I; )eM*,lAl=a§-By=1, matrislerinin = &* grubuna kendisini kisitlarsa o

zaman ¢ nin gekirdegi {+}dir vesr| C*=4 , o* | {+1}=4 dur.

Teorem 1 in ispat1 ; a)A nm iki farklt Aq, A, Ozdegerli bir matris oldugunu kabul
edelim. S, Teorem 2 nin ispatinda elde edilen matris olmak iizere z' :=Sz w' :=Sw

Ay O
olsun. Bu donigiimleri w=Az ye uygulayalim. w'=Sw=SAz=S§ AS 171 =( 1 )z'

0 Ay
0 Ay O
olur veya w'=Sw= Ap 0 z'= M Sz=>Sw=| | Sz

olur. Burada S, w ve z yi yerine yazalim. Teorem 2 nin ispatindaki S doniisiimii

-1

o) PV g
S= 1di. Buradan S = ] ; olur. Ayrica w = ve
o) o® of) W,
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0
Z= [ml ) idi. Sw= (M )Sz de bunlan yerine koyahm.
@9 0 7\.2

4 2
o oY) fin 0 o) o)

W L Awy) 0 M o® L0 e
\"®2 ! 2 2 @3 0 2

(m(z)wl-m(z)wz i A.lmgz) ~7«.10() ml)_ Alm(zz)ml-llo)gz)mz

(DW +(D(D Wy —chﬂ(ll) 7&2&)?) @2 -)\.2(1)9)0)1*‘7\.260%1)(02

\"®
m(22)w1 - (ogz)wz = IL1(co(22)co1 - cogz)mz) 7

~a)(21)w1 + mg”wz = A.z(-co(znm + mgﬂmz)

mgl) @

olur. —=z, —=w, ——=2z Ve ]

AT = Zy olsun
o3 w2 ald o

i) o), ©f? %0 olsun. (1.7) yi taraf tarafa bolelim.

L (@ ) 1
-l Wy -0 wy 3 —
m(ZZ)( Pwi-o{w,) ) MePo1-0P0,) 0,gn h

1 - g )
T(-m(l)WI'F(D%l)Wz) A'2( 0, 0110y ‘DZS )

CD

2

(2) ‘°§2)
Wl“‘(i')‘ “’1””75)”“2
_M
,0,(21) §1) oy _m(zn (1)
mgz) W1+m§2) w mgz) @+ (2)

1 .
Simdi ise sol tarafin pay ve paydasmi 1 ve sag tarafin pay ve paydasim o ile
Woy 2

garpalm.
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wy_op o o’
w2 mgz) A 0] mgz) N W=z _M zZ-2Zy
(D M A, D 6 n mn - ¢Y) (n
-COZ El_ 0)1 7\‘2 -0)2 91_+(01 -@2 w+(!)1 A‘Z -(02 Z+0)1
0(22) w2 mgz) a)gz) 0] mgz) ng) mgz) 052) mgz)
Her iki tarafi ————1———~ ile garparsak ;
PN OFAN
2 /™2
w—2Z =ﬂ Z—Zy - W2 _M o z-2
oD 2@ % ol 0@ . ol i oW
WA — e ZH—e—fE— W——f Z-—
co§2) “’(21) m§2) c‘)‘(21) mﬁ” mgl)
oz MzZ7Z g M S WIE G 2TA e edilin
W~2z; Ay Z-7; M W—2Zy  Z-Zy
i) 0’ =0 olsun.
Dlofu) Lo
w2 — @3 -
L (@ Dy.) (O )
_“;;(-CDZ W1+G)1 W2) 5—2-(—0)2 (Dl"‘(l)l 0.)2)
@) (2)
9 M ey
oPwia® 13 -00zia0
1 M 1 . . 1.
=— iken her iki tarafi ———— ile ¢arpalm
-Q (zl)w +0)§1) Ay -mgl)z +a)§1) —l/ (ogl)
1 Ay 1 1 Ay 1
= = = = = (w—z)A =2y(2-2)
(Dgl) 7\.2 (Dgl) WwW—Zi A,z Z-Z7
VT SPNH
) @

= w~z=—;;°'—z-(z-zl)sw—-zl =M(z-2;) elde edilir.
1
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Sonugta inhomojen déniigiime kargilik gelen w = Az 1¢in, bu donisiimiin normal formu;

eger mgl) , mgz) £0ise 2 _3 %24
W=-2y Z-7H
veya mgz) =0 ise w-z =k(z-zl) (1.8)

elde edilir.

Anm katsaysi, x=% ve sabit noktalar z4, z, dir.

() (g0
Az("):xvz("):(a B)(m’ J=xv[m’ Jden devam edersek

y & m(2°) 0)(20)

(mgu)+ ﬁm(zv)']—[kvmgo)]:mgu)_*_ Bco(z") =7\’v®go)

yo{*) +5af) )] 0l +508) = 10l

denklemlerinden , sabit
Aoy

noktalar ve 6zdegerler arasindaki su bagintiy: elde ederiz :

kv=a+B£(2~lz=a+B——=a+B—1—:>lu=a+£— w
o{®) o{®) Z, %

m(z")

(v)
l‘,=5+yz——(%)-=8+yzuz>x,,=yzo+6 olur. Yani v =1,2 olmak iizere
2

g B
o=ty (1.9)

Ay =8+172,

elde edilir. ©{* veya 0{”’=0 olmas: durumunda bunlardan biri kullanimaz, 120
kosuluyla pA matrisleri pA =A y1 saglar ve bunlar pAq, pA, 6zdegerine sahiptir,
HAy _ A

=2 - ) ofur. Boylece asagidaki teorem ispatlanmug olur.

dolaysiyla
A M
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: a B oD o®
Teorem 4: Eger A= matrisi, lineer bagimsiz ! ve 6zvektorlen
y & Co51) m§2)

ile farkh A4, A, Ozdefferine sahipse, o taktirde iliskili A dontsimd iki farkh

(D) N
z, = -5 _ B , V=12 sabit noktasina ve A = L) katsayisina sahiptir.
(") T Ay - A
5 Y 1

b) Eger A bir tek Ay 6zdegerine sahipse, o taktirde, Teorem 3 in ispatindaki, S
donigima kullanilarak, yine yukanidaki gibi benzer iglemler, kargihk gelen normal formu
ortaya gikaracaktir.

w'=Sw=SAS"ISz idi.

D)ol =0 oldugunu kabul edelim

© \* A L
oy 1 1170 © :
Bu durumda, S= ) ve SAS = 0, olur. Bunlan yerine yazalim,
0(2 ) 0 %o

y .
0 -1 Yw M —or [ -1 VYo
1 (0 1 o :
o tm islemim yapalim :
[mgO) (0))( ) 2 _mgl) m§1)}(m2) garpim i yap

0 A
RO of®
W2 -Y Mty (o —Y@1-Ag®2 +7 gy ®2
(0) ) o 1= oy
-0)2 W1+(D1 Wo D
20 20 AgafPay+2g0 0
Boylece

o
—Wy = Y@ —Ag®y +7 — 5 (0) istormi elde il
cm eedlhl.

(o)w +m(°)w =—7\.0(D( )m1+xoco(0)c02
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RO

’—w—zw, —L_ -7 olsun. Ikinci denklemin her iki tarafim ! ile arpip sistemi
w 0) )
2 0)2 G)Z
diizenleyelim :
—W3 = Y@ —Ag®4 +
W2 = Y01 —Ag®) +YZo0 ) } f tarafa bolme yaparsal
—W1+Zogwy = —lo(nl +)\'OZOG)2
W3 Y01 —Ag®) +7Z0;
“W1tzZoWy  —Agop+Agzomy
1 -1 1 %ZH—XLZ"
olur. Sol tarafi — ve saj tarafi ——— ile kisaltirsak =0 0 ve
Wo 002 W —Zg Z—Zy
Y
I+—(z~2zp)
1L M = I A & +-'- bulunur.
w—2zg zZ—Zy z-z9 Ay W-—2Zg z—-Zy Ag
~:’(—-——-ct dersek ! - +a normal formu elde edilir.
Ag wW-Zg zZ-—2Z,
1 0 A
i) @ =0 olsun. Bu durumda s:(o l)=Ive SAS'lz[OO B) olur. Bunlan
0

yerine koyarsak:;

Sw=SAS 1Sz den

(1 0 (2 BY1 © (A B wi) (A B Yoy
\0 JW—(O ko)(o 1)Z:>w_(° M)ZD(WZ)_(O Ao 032)3

(W1)= (7\-0(01 +B€°2):> w1 =Ao0) +Baj

} sistemi elde edilir. Taraf tarafa bolme
\W2/) \Aow; Wy =2Ag@7

yaparsak had =7&0®1+ﬁm2 :>w=z+—B—- bulunur. oz=£ dersek w=z+a
W Aoy Ao Ao

normal formunu elde ederiz.
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Bu durumda, eger A bir tek A 6zdegerine ve z; sabit noktasma sahip ise
AZP) = AZ% den AA®) - 2oZ?) olur. Matrisleri yerine yazip ¢arpabm :

(0 (0) ® 0) 0
@ 0] am, ’ +fo Ao
(a i?) 0 |7 0 [P @5 o]
Y ‘”(2) o)(2 ycog )+8mg Ag
(0) (0) 5 n(0) (0) (0)
any ’ +Beny’ = o w.
10 P z o :) sistemi bulunur . Buradanko=a+[3%—)— ve xo=y——(2—07+5
elde editir.
ol =0 ise 1 bagmtdan Ag=o
Eger (0) olur.
o) 20 ise 2. bagmdan Ag=y—igs+5
®2
Sonugta,
Zy =0 ise 7L0 =a
Zy #+© 1se 7&0 =YZgy +& (19‘)
elde edilir.

1.2.4. Aym Sabit Noktah Déniisiimler

Sirastyla, sabit noktalan z; , z; nokta ¢ifti olan veya tek bir sabit zy noktasmna sahip olan
tiim A €4 lerin grubunu, gozoniine alahm. Esleniklikten dolay1 bu grup ya sabit 0,
nokta ¢iftine sahip olan tiim A € lerin grubuna ya da tek sabit noktasi « olan A e
lerin grubuna izomorfiktir. Ayrnica normal formlar sirasiyla ya tim AeC* nin garpimsal
grubu ile ya da tim aeC nin toplamsal grubu ile tim A €4 grubunun izoformizmini
gosterir.

1.3. Modiiler Grup ve Sabit Noktalar
1.3.1. Tanim ve Sinflama
Bir homojen modiiler déniigiim, elemanlan rasyonel tamsayilar ve determinanti 1 olan bir

homojen lineer doniigimdiir. Homojen modiiler déniigiimler bir grup teskil eder. Buna
homojen modiiler grup denir.
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b .
Bu grup, tam birim modiler I': = {(a d}a;b,c,d €Z,ad-bc= l}maim grubuna
c ;

izomorfiktir. 1.2.3 iincis bolimde verilen @ homomorfizmi, inhomojen T:={A]A eI'}

az+b dir.
cz+d

modiiler grubunu gosterir. Burada eger A= (: 3) el ise Aiz—>

A €T elemanlanna inhomojen modiiler doniigimler denir. Bu déniisiimler, iist
yan Z diizlemini IR reel eksenini ve QQ rasyonel sayilar kiimesini korur.

I' ve T arasindakiiliski I'\{+I}=T izomorfizmastyla verilir.

A=(: z)ef ve iz(A)=a+d olsun.

=(x——a)(x.-d)—bC‘—"xz—(a+d)x+ad—b°

x-a -b x-a -b
xI-A= ici =
(-c X -d) n $a(®) ‘-c x-d

P (x)= X2 —(a+d)x+1 olur. Bu polinomun iki

+
Ay =2 2“ 7+ -4 (1.10)

ozdegeri vardir. AjA, =% =1 dir. Boylece A; ,0zdegerleri cebirsel sayilar olur ve bunlar

ya rasyonel sayilann Q) cisminde ya da kuadratik Q(\{ (a+d)2 -4) say1 cisminde birim
elemandirlar. Gergekten, a=d=F1 igin A 5 =1 olur ki bunlar @ da binmdir. Ciinkii Q
nun birimleri ¥ 1 dir. AjA, =1 oldogundan

a+td=2 igin Apy= 1:%.o=1:x1 =y =1

a+d=-2 igin Aj =—1-T-%.0=-1:>2.1 =%y =-1 dir. Sonugta, a+d=12 igin A;; €Q
olur. a+d#F2 igin A1 ¢ Q ve A; # A, olur. Bir sonug olarak asagidaki simiflamay:
elde ederiz :

i) Parabolik durum :
Bu durum 1. béliimde tam olarak bir sabit noktaya sahip olma seklinde tanimland: ve 2.
bolimde de tam olarak bir 6zdegere sahip olmaya denk olarak gosterildi. Yani tam
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olarak bir sabit noktaya ve dolayisiyla tam olarak bir 6zdegere sahip olma durumu
parabolik olma durumuyla egdegerdir.

Parabolik durum, sadece |a+d|=2 oldufu zaman gerceklesir. Ciinkii
]a+d[= 2=>A;1=Ay=1 veya A;=2X;=-1 olur. Yani karekteristik polinom bir tek
Ag =-1 veya Ay =+1 kokiine sahiptir.

ii) Eliptik durum :

2)Q(i) iizerinde eliptik durum : a+d=0 oldugu zaman gergeklesir. Cinkii a+d=0 =

A1z =Fi olur. 1.2.3 iinci béliime gore A=—;;’L-3— oldugundan A =~1 ve [A|=1 olur, bu
1

ise eliptik modiiler dontgiimi gosterir.

b)Q(~-3) iizerinde eliptik durum : [a+d{= 1 oldugu zaman gergeklesir. Gergekten

[a+d(=1 ise ya a+td=1 yada a+d=-1 olur. p=-%+—§i olmak tizere

et ot

a+d=1=4;, =-1--T-7§‘\/:‘:':“'? ‘/5"""9 veya -p

2 2 2 g
1_1 T _
at+d=—-12DA ) =-—F—+-3=—=F—1=p ve olur
1,2 275 ) p veyap
2n
W = = 1 3. _ g1
T o — ,___...*: 3 1= =:___._._._.= - I=_+__.. — olur
2+21e =>p e 5 21pvep 21 p

a+d=1=>11 5 =—(p)* veya (-p)*
Bu durumda, L2 ®) ¥ (-p) olarak bulunur.

a+d=-1=1y, =pfC1

A =% olduguna gore,
1
2
+1
» - 1 V3.Y 1343, 143,
wrd=liem "z%z(“’f:"z{‘a*?) WA a L
. p'1 1 1
atd=-1 i¢in 7\,=——-—-=—2—=——_T=p olur. Sonugta,
P p° p
la+d=1 ise A=p*'dir. Aynca ]pl:[p’1’=|/—3‘—+%=1 oldugundan [A|=1 olur. Bu ise

eliptik modiiler doniigiimii gosterir. Burada pﬂ =1 dir. Gergekten,
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o= LB 31,5143, (1 3 p. 332 1,9,
2 2 8 42 2 8 8 8
p'1=-l—-i§-i=>'§3=-—l—+3—1— _l/—i i+ 3] -— )+}£ __l+2=1
2 2 8 41 2 2 4 8 8 8

3
Boylece p2=1 bulmur. (p*) =1 1)>=1 ve 1¥3 =1 olur. Yani A katsayst
birimin kiipkoki olur.

iii) Hiperbolik durum :

[a + d‘ > 2 ve yukanda elde edilen sonuglara gore, 6zdegerlerin ve A katsayilarinin bir reel
kuadratik say1 cisminde, birim olmast kogulu ile geriye kalan olasiliklar igin gergeklesir.

AiAg =l:>7\.=-7;\‘i den 3\.=7\.2-£—:7\.22.1=X22 >0 oldugundan A >0 olur ki boylece
1 1 :

bu doniigiim gergekten hiperbolik olur.

Tamm: z;,zy €C noktalarna, efer A(z;)=2z, kosulu ile bir inhomojen A T
modiiler doniigiimii varsa I' modiiler grubu altinda denktirler denir. Bunun bir denklik
bagintis1 tammladigini gosterelim :

i)zy~zydir:

— 1
A(z)=2z olmasim saglayan A= (

0
0 J €I’ var oldugundan yansima var.

ii) z; ~zy 1se zyp ~zydir:

24~z ise A(Zq)=2, koguluilebir A= (: db) e’ modiiler déniigiimi var

A( 1)-62 +:—12 :>321+b=02221+d22 :azl—(czz)zl=dzz—-b:>

dzy b
~CZy +3a

z) = =A"Y(z,) olur. T bir modiiler grup oldugundan A " €T olur. Dolaysiyla z ~ z;

olur.

ﬁi)21~22 > Zy ~ 23 ise zl~z3dﬁr:

~z ise Ai(z)=2, kosuluilebir A;= (al zl) eI’ modiiler doniigiimii var.
G G
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. - - a e
Zy ~2z3 ise Aj;(z;) =23 kosuluilebir A, =( 2 bz) eI’ modiiler doniigiimi; var.
c &
< ajzy+b - azzy +b
Ay(zy)=-1"l=2), Ay(z) =22 2=
Cizy + dl Y +d2

zZy yi ikincide yerine koyahm

az + bl +b

C1Zy + d] 2 SN 8,812 + a’_)bl + b20121 +d1b2 _ (azal + b;,_cl)zl + azbl +d1b2
Cy 412 +31 +d, CrdyZy +02b1 +d2clzl +d1d2 (C?_az + dlcl)zl +C:;_b1 +d1d2

TCzptdy 7 '

= XZ—A-I (Zl) =173 elde edilir .
Ay, A, T oldugundan A, A, €T dir. Dolayisiyla z ~ z; olur. Sonugta bu-denklik
bagmntisidir.

Simdi K, @ iizerinde bir kuadratik sayn cismi olmak iizere bir ® €K igin

diskriminanti tammlayalm. oy, a7 € K tamsayr olmak iizere @ =§—1— seklinde gostere-
2

lim. A(o)diskriminanti

2
| gy —asa
AMo)=| —~—=2—2 1.11
@) [ N(ay,07) ] (L1

ifadesi ile tammlamr. Burada is eslenii gosterir. Yam oj=a] ve oy =aj dir.
N(cj,0;) ifadesi oy ve aynin en bityik ortak boleni (g, a) olmak uzere, (o, az)
idealinin normudur. A(e)nm, K mn tamsayilarnnm bir bolimi olarak bu gosterimden
bagimsiz oldugu agiktir. A(®), aym zamanda, katsaylan ortak bolensiz rasyonel
tamsayilar olan (yani aralannda asal) kuadratik polinomun diskriminantidir ve ® bu
polinomun bir kékiidiir. Bu durumu, s6zii edilen polinom

(aox—oy)—(asx—aq) 1
N(al >a2) N(al’aZ)

[ozx® - (o1 + 0 00) + o0 | (1.12)
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olmak iizere gosterelim :

1 a,0th -QL{CLy - 0L OL5 a, ot}
P(x) = ———[aza'zxz -ajazx-ala§x+a,a§] =228 2, MG 0y L MG
N(ay,a,) N{a;,a5) N(a;,a,) N(oy,05)

P (x) in diskriminantina A diyelim .

A= !: —ClyQ - 0Lyath T _4 aAy0Lg gy _ oo + a%aéz + 20,0050 - 4oy ool
N(ay,a,) N(ay,23) N(ay,a,) [N(a],az)]z

: 2
A = (2200) + (@@ - 2000ty _ (@0p-0004)2 { (@05 -050) | _ A(w)

[N(al,az)]z [N(al,ag)]z - [N(ey,0,)]
Gorildiigii gibi A = A(e) dir. P(x) in kokler X; ve X, olsun.

AL0t] +a,ah 7 JA@) O] + ooy £ QL) — Oy

- N(oy, o N(ap,a3)  N(ay,a,)
o 1,%2 r 1L,% 1
12 azaé " azaé
N(ay,a3) N{ay,07)
iy 5 = 2201 togad Flagah —arai)  osaf+aga) + %) ~ )0
12 = 2L T 2.0k 2a,5a%
oy0Lh 20y 2452
o o | a af
X =—Ll % g 4 i
2(12 20.2 2(!2 2(1'2
o a v a] o X
xp=—bp L N %, oldugu gorilor
20 20; 20; 205 a,
ve

Gorildigii gibi ~L =0 ve Zl=q’ P(x)in kokleridir.
& %)

Bu hazirliktan sonra yukandaki smiflamaya gore modiiler déniisiamleri inceleyecegiz.
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1.3.2.Parabolik Duram

b -
A= (a d) el’ ve 'a-i- dl =2 olmakiizere A eI’ modiler doniigimleri asagdaki
c

ozelliklere sahiptir :

Teorem S : 1) Sabit noktalann kiimesi rasyonel sayilar ve oo dan ibarettir.

2) Aym sabit noktah A €T, aym tek sabit  noktalh modiiler doniigiimlerin grubuna T’
da eslenik olan sonsuz bir devirsel grup teskil eder. |

3) Tiim rasyonel sayilar T modiiler grubu altinda o a denktirler.

. b

IsPat:]a+d]=2 ve c¢#0 olmak iizere A=(a d)el“olsun
c

A-a -b

Al-A =
[-c A-d

):¢A(x) =(A-a)(A-d)—bc =22 —(a+d)A+ad-bc.

— 2 R 2-
dp(A) = ?»2—(a+d)k+1:>x12 r a+dFy(a+d)-4.11 _a+d _+_,/(a+d) 4

2.1 2 2

a+d a+

+
olur. [a+d |=2 oldugundan Mg = ~ 4 yani Ay =Ay =Ag = atd

olur. Bu ise
nin tek dzdeger oldugunu gosterir. (1.9") esitligini kullanarak A nm tek sabit noktasi zg 1
+
Ao —d g
bulabm. Buna gore Aq =czg+d olur. Buradan zy=-2 ve zg = ~“—(:———=
c
atd-2d _a-d
2c 2¢c

bulunur.

a—d
2c

4

Z5= noktasi gergekten de c#0igin A mn tek sabit noktasidir. $oyle ki

a—d)
a(———~ +b 1 " 2
K(zo)__:K(a-dJ_ 2¢ _a’-ad+2be _at-ad+2be o o

2¢ c(a-d)+d ac—cd +2dc ac+dc

_ 142
a=d= -1 olabilir. Bu durumda zy=0 ve A(0) =1__1_-l§-.._bc= ~b olur. Ayrica ad-be=1

oldugundan 1-bc=1 ve -bc=0 olur. ¢#0 oldugundan b=0 drr ve bu nedenle
A(0)=0 olur.
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Ayn sekilde,

a=d=1 igin A(0)=0, a=2, d=0 igin A(l)zl
C C

a=-2,d=0 icin A(—i)=— . a=0,d=2 icin A(—%)=——
[+

1

c

. . 1 1

ve a=0,d=-2 i¢in A(~)=— bulunur.
c/ ¢

Simdi ¢=0 olsun. O taktirde A=(: :\) olur. ad-bc=1 ise ad=1 olur.

. B _(*F1 Fb
la+d|=2 olduundana=d=1 veya a=d=-1 olur. Buna gore A = o TI olur.

1 0 —
U=(O J,U:z—nﬂ (2.13)

FzFb
0.zF1
Boylece UP=A olur. beZ olmak iizere UP donilgimleri tek sabit o« noktas: ile
parabolik donisim olur. UP donigimleri, U tarafindan iiretilen sonsuz bir devirsel grup
teskil eder. (a’,c’)=1 olmak iizere bir rasyonel 4:—:— noktast igin a’'(d")+ (-b")(c") =1
a’ b’
¢ d
Burada a’,b’,c’,d’ eZ ve a'd’-b'c’=1 oldugundan S eI olur. Buna gore

olmak tizere, U°(z)=z+b dir. Diger taraftan A(z)= den A(z)=z+b olur.

olacak sekilde b’,d’ eZ sayilan var olmak lzere S=( ) matrisimi olugturalm.

b'
’ , 't — ’ ’
S(z)= L Z_ olur. Buradan S(w0)= a+0_2"  putumur ki boylece 3)
c'z+d’ o +_l>_ ¢+0 ¢
z
iddias: kanitlanmug olur.

Aynca, eger A’=SUS! €T ise o zaman A’, sabit nokta olarak verilen — -

¢ d'AO0 1A-¢c a

2

’ '+ B r LW ' q'c! W'’ - r+l+'bl

A,=(a' a’ b')(d' b:)z a'd’-a'c’-b'c’  -ab'atHab) o ip
Cc c'+d’' A\-c a c'd’ - 0'2 -c'd’ -b'c’+a'c’+a’d’

.. 1 a’ b'\(1 1)d -b
noktasina sahiptir. Gergekten, A’=SUS " den A’'= ve
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a’ 2
1-a’¢’)—+a’ 2 2

a' _— 8' ( ’ C' + ar C' ar

z=— almirsa A'(—] = ¢’ _2-a =-— bulunur. Boylece

¢ c' 2 c’

a’ a2 '
—-c'2~—,+l+a'c' c’“a’+c +a'c
c

—:-,- noktas: 1) iddiasim kanitlayan bir sabit nokta olarak gergeklesir.

Diger taraftan o ve _a_’ noktalarinda sabit olan gruplar S €T vasitasiyla eslenik-
c
tirler. Gergekten, A’ a_’ noktasmda sabit, UP ise o noktasinda sabit ve A’=SU"S™
c

esitligi meveut oldugundan A’ ve. UP gruplan S €T vasttastyla eglenik olurlar. Boylece
2) iddias1 kanitlanmms olur.

1.3.3. Gauss Say1 Cismi Uzerinde Eliptik Durum

b ' : Y 4
A=(: d)el"ve a+d=0 olmak izere modiler A T donigimleri asagadaki

ozelliklere sahiptir :

Teorem 6 : 1) Sabit noktalarn kiimesi d°>=-1modc olmak iizere Fi-

gﬁlennden

olugur ve bunlar, diskriminantt -4 olan Q(i) deki sayilardir.
2) Boyle sabit noktalarin aym ciftiile A T 1k1 mertebeh bir devirsel grup tegkil eder.

3) d2=-1modc ve ¢ > 0 olmak iizere tiim ——= e Q(i) sayilan, T modiiler grubu altinda
denktirler.

b - -
Ispat: A= , AI-A= A-a b :>¢A(A.)=?«,2—(a+d)x+l
c d -c A-d

a+d=0:>¢A(l)=lz+1=0:>kL2=$i ve?..=-;l=—1 bulunur.

AMoaan=[* OJ[2 ®Y* b2 ©® a*+bc ab-ba
) c -ajjic -ajlc -a ¢ -aflca-ac bet+a?
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24
=(a 4 M ° ad-bc=1 ve a=-d ise a®+bc=-1 olur. Buradan
¢ -aflo be +a?

A3=A.A2=[: _:){: ?):(: ':):—A olur. A(z)=-A(z) oldugundan A(z)=2A(z)

olur ki bu ise A T nmn iki mertebeli bir devirsel grup olugturdugunu gosterir. Boylece 2)
iddias1 kanitlanmig olur.

Simdi 1) iddiasmni kanitlayalim : A nin sabit noktalan Teorem 4 de verilen

Ao =cz;5 +d formili ile Az =i 6zdegerlerinden hesaplanir. +i =czyp +d —>

£i-d =217 sabit noktalan bulunur. Aynica a= -d ve ad-bc=1 den -d2=bc+l-—>d2=
c

(-b)c-1 ise d® =~1 mod ¢ sonucu gikar. zj 5 noktalaninin sabit nokta olduklanm gorelim :
Bunun i¢in '

b 2
A=(Z a) ikena+d=0=>a=-d vedz=—bc—l:.>b=-q1 +1 olmak Gizere
- c
d?+1 : 2
A=|d - ¢ matrisini olugturalm. det(A)=-d% +d%+1=1 ve c,d,-d +1eZ
c d

oldugundan A eI" olur. Buradan

2+1 fFi-d _d2+1
IV i ) g R
(21,2)_’ = A =

czp+d c(i—i-d)+d
C

Fdi+d®-d’-1_Fdi-1_(Fdi-D+i (Fdi-DFi_ di’+i
+ci—cd+cd e 00 - c ¢

= A(i‘;d) ~H74 arak buunur Bu ise 1) iddiasinm ilk kismm kanutlar.
Cc

-d? - +i—
d lolmakﬁzere +1-d
¢ c

d®>=-1modc den b= sayilan cx* +2dx—b =0
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polinomunun kékleridir. Gergekten; cx? +2dx-b=0 igin

X1,2

_ —2d¢\/4d2 _4c(-b) -dFyd2+bc —dFJ—bo—l+be N
C

2¢c c c i

olarak bulunur. Burada, —bc=1+d? nin e.b.o.b. (b,c,2d) =1 i gerektirdigini gosterelim:
e.b.0.b. (b,c,2d) =/ olsun. b, £c, £2d olur. ¢b, ¢jc=>¢bc ve £/~bc olur. Buradan
¢d? +1 olur. ¢2d = £}2d? olur. Buise £|d® —1i gerektirir Boylece ~ £[2 olur. Bu
durumda £=1 veya £=2 olur. £#2 oldugunu gosterelim. Burada d? -1, d2, d? +1
sayilan ardigik sayilarm1 gozonine.alahm. flk olarak d2 +1 in tek oldugunu kabul edelim.
d2 +1=—bc oldugundan b veya c den en az biri tek olmak zorunda. {b ve ¢c

oldugundan ¢ # 2 olmak zorundadir. Dolaysstyla £ =1 olur. $imdi d2 +1 in ¢ift oldugunu
kabul edelim. 0<neZ olmak izere d2+1 sayllant dolayistyla -be sayilan 2-+n8
. geklindeki sayilardir. Bunu 2(1+4n) seklinde yazarsak b ve ¢ den en az birinin tek
oldugu sonucu gikar. e]b ve Zlc oldugundan ¢#2 olmak zorundadwr. Dolaysiyla
£=1=e.b.0.b (b,c,2d) olur.

cx? +2dx—b = 0=> A = (2d)% —4c(—b) = 4d? +4bc = 4(~bc — 1)+ 4bc = —4

olarak bulunur. A=A(®) oldugundan A(®)=-4 olur.

di-d
c

Karsit olarak eQ(i)nin ortak bolensiz ¢, d, d' €Z ile ve -4 diskriminant: ile

2id'c
N(y)

Alo) = Qs g0 seklinde tanimlanmgti. Buna gore (otj,a3) =y dan «; =d1-d,
N(aay)

a,=c olur. Dolaysiyla aj=-di-d ve aj=c olur. Bunlan A(@) da yerine

yazalim,

A@) =[(d" —d)c—c(—d’i—d)]z ___[cd" —-cd+cd'i+cd]2 =[2id'c]z N

verildigini kabul edelim. Eger y=(di—d,c) ise —4=[ T olur, Cinkii

N(y) N(y) N(v)

A(@)= -4 verildiginden —4 = [12\;? ;"]2 sonucu olur. Buradan devam edersek,
Y

—4[d'c} 2 ~
—4 = —ld%el = N('Y) =>dc= +N('}') olur.
N [are] =[N
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n:ld’ olacak gekilde bir asal & sayist olsayds, o taktirde.nl‘y veya =jy’ olacagindan
mc vé njdi—d olur. Buradan nf-(d'i—d)+diden wd elde edilir. Bu ise e.b.o.b.

(c,d,d)=1 olmasiyla gelisir. Dolayistyla d’ niin iki ve daha biiyiik bir béleni olmadigindan
d=tl olmak zorundadir. Buradan N(y)= Fc olur. y[d'i-d ve d’'=F1 den yl'—Fi-—d

olur. Boylece N(y){N(¥i-d) den N(y) =Fc ve N(Fi-d)=1+d? oldugundan c[1+d?
olur ve d? =-1 mod c elde edilir. Boylece 1) iddiasi tamamen ispatlanir.

3) iddiasim ve iz(A)=0 iken tim A eI lann

0 -1 — -
T=( ], T:z—)—1 (1.19)
1 0 z

olmak iizere I' da Tnin eglenikleri oldugunu daha sonra ispatlayacagiz.
1.3.4. Birimin Kiip Kéklerinin Cismi Uzerindeki Eliptik Durum

v b _ Al
Az(z d)eI’ ve]a+d[=1 olmak tzere A €I’ modiler doniigimleri asagidaki

ozelliklere sahiptir :

F1_
Teorem 7 : 1) Sabit noktalar kiimesi, d* +d +1=0 mod ¢ olmak iizere 2 % d

€Q(p)

say1 ¢iftlerinden olusur ve bunlar diskriminant -3 olan Q¥(p) deki sayilardur.
2) Boyle aym sabit nokta ciftine sahip olan A T, 3 mertebeli bir devirsel grup teskil
eder.

3) d +d+1=0 mod ¢ ve ¢>0 olmak iizere tiim p-d e€Q(p) sayilan I modiler grubu
c

altinda denktirler.

Ispat : Daha once carpammn birimin kipkokii oldugunu, yami A=p*! ve

A =p2=1denar=1"3 oldugunu gostermistik, 1.2.4 iin sonuglarindan 2) iddiasi hemen
cikar.

$imdi 1) iddiasim kanitlayahm : Ja+d|=1 olmak uzere A €T verilmis ise o
taktirde genellii bozmaksizin a+d = -1 segilebilir. Bu durumda
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7&12 =L§g+—\/(a+d) -4 den }\.1,2-——2-+1w[—°——2—+i2—3—1—p :>7\.12 p
:tl_d
olur. 7\.1,2 =CZ1y +d formiikii ile pﬂ:czl’z +d,

=27y, sabit noktalan
bulunabilir. a =-(1+d) ve ad-bc =1 = ~(1+d)d - be = 1, -d-d2-bc = 1, d2+d+1=-bc ise

‘ .. d? +d+1
buradan d2+d+1=0 mod ¢ sonucu gikar. a, b, ¢, d&Z i¢in a = -(1+d) ve b= ———-—
_(1+d) ﬁ‘_i_l.
olmak iizere A:= T e matrisini olugturalim. Bu matris
c d

iz(A) = -1-d+d = -1 den -1 izine ve det(A)=-d-d>+dZ+d+1 = 1 den 1 determinantina ve
tamsayr elemanlara sahiptir. Dolaysiyla A €I’ olur. zj, noktalanmn sabit nokta

F1_
olduklarm gorelim. A(z ,2)=A(p d} ise
C

F1 2
—(1+d)(p -d)_d +d+1 4 ,
C ¢ _(-1-d}{p ~-d)-d“-d-1

1 +1
c(p d)+d P
c

- +d—dpTled?-d*~d-1_ —pTl-dp™l-1 -1-d-p'.
Cp:Fl cp-‘i'l c

[l

olarak bulunur. Bu ise 1) iddiasimn ilk kismini kanitlar,
F1

d®+d+1=0 modc olmak izere 2 —d sayilart e +(1+2d)x—b=0
c :

denkleminin kokleridir. Bu polinomun koklerine x;, dersek,

 —(1+2d)Fy(1+2d)? —4c(=b) _ —1-2d F\1+4d> +4d +4bc
2¢ 2¢

olur
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2

b=—~§—ﬂil—:>d2+d+1=—bcyi X1 de yerine yazalim;
. ,
i} _-1-2dFy1+4d% +4d+4(~d2 —d~1) _~1-2dFV1+4d% +4d—4d*~4d -4
12 2c 2¢
1_v-3,

_1-2 3 ——F—i-d _71_

X3 = 1 g:ﬁ: 2 02 =2 . d oldugu goriliir.

Goritldiigi gibi polinomun diskriminantt A= -3 dir.

Simdi e.b.o.b. (c, 1+2d, b) = 1 oldugunu gésterelim : e.b.o.b. (¢, 1+2d, b) = ¢
olsun. b, fle=>¢bc ofur. -be=d? +d+1den ¢(d2+d+1)2=2d%+2d+2 ofur.
Buradan ve ¢|(1+2d)d=d+2d% den £d+2 ve ¢|(d+2)2=2d+4 olur. Buradan ve
yine {l1+2dden {2d+4-2d~1=3 ve {3 olur. £=2 olamaz. Cinkit 2j1+2ddir.
Bu durumda ¢ =1 veya £=3 diir. £=3 oldugunu kabul edelim. 3|d* +d +1 olur. Bunun
gerg:ekl&sebﬁmesi icin, tiimevanmla d sayilannin, neZ olmak iizere 3n+1 seklindeki
saylar olmas: gerektigi gorilebilir. Bu durumda d?+d+1=Ga+1)2+Gn+1)+1=
3(30% +3n+1)=-bc sonucuna vanlr. Diger taraftan 3b ve 3c oldugundan
3(3n®+3n+1) sayst iki carpan olarak yazildigmda her iki carpanda 3 ile
bolinebilmelidir. Oysa bu olanaksizdir. Ciinkii 330 +3n+1 oldugundan 302 +3n+1
sayisimn iginde hi¢ 3 veya 3 iin kati yoktur. Bu ise 3(3n2+3n+1) sayisin

garpanlarindan birinin 3 ile tam boliinemeyecegini gdsterir. Bu durumda 3 sayist b ve ¢
nin her ikisini aynt anda bolemez. Oysa bu 3jb ve 3jc olmasina aykindir. Bu geligki

£=3 kabul edilmesinden dolay1 olustu. Dolayisiyla £ =1 olmak zorundadir. Buradan
e.b.o.b. (c,1+2d,b)=1 olur.

ox? +(1+2d)x - b =0= A = (1+2d)? - 4c(~b) = 1+4d +4d? +4cb
A=1+4d+4d% +4(~d? —~d-1)=-3 olarak bulunur. A=A(®) oldugundan A(e)=-3

olur. Karsit olarak d’p—d €Q(p) ; e.b.o.b. (c,d,d’)=1 olmak tizere -3 diskriminant: ile
c

—

dp-d
c

verilmis olsun (Aym zamanda

durumu da incelenmis olur).
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(d’p—d)c—c(d’p—-d)
N(7)

2
y =(d’p—d,c) ise A(m)=[ ] olur, Buradan

? r~ 2 ’ 2
—3=|:°d p—cd——cdp-f-cd)] ={Cd (p—ﬁ)] bulunur. Béylece
N(y) N(y)

SN = (d'0)%(p-p)? iken p-5 =+-3 oldugundan

[N(y)]2 = (d'c)2 = d'c=+N(y) olur. chd' olacak sekilde bir asal = sayis1 olsaydi, o
taktirde xly veya n[y’ olacagindan n[c ve nld’p—d olurdu. Buradan 7:[—(d’p—d)+d'p
dan n|d elde edilir. Bu ise e.b.0.b. (c,d,d)=1 olmasiyla gelisir. Dolaysiyla d' niin 2 ve
daha biyiik bir béleni olmadigindan d'=+1 olmak zorundadir. Buradan N(y) = Fc olur.
7/d’p—d ve d’=Flden y|Fp-d olur. Béylece N(y)[N(Fp-d)dem N(y)=Fc ve
N(Fp-d)=d?Fd+1 oldugundan Fc|d>Fd+1 olur. Buradan d*>+d+1=0modc
olur. Bu ise 1) iddiasini kanitlar. |

3) iddiast ve |iz(A)|=1 iken tim A T larm
;’ 3 Rez——0 (1.15)

R=TU=
( z+1

olmak iizere I" da, R veya RZ nin eslenikleri oldugunu daha sonra ispatlayacagiz.

1.3.5. Hiperbolik Durum

Az(a Z)er vela+d|>2 olmak tzere A eI’ modiler domisimleri asagidaki
c

ozelliklere sahiptir :

Teorem 8 : 1) Sabit noktalarinin kiimesi, keyfi bir reel kuadratik sayr cisminin farkh
cebirsel eslenik say1 ¢iftlerinden ibarettir.
2) Bayle aym sabit nokta giftine sahip olan A €T, sonsuz bir devirsel grup olugturur.

3)a;, oy, By, By tam olmak tzere iki reel kuadratik z=§—1— ve w=§l— (veya
2 2

W = -B——z—
B1
modiiler grup altinda denktirler.

) irrasyoneli ancak ve ancak (otj,ay) ve (By,B8;) Z-modilleri benzer iseler
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Ispata gegmeden énce modiil ve modiillerin benzerligi tanimlanm verelim :

i) (o, B) Z-moduli (a,ﬁ)::{aa + bBIa,b eZ} ile tanimlanur,
if) I (ay,00) ve (By,By) Z-modilii, eger o, oy, By, By elemanlant aym cisme ait
ve (ay,0t3) =0(B1,B,) olacak sekilde bu cisimde bir ¢ sayisi varsa benzerdirler.

Ispat : Burada 6zdegerlerin ve A katsayilannin bir reel kuadratik sayi cisminde bir birim
oldugunu biliyoruz. Gergekten A = 7\.22 oldugundan A katsayisi Q(\/(a+d)2 —4) reel
kuadratik say1 cisminde bir birimin karesi olur. O halde A, birimdir. Bir reel kuadratik
say1 cismindeki bir temel birimin varh@indan, -1 i igermeyen birimlerin grubunun her
uygun alt grubunun, sonsuz mertebeli bir devirsel alt grup oldugu sonucuna ulaginz. Ozel
olarak bu, katsayiarm alt grubu i¢in dogrudur. Dolaystyla 1.2.4 e gére 2) iddiasim
kanitlar.

1) iddiasinm ispat1 : Ozdegerler cebirsel eslenikler oldugundan A, =cz,+d
den }""c— s z, sabit noktalan da cebirsel eslenik olurlar. Ayrica sabit noktalar rasyonel

degildir. Ciinkii ja+d|>2 oldugundan A, =£;—d-¥\}(a+d)2“‘4 den

%Q:J(am)z ~4-d g

c 2c

Z,= ?%\/(a +d)*~4 Q oldugu goriliir.

Simdi D>0 olmak tzere @, ®, nin tamsay1 oldugunu ve z=§;—l— eQ(w/B) nin
2

bir rasyonel kare olmadiZim kabul edelim. Ayrica, ©, @4, (01, ®;) Z-modiliniin bir
tabani (bazt) olacak sekilde z ¢ Q oldugunu kabul edelim. € #+1 ve s&’ =1 olmak lizere
& =1mod (005 —0,0}) seklinde bir birim segelim. Boyle bir birim mevcuttur. Ciinki
mod (0105 —®,01) kalanlannin halkas: sonlu ve pozitif normlu birimlerin olugturdugu
grubun mertebesi sonsuzdur. Yani, burada sonsuz tane ®, ®, se¢ebilmemize kargmn
mod (0105 —~®,0]) kalanlannin halkast sonlu fakat @, ®, nin segiminden dolay1 yme
sonsuz tane birimi (burada €) kongriianslar vasitasiyla elde edebilecegimizden, birimlerin
olugturdugu grubun mertebesi sonsuz olur. a, b, ¢, deQ olmak iizere ve ®1, ®, baz
oldugundan
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(1) 80)1=30)1+b(02 . (1.16)
(2) €@y = COy +d0)2

sistemini olugtururuz, Bunlann egleniklerinden

(3) g'o] =ani +bo)

sistemni elde edilir. Her iki sistemden a, b, ¢, deZ katsayilarim
(4) e = coi +doj

hesaplayalim.
ED] @)
0] 05 0} -c'0,04
(1) ve (3)den a=01—1 721 0192 201
01 @2 0105 ~00]
o] ©f
M) €0y
p=lof | somi-zow] (s'-sof
@} @ 0©@i-00] 0105-00]
0] o)
EDy @9
' £0) 0) e0,0)-8'0,05 (e—£)0,0}
(2) ve (4)den c=L—2 T2 20202 205 _ (e—-8")0,0)

0] O3 V07 — 00} 0105 — 001
0] 04
Oy 8'(02

d= @] g'e) =s'a)lm§—emzmi

tl o) 0105 —00]

i o2

e=1 mod (005 —0,07) w z'=1 ise 0@} —00fs~1den

0105 ~0,0}js-e8'=-8(e’-1) ise ©,05 ~@,0fle’—1den

¢’=1 mod (0105 —®y0]) elde edilir Bundan yararlanarak ab,c,deZ oldugunu
gosterelim. .,

005 —0,0]e-1 ve 0103 -00fe’-1den 0105 —@20]|—(e-)+e’ -1=¢"-¢
dan dolayr b,c €Z olur. Aynica
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az £0103 ~e'0r0] _(e-1+1o105 - (e'-1+Do,0] -den
D105 —D01] 005 —00]

a___(s—l)mlm'z +0105 — (e’ - o,0]-0r07 _ (e-Do@5 (¢'-Dojroj +1
0102 ~020] 0105 ~020] 0105 -020]

ve

d=(9'“1)‘°1°)'2 +010) —(6-10,0] -00] _ (g'-Do) (e-1o,oj] +1
0105 ~®30] 0105 -020] 005 -00]

den dolay1 a,d €Z olur.

det ®; of - 0; of| o) Bf _s,sml o} |eoy g'oq
0, 05) Jop o) |0, o3 |so; o3 |eo; o)

4 +b {4 4 b ?
@] of|_[ao;+bo; amlfbmzza 0] of den 3.’:1 b=1 ve ad-bo=1
0, 03 |cojtde,; wwi+deil |c dje; o3 c d
oldugu goniliir.

.. ab . . PP,
(1.16) sisteminden ( d) ye karsihk gelen inhomojen doéniigiimiin Gzdes
c
olmadigim ve z=%— sabit noktasna sahip oldugunu goriiriiz. Gergekten (1.16) dan
2

yararlanarak buldugumuz ab,c,deZ katsaylan birim matris olusturmaz, bu ise
doniigimiin 6zdes olmadiBim gosterir. Aynca (1.16) daki denklemleri taraf tarafa
bolersek

gn; ao;+b aoo+b 0]
@ 0 o @ _— .
-1 2 den —L=—"2 _-A|—L!den z=A(z) olur bu ise z=—L
g0y cop+do; ®y 91 4 [0 )] 0]

o))
noktasmmn inhomojen A doniigiimiiniin bir sabit noktas: oldugunu gosterir. Benzer

4 a—l+b 4
sekilde, (1.16) daki denklemlerin egleniklerinden %=T=K(9;l—) den z'=A(Z)
2 c—+d
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olur. Dolayistyla z = 21 hin eslenigi olan z’ = O1 noktast da A déniigiimiintin bir sabit
®

2
noktas: olur. Boylece 1) iddias: ispatlanmus olur.

ele

Simdi 3) iddiasim ispatlayam : (ct;,a5) ve (By,B2) Z-modiillerinin benzer
olduklarim kabul edelim. Bu durumda (o;,03) =0(B1,B,) olacak sekilde burada o
sayist vardir. (a.1,d,) =(oB;,0B,) olur. Burada oy, a, baz oldugundan

(D ofy =aa) +ba;

(2) 0B, =cay +da, (1-17)

olacak sekilde a, b, ¢, deZ vardir. Bunlarn eglenikieri ile

(3) o'Bi = aaj +baj
(4) 0’5 =caf +daj

oB; o
o o'Bi ok oBab —~o'Bla
elde edilir. (1) ve (3) den a=! Bi ab|_ofy = ’ﬁl 2
) ap oo ~ajoy
1 o
a; ofy
p=121 OBl _c'a;pi-ocPo
ap &z aah -ajos
aj ab
off, o9
g'B5 o ab —o'Bha
(2) ve (4)den c= By ah|_ ofa —o'Bhay
o] Ay o) — ey
o aj
o  of}y
d= af o’By|  o'aifh —ofraf
X Gz oo -ajoy
o o

o6’ =1 olacak gekilde ¢’ vardir.
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det (Bl Bi)=w,det (Bl Bi)zdet(cﬁl G’Bi)zdet[wl-l-baz aai+ba§)

B2 B Ba B ofy o'Bh caj+da; caj+daj

_ a[a b)' det(al ai)
c d sy (1'2

B1B2 -B2B1 = (ad-be)(ejah - czaf) => ad —be =1 olur. Dolayisiyla z = % vi w =5,
2 2
ab

ye doénugtiren bir tam birim modiilli ( d) donigiimii vardir. Gergekten (1.17) deki

c
denklemleri taraf tarafa bolersek,

a
a—+b
oy _am+bey Wb @ g i“—1)=X(z) elde edilir. Bu ise z ile w nin
oBy cay+day B2 14 o
@2

modiller grup altinda denk oldugunu gésterir.

Karsit olarak, z ve w nin denk oldugunu kabul edelim. A €T° olmak iizere

aj
a—-+b
—_ = +b
A(z)= ﬂ): % _209+b%y _Bi_ o gen TP1T2%1 %2 lacak sekilde
@2) 9,4 coptday By o =cay +daty
ay

bir o segebiliriz. Buradan (o, off;)=(act; + bay, coy+day) olur.

(acy +bay, cay+doy) ={a’(acy +bay)+b’(cory +day)fa’, b’ Z} seklindedir.

a, beZ oldugundan,

(a0 +boy, coy+day) ={(a’a+b'c)oy +(a’b+b'd)ayja’a+b'c,ab+b'd eZ}
olur ki bu (a},a,) Z-modiitidiir. Bu ise (oB1,087) = o(B1,B,) = (at,05) demektir.
Dolayisiyla (By,8,) ve (ay,&y) Z-modiilleri benzer olurlar.
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1.4.Uretegler ve Bagntilar
1.4.1.0retim : Once asagidaki teoremi ispatlayahm

) X 1 1 .
Teorem 9: Homojen modiler grup, sonsuz mertebeli Uz[o 1) ve 4 mertebeli

0 -1 . .
T= (l O) elemanlant ile iretilir. Inhomojen modiiler grup sonsuz mertebeli

U:z— z+1 ve 2 mertebeli T:z—>-—1 dontigtimleri ile iretilir.
z

Ispat : Eger A=(: db)el"ve k eZ ise o taktirde

_(0 -1Ya b} (- -d 2 (1 1)1 1y (1 2
S Y Y R L (O (O F

1 k
vu=(l 4t 2)_(1 3 ise tiimevarimla UX = elde edilir. Buradan
o 1o 1) lo 1 0 1

0 1Ac d c d
buAig:indogrudegilseAmnyerineTAylahnz).Egerc=0isead-bc=ldenad=lve
a=d=+1 olur. Buna gére

Az(a b)=(:tl b) =i(1 ib):i_U:tb den +b=gqq diyelim.

UXA = (1 k{“ b) - (“ o kd) olur. [o|<Ja| oldugunu kabul edelim (Eger

c d 0 *1 0 1

A=U% olyr. Boylece, A, U nun bir kuvveti seklinde ifade edilebildiginden ¢=0 igin
teorem ispatlanmms olur. Eger c#0 ise, a ve ¢ ye Oklid bélme algoritmas: uygulayalim.
Aynt gekilde kalan ve bélene uygulayarak isleme devam edelim.
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a=qgc+r, 0<p<c
-c=qi+n, 0<p<y
n=qh+n, 0<p<p
R=qn+y, O0<y<g
L2 =qp-1hp-1+h,  O0<p <y

D" L1 =qpln +Tnel, 0<Tpi1 <Ty

Burada ad-be=1 den (a,c)=1 oldugundan r,_; = qur, +fp4q iken belli bir n den sonra
fh+1 =0 ve 1, =F1 olacaktir. Dolaysiyla (~1)*r5,_; = q,5, olur.

TU BTy %1 . TU 9 A ile soldan ¢arparak q,,; €Z olmak iizere;
TU Ty %t TU A =+U%+ ¢lde ederiz. Buradan;
A=Toy%Ty% . TU%S-1TUSTU%+ olur. Burada m =0,1, 2 veya 3;

90> Qis-res Qb1 EZ VB Gp,......, G #0 dir. Ayricac|>|a| dir. Aym sekilde teorem T
iginde ispatlanir.

—

Bu teoremin, daha sonra, temel boélgenin varhigmna baghi olan difer ispatim
verecegiz.

1.4.2. Tanimlanan Bagmtilar

U ve T, I' grubunu drettifinden dolayi, (1.15) e gére U=-TR oldugundan
T ve R; =R de tiretir.

Teorem 10 : T" grubunun T ve Ry tiretegleri
T =R} =1, RyTZ=T2R, (1.19)
bagintilarim saglar ve bunlara I i¢in "tanimlanan bagmtilar” denir.

Ispat : T ve Ry in (1.19) bagmtilanm sagladigm gosterelim.

0 -1 0 1Yo -1 -1 0 -1 0YO0 -1 0 1
T= 2: = T3= =
(1 o):’T (1 011 o) (o —1): (o —IL o) (—1 o)
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o 1Yo -1\ (1 0
T = = =1 ™ =1 - -
-1 01 0) (0 1 =
R;=-R =U=-TR=T(-R) TU=-R =R, =TU=-TU
0 1Y1 1) (0 1 , (0 1YO0 1Y) (-1 -1
R = = R = =
! (—1 o)(o 1) (—1 —1):> ! [—1 —1)(—1 —1) (1 o)
-1 -1y 0
R} = =t Ylord -1
1 of-1 -1) o1
0 1Y- 0 -1
R‘Tzz(—l —1)(01 —OJZ(I 1)
S oYo 13 fo TR TR
T2R; = =
0 -1f{-1 -1) {1 1

Simdi, €, o €Z olmak zere T®!IR{IT®2R{?. T*»R{"T*1 =1 formuna sahip

oldugunu varsaydigumz kisitlamasiz kabul ettigimiz bir keyfi bagintiin verildigini kabul
edelim. (1.19) bagntilan uygulanarak T*'RITR}? ... TR{*T** =1 elde ederiz. Burada

olur.

-1
€1,6p41=0,1,2 veya 3 a,=1 veya 2 ven20 dir. Srasiyla, soldan (Te‘) sagdan

1
[Tgn*“lF ve T ile carptiktiktan sonra
S:=RT.R"T=T%, a,=1vya2, a=0,12veya3, n20 (1.20)

elde ederiz. Bununla beraber bdyle bir bagmumn n>1 igin gergekleymesi mimkiin

degildir. Gergekten eger, (1.20) de S = (a -3) yazarsak o taktirde indiiksiyon ile n>1
-C

icin S in elemanlannin a,b,c,d>0, b+c>0 veya a,b,c,d<0, b+c<0 kosullanm
sagladifim fakat T* nin elemanlanmn saglamadigim gosteririz. (1.20) bagntisinin sadece

1 0 I -1
n=0 i¢in miimkiin oldugu agikardir. S nin R{I‘:( ) 1) ve R%T:—(O l)e esit

olmasi durumunda kogullar saglanir. Ayrica
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.. 0 -1 . -1 0 .. 0 1
a=1 i¢n Tl:(l o),a=2 i¢in T2=( 0 _1) vea=3 igin T3=,(~1 O)

-b
matrisleni agikca goriildiidi gibi kogullan saglamaz. Eger iddia S= (ac d) matrisi igin
a b

dogru ise, o taktirde RlTS:(-(a+c) b+d

) icin de dofrudur. Aym sekilde

+¢ -(b+
ate -(b d)),nzl olmak iizere tiim S ler i¢in kogullan saglar.

RITS= -(
-c

(1.19) bagmtlan yerine, inhomojen T’ grubu igin
T2=R3=1 (1.21)

bagmntis1 elde edilir. Ayrica (1.19) un son bagmtist ise T2 =1 oldugundan agikardr.
Boylece agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 11: T grubu, ikinci mertebeden bir devirsel grup ile iigiincii mertebeden bir
devirsel grubun serbest ¢arpimina izomorftur.

1.5.Temel Boige
1.5.1.Temel Bolge

Bundan sonra, o noktasi ve reel eksenin rasyonel noktalan ist yan diizleme dahil
edilecektir. Aynica o yerine ico semboliinii tercih edecegiz. Bu genigletilmis ist yan
dizlem #* ile ve degiskeni 7 ile gosterilecektir.

Tamm (temel kiime, temel bolge) : Eger I' altinda denk olan.#* 1n noktalarinin
herbir simfindan tam olarak bir tane nokta iceriyorsa F kiimesine #* i¢in T modiiler
grubunun bir temel kiimesi denir.

Eger F kiimesi bir temel kiimeyi igeriyorsa ve eger 1€, S(t) €F, I#S el
‘olmast T nun Fin bir siir noktas: olmasim gerektiriyorsa F e bir temel bélge denir.
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Sekil 1.
Simdi agagidaki teoremi ispatlayalim :

Teorem 12:
‘?’:={r[t e# |Ret|< %,]r{ > 1}U{ieo}U{r|Ret = —%,H > I}U{tllrl = 1,;21-5 Ret< 0}
kiimesi#* igin T’ nin bir temel bolgesidir.

Ispat : Ilk olarak T altinda herbir denklik simfinin

F ':={1:I'c e#,Re(t)[ < -;—,l’cf > I}U{ioo} da bir gésterime sahip oldugunu kanitlayalim.

A:(a b) el ve te? igin ImA(1)= I"‘(‘)Z oldugunu gosterelim.
c d et +d|

at+b _(at+b)(er+d) _ (av+b)(cT+d) _ adt’ +adu+bot+bd

A()=

ct+d  Jor+df lev+df? oz +df?
_ ac|t[2 +bd +ad[Ret + Imt]+ be[Ret—Imz]| 3°H2 + bd + (ad + be)Ret + (ad — be)Imt
ez +d[? ez +d®

:>ImK(t)=]—In-%- bulunur. Im(t) >0 olmak iizere sabit bir t i¢in c¢,d €Z olmak
ct+d
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tizere ct+d noktalan € de bir ag olugtururiar. Béylece [c‘z:+d|, bir pozitif minimuma
sahip olur. Simdi A=(:

b) €I un, |ce-+d| minimal olacak sekilde segildigini kabul

d

edelim. Bu durumda A(t) =ty kendi sinifindaki elemanlarn arasmnda en biiyik sanal
kisma sahip olur. Bu ise minimum imajiner kisimhi her T igin |to|>1 in saglandigim

0o -1 —
gosterir.Clinkii eger T = (l 0) ve I‘to, <1ise o taktirde,ImT(tg) = ——IT—I—(%-)— > Im(tg)
10
olur. Bu ise Im(ty)=ImA(t) nun en bityitkk sanal kisimna sahip olmastyla tezat tegkil

eder. Boyle bir Ty igin lReﬁk(To)lS% olacak sekilde keZ vardr. Cinki
Uk (1) =To+k oldugundan ve'lkeﬁk(ro)]=|ke(ro +k)| = |Re(to)+kl$% olacak
sekilde uygun bir k eZ segebiliiz. O zaman ImUX(7p)=Imty oldugundan ve
1o = A(t) maksimal imajiner kisiml oldugundan U¥(ty) da maksimal sanal kisma
sahiptir. Bu ise bir dnceki sonuca gore 'ﬁk.('ro)lzl oldugunu gosterir. Aynica her
rasyonel noktanin ico a denk oldugunu biliyoruz.

Simdi, T modiler grubu altinda F de denk olan sonlu noktalan inceleyecegiz.

Bu sonugla, 7 de t=x+iy, t' =x'+iy’ verildigini kabul edelim ve ' =A(t),A T,
y <y’ olsun. :

acltf® +bd+(ad +bo)Ret _Ime

A(D)=
et +d|2 ]cr+d|2

ifadesinde T=x+1y, 1T'=x’'+1y’ yazarsak

ac(x® +y2)+bd +(ad + bc)x LY

A(r)=
ez +d? et +d|

5 olur. A(1)=1 =x'+iy’ den

y
let+d|

y'= 3 olur. y<y' =

|c1:+d|2 <1 (1.22)

¢tkar. Simdi ¢ nin durumuna gére inceleme yapacagiz :
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Ik olarak ¢=0 oldugunu kabul edelim. ad-bc=1 den d=+1 olur. O zaman

1 b
A=(o l)=Ub olur. [b|>1 ise bler gozonine almmaz. O zaman (p,i®) ve

(-p,i) smir yaylan U altinda denk olurlar. Bu ise

-1 . -1 . 1 '
U —+iv|=—+iv+1=—+1 1.23
(2 Iy) Sty Sty (1.23)
ve U(ic0) =ico+1=1ico dan agtkea gorilebilir.

Simdi c#0 oldugunu kabul edelim. O taktirde 1:+§i = “—:3{ den |or+df* <1

‘c+g‘ = t—cid{ <1 olur. Boylece [¢|=1 olur.
c c le] ,

¢=1 alalim. |t+d|<1 olur ve ]RetIS% den dolayr |d|<1 olmak zorundadir. Burada

oldugundan |ct+d|<1 ve dolayisiyla

1eF  gergegini kullandik. Eger c=1 ve d=0 ise 0 zaman |a| <1 olmak iizere

-1 1 0 -1 —
A:(: 0):( a)( ):UaT olur. Eger [a|>1 ise A, F yi, 7 in disina

0 1A1 0
X
a-—; olur ve
ﬁ

tasvir eder. Gergekten, © €7 ise|t|>1,
IReA (<) >% oldugu gorilir. Buise A(t) ¢F oldugunu gosterin. Eger a=0 ise

Re(7)| < % olmak iizere

at-1 =£c-—1=a——1-—a- i —a—— i
LTt+0 = T o2 N 2 P

A(t)=

den |ReK(1:)| =

It

0 -1
A= =
(1 O) T olur ve

[]=1 i¢in T(-x+iy)=x+iy (1.24)

1 -1
(p,1) ve (-p,i) smr yaylannm denk oldugunu gosterir. Eger a=1 ise A =( ) dan
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A=) = —-p-1_p+1 IPIZ'*‘P +9—=p+1=_l_+__3_i=.-§ vea=-1 ise

—p+0 P lpl 1 2 2
-1 -1
A=( 1 O)dan

A(p)=

_p_1=—lp|2-6___—1—5=_1_( 1 JE.) 143,

————1|=——+—i=p olur. Eger c=1
P o 1 l 27" ’

2 2 2
ve d=t1 ise ad-bc=1 den -b=t+a-1 oldugundan

A:(a i—a-l)=(l a)(o -1)(1 i‘l)=UaTU¢1 olur.
1 1 0 1Al OAO0 1

Burada a = 0 veya a = d = +1 dir. Diger durumlarda A yine 7~ yi F~ in digina tasvir
eder.

Simdi c=1 olmak iizere p ve - p noktalanmm A altndaki doniigimlerini bulalim.
0 -1
Eger a=0, d=1 ise ad-bc=1 den b=-1 gikar ve A = (1 ' ) olur. Buradan

-1 3.
(p)= -1 -1 — -2 71=i+—[—1—p bulunur. Eger a=0,
p+1 -1 3. 1 3 1.3 2 2
—+—i+1 =+
2 2 2 2 FY

0 -1
d=-1 ise ad-bc=1 den b=-1 gikar ve A = (l l) olur ve

1 3.
- -1 -1 -1 375 1 4B
A(-D) = = = —+—1=p bulunur
=G 1,45, -1 1,372 P
2 2 2t2 44 ’

1 0
Eger a=d=1 ise ad-bc=1 den b=0 ¢ikar ve A = (l J olur. Buradan



4. a4 [ BB,
p_ 275 75 (2 2 \2 2 B
P S SRR 1 =yt =k
—+i—+1 —+i—
2 2 27 2

-1 0
Eger a=d=-1ise ad-bc=1denb=0 ve A= ( ) 1) olur. Béylece

-1 3. -1 43, (:_l-ﬁi _—l—ﬁi}
——1i _ 1 43,

— s S5 (2 2 A2 2
A-p)=—XP) . 2 2 _2 2 _ ___+1/___i 0
(=p)-1 l.,._‘/ii_.l':l.;.‘_/gi 1 2 2

2 2 2 2

bulunur. Fin i¢ noktalan asla birbirine denk olmaz. Son olarak, ancak ve ancak T( =ic
ve A=+UK keZ, iseA(iw)=19eF dir. Cinki tg=ic ve A=+UX. ise

— .« +ioo+ . _
A(io) = = —lk =ioo+k =icw =15 €F olur. Tersine A €I" herhangi bir doniigim ve
T(a'*‘—b—) a+_t.)..
-/ N - at+b T . T .= . .
A(i) =1y €F olsun. A(1) = = = egert=iw ise
+d ( d) d
tHe+—| c+—
T T
b
at+—
X(ioo)=( 1;0 =3='co olur. 1:0:3-6'1295‘?' oldugundan Tty € F olmasi igin c=0
c c
c+7—)
100

olmak zorundadir. Bundan 1= olur. o yerine icc alirsak 7y =i gikar. ¢=0 ise
1  =*b

ad-bc=1 den ad=1 ve a=d=t1 ¢ikar. Dolayistyla A = (0 i1

*1 k
A= ( ) =+U¥ bulunur. Boylece F, bir temel kiime olmasina ek olarak bir temel

) olur. b=k eZ dersek

+
0 +1

bolge olur.

Fin sim, sirastyla U veyaU~! ve T iiretegleri ile biri digerine iizerine tasvir
edilen (p,i®)~(~p,ix) ve (p,i) ~ (~P,i) eslenik kenar iftlerinden olugur.

F, T nn temel bolgesinin gok 6zel bir seklidir.
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1.5.2.Bir Temel Bilgenin Varhiginin Sonuclan

I'*=[U,T|<T,U ve T ile retilmis bir grup olsun. O zaman her t&# igin I'* altnda
ya denk olan minimal sanal kisimh bir nokta vardir. Cinki ¢ ve d, I* m
dondgiimlerindeki katsayilar olarak digiiniliirse ct+d noktalan yukanda bahsedilen ag a
ait oldugundan bu sonug ¢ikar. Buise U ve T doniigiimleri zaten I'* da oldugundan I'*
altinda her denklik sinifimin Fde bir gésterilige sahip oldugunu gosterir. Simdi A €I’ mn
verildiini ve T nun F in bir i¢ noktast oldugunu kabul edelim. O taktirde
BA(t) €F olacak gekilde A(t) ya karsilik gelen bir B €I * vardrr. Simdi BA =1 olur
ve dolayistyla A =B~! eT'* bulunur. A €T verildiginden ' cI'* ve buradan T =T *
sonucu bulunur. Béylece U ve T nin I y1 drettigi iddiasim ikinci kez ispatlamis olduk.

Simdi 1.3.3 ve 1.3.4 de verilmeyen ispatlant vermek istiyoruz.

fddia : d?>=—1mod ¢ ve c>0 olmak iizere tim —llc(—i—e(])(i) sayilan T altinda
denktirler. Ayrica iz(A) =0 olmak tizere tim A T lar T da T ye esleniktirler.

ispat: < say1si d2 =—-1 mod ¢ ve ¢>0 olmak iizereﬂ €Q(1) seklinde bir say1 olsun
. c
i—d
a(T)+b_ai—ad+bc_ai—l_a+i
(i—d)+d ci—ed+ed c c

A(t)= olur. atd=0 ve buradan a = -d ve

dolayssiyla A(t)=271- —d+i
c

oldugu goruliir. © nun Fdeki siifinin gosterimi yine I’
nin bir déniisimiintn sabit noktasidir ve de Q(i) dedir. Agiktir ki bu i olmahdir. Iz(A)=0
olmak iizere efer T ve T A min sabit noktalan ise o zaman S(t)=i olacak sekilde bir
S €T vardrr ve dolayisiyla SAS™! (1) =1 olur. 1 yi 1 ye donigtiiren tek modiiler déniigiim

T oldugu igin SAS'=T olur. Bu ise A el dénigimlerinin T da T ye eslenik
olduklanim gosterir.

Benzer gekilde agagidaki iddiay: ispatlayalim:

iddia : d2+d+1_=.0 mod ¢ ve ¢>0 olmak iizere tiim p—d

eQ(p) sayian, modiiler

grup altinda denktirler. Ayrica fiz(A)| =1 olmak iizere tim A T lar T da R veya R?
ye esleniktirler.



Ispat : T sayist d? +d+1=0 mod ¢ ve c>0 olmak iizere tum e(l)(p) seklinde bir

p—d
(c )+b ap—ad+bc _ap-1_a-p

say1 olsun. A(t)= olur.
v ® c{p d) cp~cd+ed  cp c
+d
C
la+d|=1=>a+d=-1 kabul edelim. a= -d+1 olur.
8-F ~-d—1-P —1+l+£1—-d —l+—‘/——3-1—d o—d
A1) = = =2 2 =2 2 = oldugu goriiliir.
Cc C C (¢ (4]

liz(A)| =1 olmak iizere T ve T A nin sabit noktalan ise o zaman S(t) = p olmak

fizere bir S €T vardir ve dolayistyla SAS™!(p) =p olur. p yu p ya doniigtiiren modiler
donusimler R ve R? oldugundan SAS™!=R veya R? olur. Bu ise Ael
donusimlerinin T da R veya R? ye eslenik olduklanm gosterir.

1.5.3.Ust Yar Diizlemin Biliimlere Ayrilmas:

Bu inhomojen modiiler déniisim p, i ve ico den farkh bir te# noktasinn gorintiisi ile
tek olarak belirlenir. Bu sonu¢ su sekilde de formile edilebilir: p, ive icc a denk
olmayan her 1<% noktasi I' altinda kesin olarak bir kere F deki bir noktann gériintiist
olur. Agik¢a i ye denk olan noktalar iki kez, p ya denk olan noktalar (g kez, ic a denk
olan noktalar sonsuz kez 6rtiiliir. Bir Fg modiiler iiggeni ile, S altinda Fin goriintiisiini
belirtelim. Yani herhangi bir S T igin Fg=S(F) olsun. Tabi ki Fg de bir esas bolgedir.
Modiiler tiggenlerin kiimesi, Gist yam #* diizlemini orter. Her modiiler Fg icgeni, ig
modiiler iiggene komgudur. $oyleki

F sy=SU(F)=SUs'S(F)=SUS " (F5)
F L =507 (@)=505"5 () =SU 5 () (129
Fsr =ST(F)=STS'S(F)==STS "\ (F5)
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s

Sekil 2.

S(p) noktasinda alti modiiler Giggenin bitisik oldugu actk¢a goriliyor. Orada
herbir tiggenin agist /3 diir. SRS~ donigiimleri S(p) civanndaki 27/3 agih Oklid
olmayan donmelerdir.

S(i) noktasinda iki iiggen bitisiktir. STS | domisimleri S(i) deki Oklid
olmayan yansimalardir.

Rasyonel S(ic) noktasinda sayilabilir goklukta Fgyn-1 €Z, modiler tggenleri

bir araya gelir. Béyle bir iiggenin komsu kenarlan S(ico) da sifir ag1 olusturur ve reel
eksenle 7/2 lik agt yapar. S(io)a Fg;a modiler dggeninin bir kaspt (cusp) denir ve

genel olarak her rasyonel noktanin bir rasyonel kasp oldugunu sdyleriz. Ciinkii rasyonel
noktalar T altinda ico a denktirler.

SU*IS™! doniigiimleri sabit nokta olarak S(icc) a sahiptir ve S(i) a dokunan
her modiler tiggen, S(icc)a dokunan bir bagka komsu {iggen iizerine dénigiir. Fg
modiiler ii¢genleri ile#™* m drtiilmesine modiiler ayinm denir.

Teorem 14: Sabit bir 1y €7 igin {§(1:0)!§ ef"} kiimesi # da yigilma noktasina sahip
degildir.

ispat : S €T doniigimleri iist yan diizlemi denklik simflanna ayrrdigindan ve de denklik
smiflan birbirinden aynik oldugundan denk olmayan S €T lar igin farklt S(ty)noktalan



kargilik gelecektir. Bu ise {S(zo)[§ €T, €2, 7 sabit bir nokta} kiimesinin #°da yigiima
noktasina sahip olmadigim gésterir.

Aksi taktirde bu kiime F\{ico} da bir yigiima noktasma sahip olacakt: ki bu hal
miimkiin degildir.

Bu durumda T min# iizerinde siireksiz oldugunu soyleyebiliriz.
1.5.4. Komsuluklar ve Temel Blgenin Kanonik Formu

p, 1, ico ve bunlarm denk oldugﬁ noktalardan farkh her te# * i¢in € de bir egdeger
nokta ¢ifti igermeyen bir komsuluk vardir.

Eger 15, T altinda i ye esdeger ise o zaman € deki her komguluk egdeger nokta
¢iftlerini igerir. Eger tg=S(i) dersek ve efier 1ty m U komsulugu S(i) civarnda
yeterince kiigiik bir N.E.-gemberinin ii ise o taktirde <U~Fg tam olarak < nun egdeger

noktalarinin boyle her ¢iftinin bir temsilini igerir.

Eger 1y, I altinda p ya denk ise o zaman her komsuluk esdeger noktalann
Gglistini igerir. Eger 1 = S(p) dersek ve 7o n <V komgulugu S(p) civarinda yeterince
kiictik bir N.E.~cemberinin igi ise, 0 zaman U~ {FsFsT} kesin olarak <V da egdeger
noktalann her tgliisiiniin bir tanesini igerir.

T = S(io) diyelim. Yani 1y, T altinda i a denk ise o zaman 19 m her €
komgulugu alt yan diizlemin noktalarimin yan sira 7o a denk sonsuz gokluktaki noktalar
igerir. Dolaystyla ‘ZI:={I|Im§"l(‘c) > 1}u{:0} kimelerini tammlanz. Boylece T = ico
igin U={7|Im< > 1} U {ico} olur.

Her “Un%F;, kiimesi, kesin olarak T € U ya eydegier noktalarm birini igerir. Eger
biraz 6nce i, p ve ico igin tamimlanan noktalarin kiimelerine denk, baglantih kiimeler elde
edilmek istenirse o zaman esas bolgenin kanonik formu kullamlir. Rec = %, loe| > 1
olmak uzere keyfi ac? igin A(i,p,T(a)) ve A(i,—p,a) sirasiyla "i,p ve T(a)" ve

"i,-p vea" kogeleri olmak iizere N.E.-iiggenlerini gostersin. O  zaman
A(i,p,Ta) = T( A(i,—p,a)) ve buradan X(p,i,T(a)) = X(-P,i,a) olur. Sonug olarak,
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4(T(a),i,a) =x ve (ico,p,T(at),o0) dortgeni istenen ozelliklere sahip bir temel
bolgedir.

Teorem 12 nin klasik esas bolgesinden, T altinda esdeger parcalarla, onlarin
yerlerinin degistirerek ve N.E.-dogrulan ve cemberlerinin vasitasiyla sonlu sayidaki
pargalann kesilmesiyle yeni bir temel bolge elde ettik.

1.5.5.Normal Cokgen

Asagidaki geometrik kavramlar, N.E -geometrisi anlaminda anlagilacaktir. 2’ m iki noktast
arasindaki uzakhk o6zellikle (1.4) denklemiyle tanimlanir. i veya p ya egdeger olmayacak
sekilde Ty &7 verilsin. Amactmz +I#S el olmak iizere, todan, esdeger S(tg)
noktalarinin herhangi birinden daha kiigiik 3(t,7,) uzakhifina sahip, T noktalan i¢ nokta
olan bir temel bolge elde etmektir.

Kisitsiz olarak 1, m Fm F~ kapanigina ait oldugunu kabul edelim. Ik olarak
Re1y>0 olmak tizere |‘co|>l durumunu inceleyelim. Bu durum, Ret,<0 olmak tizere
|to| > 1 durumunun Rev=0 a gore simetrigidir. |tg|=1 ve Rety=0 durumlan ozeldir.

’coe"f',

19| >1 ve Rety>0 olsun.
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Ry:=UT alalm. Dolayistyla Ry(-p) = "P, Rl =1 olur. X (tg,- P.Ry(19)) agismin @
agiortayl, Ty ve R;(t,) dan esit uzakhktaki noktalanin kiimesidir. Boylece 01,7 1 iki
yan dizleme boler. Bunlarnn biri Rj(tg) dantga daha yakin tim noktalan igerir.
¥(%,~P.Ri(%9)) m @, aglortay agist igin ve [, T(te)] dogru pargasmm dikey ¢

agiortayl iginde bu sonug dogrudur. Bu durumda ¢ ve ®, dogrulan bir T
noktasinda kesigirler. $imdi 1,:=T(t)) €f, 13:=Ri(1)) €0, alahm. -p=T(p) ve

13 = U(t,) oldugundan A(~p,13,i) = U(A(p;,Tg,i®)) gikar.Ek olarak A(i,t;,—p)=
T(A(i,5,p) olur. Bu ise kapah

CTO: = (iw’ 12’1:1"_6, t3) s (1 ‘27)

besgeninin bir temel bolge olmasim gerektirir. Bunun i¢i denk noktalar icermez. Eslenik
kenarlann giftleri ve ilgili siir dontigiimleri

Ui, T3) = (i, t3)
T(,t3) =(,1p) ile gosterilir.
Ry(-P, 1) = (P, T3)

Boylece 6(1.'0,1'1) 5(‘!0,12) 6(10,1‘3) ve Im(‘tz) Im(‘t:;)dﬂl R('l'()) Re(TZ;’B)

sonucu gikar ve sonug olarak Fo= {1:]8(':,10) <8(1,S(1p));S = Uﬂ,R;ﬂ}u{iw} cikar.

Eger |to|=1 ve 0<Re1:0<% ise ozaman ¢ ve @, 1;=0 da kesigirler ve
dolaysiyla T(t1)=t, ve Rj(t;)=t3den ty =73 =i olur. Bu durumda temel
bolge, birbirine denk ico ve 0 kapslan ile kapali Fz= A(io0,0,~p) iiggeni ohur. Eslenik
kenarlar ve ilgili smir donisimleri T(i,ic0) = (i,0), R;(-p,0) =(-p,io) dur. Sonug
olarak F;= {z[S(c,ro)ss(z,§(ro)), szklﬂ,'r}u{ioo} olur. —%<Re1:0<o olmak

lizere |tg| =1 durumu biraz 6nceki durumun simetrigidir.

Im(tg)>1 olmak iizere Re(tg) =0 durumu igin 7, kesigim noktas: yoktur.
Uﬂ(to) ve T(ty) 1 gozoniine ahrsak iki denk p ve -p kogesi ile temel bolge olarak
F = A(ico,p,—p) i elde ederiz. Ayrica
Fo= {18(2,10) <8(z,5(0)), S= UL, T} {ico} klasik F esas bolgesinin kapanigidir.
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Kabul edilebilir her t, i¢in %, temel bolgesi belirli egitsizliklerle tanimlanir.
Ayrica,

8(7,79) > 8(7,S(%p)) (1.28)
esitsizligini saglayan highir 1 € %; ve dolayisiyla S €I” yoktur. Eger bu esitsizlik bir ¢ift
teF ve S el icin gergeklesseydi o zaman (1.28) aymt S ile % n bir i¢ T noktas:

tarafindan saglanirdi. O zaman bu 7 ile

M= {d8(z, 7o) < 8(7,5(tp)), tim S €T igin } U {ioo} (1.29)

alt kiimesi bir temel kiime igerirken Fg\{t} bir temel kiime igermez. Bu iddiayr soyle
kanrtltyoruz: Her t &% igin bir Sy vardir, 6yle ki VS eI i¢in 8(t,5;(7g)) <5(z,5(tg))
dir. Buradan VS €T igin 3(§(7),79) <8(5"(v),5(30)) olur. Sonugta §'(z) & 7 olur.
Bu ise ¥ kiimesinin temel kiime icerdigini gosterir.

Eger, 1y, I' altinda ne i, ne de p ya denk olan.# m keyfi bir noktast ise o zaman
doniigimle agagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 14: 1, ve (i) €@ aym modiiler liggende olmak iizere
Fo= {t5(r,70) <8(z,5(xg)), ber Sel" igin} L {(ico)'} (1.30)
kimesi T igin bir esas bolgedir.

F a bir normal gokgen denir.
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ILBIRINCi BASAMAK MODULER FONKSIYONLAR

2.1.Tanim ve Modiiler Fonksiyonlarm Ozellikleri
Birinci boliimdeki gibi,

2.1.1.Tanmm: # = {‘c € (E[Imr > 0} m (st yan diizlemi gosterdigini, # ‘= uQu {ioo}

un genisletilmig dst yan diiziem oldugunu ve ¢ nin kompaktlanmsg kompleks dizlemi
gosterdigini kabul edelim.

_ Asagdaki ozelliklere sahip bir f:.#" — ¢ tasvirine birinci basamak modiiler
fonksiyon denir :
a) £.# da meromorftur, yani kutuplar diginda holomorftur,
b) VA el ve VteZ" i¢in f(A(T))=£(1),
¢) Imt>a olacak gekilde bir a>0 vardir ve f(1),heZb,#0 olmak Gzere

f(1)= 3 b,e>™°" seklinde bir agilima sahiptir. Eger ;
vzh

h>0 ise (i) = Y by = "p e ™2 =% b 0=0,
v2h vzh vzh

h=0 ise f(t)’:bﬂeo"‘zbuezm=b0+ZbDe2ﬁm
>0 v>0

= f(i) =by+ »_b,e?™ ) =,
>0

h<0 ise f(v)= Zboe?"dm +bge” + ) bye? ™
O>u>h >0

= i) = D bye?™ 4 by + > b,e? ™) =0+ by +0 =0
O>uv>h >0

bulunur.
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2.1.2. Kuvvet Serilerine Agihmlar

f(r)= Zboem‘“’r agthmindan, herhangi bir rasyonel r noktasinin civaninda, f modiiler
v2h

fonksiyonunun agihmini elde edebiliriz.c,deZ, (c,d)=1 olmak iizere r=—-(-i- olsun ve
c

' b
ad-bc=1 olacak sekilde a,beZ alahm. O zaman S=(a d) modiiler doniigiimii igin
c
-d

a(——)+b
Sry=2*0_\c) -ad+be -ad+be _1_ 4 S(r)=iw olur. S el altnda
cr+d c(“—d)m ~cd-cd 0 0

¢

at+b .

f degismedi-Binden, 1% ve yeterince biyitk Im =3 i¢in ve heZ olmak iizere
cT

) 27iv
f(r)=£(S(1))= D bye (“’“d

v=h

a'c+b) -

elde ederiz.

. a'c+b)
e ("+d a ve b den bagimsizdir. Modiiler fonksiyonlar rasyonel noktalarda
aym degerleri kabul ettiinden ve Q, IR de yogun oldugundan, sabit olmayan bir modiiler
fonkstyonu analitik olarak alt yan diizleme devam ettirmek miimkiin degildir.

v
f modiiler fonksiyonunun p = e?>™/3 civarmda agihmm f(t) = > cu(T:E)
vzm
seklinde alinz. R=TU olmak tzere R doniigimii sabit p, p noktasina sahiptir. Buradan
R() _E =A —?_ normal formuna sahip olur.
R(®)-p t-p

0 - 0 -1 -
R=TU= 11 1 = den R(‘C)=—l'
1 OAOD 1 1 1 T+1

olur. Boylece
il ) .
rottl D T=P _(-l-pt-p)(z-P) _-pri-pr+p+1_—pri-pr—p
“11_5 T-p (-1-pt-P}t-p) —pr?-pr+p+l —PTP-Pt-p
T+

R doniisimi

ve
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—p(‘c2 +1+1)

A=
—p(2 +1+1)

=2 52 =5 olarak bulunur. Buna gore R nin normal formu
p

R(®)-p__t-p
—=p—— olur. Dola la
R(t)-p ~t-p Yy

R(D-p\ _ N o 1-p
fR(1) = ZCD(R() -) "ch(pt_p) Zcu (1: p)

vz2m

olur ve f(R(1)) =f(t) kosulu v#Z0mod3 igin ¢,, =0 olmasim gerektirir. Ciinkii

£(t)= Zcu(‘ ") Zc{"(‘ ﬁ) =f(R(7)) -

olmast igin ya ¢, =0 ya da p° =1 olmahdir. ° =1 olduundan F° =1 olmas: igin
v=0mod3 olmahdr. Aksi taktirde, yani VZ0mod3 ise p° =1 olacafindan esitlik
durumu ancak ve ancak c, =0 olmasiyla mimkiindir. Sonug olarak 0=f(t) nun
actlminda v sayllannin 3 iin katlan olmasi gerekiyor. Dolayisiyla p daki agthm meZ

3v
olmak iizere f(t)= D ¢ _3‘,(_p) den
v2m ~P

f(1)= z%[‘ 2 ) 22)
v=m P

formunu kabul eder ve p ya denk olan noktalar civanmdaki agthm da aym forma sahiptir.
Ayni sekilde f modiiler fonksiyonunun i noktasindaki agthm igin T €T’ doniisiimiinii

kullanmz. Ciinki i yi i ye doniigtiiren tek modiiler déniigim T donisamidiir. Dolaylsxyla

T donigiimii 1 ~= ! +d. normal formuna sahiptir. Buradan cr.—l‘c—+l gikar. f
T(t)-1 -1 T—1i

modiiler fonksiyonunun i civanindaki agihmi

f(x)= > d, ( ;) seklinde ise f(t) = f(T(x)) kosulundan

v2n
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N () Ly (T@= ) i 1)
f(t)—-zdo(t_;) —Zdu(T(t)—;) —Zdu[l+i‘t—1T(1‘)+i)
v>n v>n v2n

v

1 —i ) —i \ ('1:—i))u
= 2.4y = 2. dy =2 dy| dy| ——
Zol | =2l ) - Ze(ma) - 2o

1.'
cikar.

of T-1 ° o 1)V=

f(t)= End (H;) End -1) (Hi) olmast igin ya d,,=0 ya da (-1)V=1
olmahdr.

(-1)V=1 olmas: i¢in V=0 mod2 olmahdir. Aksi taktirde d,,=0 olacaktir. Dolaylsxyla
0=f{t) nun agthminda v sayilari 2 nin katlan olmahdir. Sonugta i deki agihm, neZ olmak
-\2v
. 20 T—1
f(r)= ) d,(-1)" | —] d
iizere f(t)= Y. dy(-1) (‘L‘-!—i) en

vzn

20
f(0)= D d, (Hl) (23)

v2n

sonucu ¢ikar. Ayrica i ye denk olan noktalar iginde aym formda bir a¢ilim vardir. p veya
i ye denk olmayan 1, €.# noktalan i¢in

f(1) = Zau[" 30) , kez (2.4)

vk =%

formunda bir agilim elde ederiz. Bu (2.1), (2.2), (2.3) ve (2.4) aghmlanndaki
3 .
tip: = €2™0° > tpi= (“E) , ti:=(11)2, tto:—(t 1"0)fonksxyonlarma srastyla ico
T-p T+i T-To
, P, 1 ve 1o noktalarindaki yerel diizgiinlestirilen degiskenler denir. Benzer sekilde denk
noktalar iginde bu degiskenler tammlanabilir. Bu fonksiyonlar, denk noktalara sahip
olmayan kiimeleri 0 n (C deki) komguluklar iizerine tasvir eder.
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2.1.3. c-Noktalarinda Mertebe

Yukanda elde ettifimiz agihmlan diizgiin olarak Za,,tg, ap #0, geklinde yazanz.
vk

Burada T ya i, p, i, 7o noktalanndan biridir ya da onlardan birine denktir. ce icin £

inte”Z* daki n(c,?) c-nokta mertebesi goyle tammlanir :

n(, T) = max(0,-k);n(0, ¥) = max(k, 0) (2.5)

Eger c#0,00 ise yukandaki agiim f(t)—c i¢in gozonine almr. O zaman
7dafinn(c,7 ) mertebesi, Tda f(t)-c nin 0 nin n(0,%) mertebesi olarak tanimlanir.

Bir rasyonel r noktasnda f modiler fonksiyonunun (2.1) agihmi, c-nokta
mertebesinin icc a denk olan tiim noktalarda aym oldugunu gosterir.

Eger 1y €7, p veyai ye denk degil ise 0 zaman c-nokta mertebesi kavramimiz
1—1g degiskeninde Olgildifii gibi mertebenin genel fikri ile aymdir; p ya denk
noktalarda 3 iin bir ¢arpanina gore farkhdir ve i ye denk noktalarda 2 nin bir ¢arpanma
gore farklidir. Denk T €7 noktalarna gegis altinda c-nokta mertebesinin degismezligini
kanitlamak icin, keyfi Ty &% igin T— 1o degiskeninde ol¢iilmis olarak c-noktasindaki
mertebeyi gozoniine almak yeterlidir. Ty ve 1y de f in agihmlan

£(9)= Zau(-‘—‘@) , ()= Z%(""E") 26)
0

r _ =t
ok \T7T ookl \T ~T0

b
olursa bu mertebeler uygun olur. Efer S= (a d) el, ©=S8(7), 19 =S(7g) ahrsak
c

v~ =S(1) - S(7g) = a'c+b_(ato +b)__ at+b aty+b  (atr+b)(cTp+d)—(cT+d)(aTp+b)

ct+d \otg+d) cr+d cTp+d (ct+d)(cTy+d)

T—1Tg
_ (ad—bec)r—(ad - be)Tp _ T—Ty ve t'-1p _ (ct+d)(cro+d) _cTp+d -1
(ct+d)(cTy +d) (ct+d)ctg +d) - T—Tg cto+d -7

(ct+d)(cTg+d)
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olur. Boylece

T—Tp T-t _CTp+dT-Tp
(ct+d)(ctg +d) T-9 crp+dT-Tp

-t = @.7)

elde edilmig olur. v>k =k’ igin f(t)=f(S(t)) degismezik kosulundan

£(S(z)) = £(x") = Zao(:—;o) = Za‘,(‘"f") olur. Sol taraf
-0

vk’ vzk %

Zai)["@mﬂ) - Za{)(CEO +d) (1_20) olur. f(T)_—’f('C') kosulu

ook \C%0 +dt -7 vek’ \CT0 +d T—Tp
=k’ icin .
To+d)
- 0 2
a, =al (2.8)
° u[ﬂo-&-d)

olmasim gerektirir. Bu ise asagidaki teoremi kanitlar.

Teorem 1: Bir modiiler fonksiyon denk noktalarda aym c-nokta mertebesine sahiptir.

{
2.1.4. e-Noktalarmun Sayisi

Asagida g6z 6niine aldifinmz f sabit olmayan bir modiiler fonksiyondur. Boyle figin

N(e):= Y n(c,7) 2.9
©eF

ile c-mertebeyi tammlanz ve fin Fdeki c-noktalan bir limit noktasma sahip olmadigindan
bu toplamin sonlu oldugunu belirtelim.

Teorem 2 : N(c) tim ce { ler igin aymdir, yani bir modiiler fonksiyon yerel degisken ile
ifade edilen her bir ¢ degerinin olgiilen kathiliin egit siklikta alir.
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Ispat : Sabit bir c#0 u gozoniine alahm ve N(c}=N(e) oldugunu kanitlayahm. Sontu
paréa muhtemelen i un diginda tiim c-noktalan ve kutuplanm igerecek sekilde reel
eksene paralel bir dogru boyunca temel bolgenin kanonik formunu keselim. Aym sekilde
1 ve p da c-noktalan ve kutuplarinin gkarihnasryla c-nokta ve kutuplanm icermeyen
bolgeleri 1 ve p civarmdaki N.E.-dairesel yaylart boyunca keserek kaldirahm. Aynica, sinir
tzerindeki c-noktalan ve kutuplan sekilde gosterildigi gibi alinmamahdir. p, i veya i
daki kutup ve c-noktalan harig icindeki tiim c-noktalan ve kutuplanm igeren £ simrma
sahip bir G bolgesi elde ederiz. £ yi £ den £ a alt yollarn toplamu olarak bolelim. £
ve £y,43 vels ve £y ve £y altyol giftleri I altinda egdegerdirler.

d

r N
G fiq
a+l

a
A1 £ |V
? -
% |
) i 7
L A%
12 12
Sekil 4.

Ng(c)= D.n(c,t), No(®)= D n(c0,t) tammlanarak
=8 tel

No(©) - No() =-Lj'—f'-(§—)dg elde ederiz. Bu integrali £ den £y a olan alt yollar
2xi v f(€)-c

tizerindeki integrallerin bir toplami olarak yazarak degerini buluruz. Yukanda verilen

egdeger alt yollarm ¢iftleri zit yonlerde dondiiklerinden karsihk gelen integrallerin bir

¢iftinin toplami O dir. Gergekten eger SeI” ve o Z keyfi bir yol ise,

df

£E . & - 1 [df dé](dg)d~ . .
—2 gE= | — 2 dE= — - = klinde yazabiliriz.
J1®)-o S(J;)f(S‘l(a))—cg Si T @ —clE E | 5 sedincey




59

£E) 4 o [ f® ¢ 2.10
f(&) -c f(a) e ooy TB)- 5 (239)

elde ederiz. Bu durumda sadece £,/ ve £7 boyunca olan integrallerin hesaplanmasi
yeterlidir.£; boyunca olan integrali hesaplamak igin t;,, = e2™ tammlayalim. a yeterince
biyiik bir sayi olmak iizere 1,/ uzerinde degigirken t;y, ise =0 civanndaki e "2
yangaph bir gember iizerinde negatif yonde degigir ve £ pargasmm yukansindaki
noktalar bu gemberin igine donigiir. Dolayisiyla t;,=0 harig hi¢ sifin veya kutbu yoktur.

@2.1) den f(r)-c= 3 b,e?™™® =—b—‘Lh+...(—c)=f(tim)-c yazarsak
vzh tio)

dtm f'(z) dr— ' (ti) dt;,, olur. Buradan t=& igin

£'(1) = "(tioo ) P e F(ti) -

(@ g L [ L)
ACHE 5= om f(tio) —C

0

t;,ol=e—2ﬂ
= —[n(c,ioo) - n(oo,ioo)] = —[n(c, - n(oo,%)]

olur burada n(c,%), Tda f(r)-c nin 0 nin mertebesidir. Dolaystyla

&) 1 _ _1 - 2770 _ v
f—(a-—cdg [max(k,O) max(0, k)] ¢ikar. f('c)—éboe T éa\,tt den

k=h olur. Buna gore = —[max(h,0)— max(0,—h)|=-[h—0]=-h

j f(&)

bulunur. Burada h>0 ise t;,.=0 f(tm) un kutup noktasi, h<0 ise kutup yoktur ve t;,.=k i¢in
f{tio)-c nin bir sifinn vardir. Eger ¢=0 ise h<0 iken t;, =k=0 f(t;,) un sifint olur.

Simdi /£, boyunca olan integrali hesaplayalm : t —(t g) tanimlayalim. 7,4
-
iizerinde degigirken, t, ise t,=0 civannda r yangaph bir cember izerinde degigir.

t, =0 harig hig sifir veya kutbu yoktur. (2.2) den

f = U‘Ep)_=_c;g_m_ =f(t,)~c yazarsak
(t)—c= D§m° (1: 5 c (tp)m+ (-o)=1f(tp)-c vy



(1) 4= £'(tp)
f(t)-c f(ty)—c

dt
() =£'(t,) d: - olur. Buradan t=& igin

1L fFE ., 1 J‘ f'(tp)

2 A fE)—c ° z,ﬁl f)-c dt, =~[n(c,p) ~n(e,p)]

tioo|=C

f(z) = Zcutp" = Zc‘,t-‘t-’ den k=m ve T=p olur. Buna gore,
vzm vk

1 1£f® .. _ —[n(c,%) - n(e,%)], burada n(c,%), Tda £(z)-cnin 0 nm mertebesidir.

2md £f(E)—c
2
Dolayisiyla

= —[max(ﬁ, 0)- mm:(O,—E)] =—[m-0]=> —f—'@-)—-dé = —m bulunur. Burada m>0

1 f

2m 4 f(€)-c

ise t5=0 f{tp ) nun kutup noktas1, m<0 ise kutup yoktur ve t;=k i¢in Rtp)-c nin bir sifin
vardir. Eger ¢=0 ise h<0 iken t;=k=0 f{t,) nun sifin olur. p=R(p)=R?(p) oldugundan ve

(2.10) dan dolay1£, boyunca olan integral R¢’y) ve R2¢/;) boyunca olan integrallerie
aymdir. Dolayisiyla

1 J' £'(8) dE +—1 J‘ £(€) dE +— .[ £°€) de

2 f@)-c - 2m g TE)—c - 2m g @)
__b f'¢€) .._
= @)oo o

4R RE(4)

bulunur. Aym gekilde £ boyunca olan integrali hesaplayalim :

1 (@) . 1 J‘ f'(t)

2w s f(E)—c ° 2mi f(t)-c dt; = {n(c,i) - n(e0,i)] = - [n(c,?) ~n(ee,)]

ltif=r

=[n(0,%) - n(x0,?)] = [ max(k,0) - max(0,~k) | = -[n - 0] =—n

bulunur.
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N(@)= Zn(c,t) =Zn(c,t) +n(c,i) +n(c,p) +n(c,i)
eF te¥

N(c) = No(c)+n(c,i®) +n(c,p)+n(c,i) olur ve c=w ise

N(e0) = Ng(20) + (0, i) +n(0,p) +n(c0,1) ¢ikar. Buradan

N(e) - N() = Ng(c) - Ng(0) - [n(=, i) — n(c, i) + n(=0,p) — n(c, p) + n(x, i) — n(c,1)]
= Ng(c)~ Ng(20)—[-h—m—n]=Ng(c) - No(w) +h+m+n=0 dan

N(c) =N(oo) bulunur. Tabii ki (2.10) denklemi denk noktalarda c-nokta mertebesinin
degismezligini gerektirir. Bu teoremin bir sonucu olarak, ce@ olmak iizere modiler f
fonksiyonunun mertebesini N(c) sabiti olarak tanmmlanz. od-~fy#0 olmak izere
af +8
yf+8
gostermek kolaydir. Paydanm sifirdan farkh olmasi kosulu ile modiiler fonksiyonlamn
toplamlari, farklan ve boliimleri de A €T’ altinda degismez. Bunlann kuvvet serileri de
aym sekilde yazilabilir. Boylece su teoremi verebiliriz.:

kompleks a.,B,y,8 igin nin f ile aym mertebeli bir modiiler fonksiyon oldugunu

Teorem 3: Modiiler fonksiyonlar bir cisim olugturur.
2.1.5.Normallestirme
Modiiler fonksiyonlarn olugturulmasina yardime olacak kullamgh bir teorem verelim.

Teorem 4: Eger 1 mertebeli modiiler fonksiyonlar varsa o0 zaman

Fr= {TI‘C e/?,-;—s Ret<0,

1= l}u{ioo} un igini st yan diizleme birebir ve iizerine

tasvir eden ve smninm reel eksen iizerine tasvir eden 1 mertebeli bir modiiler fonksiyon
vardir.
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Ispat : IIk olarak eger f{) bir modiiler fonksiyon ise o zaman f(—7) nunda bir modiiler
fonksiyon oldugunu ve her ikisinin aym mertebeye sahip oldugunu gosterelim. $oyle ki
eger f(1) = Zau(t— 19)°,19 €# dafin agilimu ise 0 zaman

vzk

F(-D) = 2 8,(-T-T)° = 23, (-D°(1+79)° = T8, (-)" (= (-Tp))"
vzk

o2k vk

ise f in —T¢ daki agilim olur. Boylece f(—T) # da meromorf olur ve onun -7 daki
mertebesi f in 1y daki mertebesi ile aymdir. Benzer sonuglar ico daki agihmlar igin de

. b : . o
gegerlidir. (: d) eT altnda degismezlik direkt olarak gosterilebilir -

_a-f-i-b _ a(—?)——b T = ! -b
l“( —c?+d)“f(_—__—c(—?)+d)—f( 7) olur. (}‘unku(_c d)er dur.

A

w1

Sekil 5.

Simdi f in 1 mertebeli bir modiler fonksiyon oldugunu kabul edelim. Bu
fonksiyon F deki her deferi tam olarak bir kere aldigindan, & den € ye iizerine ve
birebirdir ve tam olarak 1 mertebeli bir kutba sahiptir. Bu kutbun i da oldugunu kabul
edelim (aksi taktirde uygun bir lineer donilgiim uygulanz). Eger gerekliyse f(t)—f(-7)
modiiler fonksiyonunun ico da holomorf ve dolaystyla her yerde holomorf olmasi igin ieo
da bir reel kalan elde etmek icin bir sabitle ¢arpaniz. Boylece f(t)—f(—%)=c olur.
t=iy alarak srelR olmak izere f(iy)-f(-(y))=fGy)~fGy) olur. Eger
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f(iy) —s+15 ise f(ly) s— 1— den f(xy) f(ly) s+15-(s 1—2—) ir ve dolaymsiyla
c=1r oldugunu gériiriiz. Eger f yerine f —; alir ve tekrar buna da f dersek,
f(r)—f(—?):i—;-ﬂ-;— den f(t)—i%-—[f(—i)ﬂ—;-)zo ve f(t)-f(-7T)=0 olur,

buradan f(t)=f(-7) elde ederiz.

Eger ;
T=ly ise 0 zaman T =~—7 ve dolaywsiyla f(t) = f(z) €IR;

[f=1ise |t =1 ve T=1den E=% olur ve f(t):f(—%):f(T(r)):Rt_)elR;

'c=—%+iy ise'i=-%—iy=-—1:—l olur ve f(t)=f(—(—t-D)=£f(z+1) =£f(U(z)) =1f(z) €lR;

elde ederiz. Boylece f; 7 in sinirm reel eksene déniistiirir. Simdi t nun F* m bir i¢
noktast oldugunu ve ft)&lR oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla f(t) = f(t) olur. Bu
taktirde £(t) = f(—%) dan f(t) = f(~7) olur. f birebir ve iizerine oldugundan tmm -7
ya denk oldugu sonucu g¢kar. Aynca -T, F bir i¢ noktast olur. Bu ise
T=-7 veya Ret=0 olmasim gerektirir. Fakat —7 ¢F * oldugundan, bu durum t nun F*
in i¢i olmas: gergegine tezat teskil eder. Boylece f{t)elR kabulii yanhs olur. Reel eksenin
her noktas1 F in bir noktasinin gorintiisii oldugundan IR nin F* in simrmm goriintisii
oldugu sonucu ¢ikar. Bir lineer doniigiimlii kompozisyonla p i¢in 0, i igin 1 ve ico igin
olan bir f elde ederiz. Agik¢a, bu normallegtirme ile f tek olarak belirlenir ve F* i¢i #a
lizerine tasvir edilir.

2.2.Yansmmalarla Modiiler Grubun Genislemesi

Bu boliimde st gizgileri atarak U, T, A ,... lineer doniisimleri U,T,A,... ile gosterecegiz.
2.2.1.€ de Yansimalar

0;:€->¢&, z—-Z olsun.

Tanm : Eger S= LOIL’" formunda yazlabilecek sekilde bir inhomojen lineer déniisiim
oz +f

YZ+8

varsa S(B——)(E z—> tasvirine bir yansima denir. Oy(z)=-Z ise 0;(0;(2)) =



0y(-2)=-(2)=—(-z)=z den O} =1. Bundan dolayr S?=LO,L'LOL™ olmak
azere S>=LOJIOL!=LOOL =LOL! =LIL =1 dan S2=1I elde ederiz. Aynca,
y = Im(z) olmak @izere SL(iy) = LO, (iy) = L(—(iy)) = L(iy) olur yani L altnda imajiner
eksenin dairesel goriintiisii S ile soldan garpilirsa sabit kalir. Ozel olarak O; imajiner o
eksenindeki yansimadr.

2.2.2. Yansunalarla T min Geniglemesi

0,T,U donigamleri icin agagidaki egitlikler elde edilir.

U0, (2)=U(-2)=-Z+1 ve ol(U""(z)) =01z-)=—-@z-D=—(EF-1)=-Z+],
U'01(@=U"(-2)=-Z-1 ve OU(@)=0y(z+D)=—(z+ ) =—(EZ+)=-Z-1,

TOW(2) = T(~2) = :—; =% ve OT(z)= 01(“;1) - —(‘—1) - -(;1) =% den dolayt

Z Z
U0, =0,U}, uTlo; =0,U, TO, =0T (2.11)
elde ederiz. Bunlardan yararlanarak agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 5: T*=T U0, donigimlerinin kiimesi, doniigimler garpimumn genel tanim
altinda bir gruptur. I'* grubu Oy, T ve U donisiimleri ile Gretilir.

Eger O, T ve R ilreteg olarak segilirse o zaman O} = T2 =R’ =1, TO; =0T,
RO; =O;R™! I'* i¢in tamimlanan bagmtilar olur. Bunlar T igin gikanlanlara benzer
sekilde elde edilir Yukanda TO;=0;T oldugunu gostermigtik. Ayrca
0} =T? =R3 =1 ve RO, = O;R ! oldugu kolaylikla gosterilebilir. Dolayisiyla bunlar igin
3 yansima ile iiretilen I'* y1 elde etmek 6nemlidir. Oy = Oy, 05:=0,U, 03:= 0T seklinde
tanimlansin. Burada O; in o; de bir yansima oldufunu biliyoruz. Gergekten,
O = LOlL'l olacak gekilde bir Le inhomojen lineer donigiimi bulunabilir. §oyle ki

O1(2)= ___(—lzz+0 iken L(z)= az+b olsun. Burada a, b, ¢, d katsayilarimi belirleyelim.
0.z+1 cz+d
Ll(z)= 92=5  hur. oL l(z)= —(L‘l(z))
-cz+a
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—

ve OlL'l(z)z—( dz-b )=-( dz-b ): ~9Z+1 jur. Buradan-

~cz+a —~CZ+a —~CcZ+a

a(—cl'z‘+ b)+b
LOlL‘l(z)= —CZ+a danLOlL'l(z) - -—ad2+ab+b(—cf+a) _ (—ad —bc)z +2ab
_c(—d2+ b)+d —cdZ+bc+d(—cZ+a) —2cdz+bc+ad

—Ccz+a

bulunur. Oy =LOL7! ise -1=-ad-be, 2ab=0, -2c¢d=0, be+ad=1 olur. Burada b=c=0
alahm. Boylece ad=1 ve keyfi olarak a=d=1 alirsak L(z)=z inhomojen lineer doniigimi
bulunur. Dolayistyla Oy:z — —Z imajiner 67 ekseninde bir yansimadir. $imdi Oy nin bir
yansima oldugunu gésterelim. O, = LO;L™! olacak sekilde bir Le< inhomojen lineer
donisiimii bulalm. ~

(-bz-1 _

) o LolL..1(2)___(—-ad—bc)z+2ab ise
0.z+1

O =-7Z-1=
2(2)=-2 —2¢dZ +be +ad

-1=ad-be, 2ab=-1, -2c¢d=0, ad+bc=1 olur. c=0 alalm. Boylece ad=1 ve keyfi olarak
a=d=1 alirsak b= —% olur. Sonugta L(z) = z—% inhomojen lineer dénisiimi bulunur.
Dolayisiyla Oy:z— -zZ—-1, 622={21RCZ=—%} de bir yansumadir. Son olarak O in
bir yansima oldugunu gosterelim.

0z+2 ve LOlL_l(z) - (—ad -bc)z +2ab ise

1
Z (2)z+0 —2cdz +be+ad

ad+bc=0 olur a=a, b=1/a, c=a, d=1/a bulunur. a=1 olsun, b=1, ¢=1, d=1 gikar.
z+1

-ad-bc=0, 2ab=2, -2cd=2,

Dolayiiyla, L(z)=

inhomojen  lineer donigimi bulunur. Bu ise

03;2—)% nin 63:={Ziz=1,—%SReZS 0} birim ¢emberinde bir yansima oldugunu
2 .

gosterir.
2.2.3. T* Iigin Temel Bolge

Temel bolgenin tantmim1 1.4.3 den alalm ve agagidaki teoremi ispatlayalim.



Teorem 6: ‘?"’:={‘c|r e)?,—%sRe‘csO,[tIZI}u{ioo} kiimesi, I'™* i¢in bir esas

bolgedir.

Ispat : Her t<#* noktas: T ile Fin igine tasvir edilebilir. Eger bu goriintiiniin reel kismi
pozitif ise Oy i uygulanz. Bu durumda bu nokta % igin tasvir edilmis olur. Simdi I'*
altinda 1,7, €F * noktalarmm denk oldugunu kabul edelim. Bu taktirde AcT olarak
Ty =A(1;) veyat, = 0jA(1;) olur. Ik olarak efer A=l ise daha 6nceki sonuglardan ya
T1=Tp=1 ve A=T veyatj=1p=p ve A=K, R? yada 13 =1, =icc ve A=U"

gkar. Ikinci halde 1T, = O0y(A(7)))=-A(T)) =T, =A(T]) ve T, =A(ry)den
-7, = A(ty) olur. Buradan Oy(t,)= A(t;) bulunur. Burada Oy(1,)= T3 diyelim. T; Fesas
bolgesinin sag yan kismindadir. T3 = A(ty) iken daha 6nceki sonuglardan ya t3 =I(ty) ve
A=I ya 13 =U(t;) ve A=U ya da t3="T(t)) ve A=T olur. A=I iken Oy(1,)=(T;) olur bu
ise Re(t))= 0 dolayistyla 1y = T, nin imajiner o; ekseni iizerinde oldugunu goésterir. A=U
iken Oy(ty)= U(ty) olur. Bu ise Re(t)= -% ve dolayisiyla T =1, nin o, ekseni

iizerinde oldufunu gosterir. A=T iken Oy(t,)=T(t}) olur. Bu ise |1y|=1 ve dolayistyla
Ty =T, nin 63 birim ¢emberi iizerinde oldugunu gosterir. Son olarak, T, =p i¢in
T3 = A(p) olur. t; ¥ nin sag yansmin sinirlan {izerinde olmak zorundadir. UR(p)=-p
oldugundan A=UR veya UR? gikar. 13=04(1)=—p ise -Tp=-pdan 1y =p
dolayistyla T; =1, bulunur. Aynca A=l ise O1A=0;, A=U ise 0;A=0, ve
A=T ise O}A =03 olur. Diger durumlarda t; =T, olur. Béylece, tiim sinir noktalar:
agikar olmayacak sekilde kendi kendilerine denktirler. Difer denklikler yoktur.
Dolayisiyla 7  bir temel kiimedir ve agikga bir temel bolgedir.

2.2.4. Ust Yan Diizlemin Béliimlere Ayriimas:

Teorem 7: Ust yant #* diizlemi, agafidaki gibi tekrarlanan yansimalarla ortilebilir.
01,0y ve o3 gemberlerinde “P* temel bolgesini yansitahm. Sonra bu goriintileri de
tekrar elde edilen bu gemberlerde yansitalim ve bu gekilde devam edelim.

Ispat: #* = [JAF*UOF* = U M*(F* oldugunu gériiriiz. Boylece.7*,
Aell M#*el'*

I'* altinda * mn gorintisi ile ortilir. M*,0,,0, veO; yansymalarnmm bir ¢arpum

oldugundan M*(F") yansimalarm bir serisi vasttastyla elde edilir. Tam M*(F*) larmn i¢

noktalan bir kere ortiilir. v=1,2,3 olmak iizere ug¢ noktalar hari¢ M*(o,, ) niin noktalan
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iki kere ortiiliir. 1 ye denk noktalar I'* altinda 4 kez ortiiliir. p ya denk noktalar 6 kez, joo
a denk noktalar sonsuz kez ortiiliir.

Aynca, onlarm ortak kenarlanndaki M*O M * lyansimalarmn vasitastyla
M*(?) m bitisik M*O,(F*), (v=1,2,3) gorimtileri elde edilebilirr M*eI'* m
ancak ve ancak 01,0, ve O3 yansimalarimn bir ¢ift sayidaki ¢arpimu olarak yazilabilirse
I' da oldugunu soyleyebiliriz.

2.3.Modiiler Fonksiyonlarm Varhg ve Mutlak Modiiler J Degismezi

2.3.1. Modiiler J Fonksiyonunun Olusturulmas:

Riemann tasvir teoremine gore, 7 m i¢i olan %9 da holomorf olan ve 7**.#a birebir
ve iizerine tasvir eden bir f fonksiyonu vardir. Bu tasvir 7 dan #~ a iizerine olan € deki

bir homeomorfizmaya genigler.

Geniglemeyi p-—>0, i—1, iw—>ow ile normalize ederiz. Yansimalarla
genislemeyi siirdiirelim :
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FO()=f(-)=1(x) o1de OF * m icine,
f(0, () =f(—=-1)=f(1) oy de O,F* m icine, (2.12)

f(03(1:))=f(%)=f(1:) o3de O;F* m icine,

bir yansimadir. 2.2.4 den bdyle yansimalann limitsiz tekranmin bir tek degerli J
fonksiyonunu kabul ettifi sonucu ¢ikar (J, yansimalarm farkh modlanndan bagimsizdir).
Schwarz yansima prensibi, i ve p ya denk olan noktalann diginda J nin.# da holomorf
oldugunu gosterir. Bununla beraber, i ve p ya denk olan noktalar kaldinldigmdan ve
bunlar J i¢in uzamm noktalan. oldugundan, J bu noktalarda da holomorftur ve
J(x+1) =J(U(7)) = J(0;02(1)) = J(05 (7)) =J(x) =J(z) bulunur ve bir periyodik
fonksiyon ofarak J(t)= D b,e’™® agimna sahiptir. J, Im(t)>0 icin holomorf
veZ

aldugundan, Im(t)>0 igin bu seri yakmsaktir. J, F deki her degeri tam olarak bir kere
alir ve dolayisiyla F de 1 mertebeli bir kutba sahiptir. Boylece v <—1 igin b, =0 ve
b.;#0 olur. Modiler doniigim altnda J nin degigmez oldufunu, periyodikliji
kamtlamak i¢in yaptifimiz igleme benzer olarak yapanz: J, yansima ¢ifflerinin garpimian
igin defismez ve sadece Oy, O, ve Oj iin ift sayidaki garpimlan I' da bulunur. Bu ise
herhangi SeT i¢in J(S(t)) = J(t) oldugunu gésterir. Sonug olarak, I nin bir mertebedeli
bir modiiler fonkstyon oldugunu elde ederiz ve J ye mutlak modiiler degismez denir.

J(-7)=J(z) oldugundan b, katsaylar reeldir. Gergekten de ©=x+iy olarak
abrsak —-T=-x+iy den

I-7)= ZbueZ'mil)(—?) = ZbueZniu(—xﬂy)
veZ veZ

I T T 35 S i o
veZ veZ

J(t)= ) by den J(1)= ) b e 22X
veZ veZ

oldugundan J(-T)=J(t) kogulundan b, =b, olmas: sonucu g¢ikar ki bu ise b,
katsayilanmn reel oldugunu gosterir.
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J nin Tasvir ﬁzelliklglji

o) imajiner ekseninde, T =iy, boylece q=e?™" = 2™ >0 elde ederiz. Dolayisiyla
o0

123J(r)=%+2b‘,q", (q=¢’™). Fourier serisi, J(iy) nin reel oldugfunu gosterir.
v=0

J(1)=1 ve limJ(iy) >+ oldugundan, imajiner eksenin 1<y <-+oo pargast reel
Y+

eksenin 1<J(7) <+ parcasina doniigiir.

oo ckseni lzerinde t=-1/2+1y elde ederiz, buradan q= &*TT = g2 W™
= -2 <0 olur.Cok bityiik y (dolayisiyla q) igin J(~1/2+iy) <0 dolayisiyla J, x=-1/2
dogrusunu reel eksenin negatif kismumt donisgtiirir. J(p) =0 ve J() = oldugundan oy
ekseni —o0 <J(t)<0 dogrusuna donisiir.

o3 birim gemberi ise [0,1] arabima doniigir. F *° ise reel eksenin izerindeki
sanal diizleme doniisiir.

Son olarak, imajiner eksene gore simetrik olan noktalarda J nin eglenik degerler
aldigin, yani J(t)=J(~7) oldugunu gosterelim. Bunu gérmek igin ©=x+iy yazahim. O
takdirde q = 2T = g2(XHY) _ o 2AY WX yo T oMY 2miX _ o -2mi(x+y) _ 27T
olur. Boylece T ve T, eglenik q ve § noktalarina karsilik gelir, fakat J nin Fourier serisi
reel katsayilara sahiptir, dolaywsiyla J(t) ve J(-t) kompleks eslenikler olurlar. Ozel olarak,
|9 =1 dairesel yay: tizerinde, | =17 =1den ~7=-1/1, boylece J(~T)=J(~1/x)=J(x)

olur, dolayistyla J bu yay tizerinde reeldir.

0=I(p) 1=I()
(a) ®)
Sekil 7.
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2.3.2, Ana Teorem

J fonksiyonunun 6zel 6nemi agagidaki teoremde gosteriliyor.

Teorem 8 : Modiiler fonksiyonlar cismi, € ye J eklenerek elde edilen rasyonel fonksiyon
cismidir ve C(J) ile gosterilir. Baska bir deyigle; J nin her rasyonel fonksiyonu bir
modiler fonksiyondur. Karsit olarak, her modiiler fonksiyon, J nin bir rasyonel
fonksiyonu olarak ifade edilebilir.

Ispat : p=1,...m v=1,...n olmak iizere h modiiler fonksiyonunun T da esdeger olmayan
r;, mertebeli o, sifirlan ve s, mertebeli B, kutuplan oldufunu kabul edelim. O taktirde

rj+..try=sy+...+s; olur.

oy, veya B, nin oo a egit olmasi durumunda J(T)—J(d.p,). veya J(t)-J(B,)
yerine ¢arpan olarak 1 kabul edip

[16@-3(e,)
Q(n =~ (2.13)
TTo®-1@.0>

v=]

alam. Bu taktirde Q, h ile aym kath sifir ve kutuplara sahip bir modiiler fonksiyon olur.
Sonugta Q/h, her yerde diizenlidir, yani hi¢bir sifir ve kutbu yoktur ve dolayistyla bir
sabittir. Bu ise h m J nin bir rasyonel fonksiyonu oldugunu gosterir.

2.3.3. J nin Tersinin Riemann Yiizeyi

J fonksiyonu I'* grubunun F* temel bolgesini, kapah w-diizleminde # UIR U{xc}a
lizerine ve birebir donagtirir. Aym sekilde J, A T olmak iizere her A(F*) imajim
# UIR U{w} a iizerine ve birebir doniistirir. Bununla beraber A €T olmak iizere ve
-# alt yan diuzlemi gostermek izere J, O,A(F*) m imajlanm -Z UIR U{x} a
lizerine ve birebir dénigtiiriir. Boylece J nin tersinin Riemann yiizeyi, ico noktasmn ve
rasyonel noktalarm gorantileri dahil olmak iizere, ist yan w-dizleminin sonsuz
gokluktaki kopyeleri ve alt yan w-diizleminin sonsuz gokluktaki kopyeleri ile birlikte
bunlann simrfarindan olugur. M*(*) J altinda kargiik gelen 6n gorintileri g6stermek
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lizere, yan dizlemlerin dallart I'* da M* ile indekslenebilir. Béylece M* altinda o5 iin
goruntist olan #y« daki reel eksenin [0,1] pargas;, M*O; altinda o3 in gorintisi
olan Zjy+g, deki [0,1] pargas: ile tammlanacaktr. Benzer olarak M*O,(c) ile

M*(cy) ve M*0,(0,) ile M*(0,) yi tammianz. i ye denk olan bir nokta olarak i
nmin gorintiisii w=1 iizerinde 1 mertebeli bir dallanma noktasidir. Bu ise ¢; #0 olmak

~

2
lzerew = J(1) = l+c1(1:-lJ +... agilimimn ters doniigiimiinden ¢ikar. Benzer olarak p
T+1

ya denk olan bir noktanin goriintiisiit w=0 iizerinde 2 meriebeli bir dallanma noktasidir. i

o noktasi igin by 0 ve q=e2’m olmak iizere J(r)=w=£i+b0+blq+... acthmimn
d; # 0 olacak sekilde yeterince bityik [w| icin g =—1—(d1 +-d—2—+...) seklindeki tersini
w w

g0z Oniine alalm. Logaritmanin esas dah kullanilarak,

t=——1log w+-\ degiskent kuvvet serisi +k , keZ
271 w

elde edeniz. Burada k, J altinda sirali farkh 6n gorimtileri gdsteriyor.

g, 05 0,

Sekil 8.

Yukanida, 10 un bir komgulugunun bir 6n goriintiisii olarak g6zéniine alman o
un bir komsulugunda J™} in durumunu ifade ettik. J~!, rasyonel -d/c noktasmm bir
komsulugunun bir 6n-gorintiisii olarak gozoniine alnan oc un bir komsulunda benzer
durum gosterir. Yani, J™!, én-gorintileri bir rasyonel -d/c kasplanna sahip olan
Riemann yiizeyinin bu yapraklan iizerinde « a yaklagildifinda benzer durum gosterir.
77!, W= iizerinde sonsuz logaritmik dalilanma noktalanina sahiptir. Bu ise w=0,1 ve co
da J7! in durumunun ne gsekilde olacagim bize tamamiyla gosteriyor. Bu noktalann
civarindakt devreler bir modiiler déniigiimiin dallarina baghdr.



Simdi ana teoremin ikinci bir ispatim verebiliriz:

f bir modiiler fonksiyon olsun; w, T altinda t nun denklik sinifi1 belirlediginden
f, w nin tek degerli fonksiyonu olur. Ayrica, w=0,1,00 dan fakh biitiin noktalarda © ve w
aym analittk durumu gosterir. Bu noktalarda fonksiyon bir limite sahiptir ve boylece
w = J(t) da rasyonel olur.

2.4. Modiiler Formiar

Modiiler formlar, eliptik modiiler fonksiyonlar teorisinin gelismesinde fonksiyonlann
onemli bir simifini tegkil eder.

2.4.1. Tanmm

Degiskenleri ©,0, olan =L .# igin tanmlanan kompleks degerleri bir h fonksiyonuna
D2

asagidaki Szellikleri saghyorsa —k eZ boyutlu bir homojen modiiler form denir.
a) Her kompleks A =0 igin h(A@,A0,)= * h(0 0,),

b
b)Her (Z d} eT igin h(am +bay,co; +do,)=h(0,05),

¢) h(z,1) iist yan diizlemde kutuplar disinda bir holomorf fonksiyon tanimlar,

d) ico un bir {z]Imt <t} komsulugunda h(z,1)= Zb\,ez"iw.
02Uy

Eger m;kf(g;l) bir homojen modiiler form tammliyor ise o zaman degiskeni

kompleks T olan f fonksiyonuna, inhomojen modiiler form denir.

Ozel olarak, h(t,1) n inhomojen modiiler formdur. Ciinkii h(@;,®,) homojen

modiler fonksiyon oldugundan h(o)l,cnz)=h(mz.—(‘z—l,m2.l]=m;kh(—g—l-,l)=
2 2
o, kh(t, 1) gikar. Bu ise h(z,1) inhomojen modiiler fonksiyon oldugunu gosterir.

at+: modiiler déniigiimii altinda inhomojen f modiler formunun durumu

a) ve b) kosullarindan gdyle ¢ikar :

T>A(T)=
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m;kf[-m—l)=(om,+dm2)—k M) (b) kogulundan) ve
o, coy+do,
-k aﬂﬁ-b
QEkf(ﬂ)m;k [cﬂ+dJ f| —2 (a) kogulundan) olur. Buradan,
] ®)2 cgl—+d
0]

f(t):(m+d)'kf(m+b) ve

ct+d

f(a’+b)=(m— +dyE () (2.14)

ct+d

¢ikar. Kargit olarak, eger h(ml,oaz):o);kt(-::—l) ise (2.14) Gn bir sonucu olarak b)
2

soyle elde edilir -

_ kol a®1+boy | -k at+b
h(aw; +bwy,co; +doy) =(co; +doy) m)_mz [(c'c+d) r(cr+d)]

olur. (2.14) i kullanarak
h(amj +boy,co;+doy) = m;kf('c) = mgkf(—z—l)= h(®1,®,) bulunur. a) ise
2

h(Aoy,Ao;y) = (Mz)_k‘{%) =" h(0;,0,) seklinde grkar.
2

keZ olmak iizere % iizerinde keyfi f fonksiyonlan igin ve |A|=ad~bc>0
b
kosuluyla keyfi reel A_—_(a d) igin f], A fonksiyonlarin
c

(8 A)o) =|A[* e +d)‘kf(%) seklinde tammlayahm. Ael" olmak iizere (2.14)

a

denklemini gu formda elde ederiz: A = ( :) eI’ olmak iizere ,

c

at+b
ct+d

AeT ise [A|=ad-be=1 ve [A]"” =1 den (2.14) denklemini (£}, A)(v)=£(r) olarak

) =(ct+d)f(t) dan (ﬂkA)(r) = ]A[U2 (ct+d) E(cT+d)f(1) = [A{U2 f(r) olur.
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elde ederiz. Determinantian pozitf olan reel AB matrisleri igin (£, A) B=f}, (AB)

A|,|B| >0 olsun. Buna gore,

oldugunu gosterelim. A = 2 b,B: a’ b ve
c d ¢ d

((f‘kA)lk B)(r) = IBIIIZ T+ d')—k(f‘k A)( at+b’ )

c't+d’
a't+d’
1, ’ . a . +b
=IBI/2(C,1:+d,)_kIAllI2 c.a’l.'-l-b +d git_'_d’
ct+d’ cat+b +
c't+d’

olur. Isleme devam edelim ;

1al2i2¢, , , Ak of (a3’ +bc’)t+ab’ +bd’
((f]kA)lkB)(t)-lAl B ((ca’ +de’yr+cb’ +dd") f((ca’+dc')'c+cb'+dd')

olur. |A[|B|=|AB| oldugunu gosterelim.

(335 DHE e

|AB| = (aa’ + bc’)(cb’ +dd’) - (ca’ + de’)(ab’ + bd’)

|AB|=ad(a'd’ - b'c’) + be(b'c’ -a'd’) = ad(a'd’ - b'c’) - be(a'd’ - b'e’) = (ad - be)(a'd’ - b'c’)
gikar. |A|=ad —be, |[B|=a'd’~b'c’ = |A|B| = (ad-bc)(a'd’ - b’c’) =|AB| bulunur.

Buradan (|A][B])""* =|A["2[B[*? = |AB[? butunur. Boylece ;

((flkA)‘kB)(T) = IAB{”Z((ca'r +eb’)t+de't+dd’) 8 f((aa’ +bc)t+ab’+ bd')

(ca’ +dc’)T+cb’+dd’

¢ikar. Ayrica, yine tammdan

(8, aB) o) :IAB|U2((03’+dc’)‘t+cb'+dd')—kf[(aa'+b°')‘+ab'+bd')

(ca’ +dc")t+cb’ +dd’
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cikar. Gorildigi gibi ((flkA)lkB)(t)z(f]k (AB))(1) olur. Dolaysiyla bu esitlik eger

tiretecler igin dogru ise (2.14) esitligi her Aer igin gergeklegir. Ciinkii her AeI” matrisini
U ve T cinsinden ¢arpimsal olarak ifade edebiliyoruz. Omegin, A = Ut ke

seklinde ifade edilsin, ((flkT)lkU)(t)=(f|k(TU))('c)=(f|kR)(t) olr. T ve R de
iretegler oldugundan ((ﬂkT)lkR)(t)=(f|k(TR))(t)=(f]kT1'U)(1:)=(f|kT2U)(1:) cikar.
T?U ve U da iireteg olduklanndan

((f]kTZU)!kU)(r) =(#l (1?uw)) = (£, (T2UH))(x) gikar. Bu sekilde devam ederek

((f]k U“ITBI...U%TB;I)l T](t) =(fl (TP U2 TP) () = (8], A)o)
k

bulunur.,

(fhea)wr =) ve (g, a)0)= 1"2(m+d)‘kf(——-: :3) dan f(r)=(m+d)"kf(::z)

seklinde (2.14) denklemi gergeklesmis olur.

Homojen ve inhomojen modiiler tammlar igin tamimlanmig 6zelliklerin bir sonucu
olarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 9: Aym boyutlu modiiler formlar € kompleks sayilar cismi tizerinde bir vektor
uzay1 olugturur. Modiiler formlarin bir ¢arpiminin boyutu onlann boyutlannmn toplamdur.
Aym boyutlu iki modiiler formun béliimii, eger payda O-fonksiyon degilse, o boyuthu bir
modiiler formdur ve eger rasyonel noktalardaki degerler uygun segilirse bir modiiler
fonksiyon olur.

hy,hy,...,hpy ler sirasiyla -kj,—kj,...,—kp boyutlu modiler formlar olsun.
hy.h,. ... .hy, =h diyelim.

by(@1,02) = Ay (Aey, A05), Bp(@1,02) = X2hy(Aay, A@y),..., By (@1,02) = Mmh, (Ao 1, Ao )

olur. Buradan
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hy(@1,02)by(@1,@5)... by (@1,05) = XMy (A1, Ao ) A 2hy (Ao, A 5).... KX hy (A1, Aoz

= by hy... by = b= A0y (Aey, Ap Yy (Mg, Ady)... By (Aeoy, Ao
= frtkemh oy, d,) Ve h(o),0,) = XK Hnh(p, Ao,) ve

h(Aop, Ao,) =K1+ adh(g ©,) bulunur. Bu ise modiler formlarm bir
garpiminmin boyutunun onlarin boyutlannimn toplam: oldugunu gosterir.

Simdiye kadar modiiler formlann varh@: hakkinda hi¢ bir sey séylemedik.
Asagidaki teoremi ispatiayalim :

Teorem 10 : O-fonksiyonun diginda tek boyutlu modiiler form yoktur.
, -1 0
Ispat: (0 l) €I oldugundan

h((-Do; +0.0,,0.0; +(-1).09) = h(-0,—0,) = h(®1,®,) dir. Aymt zamanda

- . 1
h(-@1,~07)=(-1) “h(},0,) dir. Buradan i 1@1,02)=h(01,0;) gkar. Bu

durumda ya h=0 ya da k ¢ift olmahdir. Sonugta k tek oldugu zaman h=0 olmak zorunda
oldugundan O-fonksiyonun diginda tek boyutlu modiiler form yoktur.

2.4.2 Kuvvet Serilerine A¢ilimiar

c#0, (c,d)=1 olmak iizere r= 4 bir rasyonel nokta olsun ve ad-bc=1 olacak sekilde
c

a ve b secelim. Modiiler formlarm tammindaki d) gikkinda o>0 olmak iizere
Imt>a igin h(z,))= 3 b,e?™™ idi. h(z,))=f(t) dersek f(r)= Y b,e’™™
L2Vg L2YVg

at+b
ct+d

b
olur. A= 2 e’ ve yeterince biyik Im i¢in (yam Imm+b>a>0ic;in)
c d ct+d



. 5o 452
£(1) = f(A(T) = f( ikl ) 2b°e c+d) gde ederiz. (2.14) formilinden
V2V
2m z—“—“—’—)u
(ct+d)¥f(1)= Y boe ‘Y cikar Buradan

0200

k(‘t+—) f(t)= D bye ce+d) ye = =—r oldugundan

DZDO ¢

2mi ﬂ)o
K- f(r)= Tbye ‘cvd
V2V

(2.15)

agihmim elde ederiz. Eger 1y €% keyfi bir nokta ise, o zaman

T"‘To 5
(t-T) F (W)= Tay oz
0 0200
agilimiyla baglaniz ve, bu, t¢ mn bir komsulugunda dogrudur. Ozel olarak, g = 1, nun 3
mertebeli Ry:t— ' =Ry (1)= a‘c+2 doéniigiimiiniin bir sabit noktas1 oldufunu kabul

edelim ve bunu yukandaki denklemin her iki tarafina uygulayalm. t9=1, iken

v
T—7T
(1: ‘tp) f(t)= Z ao(,_T:J olur. Ry(t)=1’" iken
V2V

1’-—1:’

Ri(tp) =1f veth=1,den ('~ 1: f )= Z 1;:_;‘, elde ederiz. (2.7) den dolayr
T-T '—1! +d T-Tp
'_.“') = f ve t fp = P olur. Bu durumda
(c‘c+d)(c'rp+d) -7, +d -1,

- k v
-1 ct,+d -7
[ P ]f(‘t')= Zao( pTCrt _p] olur. r'=at+b oldugundan

(c'z:+d)(c'r:p +d) vao, AT +d t— T ct+d



1 ~ -k, _= kg aT+b cTp +d ° T .
___(c:+d)k(mp+d) (x-7p) f( ) ZZ [merd) (T—?p)

olur. (2.14) den dolay1

, _' ) ~ cT.+d ° -1 °

(ct+d L2V

iz, +d ) (t-1, )

(T, +d) K(r-T, ) f(x) = Ta, | —2 _" elde edilir. Ayrica A, = +pT!

p p v 1
v2Vg Ctp+ d ~Tp

0
T—7
ve x=% olmak iizere (1.9) dan dolay1 (z—%p)kf(z)= Za‘,x"‘k[;—?‘l) oldugunu
1 T tp

OZDO

gosterelim: Burada (1.9) esitlikleri v=1,2 olmak iizere A,, =a+—b— ve A, =cT,+d

To
seklini alir. A, =ct,, +d esitligini kullanahm. A; =cty+d ve Ay =cty +d olur. Aynica
1 =15, Ty =T, alalm. A Ay _CTp*d oldugundan
= 5 =T . :—-—————————
170> 270 Ay +d

V)
-1
}\.'Zk(t—?p)kf(t)= Zaox"( __p) olur. Buradan
V2V P

[V
T—7T
(1-7,)*f(7) = Zaux"x“( _") olur. A;=+p*! verildiginden A;=p segersek
T—7T
0200 p

3k| -7
V2Vg )"1 T

kk -1, )
k3 =p°>=1 den k3k—1 olur. Dolayisiyla (t- ‘tp)kf(‘t) D A’ —= [————P—J

yazabiliriz. Boylece

-k ~k
k o k;l T— ‘Cp o 7\.’17\."2 T—Tp. °
(1-Tp) f(t)= Da,A 2 —| = D a,A ——| ofur.
v2Vy Xl =T V=V, T

AAy =1 oldugundan A, =A7" ve 23 =A% olur. Bu durumda
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- kf( )_ x\) x;1x22 - T—tp D_ l\) A'2 o« t_tp 0_
(=% fle)= Zad’| = %, R e

V2 Vg 0200

0 0 :
-1 -1 .
Za‘,x"x‘k{—%’) .Boylece (1-7,)*f(t) = Zaox"'l‘[—_—_ﬂ) elde edilir.
V2V R LUy T=Tp

b}
-1
Diger taraftan (t—%,)*f(1)= Zau(T _") oldugundan

V2Vg Ttp

LY . V)

-1 -1 _ ..

2 ao( _p] =3 aoko—k(—:ﬂl olur. Bu ise a,, = a,A° K olmasim gerektirir.
=T -1

V2Vg p L2V p

Eger v—k=0mod 3 ise A% =1 olur.Bu durumda a,, = a,, olur. Eger v—-k #0 mod 3
yani vAkmod 3 ise A>¥#1 olacagindan a‘,:aul"-k olmasi igin a, =0 olmak

‘l.'—‘l.'P

3
zorundadir. Yerel degigken te, =( } {in terimleri ile

‘I‘.'—"Cp

v /3
(=T, )f(r) = Za‘,x"‘k(tf) _ Zaux"-k(t,p)" olur. 0<kj <3 iken k=k;mod 3

V20g v2Ug
k
olmak lizere (z —?p)kf('c)= Z%(f—:p)wg elde ederiz. Benzer sekilde
V203

2
t1i=(:—;i)vek=-l fleI’ altnda i ye denk olan 1t; de, 0<kj; <2 iken
-
ot 52
ky _=.-]2£mod2 olmak tizere (t——?p)kf(t)= Zd‘,(tti) 2 acihmim elde ederiz.
V2V,

Daha once 2.1.3 de yapidift gibi yukanda kullanilan yerel defiskeni t; ile
gosterirsek, tim % €. * lar i¢in diizgiin bir gosterig elde ederiz. Dolaysiyla agafidaki
teoremi formiile edebiliriz.

Teorem 11: Eger f, -k boyutlu bir modiiler form ve T €2 * ise o taktirde T nun bir

komsulugunda i
(t-DEf(r) = Zant¥+K (2.16)

02D
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elde ederiz. Burada K, 7, i veya p ya denk oldugu zaman % veya % iin mod 1 e gore

negatif olmayan en kiigik kalamdir, aksi taktirde K stfirdir. Eger T=icc ise (1—%)¥
carpam alinmaz. Gergekten de, efer T nun p ya denk oldugunu kabul edersek
k
- 7 ~ v+— ~ 5 k3
(t—t)f(r):Zaot¥+ dan (1-7,)f(7)= ZcUt“pB olur. Burada U =v;3, =3 ve
V20 v2V3

T=1, olur. Aynca ky=kmod3 ve 0<k3<3 idi Bu durumda 3k —k3 olur ve
k-kj

=a olacak sekilde aeZ vardir. Buradan §=a.l+l{3i mod 1 ve dolaysiyla

%E% mod 1 olur. Sonucta %E Kmod1 oldugu gorilir Aynica 0<k3;<3
ko

. 2 - . ) -
oldugundan K:%, % veya ; dir. Eger 1,1 ye denk 1se (z—71;)f(7)= Zdu(tri )UT

V2L,

ve ky —:% mod 2, 0<ky<2 den aym sekilde %a%‘z— (mod 1) dolaysiyla
%E K(mod 1) oldugu goriliir. Bu durumda(K =§ veya % dir. Eger 7, i veya p ya denk

e~ K
degil 1se T=15 €2 * olur. Bu durumda (t-7p)f(z)= Zao(tto)u+ olur. Ayrnica,

V2V
(t—-19)f(7) = Zau(tto )0 idi. Bu ise K = 0 olmasim gerektirir.
LV2Vg
2.4.3.Sifirlar ve Kutuplar

Eger (2.16) daki ag katsayisi sifirdan farkh ve ©>0 ise 0 zaman f in 7 da 5+K
mertebeli bir sifira sahip olduguu soyleriz. Ciinki % da t; =0 dir. Eger <0 ise f in
% da -(0+k) mertebeli bir kutbu oldugunu soyleriz. Cinkii negatif kuvvetler igin
7 = o dur. Bu mertebeler i¢in agagidaki teoremi verelim.

Teorem 12: Bir modiiler form, denk noktalarda aym mertebeli sifirlara ve kutuplara
sahiptir.

Ispat : Once rasyonel noktalar igin teoremi ispatlayalim. Bunun i¢in (2.15) denklemini

.at+b
2 ——v
kullanacagz. (2.15) denklemi c*(t-r)*f(1)= Y bye ©+d seklinde idi. Modiiler
- V20g
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fonksiyonlarn tammindan dolayr b, #0 dir. Tk olarak v >0 kabul edelim. r=-—2

c
a(—d/c)+b \° 27 \°
rasyonel noktast igin | ¢ S(-d/er+d | - [e 0 ) =e *° = ¢™® = 0 oldugundan biraz

onceki tammdan dolayr f in tiim rasyonel noktalarda aymi mertebeli sifirlara sahip
oldugunu séyleriz. Eer v <0 olsaydh ¢ “° =e® = olacagmdan f bu kez rasyonel

noktalarda aym mertebeli kutuplara sahip olurdu. Yukanda sozii edilen T burada 4

c
dir. -——d—, i veya p ya denk olmadifindan K =0 dir. Dolayistyla efer v>0 ise f, D=0,
c

mertebeli sifira, V<0 ise f -(i"))=—00 mertebeli kutba sahiptir, Bu kez ty €#
herhangi bir nokta olsun. (2.6) denklemlerinde f{t) ve ft) yenne

(‘t—%)f(‘t) ve (t'— ')kf(t’) alabm. Boylece (z- DEf(r) = Zau(r fo) ve
0

(' - ‘t')kf(‘t') Zau( ) olur. f modiiler fonksiyon oldugundan a,,y,ay;, # 0 dir.
9
V=V

. < (a3 b , , AN, T—Tg
EgerS—(c d)el’ ve 1" =8(1), "0"5("0)1331—10_(c1+d)(c10+d) ve

Ll m0+dt %0 olacagindan fin degigmezlifi v > vy = v 1
-7 c1:0+d1: T " m & Ly = Vp igin

> (- ’t)'kao( ;0) = Z(t'—%’)'ka{,(&°+d) (1:—30) olmasini
-0

LZVy=V) V2Vh=vg cto+d/ \T-To

. = %, [cTo+d (cTp+d
e e 5] e {2

oldugundan (z-7)k = (t'-j"c-’)'k bulunur. Bu ise denk noktalarda f modiiler formunun
aym mertebeli sifir ve kutuplara sahip oldugunu gosterir.

0=k boyutlu bir modiiler formun ¢ # 0,00 olan c-noktalanm g6zoéniine almak
kullamigh degildir. Ciinkii bu noktalar " altinda degismez degildirler.
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Simdi Teorem 2 ye benzer olarak modiiler formlar igin bir teorem ispatlamak
istiyoruz. Denk olmayan sifirlanin bir maksimal sistemi iizerinde stfirlarin mertebelerinin
(dogal olarak sonlu) toplamn olarak toplam sifir mertebeyi N(0) ile ve kutuplann
mertebelerinin toplam olarak buna karsihik gelen toplam kutup meriebeyi N(wo) ile
gosterelim. Simdi teoremi verelim.

Teorem 13: -k boyutlu bir modiiler form i¢in toplam sifir mertebe ve toplam kutup
mertebesinin farki

N(0)~N(e0) =Ik;. (2.17)

P

b

dir. 1k olarak asagidaki iglemleri yapalm [Z ;

)z S eI’ olmak iizere -k boyutlu bir

modiiler formun f( g ::) =(ct+ d)kf (7) doénigim formiiliinde eger ©’ = S(t) olursa,
ct
T ya gire
%(;—)%%z ke(et+d)E (1) + (et +d)E £ (1) (2.18)

ast diferansiyellemesini elde ederiz. Buradan

dfc‘i(:) = (kc(cr +d)* () + (et +d)*f '('c));;% olur.t’ =$§(7) oldugundan ' =

olur. Her iki tarafin t’ ne gére tiirevlerini alarak gt—' niin degerini bulahm.
T

at+b
ct+d

2 (er+d)—(ar+b)e T i
1= _dt . dv’ —, % [act+ad —act—be] = (ct+d)? den
(ct+d) dr’

%:—; =(ct+ d)? bulunur. Bunu yukandaki esitlikte yerine yazalim.

df (")

— = (ke(cr+dyk1£(z) + (cr+ AYF £(x) or +d)? = ke(er + Y+ £(r)+ (cr + A<+ 2£(x)
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olur. £(7') = (ct +d)*f(7) oldugundan

daf(z") 1 1

k+1 k+2 o,
= .f(_:,)—(ct+d)kf(t)(kc(ct+d) £(1)+(ct+d) *2£"(1)). Buradan

t; ((r")) = ke(ct +d) +(ct+d)2 D f'((T)) bulunur. Boylece fin sifirlan ve kutuplarindan
f(x

f'(z") _ ke +f'(1:) ve (c1:+d)2 =$

f(r')cr+d)? (ct+d) f(1) dr’

geemeyen keyfi bir @ c#yolu igin,

den f'(z") _ ke +f'('t) olur. Burad df(z) _ df(r) ke +f’(‘t)

Fe) & &t (ct+d)  £(r) dTE(T) ;1_:’ Cf()dt ct+d ()

gikar. Her iki tarafi o yolu iizerindeki © ya gore integre edelim.

df (z’) do= ke do+ f'(1)

- dz olur.
ey J orrd fo °
® ()] ()]

S eI oldugundan £(S(t)) = f(1*) = f(t) dan dolays

df(-c') dre df(t) do= f'(z)

ASZ PO TS Toyas " Olur- Sonugta

f(-c)dt_ kc do+ (1)

- 19
T (ct+d) ) " 2.19)

elde ederiz.

Teoremin Ispati : Teorem 2 nin ispatinda kullamilan Sekil 4 deki gibi # yolunu segelim.
f{t) nun -k boyuttu bir modiiler form oldugunu ve N(0) ve Ng() srasiyla £ egrisi
igindeki f in sxﬁrian ve kutuplanmin sayisim gosterdigini kabul edelim. O taktirde
Ng(0)~Ng()= J. (t) T olur. Simdi bu integrali #; den/g a olan yollar boyunca



integrallerin toplami olarak yazahim. p civanndaki #; ve i civanndaki #7 dairesel
yaylanmn yangaplan sifira gidecektir. Bu taktirde (2.19) kullamlarak ve

Sekil 9.

. 0 -1 - ‘ _ (kdr
R—(l 1) den£5=R¢’3) oldugu gozonine alnarak ;‘; +£ = ;';‘t-{-l oldugunu

gosterelim ve toplamin yakmsadii degeri bulalim.

0 1
Once -R¢f3) = £5 oldufunu gosterelim. —R=( .l ) ve -R(4)= A_’:—l olur.
O<r elR olmak iizere 4 =[a,p+ri] olur.£73 iizerindeki herhangibir nokta ptri ise
-1 —I~- £+r i ——!—+ £+r 1
R( ) - -1 212 2 2 bévl
-R{p+r)= — = = = ylece
-prrt+l 1 (V3 ) B3 Y 1+43r+12
—+f —3r 1+ 3
2 |2 ol I
4 | 2
-1 —J§_3—+r M
-R(4) = = i olur. Bu ise -R¢3) iin 2.bolgede oldugunu
4 2(1+J§r+r2) 1++3r+12

3 2 1 3 2
—+~3r+r S +243r+r
1 AR raY

+ =
4(1+\/§r+r2)2 (1+J§r+r2)2 (1+\/§r+r2)2

gosterir. Ayrica |-R(4)| =
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den |~R(4)] = —————— <1 olur. Dolaystyla —R(4) birim cemberinin igine diiser.

1+w/§r+r2
V3
2 1 -1 St B
Ek olarak 1++/3r+r?>1den -~ < oldugu ve —E— <~ oldugu
2144831 +12) 1+J_r+r

goriliir. Tim bu sonuglar -R¢3) =5 oldugunu gosterir. @ = 4 ve S=-R

olsun. (2.19) dan dolay: j f;‘((:)) (_m:kiﬁdt-" J %((:—))-d‘c yazabiliriz.
-R(%) 4

—=dt wve

S.—.—Rz(o 1) s [ F@y_ [ KCD (PG
-1 -1 f(1:) ( Dt- 1 f(‘L')
)

[ (1) ko @ 4 f'(7)
, %) ——=dt+ J. ) dt= j dt ohlur. - J; £ f( D ——=dt ve aym
~R(&) ~R(4K)

zamanda R¢3) =£5 oldugundan J‘t;((‘c)) t;((:)) dr=- j ;%d'c ¢ikar. Boylece
4

J‘ + J. = -k(log(t-l-l)l A;) olur. r—0 olmak tizere £ 3=[OL,P+1'i] oldugundan
4 &

+| =tm -k—(log(t+1)|p +ﬁ) olur. Bu durumda
r—0 x

O G,
Iy =

p+1+r

=lm -k lo
r—0 &

N Sy
+
O Sy

den j + J' =k log %11 bulunur. Simdi yine
[+ A
5 4

-1
0

J‘ I =-k jl(ﬂ olduunu gosterelim ve toplamin yakinsadign degeri bulalim: Once

0
(2.19) kullamlarak ve T=(1 ) dan £3=T¢) oldugu gozoniine alarak

-T(/ 6) =43 oldugunu gosterelim. Bunun icin -T¢g) =#3 olmak iizere T(T(t))=1



oldugundan £g = T¢3) oldugunu gostermek yeterlidir. £€=m+ni ve l&l—)O olmak
lizere £ = [1+<"; a+1] olur.

T +8) = -1 -1 Im-@+Di] -m+@+Di

l+§ i+m+ni m+@+Di ml+@+1)2  m+@+D)?

m,n — 0 oldugundan T(i+0) ——% ve dolayisiyla Iglli'moT(iH:)—)i olur. Aynca
—)

olur [¢] >0 iken

T{a+1) =—-—+L1 olur. Burada o =%+iy seklindeka bir sayidir. Buna gore
o

3 .
) 1 —1(;)—-1)!) —§-+iy _3
T(a+1) = = 2 /.2 "2 . Y ;i ourBuise
l+' +1 z+' 2+ 2 —9-+ 2 2+ 2 2+ 2
AR A A SR AR SRR AR

T(a +1) in 2.bolgede oldugunu gosterir. Ayrica

9
vy 2
[T(a+1D)|= W) S SN, Dolayisiyla T(c+1) birim

2 9 9
9.2 Z+y? ‘/—+ 2
(4”) & a’

gemberinin igine diger. Ek olarak y>1 oldugundan 2 <-;—+§y2 oldugundan

3
-—;-< 5 22 =3 ,)1 ¢tkar. Tam bu sonuglar T¢fg) =#¢ oldugunu gosterir. Buradan
A

43 = T¢g) ve dolaymsiyla /g = -T¢) elde ederiz. @=~£¢ ve S= -T olsun. (2.19) dan
dolay1

f'(7) (v 9 1.
f(T)d_J'cHdd J'f()d © yazabiliriz. S 1(_1 0)1se

“T(4)

f'(zx) . k(-1 () 3 f'(1) (1) _ k
_TL) £(7) ‘“"4(-1)1%0‘1”&g fn " I)f(r)d Ll s Ird’

£'—(-Qd‘c () ——~dt ve aym zamanda T¢z)= 3 oldufundan
e f(7) f 7]
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@, [0 [k ; . |
) = d‘t+4 = dt= :‘;tdt gikar. Boylece £ +£ = k(log ‘tlé) olur. [g|—>0

olmak iizere £ =[T(a+l),i+§] oldugundan J. +I = élli_xr:()-k.log tlfr“zi +1) olur. Bu

£ 4
1+§ .
durumda J I |§|—>0 k.1 T(a+l) den [£| -0 iken &—> 0 oldugundan
J. +f lélxm -k.log —1— -k log iQﬁ'ﬁ:-—lt:logi;"—lve:dolaylsnyla
1
4 4 a+l

N Gy

+ J- =~k logctf-'-1 cikar. Boylece dort integralin toplam:
i
4

J- +j +I +j —-klog———-klggiz—k]g—olur Burada
4 4
1 43,
— 41 -1
p+1 2+ ) e 1. 3 1. V3
-klog ——=-klog| =—=—— |=—k log| ——i+—= |=klog| ——i+—}| =
87 & i i BN ] BEE
.t
i—+2nxw
k log (§+%1) olur. Buradan g+%—i=e6 ,n=0,1,... oldugundan n=0igin
31, ix p+1 iZ  mik p+1  2mik
——+—i=e 6 olur.Dolayistyla —k log ——=kloge 6 =—— ve —k log F— = 2"~
2 2 i 6 1 12
olarak bulunur.

n,, T nun terimleri ile dlgiilen p daki sifinn mertebesi veya —1N,, T nun terimleri

le olgilen p daki kutbun mertebesi olmak iizere 4, uzerinde integralin - n:;np e

yakinsadifim  gosterelim. p noktast civannda g1(p)#0 olmak iizere

o)
f(z)= (:_g_) g1(t) yazabiliriz. Eger {t) p da sifira sahip ise n,, pozitif, kutba sahip

n, negatifdir. 1) yu f(x)=(1-p)P(tx-p) Pg(v) seklinde yazp



(‘c—B)”np gi(t)=g(r) diyelim. Bu durumda p da g(p)*0 olmak izere
f(t)y=(t— p)np g(t) elde ederiz. 4 yolu iizerinde; r sabit bir say1, a ise r ye bagh bir a¢1
ve a ses-’zf olmak izere (t-p)= rei® seklinde yazallm. Bu durumda,
log f(t)=n,log (t-p) + log g(t) dan

D) _ B g0 oo 1@, f LEp+re! ))mxede
f(x) t-p g1 2 ,f(T) " 2m g(p+re)

elde ederiz. Buradaki 4’, r yangaph t=p merkezli, her iki ucu limit durumunda 3 T Jiik

bir ag1 yapan dairesel yaydir. Buradan

@, LECHD ) tigo L [0 o g prre®) o
,f(f) ZmJ.[ " gprre? )J 1 J.n,, +27‘ , &P+

n @ 8, i0 La @ 6, i0
_ "(e|°‘ )+LJ‘3 gp+re”) o "o(®__ +__r___J~e g'p+re™) 1o
2\ '®2) 2x 0y 21 \ 2 27 9y

o S(ptre w2 Sptre
. 2 ,
olur. r—0 iken goriildiigii gibi son terim sifir olur. Aynca r—0 iken g—a —>% olur.
2n o
. 1 (1) Y -n, f'(z) wmp
Bu durum — 0= dolayzstyl dr=
u da; f( )d 5 + 3 ve do a £ 3
4
bulunur.

Simdi ise yine aym sekilde 4 boyunca olan integralin

—273tmi ye yakinsadi@im

gosterelim. Burada n;, T nun terimleri ile dlgiilen i deki sifinn mertebesi veya -n;, T nun
terimleri ile dlgilen i deki kutbun mertebesidir. Yani, eger f{(z), 1 de sifira sahip ise n;
pozitif, kutba sahip ise n; negatifdir. 1 civannda hy(i}#0 olmak (zere

_i\m
f(1)= (E) hy(t) yazabiliriz. Burada (t—1) ™ hy(t)= h(t) dersek h(i)=0 olacak

sekilde f('t)=(‘!:-i)ni h(t) elde ederiz. 4 yolu iizerinde, r sabit bir sayl, o ise r ye
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bagh bir ag1 ve —a <0 <+ olmak iizere (t—i) = seklmde yazahm. Bu durumda

() _ WD) £(7) n  hG+re®)) o
) -1 b O 27:14 o vm.f(,eie Bt re® )) rie”dd

elde ederiz. Buradaki £, r yanigaph 1=i merkezli, her iki ucu limit durumunda = lik bir

. f'(r) (1+ree)
dairesel . idé
ag1 yapan dairesel yaydir Buradan f(‘t) =0 J. [ 5+ - ﬁ)}

— {01 4,: i0
_ 0 (e—a )+_1_'_ e h'(i+re )dO ve

21!.' e ) 2m h(p+ reie.)

0

1 ¢f'(z) n; h'(i+re®®) o9

— [ gr= Dz 42 2UFe ) 1 ePde

Zrcigf(‘c) § 27c(n+ a)+2n I (h(1+rele)
) nta

olur. r—0 iken son terim sifir olur ayrica ©+2c —> ® olur. Bu durumda

f'(7) _n; (1) 27in;
dr= d ——=dt =———" bulunur.
Jf(‘c) > ve dolayistyla i o) dt ; unur.

4 ve 4 boyunca olan integrallerin toplarm, yollar ters yonlii olduklarindan
sifirdur.

Bu kez yukandakilere benzer gekilde 4 iizerindeki integralin -2min,, a
yakinsadigim gosterelim. Burada, ng, pozitif ise, £ in, 2™ terimleri ile olgiilen i daki
sifirmn mertebesidir. Eger ny, negatif ise, - £ in e>™ terimleri ile olgiilen oo daki
kutbunun mertebesidir.

f{t) modiiler formunun {1:] Imt>a} komsulugundaki aghm £(<) = > a,e2 ™

V2V
seklinde idi. x = ¢2™" donugtiirmesi yapahm. Ayrica —% <ux< % ve a yeterince biiyik bir
say1 olmak iizere dogrusal 4 yolunun sanal ekseni ia noktasinda kestigint kabul edelim.
Bu durumda 4 yolu t=utia seklindeki noktalardan olusur. Yaptifimiz degisken
donidgtiirmesi sonucu st yan diizlemdeki her te# noktasi bir birim g¢embernn ig



noktalanna donigir. T, uta pargas Gzerinde defisirken, x=¢’™" dan
x = e2T(UH) _ ~2maITU o4 ederiz dolayistyla x degiskeni de x=0 civarnnda e 2™
yangaph bir cember (zerinde negatif yonde degigir. Bu dogru parcasimun {izerindeki
noktalar ise bu gemberin i¢ine déniigiir. Dolaystyla f, ioo da yani x=0 diginda, bu birim

dairede sifir veya kutba sahip degildir. f{’t) nun Fourier agiitmindan f(t) = -a—'o—‘:)°-+...= F(x)
. x

(9 dz= F() dx olur. Buradan
f(7) F(x)

elde ederniz. f'(z) = F'(x)%x— dan
T

£(x) TR ) 4

— | —dt=— =— lur. N Pg, F

o ) £(0) T= 21u%; F ) (Ng—-Pg)=Pg—Ng olur. Ng ve Pg, F(x) in
sozii edilen birim dairenin igindeki sifir ve kutuplarmn sayisidir. Eger F(x), x=0 da vy
mertebeli bir kutba sahip ise vy>0 ve Ng=0, P =vg dan Pg —Ng =vg olur. Eger
F(x), =0 da v}>0 mertebeli bir sifira sahip ise 0 zaman vj=-vy>0 dan
f’(‘t‘) A L ZTCF:(X)

f('c) o 7 Fx) dx =v ¢ikar. Sonugcta

PF—NF=—U(')=00 olur ve —J'

F(x), x=0 da kutba sahip ise v, pozmﬁ sifira sahip ise v, negatiftir. Bu ise T=icoda  f{1)
nun Vg =-n, mertebeli bir sifir veya kutbuna karsthk gelir. Dolaymsiyla

1 rf(7) f'(n) . _ .
e LG pr. J’——f(t) d = —27in,,, bulunur.
4
Bittiin bu sonuglardan sonra N (0) ~ N (0 )———J'ff((")) t dan
1
NO(O)—NO(w)_EEI +f +j +j +j +J. +J +J‘ +j
£ & & & & £ 4 £ 4
.. 2 > . .
_ 1.[2mk_ mp_zm,_zmw]
om| 12 3 2
ve No(0) No(oo)=a_“_3p-%£—n elde ederiz. Buradaki -2 2 ve 2L bu alt bolman

baginda tammlandif gibi sifirlarin mertebesi veya kytuplarnn merteb&sinin negatifidir.
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Ayrica, N(0) - N(e0) = Ng (0) - Ng () +33‘l+% +1, oldugundan

—N(o0) = _ Bp D . _k
N(0) - N(®) =No(0) ~No(®) +~L+Zh+np = (2.20)

elde ederiz.

Yerel degiskenler cinsinden aym olan iki modiiler form sabit bir garpana gore
farkhidir. Aymi sekilde onlarn kutuplarninin ve sifirlarnnin mertebesi sabit bir garpana gore
farklidir. Clinkii onlarin bolimii her yerde diizenlidir ve hig sifirt yoktur.

2.5.Tam Modiiler Formlar
2.5.1.Tamm

Inhomojen f modiiler formuna, eger # da holomorf ve i daki agthmi vy >0 olmak

lizere bug # 0 iken f(t)= D boez’ﬁ‘n ise tam modiiler form denir.
0200

Eger vy = 1 ise tam modiiler forma bir kasp form denir.

Eger inhomojen m;kh(ml,m2)= h(t,1) modiler formu tam ise, homojen h

modiiler formuna tam modiiler form denir.

Acik¢a =0 fonksiyonunu da iceren aym boyutlu, homojen ya da inhomojen, tam
modiiler formlar, € izerinde bir vektor uzayr olugturur. Sirastyla —k; ve -k, boyutlu
iki tam modiler formun ¢arpimm —(k; + k;) boyuttu bir tam modiiler formdur.

(2.20) denklemi, tam modiiler forma uygulandifi zaman -k boyutlu bir tam
modiiler formun sifirlann sayisinin

n, n; k
N(0) =Ny (0) +-2 +—1 = 2.21
0) 0()+3+2+nm T (2.21)

oldugunu goériiriz. Ciinkii tam modiiler formlar kutuplara sahip olmadigindan N(ec)=0
Ng(0) =0 dir. Buradan k=12Ng(0)+4n, +6n; +12n, olur. Buradaki N¢(0), n,,

nj, Ny, terimleri pozitif tam sayilar olduklarindan k<0 ve k tek sayr olamaz. Ayrica k=2
olamaz. Cinkii buradaki katsayillann en kiigiigii 4 dirr. Dolayistyla (2.21) denklemi
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k=1mod 2, k=2 veya k<0 igin ¢oziilebilir degildir. Bu sonuglardan sonra su teoremi
verelim.

Teorem 14: Tek boyutlu modiiler formlar yoktur (Teorem 10); -2 boyutlu veya pozitif
boyutlu tam modiiler formlar yoktur.

2.5.2. Modiiler Fonksiyonlarm Tiirevi

Modiiler fonksiyonlann varhg, keyfi ¢ift tam boyutlu modiiler formlarn varh@m
gerektirir.
Teorem 15: EZer f bir modiiler fonksiyon ise, 0 zaman -g%, -2 boyutlu bir inhomojen

modiiler formdur.

Ispat : Eger f bir modiiler fonksiyon, (a 2):8 el’ ve ' =S(1) ise bu taktirde
c

df(t) _ df(St) dv _ df(x)

(ct+d)* olur. Bu ise (2.18) denkleminin 6zel k=0
dt’ dt dt’ dt

durumudur. Cinka (2.18) denklemi %l%?a ke(ot+d)< () +(ct+d)E£7()
T T
oldugundan burada k=0 ahrsak SLC°)_ 1 S =£'(1) ve £(i,l=f'(r)(ct+d)2
dt’ (ct+d) dt
den dt:i(f ) = dz(r) ((:1:+d)2 oldugu goritiir. Simdi % nun -2 boyutlu bir inhomojen
T T
modiler form oldugunu gosterelim. t=—L olmak iizere
D2
aﬂ+b
df| 22
df(at+b) B T df(gl) ,
°T+: _ d(‘) (ct+d)? den ———2 J. B2 [cﬂﬂi)
d(a‘c+ ) T 201y d(ml) ®,
ct+d d @9 0y
c2lig
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am1+bc)2) df(—m—l)
d
ve buradan (cml+dmz)"'2 01 %902 =m;2—-—mz—— olur. Eger burada sag
d 3(01+b(02 d _03_1_
coy +dmy @

nin bir homojen modiiler form oldugunu gosterirsek, tanima

df(ﬂ]
tarafin yani @ 2 ——2/

{2)

ii) h(e1,05) =037

= h(a(ol +b0)2,00)1 +d0)2)

iiif) h(co 1,0)2) = h(—@lm 1,602} = mgzh(—c?l,l] = m;zh(‘t, 1) ve ayrica
00 10]]

h(e;,0,) :mgzﬁ@ oldugundan h(x, 1)=3f-(i) olur. f{t) bir modaler fonksiyon
d(1) d(<)
oldugundan .7 da meromorflur. Aym sekilde f’(t)=%f-(gg

meromorfur. Dolayistyla h(t,1) iist yan diizlemde meromorfiur.

fonksiyonu da # da
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iv) f bir modiler fonksiyon oldugundan Imt>a olacak gekilde bir >0 var ve
vg €Z, by #0 olmak izere f fonksiyonu f(7)= Z:bt,ez’“"I aghmma  sahiptir.

V2V
Buradan f*(t)= d(z) =h(z,1 ZZ:tiubue2’dm = Zcuez’m"t olur. Bu agihm i
( ) V2Ug V2V

1f‘ @1 )

un {t]Imr >a} komgulugunda gegerlidir. Dolayisiyla, h(o,m4) =m;2 22/
0\
d 1

(mz}

fonksiyonu bir homojen modiiler formdur. Buradan, inhomojen modiiler formun

Q_L)
tammundan dolay: \22) nin ise -2 boyutlu bir inhomojen modiler form oldugu

1)

Dolayistyla, 6zel olarak, J bir modiiler fonksiyon oldugundan, mutlak modiiler
degigmeksizin tlirevi J, -2 boyutlu bir modiler formdur. J' nin Tty €2 * noktast
civarmdaki agithmmm gozoniine alahm. Ik olarak eger, Ty €% ise o zaman c;(7)#0

olmak izere J(t)= Zco(‘co)(

V2Vg
€zy =2, To~p ise ery =3 ve differ durumlarda e, =1 dir. Daha onceki sonuglardan

J(r) mun ist yam diizZlemde holomorf oldugunu biliyoruz, dolayisiyla vg >0 olur.

goriilir.

) olur. Burda, eger I altnda, tp~i ise

-1, 3v
Dolayisiyla bu noktalanin civarnindaki Fourier agihmiar ](‘C) Zco Tp = ,
p

020
I(z)= Zcu('cl (t f‘) , J7)= Z%(To)(r ro) olur. Yerel degiskenler
020 U u20
cinsinden J(t)= Zco ‘cp)t . I(t)= Zcu('t:i)tti , ()= Zcu(‘co)tlt’o seklinde
v20 020 020

- 1
ihiri 4 — —tp _ ‘Cp 0—3
yazabiliriz. Buradan J'(t)= Zcu(‘tp)3l{ }t,,

= \2
v20 (t_rp)
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J’(t)=2cu(ti)2i{( i~ }t 2 y(1)= Z%(ro)%[_t“—to};’;‘ olur.

v20 ) 2 o) 2

Yerel degigkenler cinsinden ifade edilen J(t) fonksiyonu T, da 1 mertebeli bir sifira sahip
oldugundan J*(), T, da 1—% = % mertebeli bir sfira, aym sekilde, T; de 1-%: %
mertebeli bir sifira ve 1-1=0 oldugundan geriye kalan noktalarda sifirlara sahip degildir.

J®) mn i un bir komglugundaki agmm c¢; %0 olmak iizere

. . b

I(v)= E cue?™ % oldupundan T(t) = E 27ive,,62 7Y% = J(joo) = —cove S=(a )
c

d
v=2—1 v2-1
5 av:+b)
[ ’ ct+d d ’ —
i¢in I'(x)=J"(St) = ZZmuc e :r——— rasyonel noktasi igin J’(r) =~ olur.
v2-1
Boylece, J'(t) -2 boyutlu bir modiler form oldugundan N(0)~N(w) =‘T2‘=II§ olur.

J'(t) nun agihimindan, keZ olmak izere, (J'(t))* iginde aym sonuclan elde ederiz.
J’(7), -2 boyutlu oldugundan (J'(t))¥, -2k boyutlu bir modiiler formdur. Buradan, aymt
boyutlu iki modiler formun bélimi bir modiiler fonksiyon oldugundan, Teorem 11
tekrar gikar. Clnkii J'(t) nun yerel degigkenler cinsinden ifadesi ;

1

(‘t: T J(‘t) ch 31) ——tp -;p)tu-g’

v20

=Y
(=% 5(1)= Y eolw)2o(- Tk, 2,

020

(T—- ?0)2]’(1) = ZCU(TO)U(—T() _:Eo)t‘::)(;-l

v20

oldugundan, -2k boyutlu modiler formlar igin T,.#* da ise 0 zaman T nin
komsulugunda (-3 f(r)= a,*® elde ederiz. Burada, ofier T~7, ise
V20

ay = Cy(Tp)30(-1,-7Tp) ve K, mod 1 e gore —2-315 iin en kiigiik kalam , eger T~7; ise



a, = ¢, (13)20(~-1; - T;) ve K, mod1 e gore ; mn en kiigiik kalam, difer durumlarda
ise a, =c¢,(Tg)u(-19—Ty) ve K ise sfirdr. T=ioo ise (1:-%)2k carpan alinmaz.
Benzer olarak, [J' ('c)]k igin ve dolayistyla -2k boyutlu her modiler form igin
N(0)—N(x) = % = % oldugu sonucu ¢ikar. Bu ise Teorem 13 ii tekrar kanitlar.
2.5.3. Tam Modiiler Formlarin Kurulusn

J'(t) yardimiyla tam modiler formlan kuracagiz. J, J-1, J' fonksiyonlan igin aym
zamanda negatif kutup mertebeleri olan sifirfanin mertebelerinin gemasim g6z onine
alalim. Buradan agafidaki teorem ¢ikar.

p i foo

J 1 0 -1

J-1 0 1 -1

i 213 172 -1
Sekil 10.

Teorem 16: a, b, ¢, eZ olmak {izere, efer a>2,2c<a,3b<2a,b+c>a ve dolaysiyla
(1]

b, >0 ise £, p o(T) =
TR T

fonksiyonu -2a boyutlu bir tam modiiler formdur.

Ispat: Once b,c>0 oldugunu gosterelim. a>2 ve b+c>a dan b+c>2 olur. Bu ise
b veya c den en az birinin poztif olduunu gosterir. Once b>0 iken ¢<0 oldugunu
kabul edelim. 3b<2a idi. Dolayistyla —;—bSa olur. c<0 ise b+c>2 den b=>2 olmak

zorundadir. Bu ise -;—bSa oldugundan 3<a olmasimu gerektirir. Oysa a > 2 verilmistir.

Dolaysiyla b>0 iken ¢>0 olmak zorundadir. Simdi ise ¢>0 iken b<0 oldugunu kabul
edelim. b+c>2 den ¢>2 olmak zorundadir. Aynica 2c < a idi. Oysa ¢> 2 oldugundan
2.2<a dan 4<a olur ki bu bir geligkidir. Bu geliski b<0 alinmasindan dolayr olugtu.
Dolayisiyla b>0 olmak zorundadir. Sonugta b,c>0 olur.



Simdi ise £, ¢(7) nin -2a boyutlu bir tam modiler form olduunu gésterclim.
O '
fapc(®)= bir inhomojen modiler form mudur? Bunun igin

IEPIE -1
fa,bc( J bir homojen modiiler form olmalidir. @5 fa,bc( J h(e¢,®,) olsun.

i) Herhangi AeC igin h(Aoj,A@5) = (Mz)_zafabc(ml) A2 -zafa, ,c(ml)

mz (02
= x-zah(ml’m?)
ii) h(an| +bo,,co; +d0)2)=(cml'*'dmz)—zafa,bac(:lo)::};z;)
[Jv(aﬁ)l +b(02 )T
+di
= (coy +d@,y) = L
J M J w& -1
b\
[r(aﬁ )] (et +d2T ()]
= (coy +dmy) 2 ol = m;_’za(c—c +d)28 [ ]

F@PI@-1f

EEDIEESR

yazabiliriz. Cinkii J'(t), -2 boyutlu bir modiler fonksiyon oldugundan herhangi
b
5= (: d) el'i J'(atj_b) (ct+d)*J'(t) olur. Aynca J(x) bir modiiler fonksiyon
ct

oldugundan J(S(t)) = J(t) dir. Boylece

2a__ O
2 PE@-1F

h(acol +b(02,60)1 +d02) =@

-2
=0y a'fa,b,c: (v)

Dolayistyla h(ae +boj,co; +do;) = m22afabc(::) h(®,,07) olur.
2
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iii) h(01,02) =052, b o (2_;) ise @5221(t,1) = ©522f,  o(1), h(z,])=£,,(7) ve

ol

b
OPB-1]°
kutuplar diginda holomorf fonksiyonlanidir. Dolaysiyla h(t,1), iist yan diziemde
kutuplar diginda bir holomorf fonksiyondur.
iv) io un {tImt>a} komguligu iginde h(z,1)= Y b,e?™™ seklinde bir Fourier

02\)0

olur. J(t),J(t)-1,J'(t) fonksiyonlarm ist yan diizlemde

-2af

agimina sahiptir. Dolayisiyla h(@1,0,) =0 a,b,c(;"—l) -2a boyutlu bir homojen
2

modiiler formdur. Bu ise f, c(ﬂ): f b.c(t) nun bir inhomojen modiiler olmasim
tindd m2 >y

gerektirir. Aynca yine ii) stkkindan f, p, .(t) nun.# da holomorf oldugu ve iv) sikkindan
h(z,l)= Zboezm seklinde bir agthma sahip oldugu sonucu ¢ikar. Burada

0200

2rivo @
D boe?™ ™ =f, 1 (1) =h(z,1) = . -
o0y BOPP@-1]
fonksiyon sifir olacagindan ve paydamn sifir olmast durumunda derece olarak daha
biyiik olan payn sifin, kesri sifir yapacagindan dolay: fa,b,c(") nun kutbu yoktur. Bu
durumda vy 20 ve aynca by, #0 olmak izere fa,b,c(f) fonksiyonu

fabc(D= D bye?™™ seklinde bir agilima sahiptir. Dolayistyla

V20g

P
fap,c(T)= HG) fonksiyonu -2a boyutlu tam modiiler formdur.

BPPE-1T

ifadesinde paydamn kutuplan igin

Ornekler:
. rf 2 4 1
=27 = _1 = [ . > 2'—— 1 0 =—_1=_
& b=¢c 1¢1n fz,l,l(T) [I(t)][]('t)—- 1] olur fz,l,l(t) P da 3 ( + ) 3 3
mertebeli bir sifira sahip ve -2.a = -2.2 = 4 boyutlu bir tam modiler formdur. f,;; tam
»L1

modiiler formu

* 12

4= 10-1) (2.22)



p@f
F@FIE-1]
fonksiyon i de 3.%—(o.z+ 1) =% mertebeli bir sifira sahip ve -2.2 = 2.3 = -6 boyutlu bir

seklinde gosterilir. Aym sekilde a=3, b=2, c=1 igin  f3, 1(D=

tam modiiler formdur. f3 21 tam modiiler formu

. I3
6 12¢-1)

G

(2.23)

seklinde gosterilir. Boylece, sirasiyla -8, -10 ve -14 boyutlu G; = G:Z, G;o = GZG; ve
Gy, =G, Gy tam modiler formlarm elde ederiz. Aynca, -k boyutlu bir tam modiler

formun smiflannin sayisint veren (2.21) denklemi, k=4, 6, 8, 10 ve 14 durumlannda tam
olarak tek ¢bziime sahiptir. Yani, aym mertebeli aym sifirfara sahip boyle iki modiiler
formun bolimii bir sabit oldugundan, ¢arpmmsal bir sabitten ayr olarak, bu boyutlarda
tam olarak bir tane tam modiiler form vardir.

G? ve G;Z fonksiyonlan sirastyla p da ve i de 1 mertebeli sifirlara sahip -12
boyutlu tam modiiler formlardir. Béylece G? ve G;z fonksiyonlan lineer bagmmsiz
fonksiyonlar olurlar. Gergekten, o, B keyfi sabitler olmak iizere or.GZ3 +BG;2 =0 iken

G2
bu sabitlerden B #0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde —%—= Gfs den Teorem 9 a
4

gore -% nin 0- boyutlu bir modiiler form (veya bir modiiler fonksiyon) oldugu sonucu

¢ikar. Bu ise geligkidir. Aymt gekilde a =0 kabul edilirse yine geliskiye vanilir. Su halde
@G’ +BG> =0 iken bu esitligin saglanmast igin =B =0 olmak zorundadir. Ayrica

G:3 ve G;Z fonksiyonlan aym anda sifir olmaz. Dolayisiyla G:3 ve ng lineer
bagimsiz fonksiyonlardir.

A¥= G? - G;Z sekiinde tanimlayalim.

Gh.g2-_J° 1 1° [1——1-]
70 PBa-pd -2 Bg-prli-1 7
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7 (1-J+1 J®
GP-G2 =—=- ): ve dolayistyla
T8 Pa-n2\Ie-n) rrg-y
A*=G3-G2 = 10 2.24)

olur ve bu fonksiyon -2.a =-2.6 = -12 boyutlu tam modiiler formdur. A* jcc da
6(-1)~(4(-1)+3(-1))=1 mertebeli bir sifira sahiptir. Aynca (2.21) deki N(0)= %
ifadesinden N(0)=1 bulunur. Bu ise A* 1n# da hig sifin olmadigini gosterir. Buradaki A*

eliptik fonksiyonlar teorisinin diskriminanti A dan sabit bir ¢arpan kadar farkhidir ve
burada buna da diskriminant diyecegiz. Boylece asagidaki teoremi formiile edebiliriz.

Teorem 17: A* diskriminanti icc noktasinda sifira giden -12 boyutlu bir tam modiiler
formdur. Bundan dolayr A* garpimsal bir sabite gére karekterize edilir. A* iist yan
diizlemde asla sifir olmaz.

-12 boyutlu bir tam modiiler form olarak bir sifira sahip oldugundan, A* 1 bir
mertebeli bir sifira sahip olmas: geregine ihtiyacimiz yok.

Eger fijp, -12 boyutlu keyfi bir tam modiler form ise, o zaman
f12 —ch’ —c'A*ic da en azindan 2 mertebeli bir sifira sahip olacak gekilde ¢ ve ¢’
sabitleri vardir. Bu fonksiyonlar da -12 boyutlu bir tam modiiler formlar oldugundan
(2.21) denkleminden N(O)=1 olur. A*, # da holomorf ve icc da 1 mertebeli bir sifira
sahip, G? ise icc da sifirdan farkhidir. Su halde cG:3 +c'A* ancak ve ancak c=c'=0
icin sifir olur. N(0)=1 den dolayi ya c=c'=0 ve dolaysiyla t=ico dan f15(t)=0 ya da
fi2 —(c(}:=3 +c'A"‘) =0 dir. Buradan f}, =cG;3 +c¢'A* bulunur. Gornildagi gibi f},, -12
boyutlu keyfi bir tam modiiler form iken G? ve A* n lineer kombinezonu olarak ifade
edilebildiginden -12 boyutlu modiiler formlarn olusturdugu uzaymn baz {G?, A "‘} dir.

Sonugta -12 boyutlu modiiler formlarn olusturdugu kompleks € izerindeki vektor
uzayn, C-boyutunun 2 oldugu goriliir.
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2.5.4. Tam Modiiler Formlar icin Baz

-k=0 mod 2 boyutlu tam modiiler formlann olugturdugu kompleks € iizerindeki vektor
uzay i¢in bir baz verecegiz. Baz olugturma daha once 4 < k < 14i¢in yapilmisti. Ciinkii
k=4,6,8,10,12,14 olmak iizere G; tam modiiler formlan G: ve G; tam modiiler

formlanimn lineer kombinezonu olarak ifade edilebiliyordu. Ik olarak O<k=mod 12
dolaysiyla k=12k' oldugunu kabul edelim. O taktirde v=0,1,2,.... k'= I—k2- olmak iizere

G 2.25)

fonksiyonlan -12(k'-v)+(—12v)=-12k' boyutlu tam modiiler formlardir ve icc da
0.3(k'-v)+Lvo=v mertebeli bir sifira sahiptiler. Aynca bu fonksiyonlar lineer

bagmsizdirlar. Ciinkii u.—:o,l,z,...,k':-l% olmak tizere o,G,°* A" =0 olmasi
ancak ve ancak Vv igin o, =0 olmastyla mimkiindir. Bu sonuca A* ve G:3

fonksiyonlanmn aym anda sifir olmamalanindan dolayr varyoruz. Eger fjp),—12k'
boyutlu bir tam modiiler form ise o taktirde v=0,1,2,...,k' olmak iizere uygun
Cy igin fipp —coGy " —¢1G F SA*—cyG K SAZ - ¢ (G AT T - A

fonksiyonu ico da en azindan k'+1 mertebeli bir sifira sahiptir. Fakat N(0)= %—;— den ve
k=12k' den N(0)=k' olur, dolayisiyla yukandaki gibi burada da ya Vv igin c,, =0 ve
dolayistyla t=ico dan fi;(ic)=0yada

Fiow —(CoGy X +¢GyE A +.. +ep_GoA Y T4+, A¥)=0

olur. Boylece

7Lt 2 . ® ' ¥
f]ch = COG43k ‘I‘ClG? k 3A +...+Ck_lG:3A‘k 1 +OkA‘k

olur. Bu ise keyfi -k=12k’ boyutlu tam modiler formlann v=0,1,2,...,k" olmak tzere
G, A" fonksiyonlannn lineer kombinezonu olarak ifade edebildigini, dolayistyla
bu fonksiyonlarm k = 0 mod 120idufu zaman k'+1 boyutlu bir uzay igin bir baz tegkil
ettifi sonucuna vanhr.
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Simdi, k >4 ve ¢ift olsun.
k=12k'+40 +6B, 12=4a+6B<14 (2.26)

sistemi saglanacak sekilde negatif olmayan ii¢ k', o, B tamsayis: belirleyelim. Bu ise her
bir k igin tek olarak mimkiindiir. Gergekten de herbir k ya kargihk bu sistemi saglayacak
k', a, B sayiar belirlendigi zaman goriilecektir ki ancak ve ancak birer tane k', a, B
sayilan mevcuttur. k' saysi 12 nin her katinda bir artarken, o sayis1 0, 1 ve 2, B sayisi ise
Ovel degerlenm alacaktir.

Eger fi., -k boyutlu bir tam modiler form ise, o taktirde 0<y €Z olmak iizere
Teorem 11 e gore p da vy +% mertebeli bir sifira sahiptir. Aym sekilde 0< 8 €Z olmak
iizere i de 8+-§- mertebeli bir sifira sahiptir. G,” p da 1 mertebeli bir sifira sahip

o *3]%/3 *o a A ¥ . . .*2.
oldugundan [G4 ] =Gy, p da - mertebeli b stfira sahipti. Aym seldide G i de 1
by . P2 g . B . e
mertebeli bir sifira sahip oldugundan [66 ] =G, i de - mertebeli bir stira sahiptir.
Dolaysiyla £,G; *G, P fonksiyonu k'= k;t‘;‘—éﬁ olmak izere —{k-4c— 6]
=—{12k'+4a + 6B — 4 — 68] = —12k' boyutlu bir tam modiler formdur. Boylece bu

fonksiyonda (2.25) deki fonksiyonlarin bir homojen linecer kombinezonu olarak tek bir
bigimde ifade edilebilir. (2.26) sistemi icin tammh olan k', o, B sabitlerini kullanarak
asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 18: —k =0 mod 2 boyutlu tiim modiiler formlarn olugturdugu kompleks €

[k/12], efer k=2 mod 12 ise,

~ C-boyutuna ve
[k/12]+1, efer k#2 mod 12 ise,

tizerindeki vektor uzay1 D = {

GGG E=DIA™ =01,k 2.27)
bazina sahiptir.

Ispat: k=>4 vegift, k', o, B> 0 olmak iizere k=12k'+4a+6B, 12=4a+6p <14
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sistemi saglanacak sekilde k', o, B sayilan tanimlanmigh. Aynca yukanda -12k’ boyuﬂu
G, _“G B fonksiyonunun (2.25) deki fonksiyonlarin homojen lineer kombinezonu

olarak yazlabilecefi ifade edilmigti. Buna gore Ic':-lf;tm—iB olmak tizere
£Gy G, P = ZG"W-")A"’ olur. Buradan fy = ZG"*G"”G““ “IA™ pylunur.
v=0
Burada k—12k’+4a+6B oldugundan a ve B mn tammindan k<12 iken k'=0 olur.
k212 ise k'21 olur. Yani sonugta v sayis1 k' ne ulagincaya kadar 0,1,...k'-1 sayllarimi
tarar. Boylece k=0 mod 12 durumu da kapsanmig olur. Ciinkii k =0 mod 12olunca
o=B=0 olur ve yukandaki sonucun aymsi elde edilmi§ olur. Sonugta v=0,1,.. k' olmak
izere ~k =0 mod 2 boyutlu tiim modiiler formlann baz olarak G:“G;BG?]‘"")A"’

fonksiyonlan elde edilmis olur.

. Ayrica k' niin tammindan da goriilecedi gibi eger k #0 mod 12 ise -k boyutlu
tam modiiler f, formlarinin olugturdugu uzay k'+1 boyutlu olur. Eger k=2 mod 12ise
olusan uzay € iizerinde k' boyutlu vektdr uzay: olur. Ciinkii, birinci durumda toplumda

k'+1 terim wvarken, ikincisinde k' terim vardir. Buradaki k' sayst [Ikz:l ye karsihk

geldiginden teorem ispatlanmug olur. Simdi asagidaki teoremi kanitlayabiliriz.

Teorem 19 : -k boyutlu her fy tam modiler formu tek olarak belirlenen ¢ ,, €€
k'
katsaylan ile f, = chG;“G;" formunda ifade edilebilir.

020
4u+6v=k

Ispat : Bir onceki teoremde k=12k'+4o+6p, 12¢4a+6Bs14 olmak {zere

~k=0 mod 2 boyutlu bir tam modiiler formun f; = ZG‘“G""G‘““ ~0)A™ seklinde
v=0

ifade edilebileceini gostermistik. Burada eger A = G,” — Gy oldugu gozoniine alinrsa

f=S GG PG P-(63 - G*Z) elde edilir.
v=0
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(st_ G?)D _[0) G0 (- 1)( ) "‘3(0—1)G*2.1 +(- 1)2(‘2’)(-’:3(0-2)(}*21

+ (—1)"‘1(9 )G?(o(o—l))GEZ(.u—l) + (_1)0(0) *3(u—o) G#Zo
v-1 v

acihmindan yararlanarak

1, O » v 1 3 1 -
=G, G:"S[G"“k _0)((0)G43(0))+G;3(k ‘”(( OJG?J +(—1)’( JGZ"’“ "G?J)

- 1 k' s k, » )
+..+GXE ‘”((O )G?k +(-1)1(1 )Gf(k Dg2!

-1k " s ,
o H=D ‘(k. )G?-‘G?“‘ D+ (-D* (k.)G;”‘ )]

buluruz. Ifadenin parantez igerisindeki kismim agarsak

J 1 t 1 . »
= G:“G;B[G?(k p +((O)G;3<k R (-1)1(1)G;3<k I)Gfl)

+...+((k')G;3(k"°)+(—l)l( )G"”(k ‘I)Gm+ H=1)F 1(

*3(k'~(k'-D)z*2(k'-1)
0 Yoz w-vs;

k!

+(=1 ( )G'“k' KGEr )] elde ederiz. Bunu diizenlersek,

oo (e

1 '— t » 1 1 1 1 k’ * L 7o - ]
+,_,+(—l)k _1((]( 1)+(k _ ))(}43(1{ -(k —l))G;?.(k —1)+(_l)k (k,)G43(k k )G62k }
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ve bv:ujadan

fi =(—1)0[( )+(I) (2)+ +( H G0 P20
0j \0
+(_1)[( )(2} +( ,):| *cr.+3(k' l)G*B+21
1 I

)kl

+...+(-1 ) ( )}G:aﬂ(k'_(kr_1))G;B+2(k-_1)

] k'\ 1 ) ]
F(=D)K Kk') ]G:a+3(k -k )G;[S+2k

bulunur. G: n kuvvetlerine u ve G; n kuvvetlerine v dersek agik¢a goriildiigi gibi
daima 4p +6v = 12k'+4o + 68 diir. Boylece 4y +6v = k elde ederiz. Burada n=0,1,...k'
olmak tzere u saydan a+3(k'-n) ve v saylan ise B+2n seklindeki saylar ve

katsayilar ise [(— )nZ[ )] seklindeki sayilardir. Bu durumda f} y1
=n

Z (“I)HZ( )}?Zaﬁ(k'"n)(}?”" seklinde formiile ederiz. Bu ifadede

t=n
on+3(k'—n)—u, B+2n=v yazarsak, sabit katsayr da i ve v ye bagh bir say1 olur.

Buradan fy = Zcu,oG:“G;" bulunur. Bu sonucu bulmak igin yararlandigmmz
1,020 ’
4pu+6v=k

fonksiyonlar yani -k boyuttu tam modiler formlar igin baz olan G;*G, G, X ~DA™
(v=0,1,...k") fonksiyonlarmm terimleri ile fj tek olarak ifade edilebileceginden; Sy,
sayilan da tek olarak belirlenir. Burada 4 +6v =k oldufundan eger k=0 mod 6 ise
n=0, k=0 mod 4 ise V=0 olur. Diger durumlarda p=0 veya V=0 olmaz. k>16

olmak iizere 0 fonksiyomunmun ~ ¥"c,, ,G;*G¢® =0 formunda bir gosterimi oldugunu

4p+6v=k
020

kabul edelim. Bu durumda ¢ k =0 veya %k, =0 olur. k'<k kogulu ile her zaman sol
ag Z’
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taraftan ya G: yada G; ile carparak O-fonksiyonunun bir temsili yukandaki formda elde
edilebilir.

2.5.5.Tam Modiiler Formlarm Béliimleri Olarak Modiiler Fonksiyonlarin
Gosterilisi

f, sonlu T, igint-t, de ve T, =i igin e2™* da olgilen ny,n, ...,0y, mertebeli
denk olmayan 11,7 ...,Ty kutuplu [ ile bir modiler fonksiyon olsun. $imdi, -k
boyutlu tam modiler formlann My uzaymin R boyutu, kutuplarm mertebelerinin P
toplamindan daha biiyiik olacak gekilde biiyiik bir k segelim. f;,f, ..., fg , My nmn bir bazi

olsun. f‘())‘), T, sonluise T ya goret, =iw ise e?™® ya gore f, min A. tirevini

R
gostersin. O zaman p=12,...m, x=0,1,...,n;11 olmak iizere qufg‘)(tm)=0

v=1

denklemleri asikar olmayan bir €1,€7,---,CR ¢Oziimiine sahiptir. Cinkii v=12,...,R
olmak iizere f,, fonksiyonlan My uzaymm bir baz olduSundan tirevier i¢in
(X1,X2,-..,XR ) = (€,€2,...,cR) ¢Ozimiine sahiptir. Dolaysiyla £(t)= Y c,f, (1)

v=1

R
fonksiyonu bir tam modiler formdur. Bunu gostermek igin hy(t)= f(t)Zcufo(‘t)

v=1

diyelim.
i) hy(t) inhomojen modiiler form mudur? Bumun icin m;khl(r)m;khl(ﬂ) nin
@3

homojen modiiler form oldugunu gosterelim : @ zkhl( ) h(e,@3) olsun.
2D

h(0;,05)=0 kf( )Z f( )olur.

a)h(lm1>7~®2)=(mz)‘k( )Zcu( 2)

v=1

R
= k—kmfkf(&)z °uf(ﬂ) =A"*h(01,0,)
@2 /=1 @2
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a b
b)S= r .
) S (c d)e,

- amny +bo an +bo
h(amy +b@y,coq +doy) = (cq +doy) K| 2211002 5 g 1 201D
(awy +boy,cm1 +dw,) = (co; +do,) ” Z

®
x|a2L+b|r a—L+b
x © ® ®
h(aw; +be,,co; +da,) = mzk(c——l+ d) 2 cof, mz
®2 —L+d fou1 c—L+d
@2 ]

R
-k -~k fat+b at+b
— f ———
o, f(ct+d) f( d)u=lcu 0( d)

at+b

¢ikar. SeI’ ve f modiler fonksiyon oldugundan F( ) f(S(t)f () ve £,

modiiler form oldugundan (2.14) den dolayn (ct +d)_kfu(::::) =1f,(t) olur. Buna

gore

h(an; +boy,coq+doy) = cozkf(t)Zcuf (1)=0; f(———)z% ( ) h(o1,02)
v=1 22

olur.

) h(ml,a)z)=h(mz%,mz]=o)§kh(r,l) den m;kh(t,l)=m;k({-§—)z f (‘”;)
2 v=1

R
ise h(t,1)=£(t) Y cyf,(t) olur. Burada f(t) modiler fonksiyon ve f,(t) ise tam

v=1

R

modiiler form oldugundan h(‘t,l)=f(t)ZCDfo(‘C) fonksiyonu ust yan diizlemde
=1

meromorftur.

R .
d) f(x) modiler fonksiyon oldugundan by =0 olmak dzere f(t)= > b,e>™ ve
v2h
v=L2,...,R olmak iizere f,(t) lar tam modiiler formlar oldugundan
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£.(x)= Zb‘,ez"""t seklinde bir agthma sahiptir. Dolayistyla h(t,1) = Zcmez"im'

n=0 m>0
seklinde bir acihma sahiptir. Kogullar saglandifindan h(ml,mz)zm;khl(gl)
2

R
homojen modiller form ve dolayisiyla hl(e—l—)= f(&)z cufo(ﬂ) den
@7 D2 Jo= @z

R
hy(t)=f(1) D cyfy,(t) bir inhomojen modiler formdur.
v=1

ii) 1) deki ¢) sikkindan dolayr hy(%) = h(z,1) fonksiyonu (st yan diizlemde meromorf ve

R
i) deki d) sikkindan dolay: ise hi¢ kutbu olmadigmdan hy(t) = f(t) Y c,f,(t) dst yan
v=1

diiziemde holomorf olur.

iii) 1) deki d) skkmndan dolayr h;(t) nun icc un bir komsulugunda m>0 olmak tizere

bp#0 iken hy(t)=h(t,1) den 3 cpe?™™ seklinde bir agiima sahip oldugu
m=>0

R
goriiliir. Dolaysiyla hy(t) = f(t) Y c,f,,(t) fonksiyonu bir tam modiiler formdur. Buna
v=1

gore asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 20: Her modiler fonksiyon, tam modiiler formlarm bir boliimiidiar. Gergekten
R
de yukanda elde ettifimiz sonuca gore, h(t)=f(t)Y c,f,(t) alrsak,

v=1

R
(1) =Rh(—” olur. Burada h(t) ve D c,f,(t) tam modiler form ve fz) ise
Zcufo(t) o=l
v=1

herhangi bir modiiler fonksiyon oldugundan teorem ispatianmg olur.

Asagidaki gibi bir sonug elde ederiz : Gj,, Gi, niin My, igin bir baz oldufunu
kabul edelim. O zaman her 1y €#Z* igin, Ty da 1 mertebeli tek bir sifira sahip bir
Gz (75 Ty) = ¢'Glp(7) +¢"GY{, (t) formu vardir. Boylece, c sabit olmak tizere f i
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H Gi2(%70)

f(t)=c IEIGu(r;r(,) | (2.28)

formunda elde ederiz. Bu ifade de sonsuz garpimlar uygun katsayith f{t) nun tim
sifirlan ve 17, kutuplan i¢in sonsuz garpma agilim {izerinde yapiimstir.

Ozel olarak, (2.24) denklemi ve Teorem 8 e gore Teorem 20 tekrar kamitlanir.
6

o e J 7% .
tinkii (2.24) denklemi A* =G’ ~Gg> =———— oldugundan A*J = ——— =G>
Clnktl (2.24) 7Y TEgoy O Pa-1yr O °
ve dolayisiyla A*J =G:3 den
*3 *3
G G (2.30)
A* G:3_G;2

elde edilir. Aynica Teorem 8 e gore her modiiler fonksiyon Jnin bir rasyonel fonksiyonu
oldugundan ve yukanda goriildiga gibi J ise tam modiler formlann bir rasyonel
fonksiyonu oldugundan sonugta her modiiler fonksiyon tam modier formlann bir
bolamii yani rasyonel fonksiyonu olarak ifade edilebilir.

9, 10, 14, 18, 19, 20 teoremleri, bir modiiler formun homojen veya inhomojen
olmasindan bagmsiz olarak gegerlidir. Bu ise modiiler formlarn iki tGri arasindaki
tamma gore sabit baglantiyla ifade edilir.
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SONUC

Bu ¢ahymada modiler grup ve modiiler fonksiyonlar bashiklan altinda homojen ve
inhomojen dénugiimier, modiiler grup ve iiretegleri, temel bolge, modiiler fonksiyonlar
ve modiiler formlar incelendi. Modiiler grubun tanmimm i¢in gerekli olan homojen ve
inhomojen doniigiimler ele alind: ve sabit noktalara gore siniflama yapildi. Modiiler grup
altinda temel bolgenin goriintiileri ile st yan diizlem, egrisel iiggenlerle drtiilecek sekilde
bolimlere aynidi. Aynica modiler grubun elemanlan igin degen degigsmeyen modiiler
fonksiyonlar ve modiiler formlar iizerinde gahigildi. Modiiler fonksiyonlarnn sifir ve
kutuplarimin sayisi yardimi ile fonksiyonun temel bolgede her bir degen esit sayrda oldugu
ispatlandi. Mutlak modiiler J degigmezinin yardim ile modiiler fonksiyonlarm varhg
kanitlandr. Modiiler fonksiyonlarin varhmnimn ise modiiler formlan gerektirdigi gosterildi.
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