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OZET

Lie Grubu Uzerindeki Afin Kontrol Sistemleri incelenmis ve genellestirilmis Heisenberg

Lie grubu iizerinde Afin kontrol sistemi 6rneklendirilmistir.

Bu ¢alisma 2 boliimden olusmaktadir

Birinci boliimde, manifold, Lie grubu, Lie cebiri, onlarin iistel tasviri ve adjoint gosterilimi

gibi kontrol edilebilirlik i¢in gerekli olan temel kavramlar 6rnekleriyle birlikte yer almistir.
Ikinci béliimde ise Lie grubu iizerindeki Afin kontrol sistemleri incelenmis ve, lineer ve

bilineer kontrol sistemleri durumlart irdelenmistir. Genellestirilmis Heisenberg Lie grubu

tizerinde afin kontrol sistemi 6rnegine yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lie grubu, Lie cebiri, kontrol edilebilirlik, afin cebir, otomorfizma,

tiirev, semi-direkt carpim.
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ABSTRACT

Affine Control System on Lie groups are studied and illustrated on the generalized

Heisenberg Lie Group.

This work consists of two chapters.

In the first chapter, preliminaries which are necessary for controllability such as manifold,
Lie group, Lie algebra, their connection via exponential map and adjoint representation
with examples are contained.

In the second chapter, Affine Control Systems on Lie groups are studied and, linear and

bilinear control systems cases are considered. An illustrative example of affine control

system on the generalized Heisenberg Lie group is given.

Key Words: Lie group, Lie algebra, contollability, affine algebra, automorphism,
derivation, semi-direct product.
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GIRiS

Afin kontrol sistemi, genellestirilmis Heisenberg Lie grubu iizerinde incelenmek {iizere ele
alimmistir. Bu sebeple gerekli olan Manifold, tanjant vektor uzayi, tanjant demeti, Lie
grubu, Lie cebiri, onlarin {istel tasviri ve adjoint gdsterilimi temel konularin tanimlart ve
ornekleri verilmistir. Bu tanimlar ve incelemeler tamamlandiktan sonra afin kontrol sistemi
ile lineer ve bilineer kontrol sistemleri arasindaki baglanti incelenmis 6zel olarak
genellestirilmis Heisenberg Lie grubu iizerinde calisilmistir. Genellestirilmis Heisenberg
Lie grubu, nilpotent basit baglantili Lie gruplariin énemli bir modelidir. Bununla birlikte,
genellestirilmis Heisenberg Lie grubunun otomorfizmasinin varligi gosterilmis ve Aut(H)-

yoriingesinin yogunlugu incelenmistir.



Boluim 1

1. Lie Gruplan
1.1  Manifold

Tanm:
n boyutlu M yerel Oklit uzaymin her bir noktasimin komsulugu, R” Oklit
uzayinin agik bir alt kiimesine homeomortfik olan Hausdorff topolojik uzayidir.

@, baglantih acik U —c M alt kiimesinden R " nin agik alt kiimesi {izerine bir

homeomorfizma olsun. O taktirde ¢ ye koordinat tasviri denir.

r.:R" — R fonksiyonu, (a=(a,,..,a,)€R") olmak lizere r(a)=a, seklinde
taniml1 olup, x, =7, o¢ fonksiyonlarina koordinat fonksiyonlar1 ve (U,) c¢iftine de
koordinat sistemi denir.

Tanim

M lokal Oklit uzay1 iizerindeki C* smifindan bir F diferansiyellenebilir yapisi
F= {(Ua,gpa),ael } koordinat sistemlerinin bir toplulugu olup asagidaki kosullar

saglar:

e VU, =M

ael
o y,oy, eC”, Va,pel

e F toplulugu maksimaldir

Simdi de bir manifold {izerindeki diferansiyellenebilir yapry1 gosterelim:
M topolojik n . dereceden diferansiyellenebilir bir manifold ve bir pe M noktasinin agik
komsuluklart U, ve U, olsun. U, NU,#@ olmasindan dolayr U, "U, nin her

noktasinda  (x,',..,x,") ve (xﬁl,...,xﬂ") gibi iki koordinat sistemi tamimhidir. R" de

U,ya bir ¢, homeomorfizmas: altinda homeomorf olan agik climle £, olsun. Bu

durumda

v, U,NU)cE, cR" ve y,(U,NUy)cE;cR" birer agik cimlelerdir.

l//ﬂ Ol//a71 :l//a(Ua mUﬁ)%Wﬁ(Ua mUﬂ)



fonksiyonu iki homeomorfizmasinin bileskesi oldugundan bir homeomorfizmasidir.

p=w,e l//a_l olsun. O taktirde her u e (U, N"U ) noktasi i¢in
B W)=y, (y,” (1))
yazilabilir. Bir peM noktasimin komsuluklarindan biri U, olmak {izere bir
f:U,cM — R fonksiyonu siirekli olsun. p nin bir agik komsulugu U, nin noktalari,
kendilerinin lokal koordinatlar1 ile belirtilirler. Dolayisiyla f fonksiyonu n degiskenin bir
sirekli ~ fonksiyonudur. Eger bu fonksiyon (xal( D)X, (p))  noktasinda
diferansiyellenebilir ise f p € M noktasinda diferansiyellenebilirdir.

Eger ¢,, nin tim @'ap, 1<i<n, bilesenleri diferansiyellenebilir ise ¢ s de

Q,

diferansiyellenebilirdir. Ayn1 sekilde tersi de gegerlidir.

¢-:c[3 =V w;

bpa=Wpw

Uﬁ( U{x ™ Uﬂ) wﬁ( [—Tu M Uﬁ)

Diferansiyellenebilir manifold



Ornek:

S* = {x eR’: H X || = l}birim kiire yilizeyinin manifold oldugunu gdsterelim.

R’ iin bir alt uzay olarak, S? yi kendi topolojisi ile birlikte ele alalim. Baz1 agik UcR®

icin U=UnNS? ise U S? de agiktir. Bu durumda S° sayilabilir bir tabana sahip bir
Hausdorff tur. Simdi lokal oklit uzayr oldugunu gosterelim. i=1,2 ya da 3 igin

U= {(xl,xz,xS):xi > O}

ve U ;= {(xl,xz,x3 ):ix' < O} olsun, U . 1ki acik kiimeleri x, =0 hiperdiizlem koordinati
ile

R’ 1 boler.A¢ik kiimeler arasindaki iliski U, :(71._ NS? olup , i=1,2,3; S? yi Orter.

[zdiisiimleri ile birlikte

+ +
.U —>R°
tasvirini tanimlayalim.

: 1 2 3 2 3
¢1 ()C s X X ):(x > X )’

N
@, (x',x7,x7) = (x',x7),

N
s (x',x%,x7) = (x',x?),

Kolayca goriildiigi gibi bu tasvirlerden W:{xeR2 :||x||<1} acik kiimelerine

homeomorfizma vardir. Boylece S° lokal Oklit ve topolojik bir manifold dur.

Ancak koordinatlarin degisimi i¢in formiil C* dur, ve bdylece bu koordinat komsuluklari

-1

da C” olur. Ornegin ¢ o(p;)”" tasviri, (p;)” ve ¢ tasvirlerinin birlesmesiyle

U NU, tizerinde verilir.
(@)
() 3 (== () = (7))
o
(== () = (7)) S (1= () = (7)), x).
O taktirde gosterimin degistirilmesiyle, U, koordinati igin (x',x*) yerine (u',u’); U/

koordinati i¢in (x*,x’) yerine (v',v*) kullamlarak,

vi=—(1-@")’ =w*)»)"?, u’=v olur.



{(u1 au0) ) + W) < 1} {izerinde terimin kare kokii hicbir zaman 0 olmadigindan dolay1

u' nin C” (sonsuz mertebeden tiiretilebilir) fonksiyonlar1 v' dir.

Benzer hesaplamalarla, ¢, o (¢;)™ {(v1 V)V +(07) < 1} tizerinde C* dur.
Boylece (U, ,¢,) ve (U,,p,) koordinat komsuluklar1 da C* dur. Paralel argumanlar
diger durumlar i¢in de uygulanir. Dogal olarak bu durum, sekiz koordinat komsulugunun

tek bir C* yapisini belirlemesi ile S ortiisii tanimlar.

Béylece S, R’manifoldunun bir alt kiimesi olarak manifolda bir &rnektir ve de

diger kosullari da saglamasindan dolay1 S* bir manifolddur.

Ornek
SUQ2,C)= {A eGL2,C): A" = A" ,det A= 1} kiimesinin diferansiyellenebilir bir manifold
oldugunu gosterelim. Bu kiime 2x2 lik tersi transpozesinin kompleks eslenigine esit ve

determinant1 1 olan kompleks elemanli matrislerin kiimesidir ve Ozel Uniter grup olarak

adlandirilir.

z,we € olmak iizere |z|2 +|w|2 =1 olsun. Bu durumda

A

( ° V_Vj e SU(2,€) seklinde yazilabilir.
- W z

Ayrica herhangi bir 4 SU(2,C) igin, x> +y* +u”>+v> =1 olacak sekilde z=x+iy ve
w=utiv kompleks sayilar1 bulunabilir. SU(2,C) nin agik alt kiimelerini ve koordinat

tasvirlerini inceleyelim.

U, ={AeSU2,C):x<0}
U,={4eSUQ2,C):x>0}
U,={4eSUQ,C):y <0}
U,={4eSUQ2,C):y >0}
U, ={4eSUQ2,C):u <0}
U J
U
U

 =14eSUQR,0):u>0
,={4eSU2,C):v<0}
,={4eSUQ2,0):v>0}
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kiimeleri SU(2,) nin agik alt kiimeleri olup SU(2,C )= ZUU ; dir.

i=1
Acik kiimeleri tasiyan koordinat tasvirleri ise asagidaki sekilde verilebilirler;

¢1(A)=(y,u,v) s ¢2(A):(y,u,v)
o, (A4) =(xu,v) , @, (4)=(x,u,v)
¢5(A):(X,y,\)) s ¢6(A):(X,y,V)
¢7(A):(xayau) s (DS(A):(X,_)/,M)
Sonug olarak SU(2,C), F = {(U i,(ol.): i= 1,2,3,...,8} diferansiyellenebilir yapisi ile birlikte

3-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olur.

Tanim

v , R" Oklit uzayinda bir p noktasinda v,,...,v, bilesenleri ile bir vektor olup
diferansiyellenebilir fonksiyonlar iizerinde bir operatdr olarak diisiiniilebilir. Ozellikle
f, p nin bir komsulugunda diferansiyellenebilir ise p noktasinda vydniinde f nin yonli

tiirevi olarak v( /) reel sayis1 asagidaki sekilde hesaplanir;
I o
v(f) —vla—rl‘p +...+vn%‘p

(1
Diferansiyellenebilir fonksiyonlar iizerinde v vektoriiniin bu operatorii iki onemli 6zelligi
saglar;

v(f +4g) =v(f)+ Av(g),
v(f.g)=f(p)v(g)+g(p)v(f),

2

burada f ve gp noktasi komsulugunda diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve A reel bir

sayidir. Ik 6zellik v nin lineer fonksiyon gorevi gordiigiinii ikinci dzellik ise bir tiirev
operatorii islevi gordiiglinii belirtmektedir. Bu 6zelliklerden dolayr v manifoldun p

noktasindaki tanjant vektoriidiir.



p € M (manifold) noktasinda bir v tanjant vektorii F ', cebirinin bir lineer tiirevi

olsun. Vf, geﬁ , ve A € Rigin ozellik (2) saglanur.

Dolayisiyla M, tanjant vektorlerinin p noktasindaki kiimesini temsil eder.

vveveM,, AeRigin

V) =v()+V (),
(W (f)=A0(f)) feF(p)
vektor uzay1 yapist saglaniyorsa, manifoldun p noktasindaki tanjant uzay: elde edilir ve

T,(M)ile gosterilir.

dim(M)=dimT,(M) dir.

Tanim

M bir analitik manifold olmak {izere p € M i¢in
T(M)=9,,,T,(M)

kiimesine tanjant demeti denir ve diferansiyellenebilir manifold yapisindadir.

Ayni zamanda dim(TM)=2dim(M)

Tanim

M bir manifold olmak iizere domain(X)c M nin agik alt kiimesinden 7 (M)
teget demetine tanimli olan X :domain(X)c M — T(M) siirekli fonksiyonuna vektor

alani denir.

Vp € domain(X)i¢in X(p)eT,(M) dir.



Not
X(p)=X, seklinde gosterilebilir. Eger f, domain(X) tlzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ise X (), domain(X) iizerinde bir fonksiyon olup p € domain(X) deki degeri

X()p)=X,0f)
seklindedir.

Tanim

M bir manifold ve X, domain(X)c M iizerinde tanimli bir vektor alani olsun. Her
p € M noktast i¢in, diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik teoreminden dolayi,

miimkiin olan her t noktasi i¢gin

X}/(X,p,t) =y(X, p,1)

olacak sekilde X’ in y(X, p,t) integral egrisi vardir.

Ozel olarak t=0 alindiginda,
y(X,p0)=p
elde edilir.

Tanim

Xve Y, M iizerinde diferansiyellenebilir vektor alanlari olsunlar. [X Y ] de bir
diferansiyellenebilir vektor alani olup me M ve f € C” igin

[X,Y],(f) =X, (X)-Y,(Xf)

seklinde tanimlidir.

Lie Parantezinin Ozellikleri
1. [x,x]=0
2. [x,Y]=-[r,X] ters simetri 6zelligi
3. [x,[v.z]|+[z.[x.Y]]+[r.[Zz.X]]=0 jakobi 6zelligi

[X,Y]=xy— yx islemi ile temsil edilir.

Tanim

e M ve N birer manifold olmak iizere, eger ¢(p) de diferansiyellenebilen



f
UcM _y N
ol %

yofop

pU) — wl)

ve yukaridaki sekilde ola fonsiyonu n, picin (U,p) ve f(p) i¢in (V,y) koordinat

sistemleri varsa

f:M —> N peM de diferansiyellenebilir oldugu sdylenir.
e Mve N iki manifold ve f:M — N diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun.

f intirevi df:TM — TN tasviri

df (X)(g)=X(gef), VYXeTM veherbir geC*(N)

seklinde tanimlidir.

1.2 Lie Gruplarn
e (G bir diferansiyellenebilir manifold
e (G,.) bir grup
e GxG—G, (0,7r) > or ' diferansiyellenebilir bir tasvir ise

G bir Lie grubudur.

Ornek
SUQ2,C)= {A eGL2,C): A" = A" ,det A= 1} manifoldu ayni zamanda grup yapisina

sahiptir.

z w )
o A:( _]eSU(2,¢) dir
- z

detA=z"+w’=1. Ayrica lineer cebirden biliyoruz ki bir kare matrisin adjointini
determinantina bolerek tersini buluruz ki bu da aldigimiz kiimenin taniminda yer

almaktadir.

Adjoint: Kompleks eslenigini alip transpoze edildiginde olusan matristir.
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Z W Z; W 0 W | 4 W Z; W Z; W
-w oz ' —-wW, Z ' —wy I B -w oz . -w, Z ' —-wy I
oldugu gereken islemler yapildiginda goriiliir.

z w\l O I 0y z w
* 1w zlo 1:0 1l —w% Zoldugundan

1 0
(0 1JGSU(2,¢‘) olur.

¢ Kiime taniminda matrisin tersi, kendinin transpozesinin eslenigine esit

oldugundan

z w\z -w z —w\ z w 1 0
— _ = =l _ = oldugu gorilliir ve dolayisiyla
-w z)\w z w oz \-w zZ 0 1

zZ —w
[_ JESU(LG) dir

w z

Boylece SU(2,C) ¢arpma islemine gore bir gruptur.

4

¢:SUQ2,C)—> R
P(A) = (x,y,u,v)

tasvirini ele alalim. Burada z=x+iy ve w=u+iv olmak {izere

zZ w
A= ( - _] e SU(2,C) dir.
z

1%
z, W z, W, o
4= _ _ , A, =| — 7 1eSU(2,C) matrislerini ele alalim.
-wm Z W, I
47 =  —w 1 -1
o= olup 4,4;' ¢arpimina bakalim.
W, 4
A4 = 4 ( Z3 Wsj _ . _ .
A =430 , 2y =X +iy;,Ww; =u, +iv;olsun.
Wy I3

Bu iki matirisin ¢arpimi sonucunda
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Xy =X Xy TV, TUU, +V, V)

V3 =X Yy VX, S U, TV,

Uy = =Xjly + YV, TU X, =V Y,

V3 =XV, T ViU T U Y, VX

elde edilir. Buradan  @(A4,4;') =@(A4,) =(x,,y;.u;,v;) olup  matris

diferansiyellenebilirdir. Sonug olarak SU(2,C) bir Lie grubudur.

Onerme:
Bir G Lie grubu ig¢in,
9. GxG—>G

(o,7) > or

tasvirinin diferansiyellenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

p: GxG>G

¢ (o,7) > ot

ve
p,: GG
@, (1) > !

tasvirlerinin diferansiyellenebilir olmas1 gerekir

Ispat:

@ diferansiyellenebilir bir tasvir olsun.

G—2 5leix G—2—

e (et)> 1

carpimi

seklinde ¢, =¢po(exId) almirsa diferansiyellenebilir  tasvirlerin  bilesiminin

diferansiyellenebilir olmasindan

0, G>G

0,(7) > !

tasviri de diferansiyellenebilirdir.

Benzer sekilde,
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GxG—12 sGxG—2>G

(o,0)= (0,77 ) > o1
seklinde ¢, =@po(ldx¢,) almirsa diferansiyellenebilir

diferansiyellenebilir olmasindan

p:GxG—>G

(o,7) > or

tasviri de diferansiyellenebilirdir.

Bu kez ¢, ve ¢, tasvirleri diferansiyellenebilir olsun.

GxG—22 sGxG—25G

(o,0) (o, 7 ) or!
seklinde ¢ =@, oc(ldx¢,) almirsa diferansiyellenebilir

diferansiyellenebilir olmasindan

p:GxG—>G

(o,7) > o1

tasviri de diferansiyellenebilirdir.

Tanim
o € G olmak lizere
[.:G>G

[ (r)=o0or
tasvirine o nin sol 6telemesi denir. /_ nin tlirevi

dl, :TG — TG seklindedir ve dI_(T,,G) T, G dir.

Tanim

tasvirlerin

tasvirlerin

bilesiminin

bilesiminin

X bir vektor alani olmak lizere Vo e G igin X ol =dl_oX oluyorsa X e G lizerinde

sol invaryanttir denir.
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Teorem

G bir Lie grubu ve g, G nin sol invaryant vektor alanlarmin bir kiimesi olsun. Bu

durumda g bir reel vektor uzayidir.

a:g—->T1TG
a(X)=X,

seklinde tanimlanan « tasviri bir izomorfizmadir.

Sonug olarak dim g =dim7,G =dimG olur.

Ispat
g nin reel vektor uzay1 oldugu sol invaryant vektor alanlarmin bir kiimesi olmasindan
agikardir.
X,Yeg ve a,beR igin
vektor alan1 6zelliginden
a(aX +bY)=(aX +bY)(e)=aX(e)+bY(e)=aa(X)+ba(Y)
elde edilir ve dolayisiyla  lineerdir.

Vo eG igin a(X)=a(Y) olsun. Sol invaryant tanimindan

X(0)=(X oL, )e)=(dl, o X)(e) = dI, (X (e)) = I, (Y(e)) = ((dl, > Y)(e) = (Y o, )(¢) = Y (o)

olup X =Y dirve ¢ 1-1 dir.

Bununla beraber Vo e G ve X €T,G icin X(o)=dl_ (x) saglaniyor ise « Ortendir. O
taktirde a(X)= X olur ve X sol invaryanttir.

Vo,7e€G igin

X(or)=dl_(X)=dl dl (X)=dIl (X(r)) elde edilir. Boylece g=7 G dir ve sonug
olarak

dimg =dim7,G =dimG dir.

1.3 Lie Cebiri

g, bir K cismi lizerinde bir vektor uzay1 olmak iizere
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gxg—>g
(X,Y)—[Xx,7]

Tasviri asagidaki 6zelliklere sahip ise g ye Lie cebiri denir.

1. K {izerinde bilineer (ikili-lineer)
[ale +a2X2,Y]:al[Xl,Y]+a2[X2,Y]
[Xaalyl +a2Y2]:a1[XaY1]+a2[XﬂY2]

Va,,a, e K

2.[X,Y]=-[r, X] ters simetri 6zelligi
3.[x.[v,z]]+[z.[x. Y]]+ [r.[Zz, X]|=0 (jakobi zelligi)

G Lie grubunun Lie cebiri, G iizerindeki sol invaryant vektor alanlarinin Lie cebiri olarak

ta tanimlanir.

Ayrica, G nin Lie cebirinin birimindeki 7,(G) tanjant uzay: olarak da verilir.

Ornek
3- BOYUTLU HEISINBERG GRUBU

I x z
G=40 1 ylix,y,zeR
0 0 1
1 ¢+ 0
y@)={0 1 0|eG
0 0 1

Vt e R i¢in G de bir noktaya sahiptir ve y(¢), G lizerinde bir egridir.

Il
Q

70)=[0 1 0

y0)=|0 0 0|=X€eT,(G)




15

1 ¢t 0
a)=|0 1 t|eG
0 0 1

Benzer sekilde V¢ e R i¢in G de bir noktaya sahiptir ve a(¢), G iizerinde bir egridir.

a(0)=/0 1 0|=e

0
a(0)=[0 0 1|=YeT.(G)
0

O
—_ O
[N
m
Q

)=

Benzer sekilde V¢ € R i¢in G de bir noktaya sahiptir ve £(¢), G lizerinde bir egridir.

100
pO)=[0 1 0|=e
00 1
00 1
BO)=|0 0 0|=ZeT.(G)
00
0 1 0)(0 0 0
T, (G)=spany|0 0 0|0 0 1
00 0)l0 0O
00 1
[x,Y]=|0 0 0|=2,
00 0
[X,Z]=0 ve [v,Z]=0.

1.4 Ustel tasvir

Tanim

@: R — G homomorfizmast G nin bir parametreli alt grubudur.
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Tanim

G bir Lie grubu, g onun bir Lie cebiri olsun ve X € g olsun. O taktirde

id—|—> AX tasviri R nin Lie cebirinin g nin i¢ine bir homomorfizmadir.
r

Reel eksen basit baglantili oldugundan (yani temel grubu asikar olan baglantili topolojik

uzay)
dexp (/1 ij =AX
dr

olacak sekilde

exp:R—>G

tek bir 1-parametreli alt grubu vardir.

Bagska bir deyisle ¢+ exp,(¢f) , nin tek bir 1-parametreli alt grubudur ve G nin 0 daki
tanjant vektori X (e) dir.

exp: g — G tasviri exp(X) =exp (1) ile tanimhdir.

Teorem
G bir lie grubu ve g de onun lie cebiri olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir.

1. exp(tX)=-exp,(?) V teR
2. exp(t, +t,)X =(expt, X)(expt,X) Vit,t, R

3. exp(—tX) = (exptX)™ VteR

Teorem

@:H — G bir homomorfizma olsun, o taktirde agagidaki diyagram degismelidir.

H —£ G

exp T T exp (2)
do N
h g
Ispat

X € h olsun. O halde > @(exptX) G de bir piiriizsiiz egridir ve 0 daki tanjant vektorii
dp(X(e)) dir. Ayn1 zamanda ¢ bir homomorfizma olmasindan dolayr G’nin 1-

parametreli bir alt grubudur. Ancak ¢+ expt(de(X)) G nin tek 1-parametreli alt grubu
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olmasindan dolayr onun O daki tanjant vektorii (dp(X))(e) olur. Boylece

p(exptX) = expt(dp(X)),
boylece
p(exp X) =exp(dp(X)) olur.

Ornek
exp:gl(n,C)— Gl(n,C)
tistel tasviri kompleks genel lineer grup igin iissel matris ile verilmistir. e birim elemani
burada GI(n,C) de I birim matrisi olarak verilmistir.
e’ =I+A+A—2+...+A—j+...
J!
burada 4 € gl(n,C)dir.

Gl(n,C) nin alt gruplart:

(a) Uniter grup U(n)= {A eGl(n,C): A" = A" },

(b) Ozel iiniter grup Sl(n,C) =1{4 € Gl(n,C) : det A =1},

(c¢) Kompleks ortogonal grup O(n,C)= {A eGl(n,C): A" = At}.

Gosterdigimiz alt gruplarin her biri, GI(n,) nin bir 6z alt grubu ve de kapal1 alt kiimesi,
ayni zamanda Lie alt grubudur. Bu Lie gruplarin Lie cebirleri ise asagidaki gibidir.

(a) Skew— Hermit matrisleri u(n) = {A cgl(n,C): A+ A" = 0},

(b)Y Iz 0 olan matrislerin uzayi  sl(n,C) = {A egl(n,C):izA= 0},

(¢) Ters simetrik matrislerin uzayi o(n,C) = {A eglin,C): A+ A" = 0}.

Ornek
3-boyutlu Heisenberg grubunun Lie cebiri g olsun.
exp: g — G lstel tasviri igin exp(X) e bakalim. X € g i¢in

0 1 0
X=/0 0 0]idu
0 00

X x’
exp(X)—I+X+7!+?+

seklinde olup 0= X’ = X" =...... oldugundan
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1 00 0 1 0 1 10
exp(X)=I+X+/0 1 O0|+|0 O O0|=[{0 1 O|eG olur.
0 0 1 0 00 0 0 1

Benzer sekilde Y,Z € g i¢in de exp(Y), exp(Z) iistel tasvirler bulunabilir.

1.5 Adjoint Gosterilim

Tamm

M bir diferansiyellenebilir manifold ve G bir Lie grubu olsun.

wu:GxM —>M

u(or,m)=u(o,u(t,m)) , uleem)=m (No,7€G,VmeM)

seklinde diferansiyellenebilir tasvire G nin M iizerindeki sol etkisi denir. Boyle bir

durumda sabit bir o € G noktasi i¢in m — u(o,m) tasviri M nin bir difeomorfizmasidir

ve u, seklinde gosterilir.

Benzer sekilde,

UWMxG—>M
u(m,or) = u(u(m,o0),r) , wu(me)=m (o, 1e€G,VmeM)olmasma ise G nin M

tizerindeki sag etkisi denir.

Tanim

Bir G Lie grubunun kendi iizerinde sol etkisi ile olusan i¢ otomorfizmasi
I:GxG->G

i(o,7)=010" =i_(1)

seklindedir.

Birim bu etkinin sabit bir noktasidir. Bdylece Vo € G i¢in i_(e) = e olur. O zaman

ordi |, T,G=g tasviri G nin 4ut(g) igine bir gosterimidir.

Bu gosterim, adjoint gosterilim olarak adlandirilir ve

Ad : G —> Aut(g)

seklinde belirtilir. Adjoint gosterilimin diferansiyeli
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d(Ad) = ad

seklinde gosterilir.

Boylece
Ad(oc)=Ad, ,ad(X)=ad,
gosterilebilinir. (2) deki degismeli diyagramdan asagidaki degismeli iki diyagram elde

edilir.

G — 5 Au(g)
exp T ) exp
g —“ 5 End( 2)

G — o G
exp T T exp

g L} g
Baska bir deyisle,
expt(Ad (X)) =oc(exptX)o .

Ozel olarak G = Aut(V) alirsak, diagramlar B € Aut(V) igin

Aut(V) —2—  Aut(EndV)
expT Texp
End(V) —2— End(EndV)

Aut(V)y —2—  Auwt(V)
expT Texp
End(V) —2— End(V)

haline gelir.

Eger ek olarak C € End (V') alinirsa, o taktirde
Ad,(C)=BoCoB™'

olur.
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Bolum 2

2. Genel Kontrol Sistemleri

M bir diferansiyellenebilir manifold ve X (M)ile M ’ nin acik alt kiimeleri iizerinde
taniml1 olan tiim diferansiyellenebilir vektor alanlarinin bir kiimesi gosterilsin. Her bir
X e X(M), M {izerinde yerel difeomorfizmlerin 1-parametreli bir grubunu tanimlar.
Yani miimkiin olan tiim X vektor alanlar1 her bir # € R i¢in manifold iizerindeki vektor
alanlar tarafindan iiretilmis adi diferansiyl denklemlerin varlik ve teklik teoreminden
dolay1

X, :domain(X,)c M — M nin yerel bir difeomorfizma oldugu elde edilir.

Tanim

YX(M, D) siral ikilisine bir kontrol sistemi denir. Burada M bir diferansiyellenebilir
manifold ve D c X (M) dir.

Burada M durum uzay1 D ise dinamiktir.

> kontrol sistemi,

_ 1 2 ro. .
GZ_{Ztlotho"'oZt,'Z eD,t_/.eR,]eN}

yerel difeomorfizmalarin pseudo grubunu {iretir.1

Y kontrol sistemi,

Sy = {ztl1 oz} 0.0z 12/ €Dt ZO,jeN}

yerel difeomorfizmalarin pseudo yar1 grubunu iiretir.

G, = {¢(x) pe GZ} kiimesine X’ nin x’in yOriingesi ve

Sy = {¢(x) pesS z} kiimesine X nin x’ deki pozitif yoriingesi denir.

Genel olarak, Sy < G, < M ’ dir. Kontrol edilebilirlik problemi, durum uzay1 M, durum

elemanlar1 x’ ler ve dinamik D ,zerindeki hangi kosullar altinda S, = M ’dir.
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2.1 Lie Grubu Uzerinde Afin Kontrol Sistemleri

Lie cebiri L(G) olan G, baglantili bir Lie grubu olsun. G nin Afin grubu Af(G), G ile
Aut(g) nin semi-direct ¢arpimlaridir. Yani,

Af (G) = Aut(G) x, G olur.

Af(G) de ¢arpim asagidaki gibi tanimlidir.
(.8 (V.8,) = (Pov,2,4(g,)) -

e ve 1 sirasiyla G ve Aut(G) nin birim elemanlaridir. Af(G) nin birim eleman1 (1,e) ve

(¢,2) € Af(G) nintersiise (¢ ,¢ ' (g")) dir.

Tamin grup yapisini sagladigini gosterelim:

Kapalilik

(#,8)($,,8,)=(# °b,,2,4,(g,))
——

cAut(G) eG

Birlesme

[(4.2.).(¢:.2.))8,-2,) =4, ° 8. 2,4, (€)] 4 23)

=t o4, 0 4,.211(:)4, ° $(3))
(6.2 [(4:.22). (8. 2, ]= (4.2 ). 0 4, 2280 (5)]

=(¢ 04, 0 4,.2141(2,) 4, h(g3))

Ters eleman
(8.8, h)=(pow,gd(h)=(le)

poy=1=¢" =y
gphy=e =>¢h)=g" =¢'(g)=h

Dolayisiyla
(#,2) € Af(G) nin tersini (¢~',¢'(g™')) seklinde bulmus olduk.
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O halde sirastyla G ve Aut(G), g —> (1,g) ve ¢ — (@,e) tasvirleri i¢cin Af(g) nin i¢ine
gomiiliidiirler. Boylece G ve Aut(G), Af(G) nin alt grubu olurlar.

Af(G)xG > G

var olan dogal etki,

(#,8,) € Af(G) ve g€ G igin
(9.2 & — 84(g,)

seklinde tammlidir. Islem yaparsak,

W Af(G)xG—>G (#,g,) € Af (G)
(#,8)-8, > g#(g,) 8 €CG
w(9,g)-v.g'),g,)=nu((d.g)14v.g'),g,)

u((pow,g,6(g,').8,)) =g9(g,")pow(g,)eC
elde edilir.

Diger taraftan,
1(9.2)),8,'v(g,)=8#(g'v(g,))

=g9(g,)Pow(g,)eC
elde edilir.

L(e,m)=m oldugunu gosterelim,;
e=(le) ec Af(G), g,€G

u((Le),g,)=eld(g,)=g,

Dolayisiyla Af(G)xG — G iizerindeki etkiyi gostermis olduk.

Bu etki gecislidir. Gergekten, eger g, =e alinirsa, ¢(g,) =e oldugundan (¢,g,)-e=g,

olur.
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G ve Aut(G), Af(G) nin kapali alt gruplaridir. L(G) Lie cebirinin otomorfizmasi Aut(L(G))
ile gosterilir ve onun da Lie cebiri Der(L(G)) dir, yani L(G) nin tiirevi onun Lie cebiridir.
Eger G basit baglantili ise, Aut(G) ve Aut(L(G)) izomorfiktir. Aslinda G nin d¢ |,
birimdeki diferansiyelinin her bir ¢ otomorfizmasina denk ® otomorfizmasi vardir. L(G)
nin herhangi bir otomorfizmasi G nin bir otomorfizmasina genisler. Dolayisiyla @, Aut(G)
ile Aut(L(G)) arasinda bir otomorfizmadir. Béylece Aut(G) nin Lie cebiri Der(L(G)) dir.

Af(G) nin Lie cebiri af(G), Der(L(G))x, L(G) nin semi-direct ¢arpimidir. Lie
parantezi ise asagidaki gibi tanimlidur,

[(Dle)a(Dstz)]:([DnDz]aDle -D,X, +[X1=X2])

G < Af(G) Lie grubu lizerindeki X = (G, D) afin kontrol sistem asagidaki gibi
diferansiyel denklemlerin ailesi ile belirlenir:
. d
x=(D+X)(x)+ > u,()(D' +Y')(x)

j=1
burada x € G;D,D',...,D? € Der(L(G)) ve X,Y',..,Y’ € L(G) igin denklem U ile
parametremize edilmistir ve U parcali sabit reel degerli fonksiyonlarin ailesidir. O taktirde
dinamik agagidaki gibi verilir.

D:{D+X+Zd:uj(Df +Yj)peRd}.

j=1

Eger afin kontrol sistem degismeli bir Lie grubu iizerinde diisiiniiliirse, lineer kontrol
sistem olusur. Gergcekte degismeli Lie grubunu i¢in, her bir Lie cebirinin elemanlariin
parantezde sifir olmasindan dolay1, afin kontrol sistemin elemanlar1 lineer kontrol sistemin

elemanlar1 formuna doniistir. Lie grubu abelyen ise

[(Dle)a(DzaXz)]_[[DleDz]aDle - D, X, +[X1aX2]J

=0

eDer(g)(g) <€L(g)

lineer kontrol sistemi elde edilir.

Eger Lie grubu iizerinde afin kontrol sistem icin X =0 ve Y' =Y*> =...=Y“ =0 oldugu

diistiniiliirse, bilineer kontrol sistemi ortaya ¢ikar.Genel olarak afin kontrol ailesi bilineer
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kontrol ailesinden daha zengin aile olarak tanimlanir ve genellestirilmis Heisenberg Lie
grubu iizerindeki kontrol edilebilirlik 6zellikleri esasen bilineer kisimlar1 D, D',..., D

uzerinde bina edilir.

Genellestirilmis Heisenberg Lie Grubu

V ve Z sonlu boyutlu reel vektor uzaylari ve f:V xV — Z simplektik tasvir olsun. V' x Z
vektor uzayi, [(v1 )2, ), (v2 22, )] = (0, y/j (vl ,V, )) Lie parantezi ile L(H) = h(V,Z, ) seklinde
bir Lie cebiri olur. Buna karsilik basit baglantili Lie grubu H = H(V,Z, ), V x Z nin

Campbell-Hausdorff carpimina sahiptir
1
(VI,ZI)*(Vz,Zz) = (vl +v2321 + ZZ +5ﬂ(V1,Vz)) .

Kontrol edilebilirligin ispat1 i¢in agagidaki yardimci teoreme gereksinim vardir.

Yardimeir Teorem 1: H = H(V,Z, ) genellestirilmis Heisenberg Lie grubu i¢in
¢, = JAId x Ald tasviri icin drnegin @, (v,z) = (\/Zv, Az) tanimi bir izomorfizmadir.
Ispat: ¢, tasvirinin 1-1 ve drten oldugu agiktir. ¢, nin homomorfizma olup olmadigina

bakalim.
¢, v,z)*(v,,2,)=0,(v, +v,,z, + 2, +%ﬂ(vl,v2))
=(JAldv, +JAIdv,, Aldz, + Aldz, + % B,,v,))
S n lineer olmasindan,
=(Aldv, +A1dv,, Aldz, + Aldz, + % B(Av, A Av,))

=(AIdv,, Aldz))* (N Aldv,, Aldz,)
=¢,(v,2)*9,(v,,2,)

homomorfizma oldugu goriliir.
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Sonuc¢

Hde 4 — 0 iken ¢, (v,z) = 0 olacak sekilde ¢, otomorfizmalarinin 1-parametreli bir

ailesi vardir.

Tamm

(a) g Lie cebirinin merkezi g = {x €g: [X, Y] =0,VY e g}
(b) G Lie grubunun merkezi G ={o € G:or =710,V € G}
seklindedir.

Ornek

1
0
0

S~ K

c
bl:a,b,ceR
1

Heisenberg Lie grubunu goz 6niine alalim.

Eger a,b,c € Z ise, abelyen olmayan nilpotent diskrit Heisenberg grubu olusur H,(Z).

1 10 1 00
x={0 1 0 y=|0 1 1
00 1 00 1

seklinde iki liretece sahiptir.

Bunlarin arasindaki iliski;
z=xyx 'y, xz=zx, yz=2zy
dir.

Burada z , H,(Z) ’lin merkezinin tireteci olup

1 0 1
z=0 1 O
0 0 1
seklindedir
1 a c
G=3g=|0 1 b|:a,b,ceR
0 0 1

0 0
0 1|} burada [Y¥,,7,]=Y,tiir.
0 0
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Heisenberg Lie grubu
1 a c

w:0 1 b|—>(ab,c)
0 0 1

tasviri tizerinde R® e difeomorfiktir.
3 2 1/2
Eger Riizerinde p = (Z,in - yi| j metrigi diisiiniiliirse, ' (p) G iizerinde bir

metriktir.

Eger G lizerinde X afin kontrol sistemi diisliniiliirse dinamik

1 00 0 0 0 1 00 0 0 0
D=0 0 O|+u/0 O 1|:ueU, |0 0 O|eDer(L(G)ve|O 0 1]|eL(G)
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

seklinde olur.

Burada
Der(L(G)) = {D € End(L(G)): D[X,Y]=[D(X),Y]+[X,D(V)]VX,Y € L(G)}
dir.

Yardimcei Teorem 2
H bir genellestirilmis Heisenberg Lie grubu olsun. O taktirde yogun bir Aut(H)-orbit

vardir.

Ispat:
O = exp(L(H)-[L(H),L(H))) = H —[H, H] kiimesi H nin bir Aut(H)-orbit dir. Aslinda
basit baglantili nilpotent Lie grubu i¢in iistel tasvir bir global difeomorfizmdir. Dahasz,

X,Y € O seklinde alinan herhangi iki eleman,

XY | dogru parcast [H JH ] ye paralel olacak

sekilde, baglangi¢ noktasinin bir defa X te alinmasiyla bir dogru parcasi tizerinde

baglanabilirler. Boylece ¢,,¢, € R i¢in X — ¢, X +¢, =Y ile tamimlanan

f, 1O — O baglant: fonksiyonu bir izomorfizmadir. Aslinda bu bargalar1 ayn1 yol tizerinde

bir dikmeyle birbirlerine baglamak miimkiindiir. Dolayisiyla H nin Aut(H)— orbit i olan
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O aciktir. Hatta eger dimZ =1 ise, [H JH ] merkezi bir dogru olusturur. Gergekten de

herhangi Heisenberg grubu [X Y ] =7,X,Y,Z e L(H) dir. Yogunluga baktigimizda

herhangi

Xe [H ,H ] icin her ¢ komsulugundaki B(x,o) birim yuvar goz oniine alindiginda
B(x,6)nH-[H,H]|#0

oldugu goriiliir. Boylece H —|H,H |= H dir.

Teorem
Genellestirilmis Heisenberg Lie grubu H {izerindki afin kontrol sistemi, eger ¥ singiiler bir

noktaya sahip degilse ve ilisik X, = (H,D,) edilebilirdir ve bilineer kontrol sistemi H’ nin
Aut(H) -yoriingesinde kontrol edilebilir ise kontrol edilebilirdir, burada

d
D, = {D +> u;D’ :D,D’ e Der(L(H));u Rd}

J=1

dir.

Ispat: Afin sistemde, sabit bir bir noktadan erisilebilir noktalarin kiimesi tek bir noktay1

olusturdugundan singiiler bir noktanin olmamas1 kontrol edilebilirlik i¢in gerek sarttir.

¢, = (\/Ild, Ald) i¢in &,(D+ X)=D+¢,(X) olacak sekilde otomorfizma

&, af (H)—> af (H) bigiminde tanimhidir ve dolayisiyla her X € L(H) i¢gin A — 0 iken
¢,(X)—> 0 olur. O halde, A — 0 iken &, (D) — D, olur. Sonug olarak, 4 — 0 iken

&, (2) = Z, olur. Hipotez geregi X,, H nin Aut(H)-orbiti iizerinde kontrol edilebilirdir
ve yardimcl teorem 2 den dolay1 H nin Aut(H)-orbiti yogundur. Boylece X, , her orbit

tizerinde kontrol edilebilirdir.

1 merkezli birim yuvar B(1,1) ile sinirlandirilmis 1 merkezli S(1,1) birim kiireyi
diisiinelim. Yeteri kadar kiiclik 4 icin, tam kontrol edilebilirlik en ufak pertiirbasyon
altinda korundugundan, &,(X), S(1,1)-[H,H] lizerinde kontrol edilebilirdir [Susman]. O
halde &,(Z), B(1,1)-[H,H] iizerinde de kontrol edilebilirdir. Gergekten, normalde S(1,1)

izerinde kontrol edilebilen sonlu sistemler agiktir [Susman]. Boylece

1¢71 = [1{&@%@)} icin £, B(l 4 J1)—[H,H] tizerinde kontrol edilebilirdir. O halde,

Ja
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e,%eD boyunca aciktir ve i¢i B(1 _,,1)—[H,H]

afin sistemin pozitif orbiti [1,(£ JEp

Vi
icerdiginden dolay1 bos degildir. Dolayisiyla genelde 1 - den ulasilabilinir. Durum uzayi,

baglantili oldugundan, £ H iizerinde kontrol edilebilirdir.
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