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OZET

Bir lineer diferansiyel denklemin genel ¢6ziminin bulunmasi homojen denklemin temel
cbzumlerinin belirlenmesine pladir. Eger denklem sabit katsayil ise temel ¢cézimlerin elde
edilmesi sistematik siemlerle muamkundar. Dgsken katsayih denklemlerin  temel
cbzimlerine ulgmak icin verilen bir fonksiyonun bir kuvvet serisi ile gosteriliminden
yararlanilir.

Bu tez ¢camasi alti bolumden ofmaktadir. Birinci boélim gig olup, ikinci bolimde 6n
bilgiler adi altinda kuvvet serileri hakkinda bilgi veriftii. Uctincti bolimde bir adi nokta
civarinda seri ¢0zumiu ele aligmr. Burada katsayilar gamsiz dgiskenlere bal
fonksiyonlar olan ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin ¢6zim yodntemleri
incelenmgtir. DOrdinct bolimde dizgun tekil nokta tanimlanarak Euler denklemine yer
verilmistir. Euler denkleminin koklerinin gercel ve farklisieve komleks genikli oldugu
durumlar ele alinmgtir. Besinci bolimde dizgin tekil nokta civarindaki seri ¢ézimlerine yer
verilmis olup bu bélimde de bir 6énceki bélime benzer olarak indisel denklemin koklerinin
durumlari ele alinmgtir. Burada koklerin gt ve farklarinin tamsayl oldw durumlar
incelenmgtir. Son olarak altinci bélimde ise Bessel denklemine yer verilgirasiyla
sifirnci mertebeden, % -inci mertebeden ve birinci mertebeden Bessel denklemleri
incelenmitir.
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ABSTRACT

Finding the general solution of a linear differential equation depends on determining a
fundamental set of solutions of the homogeneous equation. It is possible to use a systematic
procedure for constructing fundamental solutions only if the equation has constant
coefficients. We can use power series expansions of a function to reach fundamental sets of
solutions of equations that have variable coefficients.

This thesis contains 6 sections. First section is named as introduction, second section is named
as preliminaries and it gives introduction of power series. We consider series solutions near an
ordinary point on the third section. Here we discuss the solution methods of second order
linear differential equations whose coefficiants are functions of the independent variables. On
the fourth section we define regular singular point and we discuss Euler equation. Then we
consider separetely the cases in which the roots are real and distinct, real but equal and
complex conjugates.

In fifth section, we discuss series solutions near a regular singular point and as preceding
section we consider the cases of the roots of indicial equation in which are equal or differ by a
positive integer.

Finally on the sixth section we consider Bessel equation and three special cases of Bessel
equation which are respectively Besssel equation of order zero, Bessel equation of order one-
half and Bessel equation of order one.

vii



1. dRIS

Bu tez cakmasinda, elemanter fonksiyonlar cinsinden c¢ozulemegesisken katsayili
diferansiyel denklemlerin ¢oztimlerini bulmak icin kuvvet serilerini kullagacaAna fikir
belirsiz katsayilar metoduna benzer olup burada amagc verilen diferansiyel denklemin kuvvet

serisi acilimi oldugnu kabul edip diferansiyel denklemigtayan katsayilari belirlemektir.

Kuvvet serilerini kullanagamiz icin analizde bilinen bazi 6zellikleri ikincioimde 0On
bilgiler adi altinda hatirlatilacaktir. Uclincli bolimde bir adi nokta civarinda seri ¢ozimu ele
alinacaktir. Burada katsayilari gmsiz dgiskenlere bgh fonksiyonlar olan ikinci
mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin ¢6zim yontemleri incelenecektir. Doérdunci
bolumde dizgun tekil nokta tanimlanarak Euler denklemine yer verilecek ve Euler
denkleminin koklerinin gercel ve farkli,sie ve kompleks genikli oldugu durumlar ele
alinacaktir. Beinci bolimde diuzgin tekil nokta civarindaki seri @Gderine yer verilecek

olup bu bolimde de bir 6nceki bolime benzer olarak indisel denklemin kdklerinin durumlari
ele alinacaktir. Bunlar ise koklerigieoldugu ve farklarinin tamsayi oldugu durumlardir. Son
olarak altinci bélimde ise Bessel denklemine ve l¢ 6zel durumuna yer verilecektir. Bunlar ise
sirasiyla sifirinci mertebeden, % -inci mertebeden ve birinci mertebeden Bessel denklemleri

olacaktir.



2. ON BILGILER

Bir kuvvet serisi,
> a,(x=%)"
n=0

bicimindedir. Buradaa, (n=0,1,2,... serinin katsayilarl x, ise serinin yakinsaklik

merkezidir.

2.1 Kuvvet Serilerinin Bazi Ozellikleri

1. Eger herhangi birx i¢in lim Zan(x—xo)” mevcut ise o hald{an(x—xo)n kuvvet
m=*"%=0

n=0
serisi bu x noktasinda yakinsaktir denix=x, yakinsaklik merkezi noktasinda

kuvvet serisi daima yakinsaktir. Yine bu seri bader icin yakinsak ve bazx’ler

icin de 1raksak olabilir.

Z|an||x x|  serisi yakinsak |seZa\1(x X,)" serisine x

n=0
noktasinda mutlak yakinsaktir denir. Bir seri mutlak yakinsak ise bu serinin yakinsak

oldugu gosterilebilir. Fakat bunun tersi gla olmayabilir.

3. Kuvvet serilerinin mutlak yakinsakgini gostermek icin oran testi kullanilir.g&r

a, 7 0 ve herhangi birx degeri igin

n+l

lim an+1(x_ Xo)
a, (X = X))"

=|x~ xo|I|m a”*l =|x=x|L

n-o

ise 0 zaman kuvvet serigk—-x,|L <1 oldugunda mutlak yakinsak vex-—x,|L>1

oldugunda ise 1raksak olui'x—xo| L =1 icin ise test sonugsuz olur.



Ornek 1. i(l)“*ln(x— 2)

n=1

kuvvet serisinin hangk deserleri igin yakinsadyini oran testini kullanarak gosterelim.

lim

n- o

@™ (n+Dx—2)" _ o ned =
e 2 < e 2fimez =2

olup boylece |[x-2/<1 ya da 1<x<3 i¢in mutlak yakinsak ve|x-2/>1 igin
|raksakt|r|x—2| =1icin x degerleri x=1 ve x=3 olur.n - o iken serinin genel teriminin

limiti sifira yaklgsmadgindan bu dgerlerde seri iraksaktir.

4. Eger ian (x=%)" kuvvet serisix = x, noktasinda yakinsak ise bu spei- x| <|x = X,|
n=0

icin mutlak yakinsak olur veger x =x, igin iraksak ise[x—x;|>|x, = X,| i¢in de iraksak

olur.

5. ian (x=%)" kuvvet serisininx—-x,| < o icin yakinsak |x-x,| > o igin iraksak olacak

n=0
sekilde bir p sayisi varsg ya bu seriniryakinsaklik yarigcapi denir. Sadecex, noktasinda

yakinsak olan seriler icip=0 , her x noktasinda yakinsak olan seriler igin=co olarak

tanimlanir. Ber p>0 ise bu durumda|x—x0|<p aralgina yakinsaklik arahgl denir.

|x— x0| = p icin ise seri yakinsakta olabilir, iraksakta olabilir.

kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapini belirleyelim.

Oran testinden

n+l n
im| Y _n2 PSSP =Lix+g
(n+2)2" (x+2)"| 2 n=n+l 2

n-oo




olup seri|x+1 <2 icin mutlak yakinsak (yani3<x<1 i¢in) ve |x+1 > 2 icin raksaktir.

Bu serinin yakinsaklik yarigape =2’dir. Son olarak ara@in ug noktalari igin yakinsalgh

inceleyelim.

N . .
x =1 noktasinda serlmli— harmonik seri olup, iraksaktir.
n=1

x = -3 noktasinda ise serimiz(_3—J;1) = zﬂ olur ve bu seri yakinsaktir ancak mutlak

n=1 n=1
yakinsak dgildir. Ozetle, verilen kuvvet serisi3< x<1 icin yakinsak, dier durumlarda

Iraksak ,—3< x <1 icin mutlak yakinsak olur ve yakinsaklik yaricapi 2'dir.

6. Eger ian(x—xo)n ve ibn(x—xo)n kuvvet serileri ayni birx—x,|<p aralginda

n=0 n=0

yakinsak iselef 0 >0) bu seriler terim terim toplanip ¢ikarilabilirler. Birinci sefrix)’e ve

ikinci seri deg(x) e yakinsiyor olsun. Bu durumda

() £g(x)=3(a £b,)(x=%)"

n=0

dir. Bu seriler yine c¢arpilabilirler;

(10)09= 1 (x19(9=| S, (x-x)" | b (x-x)" |= S, -

n=0
olup buradac, = a)b, +ahb,_, + 3 a b, 'dir. Olusan seri |x—x,| < o aralginda yakinsar,

Ayrica , g(x) # Oise seriler boltunebilir; Bolum ifadesi yine

FO) -5 g (= x )
900 ;n(x Xo)

seklinde bir kuvvet serisi olur. Qo kez d katsayisi sgagidaki seitlik ile kolayca

hesaplanabilir:

> a,(x= %) {idn(x—xo)“}[ibn(x—xo)“} =i(idkbn_kj(x—xo)”

n=0 \ k=0

Bdlme slemi ile olusan son seride yakinsaklik yaricgpidan kiguk olabilir.



7. Z.o:an(x—xo)n kuvvet serisi|x—x|< o icin yakinsak vef (x)'e yakinsiyorsaf (x),
n=0

|x—xo| < p aralginda surekli ve turevlenebilirdir. Ayrica f', f",... tirevleri serinin terim

terim tirevi alinarak elde edilir. Yani
£1(%) = &, +28, (X~ o) + B nay, (x—3%) "™ + = 3 nay, (x—3%)"
n=1

£°(X) = 2, + 63, (X~ %) + [IE n(n—1)a, (x - x;) " + = > n(n-1)a, (x-%)"

WATHRIRTRRTRTHAIY

olup her bir ser|x— x0| < p icin mutlak yakinsaktir.

(n) o £(n)
8. a degeri a, :fT('X'J ile bulunur.zf n('xo)(x—xo)n serisi f (x) fonksiyonunun
. n=0 .

X = X, komsulugundaki Taylor serisi olarak adlandirilir.

9. Eger her x, merkezli acik aragindaki x’ler igin ian(x—xo)” Eibn(x—xo)” ise 0

n=0 n=0

zamann=0,1,2,.. icin a, =b, olur. Ozel olarak her boyle icin > a, (x-%)" =0 ise
n=0

2.1.1 Tanim:Eger bir f (x) fonksiyonununx, noktasi korgulugundaki Taylor serisi

) (x5

if(”)(

o n!

var ve bu korsuluktaki herx icin bu serif (x) e yakinsiyorsaf (x)'e X, noktasinda

analitiktir denir. Polinom fonksiyonlari her noktada analitiktir. Rasyonel fonksiyonlar paydayi



sifir kilan noktalar dinda analitiktirler. Orngin , sinx ve € her yerde analitik — ise
X

x =0 haricinde analitik vetanx g'nin tek katlari hari¢ analitiktir.

Toplamda indis Degisimi

Sonsuz seri toplamindaki indis, tipki belirli integralde kEigkeen deisimi gibi bir takma

parametredir. Yani, toplamin indisinde hangi harfin kullagildnemsizdir. Orngn,

iZan @ 2y
o ntom !

Tipki belirli integralde integrasyon gigkeninde yapilan dgsiklikler gibi, diferansiyel
denklemin seri ¢ozimlerini hesaplarken toplamdaki indislegisdemek de kullarghdir.
Birka¢ drnekle busiemi nasil yapg@iimizi gosterelim.

Ornek 3. Zahx” serisini ilk terimin=0’dan baglayan bir seri haline getirelim.
n=2

m=n-2 olsun; bu durumda=m+2 olurvem=0'a n=2 kasilik gelir. Bdylece
D ax = a,,x"? (2.1)
n=2 m=0

olur. Bu serilerin ilk birka¢ terimini acarsak tam olarak ayni terimleri icerdiklerini goruriz.

Son olarak, (2.1) denkleminingtarafindaki seride, takma indis, n ile degistirilirse;
D ax" =2 a,,x" (2.2)

olur. Sonucta, indisi sifir ile g@estirdik ve saymaya orjinalden iki seviye yuksekten
baslayarak dengeledik.

Ornek 4. i(n+2)(n+1)a\q(x—xo)"_2 (2.3)

n=2



serisini genel terimi(x—x,)" olan bir serieklinde yazalim.
Yine , n yerine n+2 koyarak indisi dgistiriyoruz ve 2asagidan saymaya khyoruz. Bu
durumda,

> (n+4)(n+3Ja., (x—%,) (2.4)

elde edilir. (2.3) ve (2.4) serilerinin terimlerinin tamamen ayni @idkolayca dgrulanabilir.

Ornek 5. x*> (r +n)a,x*"* (2.5)

r+n»s

ifadesini genel terimix’ ™" yi iceren bir seriseklinde yazalim.

ilk olarak, x*’yi toplamin igine atalim, boylece
Do (r+n)a,xm (2.6)

elde edilir. Daha sonra, indisiazaltalim ve saymayhyuksekten bgayalim. Boylece

00

D (r+n)ax"m :i(r +n-1a _x"" (2.7)
n=1

n=0

olur. Yine, (2.7) denkleminde serilerin 62dee her iki serinin (2.5) ifadesi ile ayni olglu

kolayca dgrulanabilir.

Ornek 6. Herx icin
D naxt=>"ax" (2.8)
n=1 n=0

oldugunu farz edelim ve bunua, kaysayilari igin ne anlama geithi bulalim.

Iki serideki uygun katsayilari hesaplamak icin 6zellik 9'u kullanalim. Bunu yapmak igin,
oncelikle (2.8) denklemini yeniden yazmamiz gerekir ki boylece genel terimlerindexayni
kuvvetlerini gostersinler. Organ, (2.8) denkleminin soldaki serisinde, yerinen+1 yazip 1

asagldan saymaya kkriz. Boylece (2.8) denklemi,



i(n+1)a1+lx” :ioajx“ (2.9)

n=0

sekline gelir. Ozellik 9'a goresagidaki sonuca varirz:

(n+la,=a, , n=0,1,2,3,
ya da (2.10)

_ 9 _
=0 =0,1,2
., 1 n=0,1,2,3,

Boylece, (2.10) denkleminde agtk n deserlerini secerek,

= A2 %R
A% BT T BT T
vs. olur. Genel olarak,
a, =%, n=123.. (2.11)

seklinde ifade edilir. Boylece (2.8) pentisi gagidaki a, teriminin tim katsayilarini belirler.

Sonug olarak , (2.11) denklemi ile verilen katsayilari kullanarak
0 N 00 Xn _ «
23X =80 =0

n=0 '

elde edilir. ©!'=1 oldugu g6z 6niine alindr)

2.1.2 Cozumlu Ornekler

1. 22” X" serisinin yakinsaklik argini ve yakinsaklik yaricapini bulunuz.
n=0

Buna gore{x] <% ise seri yakinsak|x| >% ise seri iraksak olur.



1
X == olsun.

i 2"x" = i 2 (%j = i 1 = seriraksakti

n=0

O halde yakinsaklik yarigaf® == , yaknsaklik aral (21 j’dir.

2. nZ:; = (:+ 1)2 serisinin yakinsaklik arghini ve yakinsaklik yaricapini bulunuz.

a,=——
5" (n+1)°*
2 2
im Bt = i (1) 5nz:|iml(”;1)2:_1=L _, R=l:-5
””"‘ 6\1‘ ~o5™(n+2)” "=5(n+2)° 5 L

Buna gorex| <5 ise seri yakinsak|x| > 5ise seri iraksak olufx| =5 icin stipheli hal vard.

X =5 olsun.

00

> =y >

_15"(n+1) n=1 5‘(n+]) nl( ])2

= seri yaknsaktir

X =-5 olsun.

i i (_ )” i (_1)n = seri yaknsaktir

—15“(n+1) =5 (n+)" =H(n+d’

O halde yakinsaklik yaricapt =5 , yaknsaklik aralg [—5,@ "dir.
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3. Zn!xn serisinin yakinsaklik arghini ve yakinsaklik yaricapini bulunuz.
n=1

a, =n!
n+1)!

Iim%aﬂ+1 :Iim( ') =lim (n+1)=w = x=0 digindaki tim x degerleri icin seri
n-o an n- oo n n-o
iraksaktir.

n=0

=L e
%= n!

. |an+1_. n 1 -

lim =lim =lim =0 olup seri tumx dezerleri igin yakinsaktir.

e | T e

5. Asagidaki problemlerde verilen fonksiyonlarin veriler, komsulugunda Taylor serilerini

belirleyiniz ve serilerin yakinsaklik yaricaplarini bulunuz.

a)e’, x=0
f'(x) =€, f"(x)—ex frx)=e M e = O (0pe =

(=5 Qpop=5 Ly

n=0 - n=0 '
|

an—l = lim an+l—Ilm ki =lim 1 =0 = seri tum X deserleri icin

n! el g | nee(n+l)! neen+l
yakinsaktir.

1
b) — , x,=0
)1_X %
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£'(x) =(1- )'2 £70))= 21x)° a0 g En+x)" = 0 ©Fn
i _(O)( -0)" —Zx

Bu seri|x| <1 icin yakinsaktir.

x=1= > (1y = seriraksaktir
n=0
x=-1= Y (-1 = seriraksakti

n=0

Bu durumda yakinsaklik arglh (=1,1)dir.

6. Asagidaki problemlerin dgruluklarini gosteriniz.

a) Z:;an (x-2)™" = ian_l(x—l)"

Zan(x—l)ml serisinden yerine n+1lyazarsak(yani indis ggsimi) ;
n=0

z a,,(x-1)"" Zan (x-1)" elde edilir.

n-1=0

b) kz ak+1xk + kZ akxk+l kz ak+l + ak
=0 =0 =1

Birinci seride ilk terimi acip daha sonra ikinci seride yerine k+1 (yani indis dgisimi)

yazalim.

a1+Zak+1x + Z 3, “”—a1+2ak+lx +Zaklx —a1+Z B+ ) X¢

k-1=0
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3. ADi NOKTA KOM SULUGUNDA SERi cOzUMU
3.1 LKisim

Burada katsayilari amsiz dgiskenlere bl fonksiyonlar olan ikinci mertebeden lineer
diferansiyel denklemlerin ¢Ozim yontemlerini inceleygze Bu bdlimde bamsiz

degiskenleri x ile gosterecgiz. Homojen denklemi

P(x)%ﬂz(x)%+ ROy =0 (3.1)

seklinde gostermek yeterlidir. Clnkl yontem homojen olmayan denklemlerin yontemi ile
benzerdir. Matematiksel fizikteki bircok problemde (3.1) denklemindeki gibi polinom
katsayilari vardir. Orrggn,

Bessel denklemi ; x°y' +xy'+(x*-v®)y=0, v sabit
Legendre denklemi j1-x?)y' -2xy'+a(@+1y=0, «a sabit

Bu sebepten, cebirsel hesaplamayi basitieek icin P,Q veR’nin polinom old@gu durumu
ele aliyoruz. Bununla beraber, ¢6zim yontd@ veR genel analitik fonksiyonlar iken de
gecerlidir.

P,Q veR fonksiyonlarinin polinom oldiunu ve ortak ¢arpanlarinin olmgd varsayalim.
Ayrica (3.1) denkleminin b, noktasi kongulugundaki ¢ozimuni bulmak isteyelinx,
noktasini iceren bir aralikta (3.1) denkleminin ¢6zUmuU bu aralfktenin davrang ile

ili skilidir.

P(x,) # 0 olacaksekilde bir x, noktasiadi nokta olarak adlandirlir.P surekli oldgundan
P(x)’ in asla sifir olmadii X, civarinda bir aralik vardir. Bu aralik da (3.1) denklemini

P(x)’e bolerek

Y +p(X)y +q(x)y=0 (3.2)

elde edilebilir. Buradap(x) =Q(x)/P(x) ve q(x)=R(x)/P(x) surekli fonksiyonlardir.

Boylece varlik ve teklik teoremine gore, bu aralik da (3.1) denkleminin bir tek ¢ozima vardir
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ve bu cozumy, vey, keyfi deserleri igin  y(x,) =Y, .Y X,)=Y, balangic kagullarini
saglar.

Diger taraftan, ger P(Xx,) =0 ise o zamanx, (3.1) denkleminintekil noktasi olarak
adlandirilir. Bu durumd&(x,) ve R(X,) 'dan en az biri sifirdan farklidir. Bu nedenle, (3.2)

denklemindekip ve gkatsayilarindan en az bik — x,iken sinirsiz olur ve boylece varlik ve

teklik teoremi bu durumda kullanilamaz.

(3.1) denkleminix, adi noktasi kogulugunda ¢ézmeyi ele alalim. Cozumleri
y = ay+ay(x—Xo) + I3, (x = %,)" + = ) a, (X = %,)" (3.3)
n=0

formunda ariyoruz ve serinib<—xo| < p,p>0 aralginda yakinsak oldtunu varsaylyoruz.

Her ne kadar ilk bakia kuvvet serisi formunda bir ¢6zim aramak pek cekici gelmese de,
aslinda bu yontem ¢6zim igin uygun ve kuldidir. Yakinsaklik araliklari igcinde, kuvvet
serileri polinomlara ¢ok benzer davranirlar ve hem analitik olarak hem de numerik olarak
kolayca kullanilabilirler. Gercekten, Ussel veya trigonometrik fonksiyonlar gibi temel
fonksiyonlar cinsinden bir ¢6zim elde edebilsek de yinede onlari nimerik olarak ele almak ya

da grafiklerini ¢izmek icin kuvvet serisi ya dadeger bir ifadeye ihtiyacimiz vardira,
katsayilarini belirlemenin en pratik yolu (3.3) serisini ve turevlerini (yay vey') (3.1)

denkleminde yerlerine koymaktir ségidaki 6rnek ile bu gamayi gosterelim.

Ormek 1. y"+y=0, —00 < X< 0 (3.4)

denkleminin seri ¢ozimind bulunuz.

Bu sabit katsayili denklemin genel ¢ozumu
y =a,Ccosx+a, Sinx

seklindedir. sinx ve cosx lineer b&msiz ¢ozimlerdir. Bu ¢ozumu kuvvet serisi kullanarak
elde edebiliriz. (3.4) denklemi icin R(x) =1,Q(x) =0 veR & )= 1 dir; boylece her nokta bir

adi noktadir. Kuvvet serisinin ¢ozimung = 0 adi noktasi kogulugunda arayagaz,

y=ao+a1x+a2x2+[DIEFanx”+D]]]}ianx” (3.5)
n=0
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ve serinin |X| < p aralginda yakinsak oldtunu farz edelim.

y = i na, X" (3.6)
y"=z._o:n(n—1)anx”’2 (3.7)

olur. (3.5) ve (3.7) serileri (3.4) denkleminde yerlerine yazilirsa

00

n(n-1)ax+> ax"=0

n=0

M

>
1l
N

elde edilir. ilk toplamda indish yerine n+ 2 yazarak dgistirirsek

(n+2)(n+1a,,,x" +ianx” =0

n=0

[Ms

>
1l
o

[Ms

{(n+2)(n+1a,, +a}x' =0

>
1l
o

elde edilir. Bu denklemin her noktasinda sganmasi i¢inx’in tum kuvvetlerinin katsayilari
sifir olmalidir; bdylece

(n+2)(n+da,.,+a,=0,n=0,12. (3.8)

elde edilir. (3.8) denklemtekrarli baginti olarak adlandirilir. Ardik katsayilar tekrarli
bagintida 6nce n=0sonran=1,2,3,.. seklinde yazilarak teker teker hesaplanir. Bu érnekte,
(3.8) denklemindeki katsayilar bir dncekinin 2 fazlasklindedir. BOylece cift katsayilar
(a,,8,,8,,....) ve tek katsayilard,, a,,a;, ....) ayri ayri belirlenir. Cift katsayilar icin Banti;

:—ﬁ:—ﬁ :—i:+& :—ﬁ:—ﬁmﬂ
P BT - BT A 5 6l
olur. Sonug olarak,ger n= 2k ise o zaman
&, = 8y (2k)!a°’ 145 :

olur. (3.9) denklemini timevarim ile ispatlayabiliritk olarak denklemink =1 icin dagru
oldugunu gorelim. Daha sonr& keyfi deseri icin dgiru oldygunu farz edelim vek +1

durumunu ele alalim. Boylece
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—_ Ay - (_1)k __ (_1)k+l
e ke ) (&+)  (x+A( &K+ (R)HC  (BR+ T

elde edilir. Boylece (3.9) denklenki+1 icin de dg@ru olur. Bunun sonucunda (3.9) denklemi

tum k pozitif degerleri icin dgru olur.

Benzer olarak tek katsayilar igin;

& & % & __&__3
%7753 3T 54 mY 76 717
yada n=2k+1icin
_1\k
a, =y, = (1) a,k=123,.. (3.10)

(2k +1)!

olur. Bu katsayilar (3.5) denkleminde yerlerine yazarsak,

y=ao+a1x—ix2—ﬁx3‘+ﬁx“+ﬁx5+[ﬂﬂ}(_1)nao o+ C o
217 317 4" 5 (2n)! (2n+1)!

2n n
y=a 1—ix2+ix“—DID}—(_1) X + [ + &, x—ix3+ix5—m]]}—(_1) XM+
210 4 (2n)! 31 5l (2n+1)!

y= aoi (—1) . NG +a1i (_1) .X2n+1 (3.11)

elde edilir. Boylece (3.4) denkleminin iki seri ¢6zUminiu elde ethiruz. Oran testini
kullanarak (3.11) denklemindeki her iki serinin de herigin yakinsak oldgunu gormek
kolaydir. Gergekten, ilk serinin x =0'da ki cosx i¢in Taylor acgilimi ikinci serinin ise
x=0'da ki sinx igin Taylor acihmi oldgu goruliyor. BoOylecey=a,cosx+a, Sinx
¢6zUmu elde edilir.

Goruldigu gibi a, ve a uzerinde higbir kgul yoktur; boylece bunlar keyfi olur.
y(0) vey (0) balangic kaullari keyfi secilebildgine gore 06zel bir bdangic kaulu
belirtiimedikge a, ve a de keyfi olmalidir.

Sekil 3.1.1 ve 3.1.2, (3.11) denklemindeki kismi toplamlar serisingsx ve sinx

fonksiyonlarina nasil yaksagini gosterir. Terim sayisi arttikca aralik Gzerindeki yahkiaa

o kadar duizgun olur. Bunagmen, daha az terimli bir kuvvet serigi= 0 baslangi¢c noktasi
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komsulugunda ¢6zimin sadece yerel bir yakiani sglar; daha biyiKxicin uygun bir

¢6zUmuU temsil etmez.

-;‘ n=4 n=8 m=12 n=16 n=20
1
v\ul | |m“‘~_| i
2 4 B 8 10 A
A v
¥=CO05Xx
_2—
n=2¢ n=86 =10 =14 @m=18

SEKIL 3.1.1 cosx’e polinom yaklaimi. n deserleri polinom yaklgim dereceleridir.

n=3 =7 nr=F =15 =19

SEKIL 3.1.2 sinx’e polinom yaklaimi. n dezerleri polinom yaklaim dereceleridir.

Ornek 1'de cosx ve sinx fonksiyonlarinin (3.4) denkleminin temel ¢ozim kiimesi gldu

biliniyordu. Bununla beraber seri metodunu kullanarak da bu ¢ézumler bulunabilir ve yine



17

(3.11) ¢c6zUmU elde edilirdi. (3.4) diferansiyel denklemigskarza cok sik ¢ikpgindan (3.11)
denklemindeki iki ¢ozime 6zel isimler verebiliriz, 6gme

C(X) = g E;i))l in ) S(X) = i (_1) 'X2n+l

olabilir. Sonrada bu fonksiyonlarin 6zelliklerini inceleyebiliriz, ¢fime
c(0)=1, s(0=0, ctx Fcx) v +x F-s X
Ayrica , S(X) =c(x), c'(x)=-s(x) oldugu kolayca gosterilebilir.

Bundan bgka, sonsuz serileri hesaplayarat(x) ves (x )fonksiyonlarinin kosinis ve sinis

fonksiyonlarinin tim cebirsel ve analitik Ozelliklerine sahip @gldw gdsterebiliriz. Bu
fonksiyonlarin belli bir ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemin kesin ¢6zimu olarak

tanimlanabilir olmasi ok ilgingtir. Ozetlsjnx fonksiyonuy”+y =0, y(0)=0, y'(0)=1
baslangic dger probleminin tek c¢c6zUmiU olarak tanimlanabilir; benzekilde, cosx
fonksiyonu y" +y=0, y(0)=1, y'(0)=0 balangic dger problemin tek ¢ozimu olarak

belirlenebilir. Matematiksel fizikte 6nemli bircok fonksiyon belli bir slamgic dger
probleminin ¢6zimu olarak g6z Onine alinabilir. Bu fonksiyonlariguc¢azin onlara

yaklasmanin daha basit ya da temel bir yolu yoktur.

Ornek 2. y"'—xy=0,-0 < X< (3.12)

Airy denkleminin x’in kuvvetlerine gore olan seri ¢6zUmu bulunuz.

Bu denklemicinP X ¥ Q X ¥ 0 v&® X 3 —x’dir; boylece her nokta adi noktadir.

y=> ax" (3.13)

U

olsun ve bu ser|x|<,0ara|g|nda yakinsar.y" icin seri (3.7) denkleminde verilgti; bir

onceki 6rnekte agiklangi gibi,

NgE

y' =) (n+2)(n+1a,,x" (3.14)

1
o

n

yazabiliriz. (3.13) ve (3.14) serilerini (3.12) denklemingevey" yerlerine yazarak,
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00 00

i n+2)(n+l)a, x"=x> ax" => ax™ (3.15)
n=0

n=0 n=0

elde edilir. Daha sonra, gdaraftaki seriden yerinen— 1 yazilarak indis d&@simi yapip ve

toplamlari O yerine 1 den @atirsak,
2.13,+Y (n+ J(n+Ja, x" =D a X"
n=1 n=1

elde edilir. Tekrar, bu denklemin hernoktasinda sganmasi icin x’in kuvvetlerinin

katsayilarinin gt olmasi gerekir; boylece, =0 olur ve gagidaki tekrarl bginti elde edilir.
(n+2)(n+Ya,,=a,,, n=1,23,... (3.16)

Buna gore katsayilar tger atlayarak belirtiimektedj.a,,a,, 0l ve a,a,,a,,I gibi a, =0

oldugundana, =a, =a,, =...= 0 olur. Bu katsayilari bulalim.

8 % _ -

32' %765 (69(33 * 98 (99(6 5)( ¥

Buna gore formdil,

a,, = % , =4
2.356...8- 1B
olur.
_ 8 _ 9 _ g _ a
a,=—,a = = , = i}
* 347 76.7 3.4.6.7 %o 3.4.6.7.9.10

olur ve genel olarak,

& , N2
3.4.6.7....(8 )@+ 1

A1 =

olur. Boylece Airy denkleminin genel ¢ozimu;

_ +X_3+ NG X3 .
Y=o 13 a6 23..(8- 1))

7 3n+1

x* X X
+a | X+—+ + [+ +
{ 34 3.4.6.7 3.4..8 )&+ 1)

(3.17)
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olur. Bu iki seri ¢ozumini elde ditmize gore simdi onlarin yakinsakliklarini agarabiliriz.
(3.17) serisinde paydalardaki terimlerin hizli @arsebebiyle serilerin genibir yakinsaklik
yaricapina sahip olmasini bekleyebiliriz. Gercekten, oran testi ile her iki serinin de iigar

yakinsadgl gorulebilir. Herx icin serinin yakinsak oldiunu kabul edelim.(3.17)

denkleminde birinci parantezg (), ikinci parantez iginey, (x) dersek ve ilk olaralg, =1,
a, =0 ve sonradaeg, =0, a =1 olarak segerseky, vey,’nin (3.12) denkleminin ¢ézimleri
oldugunu goririz. Dikkat edilirsey, ,y, (0) =1 ve y; (0) = 0 baslangi¢ kaullarini s&lar ve
Y,, ¥,(0)=0 ve y,(0) =1 balangi¢ kaullarini sglar. O haldeW(y,,y,)(0)=1# 0 olup

y, ve y, lineer b&msizdir. Boylece Airy denkleminin genel ¢6zimd

y=ay,(X) tay,(x), —o<x<eo

olur.

Sekil 3.1.3 ve 3.1.4 de, sirasiyla, Airy denkleminyn ve y,c¢oztumlerinin grafikleri ve de

(3.17) denklemindeki iki serinin bircok kismi toplamlarinin grafikleri gdsteriliyor. Kismi

toplamlar orijin  komgulugunda c¢6zime yerel yaklanlar s&lar. Yaklgimin kalitesi

terimlerin sayisi arttikgca geiyor olsa da, hicbir polinom bUy'u|<x| lerigin y, ve vy,'yi
yeteri kadar temsil etmez.

Uygun dgruluk da verilen kismi toplamdaki argliifade etmenin en pratik yolu kismi
toplama bir terim daha eklenerek, bu kismi toplamin ve bir sonrakinin grafiklerini

kargilastirmaktir.
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SEKIL 3.1.3Airy denkleminin y,(x) ¢6zUmunun polinom yakjanlari. n degerleri polinom
yaklasim dereceleridir.

Grafikler gorinebilir sekilde ayrilmaya bgadiginda, asil kismi toplamin artik kesin
olmadiina emin olabiliriz. Orngin, sekil 3.1.3 dekin=24 ve n=27 igin x=-9/2
civarinda ayrilmaya R&ar. Boylece, bu noktanin gnda, 24 Unci derecedeki kismi toplam
¢cbzime yaklgm olarak etkisiz kalir.

= alx) o

/\/\ /\ l
ARV i

L J

SEKIL 3.1.4Airy denkleminin y,(x) ¢6zimunin polinom yakjanlari. n degerleri polinom
yaklasim dereceleridir.
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Buradany, ve y,’nin her ikisi de x> 0i¢in monoton vex <0ig¢in salinimh oldgu goraldr.
Salinim duzgin olmagh halde genlikteki bozulma ve orijinden uzaklik¢ga da frekanstaki art

sekillerden agikga gordlur. Ornek 1'in aksine, Airy denklemigjnve y, ¢ozimleri analizde

kargilasilan temel fonksiyonlar dgdir.

Ornek 3. Airy denkleminin (x—1)’in kuvvetlerine gére seri ¢ozimiini bulalim.

x =1noktasi (3.12) denklemi i¢in bir adi noktadir, bu yuzden ¢6zimu

=0

formunda arayalim ve serin|n—]4 < paralginda yakinsagini varsayalim.

00

V=3, (-1 =3 (n+1) 3 (x-1)

n=1

y' = in(n Da, (x- 1) Z(n+2)(n+])an+2(x—])”

n=2 n=0

y vey" (12) denkleminde yerlerine yazilirsa,

00

i(n+2)(n+1)an+2(x—])n=xZan(x—1)n (3.18)
elde edilir.

Katsayilari gitleyebilmek igin x=1+(x—-1) yazmaliyiz. Goruldgli gibi bu da x=1 de
Taylor serisidir. Boylece (3.18) denklemi

I
(=)

g(n+2)(n+1)q1+2(x "= k- 1}2

sekline dongur. S& taraftaki ikinci serinin toplam indisini @estirirsek,

00

>+ 2)(1+7)a,.(x-1" =3 a,(x-1)"+ T a(x-1)

n=0 n=0
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olur. (x—1) katsayilarini hesaplarsak,

28, =8,
(3.2)a, =a +a,
(4.3), =a,+&
(5.4)8 =3, +a,

m

elde edilir. Genel hanti ise,
(N+2)(n+1)a,., =a,+a,, nz1 (3.19)
olur. ilk birkag katsaylyi ¢ozersek,

i+ﬁ,aszi+&:i+i
12 12 24 1z 20 20 30 1«

olur. Boylece

x-1)" (x-0° (x-9" (x-9",
2 6 24 30

y=%P+(

e 7 (k-1 (x=1)
+q{a Dt T ! (829

elde edilir. Genelde tekrarli pmtinin ikiden fazla terimi oldgunda ,(3.19) denklemindeki

gibi, a, formualinun a, ve a terimlerinde belirlenmesi olduk¢a zordur. Bu formdldeki
eksiklikle, (3.20) denklemindeki iki serinin yakinsaki oran testi gibi direk bir metotla
arayamayiz. Buna gaen, ileride goreggmiz gibi a,icin formil bilinmese de (3.20)
denklemindeki serilerin hexigin yakinsadiini gérmek mumkuindir. Dahasy, ve y,olarak

tanimlanan bu fonksiyonlar (3.12) Airy denkleminin lineegibesiz ¢cbzimleridir. Yani, Airy

denkleminin genel ¢6zimi
Y=a,Y5(X) +ay,(X), -—o<x<ow
olur. Burada vurgulanmasi gereken, Ornek 3'de ggidiuiz gibi, (3.1) denklemi igin

y=2an(x—x0)n formunda bir c¢6zim ararsak o zaman (3.1) denklemindeki
n=0

P(x),Q(x) veR (x) katsayilari da(x—xo)’ln kuvveti seklinde ifade edilmelidir. Bunun
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yerine, Xx—x, =t yazarak y'nin t fonksiyonu cinsinden yazilgiyeni bir fonksiyon elde

edilir ve ¢o6zim ded_at" seklinde aranir. Hesaplamalar hittide t yerine (x—x,) yazilir.
n=0

Ornek 2 ve 3'de Airy denkleminin iki ¢6zum kiimesini bulduk. (3.17) denklemindeki serilerle
tanimlanany, ve y,fonksiyonlari herx i¢in (3.12) denkleminin lineer Bemsiz ¢ozumleri

ve aynisekilde (3.20) denklemindeki serilerle tanimlanan ve y, fonksiyonlari ikinci
mertebeden lineer denklemlerin genel teorisine gore her bir ilk iki fonksiyon sonraki iki
fonksiyonun lineer kombinasyoryeklinde ifade edilebilir ve tersine bu, serileri yalniz olarak
incelemeyle elde edilemeyecek bir sonuctur.

Sonug olarak, ger ornek 3'deki gibi genel katsay, ' i a, ve a terimleri cinsinden ifade

etmedik¢ce bunun 6nemli olmaani belirtelim. Asil 6Gnemli olan istegimiz kadar ¢cok katsayi
tanimlayabilmemizdir. Boylece genel terimi tanimlayamasak da seridezistedkadar terim
bulabiliriz. Kuvvet serisi ¢oziiminde bircok katsaylyr hesaplamak zor olmasa da ¢ok

usandiricidir.

3.1.1 Ornekler

1. y"+xy'+(x2+2)y:0

denkleminin x’in kuvvet serisiseklinde ( yanix, =0 noktasi komgulugunda ) ki kuvvet

serisi ¢ozumund buluruz.

x =0 verilen denklemin bir adi noktasidir. Bu nokta koogunda d@rusal b&msiz iki

kuvvet serisi ¢oziumi vardir. Bu iki ¢ozima bir kerede bulalim.

olup denklemde yerine yazilirsa
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y' +xy' +(x2 +2) y= i‘ln(n—l)a\qx“‘2 + xinqqx”‘l+(x2+2)i =0
n=2 n=1 n=0

olur. Toplamaglemi n Gzerinden oldgundan x toplama gleminden b&msiz olur ve bunu

sOyle yazabiliriz.

in(n -1)a,x nz+Znanx +Zanx”+2 Zanx”:O

n=2 n=0

Simdi yapacgimiz is denklemi ortak bir toplamslemi altinda toplamaktir. Bunun igin de
in kuvvetlerini @it kilmak, sonrada toplam gskenlerinin ortak arafini belirtmek olacaktir.

Once birinci ve tglinct terimlerdeki in tslerini ayni kilalimilk terim icin

in(n—l

n=2

serisinden— 2= m diyelim. n=m+ 2 olur. n =2 olmasim=0 olmasini gerektirginden

n(n-1)a,x"? = i(m+ 2)(m+1)a,,,x"

m=0

[Ms

1l
N

n

seklini alir. Toplam dgiskeni géstermelik bir désken oldigundan, bunu

00

D (m+2)(m+1)a,, X" i n+2)(n+1)a,,x"
n=0

m=0

diye yazabiliriz. Yine Uguncu terim igin ayni yolu izleyerek =g diyelim. n=m-2

olup n=0olmasim= 2 olmasini gerektirir ve

olur. Boylece

i n+2)(n+1)a,,,x" +Znanx +Za\12x +22anx =0
n=0

olur. x’lerin Ustleri ayni olmasina k@n desiskenlerin alacg deserler hepsinde ayni
degildir. Hepsinde, ortak aralik 2'dew ’a kadar olan araliktir. O zaman her terimde bu ortak
aralga ait olmayan terimleri ayiralinilk terimde n=0 ve n=1 icin kasilik gelen toplami

yazarsak bRa, + 6a,x olup ilk terim



25

2a2+6a3x+i(n+2)(n+l)an+2x”
n=2
seklini girer. Yine
inanxn = a1x+inanxn ve Zianx” =2a,+ 2a,x+ Zianx”
n=1 n=2 n=0 n=2

olup yerlerine yazilirsa

00

2a,+2a,+ (3, + 6;) x+ Y {(n+2)(n+1a,,+(n+2a, +a,,} x"=0

n=2

Ozdsligi bize a,,a,, ..., katsayilarini belirleyeceksiéikleri verir.
28,+2a,=0

33, +6a,=0

(n+2)(n+1a,, +(n+2a, +a,, = 0 n>2

olur. Buradan
1
&, =4, as=‘§al ve

_(+2)a,+a,
(n+2)(n+1) 22

Bz =

elde edilir. Bu formil hem,,, katsayisinia, ve a, cinsinden verir.

_fpmay Am)ra 1, Sata 3

a4
12 12 4 20 40

ve Oteki terimlerde ayni yoldan bulunup yerlerine yazilirsa

y=a, +ax-ax’ —£a1x3’+—1a0x4 +—3a1x5 +...
2 4 40

1 1 3
—a |l1-X+=x'+.. |+a| x—=x3+—x°+...
a‘)( 2 j al( 2" "0 j
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bulunur. Parantez icindeki kuvvet serileri denklemirgrdeal b&msiz ¢ozimleridir. Bu
serilerin yakinsaklik durumlart ve yakinsaklk yaricaplarl ilegrdsal b&msiz olup
olmadiklarinisimdilik geciyoruz.

2. y"+xy'+y=0 denkleminin X, =0 noktasi korgulugundaki kuvvet serisi ¢ozimuni

bulunuz.

X, = 0 adi noktas! kogulugunda denkleminy = Zanx“ seklinde ¢6zimu olsun.
n=0

y =inanx”’1 y'=> n(n-1)ax"?
n=1

n=2

yerine yazilirsa

> n(n-1)a x" +xw na,x" + > a,x" =0
2 =1 l =0

N

olur. Yine ilk terim icinn— 2=m dersekn=m+2 olupn=2 icin m=0 ve

Ms

> (m+2)(m+1)a,,,x m=y (n+2)(n+1a,,,x"
2 2
m=0 :o

>
1l
N

[Ms

(n+2)(n+1a,,,x" +inanxn +ianxn =0 veya
n=1 n=0

>
1l
o

28, +3,+ Y {8, (n+2)(n+1) +18, +3,} X" =
n=2

ag:-%ao Ve(n+1)|:(n+2)am2+an:|:o n=1

1
a2=—§a0 veam:—&, (n=1)

n+2
bulunur
_ 1 __% _ & __ &
-~ la_____) __—ll:II[[
e Y AL W
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ve denklemin ¢6zimu

y=a, 1-tes Ly 1 x6+[DIEbL(—1)”—l X"
2" o 2ue 2 (40BN )

+a x—}x3+—1x5+[[ﬂ]3-(—1)2”+l 1 NG
3" 1B® 1BV - 1)

veya

1) n+1 X2n—1
57..(-

)n X2n
Y= aoz246(21)6‘1213

seklinde yazilirsa her iki serinin de yakinsgkbran testi ile kolayca gosterilebilir.

3. y"+(sinx)y=eX2 denkleminin x, =0 adi noktasi komulugundaki Kkuvvet serisi

¢6zUmUund bulalim.

Goruldigu gibi denklemde katsayilax’in polinomlari degil. Bu durumda yapilacals isinx

2 . . . .
ve € 'nin seri aitliklerini almaktir.

y =inanx”’l, y' = in(n—l)anx 2
n=1

n=2
. 2 . .
olup sinx ve € 'nin x =0’daki Taylor acihmlari da:

sinx = x-S+ Ly
3! 5!
& =14+ X2+ L x4 S X+ T
2! 3!
olup yerlerine yazilirsa

in(n—l)qqx“‘%( ;X +51 Zanx =1+ % +21x +;x6+D]]1

n=2
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> n(n-1)a x"+ax+ax’ +(a2—%aojx3+m]]3:1+ X +%x4+[[|]1

n=2
2a,=1,68,=-a,,12,+a,= 0,26, +a2+a0(—1)$: 0,..

1

:1 :—1- a :—_1 =-_ _1 —_ j[[[[[
a, 2’a3 6301 4 1231135 5 6a0 a |

12 12)7 120 4

=a0(1—1x3+ix5+[ﬂlg+a1(x—ix4+mlg+gx2+—1x“+mﬂ
6 120 12 2 12

y=a0+a1x+%x2—?15aox3+( 1—a1jx4+( % _ 1Jx5+D]H

y=a,y, (X)+a,y,(x)+u(x) (6zel ¢ozum)
seklindedir. Goruldgu gibi seriler icin genel terimi yazmak olduk¢ca gic¢ @aldan ilk
birkac terimini yazmakla yetindik.

Katsayilarin polinom olmamasi durumunda nasil hareket edilmesi ganelgdstermesi

bakimindan bu 6rrge verdik.

4. (x3 +1) y" +x*y' —4xy = 0 denkleminin x =0 komsulugundaki kuvvet serisi ¢ozuminii

bulunuz.

x =0 denklemin adi noktasi olup yine ¢ozunyi- Zanx” seklinde alacgiz.
n=0

y = i nax"", y' = i n(n-1)a,x"?
n=1

n=2

(x3 +1)i n(n-1)a,x"?+ xzi na, x"* —4xiag1x“ =0
n=1 n=0

00

i n(n-1)a,x"? +§ n(n-1)a,x"? +§ na, X" -4 a x™*
n=1

n=0

I
o
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n yerine n—1 yazilarak ilk serii(n—l)(n— 2)a,,x"

n=3

n yerinen+ 2 yazilarak ikinci seri i(n +2)(n+1a,,,Xx"
n=0

olur.

i(n—l)(n— 2)a, X" +§(n+2)(n+1) a X" +i(n—1) a X" - 42 a_x"=0veya
n=3 n=0 n=2 n=1

=)

22, +(60,~ 4a,) X+ (12, +8,— )"+ {(n+2) (n+1)a,., +(n+ ) (n- Ja,.} X' = €

n=3

n-3

a, =0, 6a3—4a0:0,12a4—331=Oveam:—man_l, n=3

olup yine katsayilar tger atlayarak hesaplanaca#,\vea, = a, =...= 0 olacaktir.

_2 =12 - 4, =241 olup genel terim
BT BT TE % P T g% T 96aY

a, = (- E0=5)HN=9 .43

(3n)(3n-3...6.3

»(3n=-4)(n-7)..4-)

(3n+1(:n-2..7.4

e L B I R e

(3n)(3n-3..6.3 = (Bn+1) (-2 ..7.4

a, 'dir.n=12,...

., = (1) a, olup aranilan ¢6ziim

bulunur. Bu glemler polinom katsayili denklemlere uygulanir. Dgiimad formulinde iki
katsayili bir denklem bulursak burada genel terimemdk kolaydir.ikiden cok katsaylya

bagli donlsum formulinde serilerin genel terimlerini bulmak zordur.

5. (xz—l)y"+3xy’+xy:0, y(0)=4, y'(0)=6 denkleminin x in kuvvet serisi

¢6zUmUnd bulunuz.
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x =1 noktalari dginda buttin noktalar adi noktalardir. sgangi¢ kagulu x =0 oldugundan

x =0 komsulugunda bir ¢ozim arayalim.

00

y=>ax", y=>nax" y=>n(n-1)ax">
n=0 n=1

n=2

(xz—l)in(n 1a, “2+3x2nanx”1+xZanx =

in(n—l)anx”—in(n 1)a, nz+32nanx +qux”+1—0

n=2 n=2

in(n—l)anx“ —i(n+2)(n+1) a, X"+ Sinqqx“ +Z.o:an_1xn =0
n=1 n=2

n=2 n=0
_Zaz+(ao+3a1_Gas)x+i{—(n+2)(n+1)am2+n(n+2):% +a,,}X"=0
n=2

a,=0, 8, +3a,-6a,=0ve (n+2)(n+a,,,=n(n+2)a, +a,,

n(n+2)a, +a,,
a, = 0, a3__a0+ %Ve@m (n+2)(n+1) J nz2

DonGsim(tekrar b@intisi) formula ikiden ¢ok katsayiya gadir.

a,=0, aszéao”L—laj, a :iai, as=£ao+§aj,D]ﬂve ¢cOzim
6 2 12 8° 8

y =2, +a1><+(1ao +5a1jx3+—1a1x4+(—1a0+—3a1jx5 +(I0
6 2 12 8 8

1., 1., 1., 1, 35m@
= 1+ —xX"+=x"+ + X+=X"+—X"+=X"+
yeaftig gt d

x =0 i¢in y =4 olduzgundana, =4 ¢ikar. Yine

5, 3243154@
Xe+=xt+ +a|l+—Xx"+ X"+
ya"( 8 Dﬂaa{ 2 12 8

olup x =0 i¢in y' =6 oldusundana, =6 ¢ikar. Aranan ¢6zim
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y(x) =4(1+1x3+—1x5+D]Ia+6(x+1x3+ix4+—3x5+D]Ig
6 8 2 12 8

dir.

NOT: Yukaridaki 6rnekte bdangic kgulundaki x=0 yerine x=2 alinsaydi. O zaman

(x=2)'nin kuvvet serisieklinde ¢oziim arayacaktik yagi= > a, (x~-2)" alacaktik. Bu tiir
n=0

kuvvet serisiseklinde ¢ozim ararken en kolaglem t = x—-2 dongumi yapip bglangic

deger sorusunu

2
(t2 +4t+3) ?jt2/+(3+ 6)%+(t+ dy=C y(0)=4, y'(0)=6 sekline doénituririz.

Boylece t =0 komsulugunda c¢6zim aranmiolur. O zamany:Zant” seklinde t’nin
n=0

kuvvet serisi ¢dzum aranir.

6. y' -2xy'+Ay=0,-00 < X< 00

Hermite denkleminin ¢6zimuni bulunuz pir sabit)

Denklemin x =0 da ki bir gozimunu arayalim.

y:ianx”, y':inanx"‘l, y":in(n—l)agqx”‘2 olup
n=0 n=1

n=2

[Ms

n(n-1)a,x"? - 2xi na, x"* +/]i ax"=0
n=1 n=0

>
1l
N

[Ms

(n+2)(n+1a,,,x" —i 2na, x" +i/1anx” =0
n=1 n=0

>
1l
o

(2a, +/1a0)+i{(n+2)(n+1)an+2— na, +1a,} x" =0

n=0

2n-A

__A o - _
a, = 2a0 olup dongum formulua,,, —(n+2)(n+1)

a,, n=1 bulunur.



o=ty g, =T o @A
a3=2;!)| | 352(6_/1)5(!2_/1)' a7:(10—/1)(67—!/1)(2—/1),m
T

Bu serinin her x igin yakinsaklg yukaridaki sonuclardan soylenebilirgdt A negatif

olmayan cift bir tamsayi ise bu serilerden biri veya oteki sona erer. Ozelikl®, 2,4, ¢
olursa sirayla, Hermite denklemin bir ¢ozimii sirayla 1—- 2x* ve x—%x3 olur. A =2n’e

karsilik gelen polinom ¢6zim ise, 6zel bir sabitle ¢arpildiktan sonra Hermite Polinomu adini

alir ve H, (x) ile gosterilir.
7. xy' = y=x-1=0 denkleminin(x-1) in kuvvet serisieklindeki ¢ozimiinu bulunuz.

z=x-1 dersekx = z+1 olur. Ve denklem ise
(z+1)y -y-z-2=0
seklinde dongur. z=0 komsulugunda ¢6zim arayager.

00

y=>a,z", Y =) naz"" yerlerine yazilirsa
n=1

n=0
(1+ z)i na,z"™" —ianz” =Zz+2
n=1 n=0
inanz”’l+inanz” —ia“z” =z+2
n=1 n=1 n=0

i(nﬂ)anﬂzn +inanz” —ianzn =z+2
n=1 n=0

n=0
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+i{ n+l)a,,+(n-1)a}z"=z+2

n=1

olup

a-a,=2,2a,+0a=1ve(n+l)a,, +(n-a,=0, n=2

1 n-1 n(n-1)(n-2)...3.2.1
87218 8,25 vea, = e =() ((n+1))((n)(n)—1)...3a2

a,, =(-1)" (nl+1)a2 bulunur. Oyleyse

1

n+1
n(n+1) 27+

y(x)=a,+(2+ ao)z+%zz—Elszg+[ﬂﬂ}(—1)n

ve z=x—1 yazarak aranan ¢ozim:

1 1 n 1 n+:
Y(X)=a+(2+2) (x=2)+ 5 (x= 1 - (x= 9"+ I3 (- 9 (x-2)" +0m
bulunur. Daha kisa yazarsak

y=ax+2(x-1+ Y () ——— (x-1)"™

~ n(n+1)

olur. Oran testini uygularsak

[ < |_(x=0"_n(n+3)
ol g, | nee|(n+1)(n+2) (x-1)

i n 1l =ly—
= lim - = - <1

yani 0< x < 2 aralginda yakinsaktir.

8. (x2 +1) y" +xy' =y =0 denklemininx in kuvvet serisgeklindeki ¢c6zimunid bulunuz.

x =0 adi noktadir.

y=yax,y=ynax", y=3n(n-1)ax"’
n=0 n=1 n=2
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00

(x +1)Zn (n-1a, nz+xZnanxnl Zanx

n=2

i n+2)(n+1)a,,,x" +Z n-1)ax" +Znanx —Za\qx

n=0

(2a2—ao)+(6a3—al+al)X+Z{(n+2)(n+1)an+2+(n2—1)an}x”EO
n=2

a, =%a0, a,=0vea,,= —:T_;an bulunur. Katsayilar iker adim atlayarak hesaplanacak

2k -3

ve a, =a,=a, =00 olacaktir. Buna goren ¢ift ise n=2k yazaraka,, = o

A2

donsim formalt(tekrar bantisi) olur.

2k-3 X-5 1.35..( k-
e R

olup a, keyfi sabit alinarak

y(x):aofuéxz_g(_l)kl.ss ( &- 3%} ax

2k !

bulunur. Serinin yakinsaklik argli|x| <1'dir.

9. y'-2x’y' +4xy = x>+ 2+ 2 denkleminin x’in kuvvet serisi seklindeki ¢oéziminii

bulunuz.

00

y=>ax", y=>nax" y=>n(n-1)ax">
n=0 n=1

n=2

[Ms

n(n-1)a,x —ZZnanx”+l+Z4anx =X+ 2x+2

>
1l
N

[Ms

(n+2)(n+1a,,,x" - 2§(n— )a, X" +i 4 X" =X +2x+2
n=2 n=1

>
1l
o

28, +(6a + 4ag) x+ (12, + 2) ¢ + Y {(n+2) (n+1)a,,, - 2(n- Ja, }x" =+ 2x+ 2
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2(n-3
a,=2, 6a,+4a,= 2, 1%4+231=1Ve%+2=m%-1’ nx=3

L alllz. L id o2 1o
R T e e P I B T T
2 2 2 1 1 1
X) =gy 1I-=x* ——=x°~——x’ —[[]+a,| Xx—=x"—-—=x"-—x"°~
y(x) aO( 37 45 405 m@ ai( 6 63 576 m@
6, L 1o, 1 o

eater i yey Tor Loy X + 1
3 45 126 405 1134

bulunur. Keyfi parametre bulundurmayan kismi 6zel ¢cozumddr.
3.2 Il. Kisim

Bir dnceki kisimdaP,Q veR’nin polinom oldwgu
P(x)y"+Q(x)y +R(x)y=0 (3.21)

denkleminin x, adi noktasi kogulugunda c¢cozumlerini bulma problemini inceledik. (3.21)
denkleminin y = ®(x) seklinde bir ¢ozimu oldgunu ved)’nin,o>0,|x—xo| < p,aralginda

yakinsayan
y=®(x) =2 a,(x=%)" (3.22)
n=0

Taylor serisi oldgunu kabul edelim. Bu durumda,, (3.22) serisinin (3.21) denkleminde

y yerine yazilmasi ile direk olarak bulunur.

Simdi ifadenin dg@rulugunu x,’in (3.21) denkleminin adi bir noktasi olgiunda nasil
kanitlayacgimizi ve (3.22) ¢Ozuminidn var olglinu nasil gosteregenizi inceleyelim.
Ayrica boyle bir serinin yakinsaklik yaricapini da belirleyelim. Bunu yaparak adi nokta tanimi
icin bir genellgtirme elde ederiz. (3.21) denkleminin (3.22) formunda bir ¢ézimugoltdu

kabul edelim. (3.22) denklemininmdefa tirevini alarak ve x=x, yazarak
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mla, =d™(x,)elde edilir. Boylece (3.22) serisindeka,’i hesaplamak igin, (3.21)
diferansiyel denkleminden =0,1,2,..icin ®™ (x,)’1 tanimlayabilecgimizi gostermeliyiz.
y=®(x)’in (3.21) denkleminin y(X,) =Y, Y (X,) =Y, balangi¢c kaullarini s&layan bir
¢Ozimu oldgunu kabul edelim. Bu durumda, =y, vea, = y,olur. Ezer herhangi bir
baslangi¢c kaulu belirtmeden sadece (3.21) denkleminin ¢ozuminid bulmak ile ilgileniyorsak
0 zamana, vea, keyfi kalir. ®™(x,)ve n=2,3,.. 'e kaglilik gelen a_leri belirlemek igin ,
(3.21) denklemine donelimb, (3.21) denkleminin ¢6zUmu oldu icin

P(x)®"(x) +Q(x) ®'(x) + R(x)P(x) =0

olur. p(x)=Q(x)/P(x) ve qk)=R&)/P &) oldusunda P’nin sifir olmadgl X,

civarindaki aralik icin bu denklemi
®"(x) == p(x) P'(x) = o x) P(X) (3.23)
seklinde yazabiliriz. (3.23) denkleminde= x, yazarsak

D"(%,) = =P (%) P'(Xo) =0 %) P(X,)

olur. Boylecea,,

2la, = ®"(x,) = —p(X)a —a(x,)a, (3.24)

bagintisindan elde edilira,’l belirlemek icin (3.23) denkleminin tirevini alalim ve= x,

yazalim. Boylece,

3|a3 — q)m(xo) - _[ pq)" +( pr + q)q)r + q'q)]|X:X0

(3.25)
= 2Ip (% )a, = [P' (%) +a (X))l — o (X)a,

elde edilir.

(3.24) denklemindena,’yi yerine yazarak a,'l a, vea, terimleri cinsinden buluruz.
P,Q veR polinom old@gu icin ve P(x,)#0oldugu i¢in pveqg’'nun tim tdrevleri x,
noktasinda mevcuttur. Boylece (3.23) denklemini sonsuz turevleyerek=ve, yazarak her

bir ardsik a,,a,, ... katsayilarini belirlemeye devam ederiz.
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Dikkat edilirse a,’i belirlemede kullandiimiz 6nemli 6zellik p veq’nun sonsuza gidecek
sekilde turevlerini hesaplamaktirp veq fonksiyonlarinin polinom katsayili olmasi ve

komsulugunda sonsuz tirevlenebilir olmasi iddiamizi destekler. Ne yazik ki, bu durum

y=®(x,)icin sonuc serisinin yakinsaglnin ispatini sglamak icin oldukca zayiftir.
p veqfonksiyonlarinin x, noktasinda analitik oldiunu farz etmemiz igin gerekli olan

onlarin x, noktasi korgulugunda bir aralikta yakinsadiklari Taylor serisi agihmlari olmasidir.

Yani,
P(X) = Py + Py(X = Xp) + [ p,(X—X,)" +Eﬂlﬁzi P, (X=%)", (3.26)
A(X) = Gy + 0 (X = Xo) + [IF g, (X — %,)" + = iqn(x- %)" (3.27)

Bu fikirle (3.21) denklemi icin bir adi nokta ve tekil nokta tanimlarini gegtaiéiliriz:

Eger p=Q/P ve q=R/P X, noktasinda analitik ise, o zamawr, noktasi (3.21)

denkleminin biradi noktasidir denir; aksi halde bitekil noktasidir.

Artik seri ¢cozUmiunun yakinsaklik agahi inceleyebiliriz. Bunun icin her problemin seri
¢6zUmUunU hesaplamak ve daha sonra onun yakinsaklik yaricapini bulmak icin yakinsaklk
testlerinden birini uygulamak olasi yontemlerden biridir. Bununla beralyegidaki teorem

problemlerin geni bir sinifina cevap verebilir.

3.2.1 Teorem:Eger x, noktasi (3.21) diferansiyel denkleminin bir adi noktasi ise,

P(x)Y' +Q(x)y +R(x)y=0,
yani, ger p=Q/P ve g=R/P X, noktasinda analitik ise o zaman (3.21) denkleminin
genel ¢cozuma,

V=2 (X-%)" =800 + (9 (328)

olur. Buradaa, vea, keyfi, y, vey, x,’da analitik olan lineer bamsiz seri ¢ézumleridir.
Ayrica , y, vey, seri ¢ozimlerinin her biri i¢in yakinsaklk yaricap! en@zeq serilerinin

yakinsaklik yaricapinin minimumu kadar ggini
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Seri ¢ozumu formunda dikkat dilmesi gerekeny,(x) =1+b,(x—Xx,)’ +I ve
Y,(X) = (X—X,) +C,(x—x.)> + I 'dir. Béylece y, , v,(X,)=1y, (X,)=0 baslangic kgullarini

sgglayan bir ¢oziimdir vey, de vy,(x,)=0y, (Xx,)=1 balangi¢c kaullarini sa&layan bir
cbzumdur. Ayrica, katsayilari diferansiyel denklemi @kditirevleyerek hesaplamak teoride
mikemmel olsa da, genelde pratik bir hesaplama yontegitdoeBunun yerine, (3.22) serisi
(3.21) denkleminde yerine konulmali ve katsayilar belirlenmelidir. Boylece diferansiyel

denklem sglanir.

Ornek 1. x =0 komsulugunda (1+ x*)™* icin Taylor serisinin yakinsaklik yaricapi nedir?
Bir yaklasim sorudaki Taylor serisini yazmaktir;

1

— = 1-xX+ X = xC+ R (1) X" + I
(1+x%)

Oran testi ilep =1"dir.

Diger bir yaklgim ise (1+x%)’nin koklerini bulmak ki bunlar x = %i’dir. Kompleks
dizlemde O ilei ve —i arasindaki uzakhk 1'dir, kuvvet serisinin =0 komsulugundaki

yakinsaklik yaricapi 1'dir.

Ornek 2. x=0 komsulugunda (x*-2x+2)™" icin Taylor serisinin yakinsaklik yaricapi

nedir?

ilk olarak goruld@l gibi x*-2x+2=0'In ¢ozumleri x=1%i dir. Kompleks diizlemde

x=0 ilex=1+i ya da x=0 ilex=1-i arasindaki uzaklik+/2 'dir; boylece x=0

komsulugunda Zanx” Taylor serisi acitliminin yakinsaklik yarlgapﬁ 'dir. Kompleks

n=0

dizlemdex=1 ilex=1+i ya da x=1 ilex=1-i arasindaki uzaklik 1'dir; boylece& =1

komsulugundaz b,(x—1)" Taylor serisi aciliminin yakinsaklik yarigapi 1'dir.

n=0
3.2.1 Teoremine gore bir dnceki bolimdeki ikinci ve Ug¢uncu orneklerde, sirasiyla, her bir
problemdeP(x) =1oldugu ve béylece hicbir zaman sifir olmgdicin Airy denkleminin seri

¢Ozumu x ve x-1 'in tum deserleri igcin yakinsar. Bu seri ¢ozumu, 3.2.1 teoreminde
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gosterilmi olandan daha genbir x alani igin yakinsayabiliyor. BOylece teorem sadece seri
¢b6zimunin yakinsaklik yaricapinda alt sinirn ve§imdi Legendre denkleminin Legendre

polinom ¢6zimu ile bu anlatilani gérelim.

Ornek 3. (1-xX)y'-2xy +a (@ +1)y = 0g sabi

Legendre denklemininx=0 icin seri ¢ozumindn yakinsaklik yaricapinin alt sinirini

belirleyiniz.
P(x)=1-x*,Q(X)=-2x veR K )=a @+ 1
dir ve bunlar polinomdurP nin kdklerix =+ I'dir ve x=0 dan uzakhlg 1'dir. Boylece

Zanx” formundaki seri ¢ozimi en dz|<1i(;in yakinsar ve muhtemelex’in buytk
n=0

degerleri icin de yakinsar. Gercekten, gdsterilebilir lgee a pozitif tamsayl ise seri

cbzumlerinden biri sonlu sayida terimden sonra sinirlanir ve boylece qaﬁeﬂz'egin degsil

herx icin yakinsar. Orngn, gger a =1ise polinom ¢ozumiy = x dir.

Ornek 4. x=0komsulugunda vex = —% komsulugunda

L+x°)Y +2xy + &Py =0 (3.29)

diferansiyel denkleminin seri ¢6zimunin yakinsaklik yarigcapinin alt sinirini belirleyiniz.

Yine P,Q veR polinom ve P nin koklerk+i’'dir. Kompleks diizlemde olar0 ile i

arasindaki uzakhk 1 ve% ile £iarsindaki uzaklllg/1+% :g’dir. Bdylece ilk durumdaki

Zanx” serisi en az |x|<1 icin yakinsak ve ikinci durumdaan(x+%)“serisi en az
n=0 n=0

< % icin yakinsaktir.

1
X+=
2

(9) denklemi icin 3.2.1 Teoremine graolarak ilgin¢g bir gbzlem yapilabilir. Farz edelim ki

y(0) =y, vey (0)=y,baslangi¢ kaullar verilsin. Herx igin (1+x*)# Ooldugu icin (3.2.1
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teoreminden bilindii Uzere) —c < x <o aralginda balangi¢c dger probleminin tek ¢6zumu

mevcuttur. Dger bir taraftan, 3.2.1 teoremi sadeeg< x<1 i¢in Zanx” (8 =Yy =Y,)
n=0

formunda bir seri ¢c6zUmUnU garanti edefo < x<oo aralgindaki tek ¢6zim het icin

yakinsayanx = 0 komsulugunda bir kuvvet serisine sahip olmayabilir.

Ornek 5. y' +(sinx)y' + (1+x*)y =0

diferansiyel denklemi icinx=0 da bir seri ¢dzumu bulabilir miyiz veger bulunabilirse

yakinsaklik yaricapi nedir?

Bu diferansiyel denklemdep(x) = sinx,q(x)= 1+ x*> 'dir. Analizden hatirlanaga gibi sinx
fonksiyonunun hex icin yakinsayanx =Qicin Taylor seri acihmi vardir. Dahagy’nun da

x=0igin Taylor seri acihmi vardir kig(x)=1+x*'dir ve herx igin yakinsar. Boylece

y= Zanx” formunda bir seri ¢ozumu vardia, vea, keyfidir ve seri hex icin yakinsaktir.
n=0
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4. DUZGUN TEKIL NOKTALAR VE EULER DENKLEMLER 1

4.1 Duzgun Tekil Noktalar

Bu boéliimde 6ncex, tekil noktasi korgulugunda
P(x)y"+Q(x)y +R(x)y=0 (4.1)

denklemini inceleyeggz. Hatirlanacgl gibi eger P,Q veRfonksiyonlari polinom ise ve

hicbir ortak carpanlari yoksa (4.1) denkleminin tekil noktaR{x) = Oolan noktalardir.

Ornek 1. X*y"+xy' +(x*-v?)y=0 (4.2)

dereceden Bessel denkleminin tekil ve adi noktalarini belirleyelim.

p(x) = x* = 0oldugundan x=0noktasi tekil noktadir ¢inki (4.2) denkleminingehi tim

noktalari adi noktadir.

Ormek 2. 1-x*)y' -2xy +a(@+1y= 0g sabi (4.3)

Legendre denkleminin tekil ve adi noktalarini belirleyelim.

p(X) =1-x* =0 = x* = 1= x+ 1tekil noktalardir, dier tim noktalar ise adi noktadir.

Ornek 3. x°y"'-2y=0 (4.4)

Diferansiyel denklemindex=0tekil noktadir. Kolayca gorulege gibi y,(x)=x" ve
Y,(X) =1/x, x>0 yadax< (igin (4) denkleminin genel ¢ozimy =cx*+c,x *'dir. (4.4)
denklemi y"—(2/x*)y=0standart formunda iken bile bu c¢ozim orijinde analitiktir.

q(x) = -2/x* x= 0’da analitik deildir ve bdylece 3.2.1 teoremi uygulanamazg®itaraftan
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y,(X) =x" in orijin komsulugunda Taylor seri agilimi yoktur; béylece 3. bélimimdeki

metot gecerli olmaz.

Bizim hedefimiz adi nokta kosolugunda (4.1) denklemini ¢6zen metodu gltmektir.

Boylece x,tekil noktasinin komulugunda da uygulanabilir olacaktir. C6zim yontemi

gengledikce gorecgz ki ‘zayif tekilli gi' ayirmak icin uygun kgullar

I|m(x X,) QE; sonlu (4.5)
ve
I|m(x X,)° E; sonlu (4.6)

olmasidir. Bunun anlami is®/ P 'deki tekilligin (x—x,)*dekinden daha kétl olamamasi ve

R/ P deki tekilligin (x—x,) dekinden daha kotii olamamasidir. (4.1) denkleminin boyle

noktalari dizgun tekil nokta olarak adlandirilir. (4.1) denkleminin herhangi tekil

noktalarindan dizgun tekil olmayan noktaldéegiin olmayan tekil noktadenir.

Simdi ise (4.1) denklemini bir diizgin tekil nokta civarinda nasil ¢c@eta inceleyecgiz.

Ornek 4. Ormek 2 de (1-xX*)y'-2xy+a(@+1y=0 Legendre denkleminin tekil

noktalarinin x+1 oldugunu gorduk. Bu tekil noktalarin diizgiin olup olmadiklarini gorelim.

ilk olarak x =1noktasini ele alalim. Denklenil- x*) ye boldigiimuzde;

. 2Xx aa+l)
- +
Y (1-><2)y (1-x*)
olur. Boylece,
lim(x - 1) m X DC2) iy X
XAl 1-x° x-11+ X
ve

2a(a+1)_ (x Va(@+ 1) _ (x— DEa)o + 1)=0

I|m(x 1) - Xﬁl - Xﬁl T x
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Bu limitler sonlu oldgu icin , x =1 noktasi diizgun tekil noktadir.
x = —1noktasinin da ayrgekilde diizgln tekil nokta olgunu gosterelim.

Benzersekilde,

=1

I|m(x+1) ~2X lim (x+1)(—2x) X
X- -1 X xa-l 1- X xa—lx 1

1@1(“1)2 ajlfc—rle) xml (X+]:-I? C:((a - 1) - xa—l (X+ 1)@))(@4- 1)

olur. Limitler sonlu oldgu icin x =-1 noktasi dizgun tekil noktadir.

4.2 Euler Denklemleri

Duzgin tekil noktalar iceren bir diferansiyel denklem
L[y]=x?y"+axy +By=0 (4.7)

Cauchy-Euler denklemidir. Buradax ve [ gercel sabittir. x=0noktasinin (4.7)

denkleminin duzgun tekil noktasi olglunu gostermek kolaydir. Euler denkleminin ¢6zimi
diizgun tekil noktali tum diferansiyel denklemlerin ¢6zimundn bir tipigldain, daha genel

problemlere gecmeden 6nce bu denklemi detaylari ile incelemek yararl olacaktir. Orijini

iceren  herhangi bir aralikta, (4.7) denkleminy vey,’nin lineer b&msiz oldgu

y=cVy,(X)+c,y,(X) formunda bir genel ¢ozimu vardir. Basitlik icin ilk olarak>0

aralgini ele alalim. Daha sonra sonugi O aralgl icin gengletelim. C")ncelikle(xr ) =rx*
ve (xr ) =r(r —-1)x* olur. Boylece, ger (4.7) denkleminin
y=x (4.8)

formunda bir ¢6zimi oldwnu varsayarsak

L[xr]=x2 (xr ) +crx(xr ) +6X 4.9)
=x'[r ¢ - D+ar +f]

elde edilir. Eerr,
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F(r)=r(r-)+ar+p£=0 (4.10)

kuadratik denkleminin bir koki ise o zamzh.rExr] sifirdir ve y=x" (4.7) denkleminin bir

¢6zUmudur. (4.10) denkleminin kokleri,

. =—(a—1)4_r«/(a—1)2—4,8 4.11)

,r
1172 2

dir ve F(r) =(r —r)(r -r,) dir. Ikinci mertebeden sabit katsayil lineer denklemlerde gldu

gibi, koklerin gercel ve farkli, gercel ve ayni ve kompleierekli oldugu durumlari ayri
ayri incelemek gerekir.

Gergel, farkli Kokler:

r,r, olmak Uzere gerF(r) =0"in r, ver, kokleri varsa o zamary,(x) = x* ve y,(x) = X"
(4.7) denkleminin ¢ozumleridim, #r, ve x>0igin W( x*,x?) = (r, —r,)x*"2™* sifir olmadg

icin (4.7) denkleminin genel ¢ozimu
y=cX"+C,X2,x>0 (4.12)

rlnx

seklindedir. Eer r rasyonel sayi dglse, o zamarx', x' =€'"* tarafindan belirlenir.

Ornek 1. 2x°y"+3xy'-y=0,x> 0 (4.13)

denklemini ¢6ziniz.

y =X""yi (4.13) denkleminde yerine yazarsak,
X[2rr-D+F-]=x (2°+r-1=x" (2- 10+ LF |
elde ederiz. Boylece :% ve r, = -1 olur. Bu durumda (4.13) denkleminin genel ¢6zim

1/2

y=6xX"F+Cx x>0 (4.14)
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olur.
Esit Kokler:

Eger r, ver, esit ise 0 zamany,(x) =x" seklinde sadece bir ¢oziim elde edeikinci bir
¢ozim mertebe gurme yontemi ile elde edilebilir.(fakat farkli bir yol izlenecekfr,
oldugunda F(r) =(r —r)*olur. Yani bu durumda henfr(r,) =0 hem deF'(r,)=0’dir. Bu
yuzden (4.9) denkleminirr 'ye gore turevini alip daha sonra yerine r, yazariz. (4.9)

denklemininr 'ye bagli turevini alarak,

0 - 0o
EL[X }_5[)( F(r)]

elde edilir.

F(r)'yi yerine koyd@gumuzda, x’e gore ve r’ye gb6re tlrevleri dgstirdigimizde ve

a(x“)/ar = X' In x oldugunu dikkate aldiimizda

L[xr In x] =(r —r)*x" Inx+2(r —=r,)x' (4.15)
elde ederiz. (4.15) denkleminingserafi r =r, icin sifirdir; sonug olarak

Y,(X) =x*Inx,x>0 (4.16)

4.7) denkleminin ikinci ¢ozumiidir. Kolayca gorilgicgibi W( x*,x* Inx) = x>+ “dir.
(4.7) ¢ yca gorulgce

Boylece x*ve x"Inx x>O0icin lineer b&imsiz olur ve (4.7) denkleminin genel ¢cozimi

y=(c +c,Inx)x*, x>0 (4.17)
olur.
Ornek 2. x°y"+5xy' +4y=0x> ( (4.18)

denklemini ¢6ziniz.
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(4.18) denkleminde y=X yazilirsa x'[r(r-1)+5r +4=x" (°+ 4 + 4)= Celde edilir.
Boylecer, =r, =-2'dir ve
y=x7?(c, +¢,Inx),x>0 (4.19)

olur.

Kompleks Kokler:

Son olarak, r, ver, koklerinin kompleks genikli oldugunu kabul edelim. Orrgn,
r=A+ig ver,=A—iu,u# 0. r kompleks ikenx' 'nin ne anlam ifade egtini aciklamalyiz.

Hatirlanacg! gibi x>0ve r gercel iken
X =g (4.20)
idi. Bu denklemir kompleks ikenx' 'yi tanimlamak i¢in kullanabiliriz. O zaman

YA tH =gAtik)inx —inx gginx — A pinx — XA[ cog{ Ix ¥i sip( Kk ] )X,> (4.21)

dir. r’'nin kompeks dgerleri icin olan bu tanimla, x*ve x” gergekten (4.7) denkleminin

cozumleridir. Bu genel cebir kurallar ve diferansiyel hesaplamalara dayangrakadabilir.

(4.7) denkleminin genel ¢6zimu ise
y=c X"+, x (4.22)

dir. Bu ifadenin dezavantajx'"¥ wé™* fonksiyonlarinin kompleks derli olusudur.

Benzer bir durumla ikinci mertebeden sabit katsayili diferansiyel denklemin karakteristik

A+ip sy

denkleminin kokleri kompleks olgunda kagilasmistik. Orda oldgu gibi, x""#’in gercel ve
sanal kisimlarini inceleyegie yani
x'cos@ Inx) ve x'sin(uInx) (4.23)

da (4.7) denkleminin ¢ozamleridir. Duzgun bir hesapla

W [x” cos(u Inx)x* sinfs Inx j=/,1x“‘1
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oldugu gorulur. Boylece bu ¢ézumler de>0icin lineer b&msiz olur ve (4.7) denkleminin

genel ¢cozumi

y=cx’ cos Inx )+c,x" sinz Inx )x> ( (4.24)
dir.
Ornek 3. xX°y"+xy'+y=0 (4.25)

denklemini ¢ozlinuz.

(4.25) denklemindey = X" yazilirsa

X[r(r-D+r+1=x(?+1)=0

olur. Boylecer =i 'dir ve genel ¢6zim

y =¢,cos(Inx )+c, sin(Inx )x> ( (4.26)

dir.

x =0 tekil nokta civarinda (4.7) denkleminin ¢6zUmunun nitel daynaninceleyecgiz. Bu

tamamenr, ver, koklerinin davrargina balidir. ilk olarak, eer r gergel ve pozitif ise o

zaman x pozitif dezerlerden sifira giderkenx - Oolur. Diger taraftan, ger r gercel ve
negatif ise x' sinirsiz olur. Son olarakger r =0ise 0 zamanx' =1olur. Sekil 4.2.1 r 'nin
degerleri icin bu ihtimali gosterir. ger r negatif ise o zaman tipik bir ¢oziix' cos Inx)
olur. Bu fonksiyon A negatif iken sinirsiz olurA pozitif iken ise sifira yakkar ve ayrica
fonksiyon x - Oiken fazla salinir. Bu davranda secilmg Ave pdegerleri icin sekil 4.2.2
ve 4.2.3'de gozukdir. ger A =0ise salinim sabitin gei olur. Son olarak ger tekrar eden

kokler varsa, o0 zaman bir ¢dzirdIn x formunda olur ver > 0iken sifira yaklair, r <0 iken

ise sinirsiz olur. Bu durumlara bir 6rnek §ekil 4.2.4 'de gosteriliyor.
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SEKIL 4.2.1 Euler denkleminin kokleri reel iken ¢ozimi

o
Bl

AN
W 1 5

1= w=xVcos(5 Inx

SEKIL 4.2.2 Euler denkleminin kékleri kompleks ve reel kisimtagatif iken ¢ozimi

yv=x"cos(5 Inx

/\| K\ |
U :::l.1<5/ 025 0.375 05
-2

SEKIL 4.2.3 Euler denkleminin kokleri kompleks ve reel kisimpazitif iken ¢ozumi
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y=xlnx

y=xlInx

SEKIL 4.2.4 Euler denkleminin kokleri tekrarli iken ¢ozimi

x<Oaralginda ki (4.7) denkleminin gegiemesi nispeten gou bir anlama gelebilirisin

zorlugu xnegatif ve r tamsayl olmadinda x' 'nin ne anlam ifade eftini anlamaktadir.

Benzer sekilde, Inx, x< 0 icin tanimlanmamngtir. x>0icin verilen Euler denkleminin
¢6zUmuUnin, x< 0 icin de gegerli oldgu gosterilebilir ama genelde onlar komplekgiliir.

Yani 6rnek 1'dex”?¢dzimii x < 0 icin sanaldir.

Her zaman, g@gidaki desisken dongimu ile x<0 aralginda (4.7) Euler denkleminin reel

degerli cozUmunu elde etmek mumkunddr.

&>0iken x==¢ olsun vey =u(¢) diyelim. Bu durumda

ﬂ:ﬂﬁ:—% dzy:i —% E:dzu (4 27)
dx dé& dx dé’ dx* dé\ d&)dx dé? '
olur. Boylece (4.7) denklemk <0 igin

dy dudé _ du ,d%u du

e A A +af—+pPu=0,E>0 4.28
dx dé dx dé ¢ dé? g(dg‘ A ¢ ( )
formunu alir.

Bu ise daha 6nce ¢6zgiimuz problemin aynisidir; (4.12), (4.17) ve (4.24) denklemlerinden

Cqurl +ngzr2
u(é) =1(q +c,Iné)¢" (4.29)
&’ cosu Iné y+c,é* sin Inf |



50

elde edilir. Bu daF r{ ¥r (— Lyar +£’nin koklerinin reel ve farkli, reel vesi yada
kompleks glenikli olmasina bgldir. x’e bagl bir uelde etmek igin (4.29) denkleminde

&yerine (—x) yazariz.

x>0 iken| ¥=x vex< 0 iker}x = -xoldugunu dikkate alarak«>0ve x<0 i¢in sonuglari

birlestirebiliriz. Boylece orijin hari¢ her aralikta gecerli reelsddi cbziimler elde etmek icin

yapilmasi gereken teley (4.12), (4.17), ve (4.24) denklemlerindgerine|x| yazmaktir. Bu

sonugclar gagidaki teoremle dzetlenir.

4.2.1 Teorem:(4.7) Euler denkleminin genel ¢6zimu
XY +axy + By =0,

orjini icermeyen her aralikta
F(r)=r(r-)+ar+£=0

denklemininr, ve r,kokleri tarafindan belirlenir. ger kokler reel ve farkl ise o zaman

y=c|X* +c,|x" (4.30)

olur. Ezer kokler reel ve @t ise 0 zaman

y = (¢, +c,In|x)|* (4.31)
olur. Ezer kokler kompleks ise o zaman

y=| [ c.cos Inx )+c, sinf Ix ) (4.32)
olur ver,r,=Axig’dir.

(X=%)"Y' +a(x=x)y + By =0 (4.33)

formundaki Euler denkleminin ¢6zumleri 4.2.1 teoreminde verilenlere benzerdir.

y =(x—x,)" formundaki c¢ozimlere bakarsak, genel ¢dzimin (4.30), (4.31) yada (4.32)
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denklemlerinde xyerine (x-X,) yazmakla verildiini goruriz. Ayricat =x-x,degisken

donim ile de (4.33) denklemini (4.7) denklemine dgiitebiliriz.
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5. DUZGUN TEKIL NOKTA C iVARINDA SERT COZUMLER i
5.11. Kisim

X =X, duzgun tekil nokta kogulugunda
P(x)y"+Q(x)y +R(x)y=0 (5.1)

ikinci mertebeden genel lineer denklemi ¢g6zme sorusunu inceleyelim. Yakinsaklx b
oldugunu kabul edelim. ger x, # Oise x—x, =t yazarak denklemi, dizgtn tekil noktanin
orijinde oldu denkleme doniirebiliriz. Isin gercgi x=0(5.1) denkleminin bir diizgiin
tekil noktasidir. Bunun anlami isexQ(x)/P(x) = xp(X) ve X°R(x)/P(x)=x°q(X) nin

X — Oiken sonlu limitleri olmasi vex=0’da analitik olmalaridir. Boyleceo > 0iken orijin

komsulugunda bir|x| < o aralginda,

PO=D P, XA =Y a4 (52)

formunda yakinsak kuvvet serisi acilimlarina sahip olurlar.

xp(x) ve x?q(x) deserlerini (5.1) denkleminde meydana ¢ikarmak igin (5.1) denklemini 6nce

P(x)'e bolup daha sonra®ile carpmak gerekir. Bu durumda

Xy +X[xp(x)] y +[ X°q(x) |y =0 (5.3)
ya da

XCY" + X[ Py + X+ p¢ + I p,X" + 0y

(5.4)
+[q0+q1x+q2x2+DID}qnx”+[DIQy:0
elde edilir.
_ XQ(x) . X°R(X)
=lim ve =lim 5.5
PR T TR 59

den baka tim p, ve g, katsayilari sifir ise o zaman (5.4) denklemi daha 6nce incelenen
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Xy + PoXy + 0oy =0 (5.6)

Euler denklemine indirgenir. Genel olarak, tabi ki, bgzl ve q, ’ler (n=1) sifirdan
farkhdir. Bununla beraber (5.4) denkleminin esas @#ell[5.6) Euler denkleminin

¢ozumlerininki ile Ozdgir. Yalniz, Py + PX+ PX +.+ P X"+ ve
0 + G X+ 0 X° +...+ g, X" +... terimlerinin varlg hesaplamalari katirir.

Incelememizix > O aralggi ile sinirliyoruz. Cunkix < Qaralginda x = —& degisken dongimdi

ile Euler denklemi gibi davranilabilinir ve sonra en sorsatudenklemé > Qigin ¢dzuldr.

(5.4) denklemindeki katsayilduler katsayilari carpi kuvvet seriskeklinde old@gundan
¢b6zUmU deEuler ¢cozumleri ¢arpi kuvvet serisgeklinde aramak gayet daldir. Boylece,

a, # 0iken
y=xr(ao+a1x+[ﬂ]1}anx”+[ﬂﬂ)]:xrianx” =ianx“” (5.7)
n=0 n=0

oldugunu kabul ediyoruz. @er bir deysle, r serideki ilk terimin kuvveti vea,’da onun

katsayisidir. Cozum icinsagidakileri belirlemeliyiz:
1. (5.7) formunda ¢ozimleri olan (5.1) denklemi igirdezerlerini
2. a katsayilari icin tekrarli Ganti
3. Zanx” serisinin yakinsaklik yaricapi

n=0

Genel teori Frobenius tarafindan kuruktur ve oldukca kagiktir. Bu teoriyi aciklamaya
calismak yerine belirtilen formda bir c6zimiin var qidau kabul ederiz. Ozellikle, ¢6zim
ifadesindeki herhangi bir kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapinin sifirdan farklguwoidu

varsayacgiz ve boyle bir serideki katsayilari nasil belirley@ogze karar veregaz.

Frobenius metodunu aciklamak igin dnce bir 6rnek inceleyelim.

Omek 1. 2x*y" —xy' +(1+x)y =0 (5.8)

diferansiyel denklemini ¢ozelim.
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x =0denklemin diizgiin tekil noktasidir. Ayricap(x) =-1/2ve x°q(x) =1+ x)/2'dir.
Boylece p, =-1/2ve q,=1/2, g, =1/2ve diger tim p veq’lar sifirdir. (5.6) denkleminden
(5.8) denklemine uygun

2x°y" =xy' +y=0 (5.9)

Euler denklemi elde edilir.

(5.8) denklemini ¢ozmek i¢in (5.7) formunda bir ¢c6zim @gldw kabul ediyoruz.

00

yzzanxnﬂ, a0¢0

Bdylece ,
y =Y, (n+r e (5.10)
y =Y (n+r)(n+r -2x? (5.11)

n=0

olup yerine yazilirsa

[Ms

2a,(n+r)(n+r-1)x™

00 00

aﬂl(n_'_r)xnﬂ_'_Zanxnﬂ +Zaﬂlxn+r+1

2%y = xy +(1+x)y

I
o

n

(5.12)

M

1
o
>

1
o
>

1
o

n

r

olur. Yine (5.12) denkleminde son terirEan_lxn+

n=1

seklinde yazilabilir. Boylece (5.12)
denkleminde terimler birkgirilerek
23y =xy' +(1+x)y=a,[2r r —~1)-r + X
+i{[ (B+r)(n+r-1)—(n+r)+1]a, +an_l}xn+r =0
=
(5.13)

elde edilir.(5.13) denkleminin hexicin sgzslanmasi icinx’in her kuvvetinin katsayilari sifir

olmalidir. a, # 0 oldugunda

2r(r=0)-r+1=2°-3+ 1= (- 1)(2- 1F | (5.14)
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olur ve (5.14) denklemi (5.8) denklemi icindisel denklem olarak adlandirilir. Dikkat
edilirse denklem (5.8) denkleminegba(5.9) Euler denklemi icin elde edilebilecek polinom

denklemidir.Indisel denklemin kokleri ise

n=1,r,== (5.15)

dir.
r degerlerine x =0duzgun tekil noktasi icitekillikteki tsler denir.

Bunlar (5.7) ¢c6zumunin tekil nokta keulugundaki davranina gore belirlenir.

(5.13) denklemine donerek< "'nin katsayilarini sifira gtleyelim. Bu bize sagidaki

bagintiyi verir.
[2(n+r)(n+r-1)=(n+r)+1]a, +a,,=0 (5.16)
yada
- g -
a, =- 2 -
2(n+r) =3(n+r)+1
(n+r) an(n r) (5.17)
=— -1 >1
[2(n+r)-1 —[(n+r)—1]’n>
dir.
r=r,=1icin (5.17) denklemi
- _ an—l 1
% (2n+1)n n=
seklinde olur. Yani,
:—i :—i: L :—i:—#
AT310% 75, * (3.5)(1.2)ag 7.3  (3.5.7)(1.2.3)
ve genel olarak
(1) n>4) (5.18)

% “[357.{ @+ )]n for

olur. (5.18) denkleminin gatarafinda pay ve paydag.4.6... 2= 2n ile ¢carparak denklemi
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—

-1)" 2"
2n+1)!

a, = a,,n=1

—

seklinde yazabiliriz. BOylece,sabit carpanini atlarsak (5.8) denkleminin bir ¢6zimu

y; (%) :x{1+§((_21r):—+2i)xj,x>o (5.19)

olur. (5.19) denkleminin yakinsaklik yarigapi igin oran testi uygulanabilir.

Sim— 2 g
ne(2n+2)(n+3

an+1Xn+1

ax"

lim

n- oo

olup herx icin yakinsaktir.

r, =% icin benzerglemler yapilir.

elde edilir. Genel olarak,

%:[L&Sffi—)mwﬁ n=4 (520

olur. Payi ve payday2.4.6....5= 2n ile carparsak,

()2
(2n)!

a, = a,,n=1

olur ve yinea,sabit carpanini atarsak, ikinci ¢gozuim elde edilir.

yA@=£P+i£QJ£@ >0 (5.21)

i (2n)!

olup oran testinden hex igin yakinsak oldgu gosterilebilir. y,(x) ve y,(x) seri

coziimlerinde baterimler sirasiylaxve x“? oldusu icin ¢éziimler lineer kamsizdir. Bu

durumda (5.8) denkleminin ¢ozumu
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y(X) =y (X) +Coy.(x), x>0
dir.
Bir onceki ornek ger x=0dlzgun tekil nokta ise bazen bu nokta kahlagunda (5.7)

formunda iki ¢ozim oldgunu gOsterir. Benzegekilde x = x,bir dizgln tekil nokta ise o

zamanx = X, civarinda gecerli

y=(x=%) Ya,(x-%)" (5.22)

n=0

formunda iki ¢6zim olabilir. Bununla beraber, sadece Euler denklemi olaraX seklinde
iki c6zUmu olmayabilir. Bu yuzden diizgun tekil noktasi daha genel bir denklemin (5.7) ve ya

(5.22) seklinde iki ¢ozUmi olmayabilir. Ozellikle,ger indisel denklemdeki, ve r, kokleri

esitse ya da farklari tamsayi ise 0 zaman ikinci ¢6zimun daha gérmayapisi olur.

Her durumda, (5.7) veya (5.22) formunda en az bir ¢6zim bulmak mumkugeirr, ee
r,'nin farki bir tamsayi ise bu ¢6zim daha buytikegerleri icin uygundur. Eer bdyle

sadece bir tek ¢ozum varsa o taktirde tipki Euler denkleminin karakteristik denklemgideki e
kokler durumuna benzer ikinci ¢ozim bir logaritmik terim icerir. Boyle durumlarda ikinci

denklemi belirlemek icin mertebe girme yontemi veya Bka bazi yontemler kullanilabilir.

Indisel denklemin kokleri kompleks ise 0o zaman kokkgr @amaz yada koklerin farklar
tamsay! olamaz, boylece her zaman (5.7) yada (5.22) formunda ¢o6ziumler bulunur. Bununla
beraber, Euler denklemindeki gibi, kompleks ¢ctzimlerin reel ve sanal bélumlerini ayirarak

reel-degerli cozumler elde etmek mumkundur.

Son olarak, pratik bir noktadan bahsedeligeEP,Q veR birer polinom ise genellikle (5.3)
denklemi vyerine direk olarak (5.1) denklemi ile gaak daha iyidir. Boylece
xQ(X)/ P(x) = xp(x) ve X’R(X)/P(x)=x’q(x) terimlerini kuvvet serilerinde ifade etmeye
gerek kalmaz. Orrgn, denklemi

2X NG
Xy + "y +
y 1+xy’ 1+ X

y=0

formunda yazaral2x /(1+ x)ve x*/(1+ x) ifadelerini kuvvet serilerinde agmak yerine

XLy +2y +xy= 0



58

formunda dgtinmek daha kullaghdir.

5.2 1. Kisim

L[y] =y +x[xp()] ¥ +[ x’a(x) |y =0 (5.23)

denkleminin ¢6zUmunu belirlemeyi inceleyelim. Burgda Oigin |x| < p aralginda yakinsak

olan

X()= pxX" ve Xq(x)=) g (5.24)
n=0

n=0

serilerini g6z 6nune alalim.=0noktas! dizgln tekil noktadir ve buna gk gelen Euler

denklemi ise
X2y + poxy + 0y =0 (5.25)

olur. x> 0igin (5.23) denkleminin ¢ozimunl arayalim ve ¢oziuraji# Oolmak lzere,

y=@r,x)=xY ax" =y ax" (5.26)
n=0 n=0

seklinde oldgunu varsayalim.y = ¢(r,x)yazmamizin nedeng’nin hem r 'ye hem dex’e

bagli oldugunu vurgulamaktir. Daha sonra,
y =D (r+nax™ ™,y => (r+n)(r +n-1)a,x""? (5.27)
n=0 n=0

bulunur ve (5.24),(5.26) ve (5.27) denklemleri (5.23) denkleminde yerine yazilirsa

ar(r=0x +ar( +1)x™*+03Fa, (r +n)F +n-1x"" +
+ p + px+IH p,x" + [
E«aorxr +a, r+ " +0Fa, rén x)*”+D1]]j
+ @ + X + [ g, x" + (1)
X +ax ™ +03a x " + =0

elde edilir. Sonsuz serileri beraber ¢arpip serileri diizentethde
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a,F (r)x' +[aF(r +1) +a,(py +q)]x™
+{aF (+ 2ra, pr+a, Fa[p, (+ Bal}x
+0B{a,F (+n ¥a, b, +0, ¥a b, (+ ¥,
+Ba,, b, (+n- Lrq JIx*" +E=0

elde ederiz. Bunun daha kisa ifadesi ise

LA 0 =aF ()X

© n-1 5.28
+Z{F r(+n an+zak[ r(+k pn—k+qn—k]}xr+n :0 ( )
n=1 k=0
seklindedir. Burada
F(r)=r(r=-1)+ p,r+q, (5.29)

dir. (5.28) denkleminin 6zgeolarak sglanmasi i¢in herx kuvvetinin sifir olmasi gerekir.
a,#0 oldugundan X' 'yi iceren terim F(r) =0 denklemini verir. Bu denklemédisel
denklem denir. Ayrica goruldgi gibi bu denklem (5.25) Euler denklemi icyn= X' seklinde
cozumler aranginda elde edilecek denklemdindisel denklemin reel koklerini > r, olmak
uzerer,ve r, ile gosterelim. Eer kokler kompleks ise koklerin se¢imi 6nemsizdifnin

sadece bu derleri icin (5.23) denkleminin (5.26) formunda c¢dzumlerini bulmak

beklenebilir. r,ve r, koklerinetekillikteki tsler denir; tekil nokta korsulugunda ¢ézimun

nitel karakterini belirlerler.

(5.28) denkleminde<™"’in katsayilari sifira gtlenerek
n-1

F(r+na,+> a[(r+k)p,, +q,,]=0n=1 (5.30)
k=0

tekrarli b&intisi elde edilir.

(5.30) denklemi genelde,, a,,a,,0R,_;,a, katsayilarininr 'nin degerlerine b&li oldugunu
gosterir. Ayrica,a;,a,,IlA ,,a,, aterimi cinsinden veF (r +1),F (r + 2),00F ¢ +n)/I sifir
olmayacaksekilde xp(x) ve x*q(x) icin serideki katsayilar hesaplanabilf(r) =0 olan tek
rdegeri r =r, ver =r,’dir. r,2r,oldugundan nx1igin r,+n, r, ya dar,’ye esit olamaz.
Sonug¢ olarakn=1 icin F(r,+n)Z0’dir. Boylece her zaman (5.23) denkleminin (5.26)

formundaki bir c6zumuni elde edebiliriz, yani
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Yi(x) =x" {1+i6\1(r1)xq x>0 (5.31)

Buradaa, 'in (5.30) denklemindem =r, ile belirlendgini gostermek i¢ina,(r,) notasyonunu

kullandik. Coziimdeki keyfi sabitleri belirlemek icag =1 aldik.

Egerr,, r,’e esit degil ve r, —r, pozitif tamsay! dgil ise, o zaman herhangi>1 degeri igin

r,+n r’e esit olmaz. BoyleceF (r, +n) z Oolur ve ikinci ¢oziimde elde edilgolur;

¥,(X) = X" {1+i%(rz)xq X>0 (5.32)

Daha 6nce gorulen adi nokta civarindaki seri ¢ozumleri git§k) ve x°q(x) icin iki seride

yakinsadginda (5.31) ve (5.32) denklemlerindeki serilerde en azm|dbﬂ,oarallg|nda

yakinsar. Yakinsaklik yaricaplari ile beratier Y a, (r,)x" ve 1+ a, (r,)x" kuvvet serileri

n=1 n=1

x =0noktasinda analitik fonksiyonlari belirtir. BOylecesee varsa,y,ve y, ¢ozimlerinin

tekil davrangl bu iki analitik fonksiyonun carpimi olar™ ve x“ icin olacaktir. Daha sonra,

x <0icin reel dgerli cozumler elde etmek icig > 0 icinex=¢ yazilir. Euler denklemindeki
calismadan beklengdi tGizere, yapilmasi gereken sadece sirasiyla (5.31) denklemirtele

(5.32) denklemindekix? yerine |X" ve |x” yazmaktir. Son olarak,ger r,ve r,kompleks
sayllar ise o zaman bunlar komplekgnrik olmak zorundadir ve, #r, + N 'dir. Bu nedenle

bdyle bir durumda her zaman (5.26) formunda iki ¢6zim bulunabilir; buimera bunlar
x’in kompleks dgerli fonksiyonlaridir. Reel-deerli ¢coztmler, kompleks gerli ¢cdzumlerin

reel ve sanal kisimlarini ayirarak elde edifir=r,ya dar, —r,= N, N pozitif tamsay! olan

istisnai durum daha fazla gaha gerektirir.

Tekil noktadaki kuvvetlerr,ve r,’nin bulunmasinin kolay oldiunu ve ¢Oozimin dal
davrangini belirlediklerini fark etmek o©nemlidir.r,ve r,’yi hesaplamak igin sadece,

katsayilari
Po =limxp(x) , d = lim x°0(X) (5.33)

ile verilen
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r(r=1)+p,r+q,=0 (5.34)

kuadratik indisel denklemi ¢6zmek gerekir.

Bu limitlerin tekilligi dizgin tekil nokta olarak siniflandirmak icin hesaplanmasi gereken
limitler olduguna dikkat edelim. Boylece bunlar geneldestnamanin erken samasinda

belirlenir.

Dahasi ger x=0, P,Q veRfonksiyonlarinin polinom oldgu

P(X)Y" +Q(X)Yy +R(X)y=0 (5.35)

denkleminde dizgin tekil nokta ise, o0 zamarxp(x)=xQ(x)/P(x) ve

x?q(x) = X*R(x)/ P(x) 'dir. Boylece,

Q) . R 5.36)

=lim x==~ =lim x
PTETRR T P

olur. Son olarak, (5.31) ve (5.32) denklemlerindeki serilerin yakinsaklik yarccaf’in

kendisinden bgka en azindan orijindeR 'nin en yakin kokiine olan uzaglina sittir.

Ornek 1. 2x(1+x)y" +(3+x)y —xy =0

denkleminin ¢cézumlerinin tekil nokta civarinda karakterini inceleyin.

Bu denklem, (5.35) denklemininP(x) = 2x(1+ x),Q(x):(3+ x) ve R(x)= xolacaksekilde

bir formudur. Tek tekil noktalarix=0ve x=-1noktalardir. x=0noktas! duzgin tekil

noktadir ¢unkd,

Q()—Imx 3+x _3

lim x
x-0 P(x) x-0 2x(1+x) 2

lim x? RO) )— lim XZ&:O
x-0  P(x) x-0  2x(1+Xx)
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Ayrica, (5.36) denkleminden p0=g ve (,=0 olur. Boylece indisel denklem

r(r —1)+gr =0 olur ve koklerr,=0,r, :—E’dir. Bu kokler ait olmadgindan ve farklari

N

tamsay! olmaggindan0<|x < picin

%09 =1+ >3, 0K ve ¥, :le'”{“iaq(;)xﬂ

formunda iki lineer baamsiz ¢6zim mevcuttur.

Her bir seri icin yakinsaklik yaricapinin alt sinirt 1'dirx(=0' danx = — 1'©olan uzaklik)

y,¢0zumundnx — Oile sinirh old@guna ve hatta burada analitik offitna dikkat edelim.

Ikinci ¢6zimy, x — 0 iken sinirsizdir.

X = —1noktasi da bir diizgin tekil noktadir ¢uink,

jim (x+2) 2 = i XFVEEX)
x--1 P(x) x-1 2x(1+Xx)

jim(x+1)2 R = jim BHD°CX)
x~-1 P(x) x1 2x(@+Xx)

dir. Bu durumdap, =-1ve q,=0olur. Boylece indisel denklenn(r —1)—r = Ohalini alir.

Indisel denklemin kokleri, = 2,r, = 0'dir.

Daha buyuk koklere kaufik
Yi(X) = (X+1){1+Zaq (2)(x+ 1)"}
n=1

seklinde bir ¢ozum vardir. Seri en a{x+]j<1igin yakinsar ve y,burada bir analitik

fonksiyondur.iki kokun farki bir pozitif tamsay1 oldw icin

V() =1+ Y2, (0)x+ 1)

seklinde ikinci bir ¢c6zim olabilir de, olmayabilirde. Daha gearagtirma olmadan fazlasi

sdylenemez.
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Bu drnekte bulunan ¢ézumler igin hi¢bir kagahesaplamanin bulunmasi gerekmedi. Tek
ihtiyacimiz olan birkag limiti hesaplamak ve iki kuadratik denklemi ¢ozmekti.

Simdi indisel denklemde koklerirsi yada farklarinin bir pozitif tamsayir, —r, = N oldugu
durumu inceleyelim. Daha 0nce gdsterilen gibi, her zaman indisel denklemin hlpikine
karsilik (5.31) formunda bir ¢ozim vardir. Euler denklemine benzerliktiger, g =r,ise o

zaman ikinci ¢6zUmun bir logaritmik terim icermesini bekleyebiliriz. Bu koklerin farkinin

tamsay! olma durumunda dagdo olabilir.

indisel denklemin koklerinin esit olmasi durumu:

Ikinci ¢ozumi bulmak icin kullanilan yéntem Euler denkleminde indisel denklemin
koklerinin eit oldugu durumda ikinci ¢6zimu bulmak icin kullanilan denklemin aynisidir.

r'yi sirekli desisken kabul edelim ve (5.30) tekrarl gatisini ¢ézereka,’i r’nin bir

fonksiyonu olarak belirleyelimn = 1i¢in bu a,(r) ¢ozimu igin (5.28) denklemi

L[¢] (r,x) = a,F (r)x" =ay(r —r)’x’ (5.37)

Denklemine indirgenir. Cunkii,, F(r) 'nin tekrarlanan kokadar. (5.37) denkleminde=r,
alinarak L[m](r,x):OoIdugu bulunur; boylece, bildimiz gibi, (5.31) denklemi ile verilen
y,(X) (5.23) denkleminin ¢o6zimudir. Daha o6nemlisi, (5.37) denkleminden, Euler

denkleminde oldgu gibi,

aw} 0, 5
L (r1’ X) =a, X (I’ - rl)
[am or [ ]r:ﬁ (5.38)

=g, (-1, X Ix+ A(-r, Y |

r=r

dir. Bu durumda, (5.23) denkleminin ikinci ¢c6zUmu
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oq(r, 0|, = n
Y,(X) :—wgr X) - ZE{X {ao*LnZ:;,%(r)x }}r:r
= X m[wian r(xﬂ}xﬁia;(rl)x” (5.39)
exOkexYa ) x>0

olur. a(r,) r =r,’de hesaplanamwla,/dr yi gosterir.

(5.30) tekrarli bgintisindaa,(r)'yi r’nin fonksiyonu gibi belirlemek ve daha sonra sonug
ifadelerinin r 'ye gore turevini almak zor olabilir. Alternatif olarak basitgenin (5.39)

denklemi formunda oldtunu farz edelim. Bu ise,

Y=y () Inx+x"> b x", x>0 (5.40)

n=1

dir ve y,(x) bulunmutur. b, katsayilari ise genellikle diferansiyel denklemde yerlerine yazilip

terimleri toparlayip herx’in kuvvetlerinin katsayilarini sifirasgéglemek ile bulunur. Uglinci

bir yol ise y,(X) bilindikten sonray, (x) 'i mertebe diglirme yontemi ile bulmaktir.

indisel denklemin koklerinin farkinin tamsayi olma duumu:

Bu durumda ikinci ¢6zUmun tirevi cok kargridir ve burada verilmeyecektir. Bu ¢6zim
formu bir sonraki teoremde (5.46) denklemi ile verstini (5.46) denklemindeki

c,(r,) katsayilari

c(r,) :%[(r —rz)an(r)]‘r:rz, n=1,23,... (5.41)

ile belirlenir. Buradaa,(r) (5.30) tekrarli bg@intisinda a, =1lile bulunur. Ayrica, (5.46)

denklemindekia katsayisi

a= Irim(r —r,)ay(r) (5.42)

dir. Bger a,(r,) sonlu ise o zamaa =0’dir ve y, de hig¢bir logaritmik terim yoktur.
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Pratikte, a’nin ikinci ¢ozuminde sifir olup olmagini belirlemenin en iyi yolu uygun
r,kokleri icin a,’'i hesaplamaya c¢aimak ve ay(r,)’nin bulunup bulunmayagna
bakmaktir. Bulunursa problem biter. Bulunamazsa (5.46) fam®@ile kullaniimalidir.
r,—r, = Noldugunda yine ikinci ¢6zim icin 3 yol vardir. Birincislyicin (5.46) ifadesini
(5.23) denkleminde vyerine yazaraln ve c(r,)’yi hesaplamaktir. ikincisi, (5.46)
denklemindekic, (r,) ve a’yi (5.41) ve (5.42) formiillerini kullanarak hesaplamaktigeEbu
planli bir slemse,r =r,’e gére hesaplanan ¢ézimde(r,) 'den ziyadea, (r)icin bir genel

formil elde edilecginden emin olabiliriz. Uclincl yol ise mertebesidiime yontemidir.
5.2.1 Teorem

x =0 bir diizgn tekil nokta iken,
Xy" +xX[xp(x)] y +[ X°q(x) |y =0, (5.23)

diferansiyel denklemini ele alalim.
Xp(X) =2, pX",  X*q ()= q.X"
n=0 n=0

yakinsak kuvvet seri acilimlarind@ >0serilerin yakinsaklik yaricaplarinin  minimumu

oldugunda|x| < picin xp(x) ve x*q(x) x =0’da analitiktir.
F(r)=r(r-1+pyr+q,=0

indisel denkleminin koklerir, ve r, olsun ve ger kokler gitse r, 2r,yazalim. O zaman ya

—-p<x<Oaralginda ya da & x< paralginda
W09 = {1+ 33,00 | 543)
n=1

formunda bir ¢6zim mevcuttur. Buradg(r,) (5.30) tekrarli bgintisindaa, =1ve r =r, ile

bulunur.
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Eger r,—r, sifirdan farkl ya da bir pozitif tamsay! gleise o zaman-p<x<0 ya da

0< x< paraliklarinin birinde

ACEE {1+Zaq(rz)x”} (5.44)
n=1

formunda ikinci lineer bamsiz ¢6zim mevcuttura,(r,) 'de (5.30) tekrarli bantisinda

a, =1ve r =r,olmasi ile belirlenir.

(5.43) ve (5.44) denklemlerindeki kuvvet serileri er)dz picin yakinsaktir.

Eger r, =r,ise o zaman ikinci ¢ozim

Va9 = I [x+ " > b, () (5.45)

olur. Eger r, —r, = N, bir pozitif tamsay1, ise 0 zaman

¥, (%) = ay,(x) In|x +|x" {1+icn (rz)x”} (5.46)

dir.

a,(r),b,(r).c,(r,) katsayillarr ve asabiti y'nin seri ¢ozumlerinin formunun (5.23)

denkleminde yerlerine konmasi ile belirlenebilir. (5.46) ¢ozumiinde higbir logaritmik terim

olmamasi durumunda sabiti sifir olabilir. (5.45) ve (5.46) denklemlerindeki her bir seri

|x| < picin yakinsar vex = 0’in bazi konguluklarinda analitik olan bir fonksiyon belirtir.
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6. BESSEL DENKLEM i

Bu bdlumde, bir dnceki bélimde incelgainiz teoremi anlatan

xzy'+xy'+(x2—v2)y:O, v sabit (6.1)
Bessel denklemi icin G¢ 6zel durumu inceley@gze x = 0noktasinin bir diizgun tekil nokta
oldugunu gostermek kolaydir. Basitlik icin sadexe 0 durumunu ele alalim.

6.1 Sifirinci Mertebeden Bessel Denklemi

Bu oOrnek indisel denklemde koéklerinsite olma durumunu anlatiyor. (6.1) denkleminde

v =0yazarak

L[y] =X’y +xy + X’y =0 (6.2)
elde edilir.

y=¢(r,x)=ax +2 ax " 6-3)

n=1L

yerine yazilarak

L[¢](r.x)= ian[(r +n)(r +n=1)+ (r +n)]x"*" +ia\1x”“+2
n=0 n=0
3[r (- Brr]x +afr (+ 1 (+ I (6.4)
+>{a[ (+n X+n- ¥ (+n)+a_}x"=0
n=2
bulunur. F(r) =r(r —1)+r = Oindisel denkleminin koklerir, =0ve r, =0’dir. Bu durumda
kokler esit olur. Tekrarl b&inti ise

an—Z(r) - — an—Z(r) n> 2 (6 5)
(r+n)(r+n-1)+(@+n) (r+n)® '

a,(r) = -

dir. y,(x)'i bulmak igin r =0aliyoruz. (6.4) denkleminde® *’in katsayilarinin sifir olmasi

icin a, = 0se¢mek zorundayiz. Boylece, (6.5) denklemindenr a; = a, = [II[&= O olur. Ayrica
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a (0)=-a_,(0)/n*, n=2,4,6,8,.
olur ya dan =2malirsak

8,,(0) = =8y, ,(0)/(2m), mF 1,2,3,.

elde edilir. Boylece

a, (@-i 3, (0

a,(0)=- e

22 ! 25327 (3 e

ve genel olarak,

2,,(0) =%, m=1,2,3,. (6.6)

bulunur. Bu durumda

yl(X)=ao{ Z(sz)m ,;}, x>0 (6.7)

olur. Parantez icindeki fonksiyosifirinci mertebeden 1. ¢gt Bessel fonksiyonuolarak
adlandinlir ve J,(x) ile gosterilir. 5.2.1 Teoremine dayanarak serinin Regin yakinsadil
ve J,’'In x=0’da analitik oldgu gorilir. J,'in bazi 6nemli 6zellikleri sorularda bahsedildi.

Sekil 6.1.1 y =J,(x) 'in grafigini ve (6.7) serisindeki bazi kismi toplamlari gosterir.

p=4% p=8 p=12 m=16 n=20

a=2& mnm=6 nm=10 n=14 n=18

Sekil 6.1.1 J,(x) e polinom yaklaimi. n degerleri polinom yaklam dereceleridir.
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y,(X)'i bulmak icin & (0)'1 hesaplamaliyiz.ilk olarak, (6.4) denklemindekix *’in
katsayilarindar(r +1)°a, (r) = 0 oldugunu goririiz. Buradan gorulir ki sadeg€0) = 0 degil
ayni zamanda & /(0)=0'dr. (6.5) tekrarli baintisindan kolayca
a,(0) = a;(0) =¥ &,,,,, (0)= I+ Osonucu ¢ikar; boylece sadec&, (0),m=12,3,.. 'In

hesaplanmasi yeterlidir. (6.5) denkleminden
a,,(r) =-a,, (N /(r+2m)*>, m=12,3,.

vardir. Bu tekrarl bantiy1 cbzerek

. - 9
a(=-5r A0 e
ve genel olarak,
(1) = (1)1, m= 3 (6.8)

(r +2)? I + 2m)*’

elde edilir. &, (r) hesabi daha kullagh hale getirebilir. Bu ise sgidaki islem dikkate
alindginda gerceklgr. Eger

f(x) = (x=a)?(x—a,)* (x-a,)* Mx-a,)",
ise vex a,,a,,a,,lx 'den farli ise o zaman,

'O__ B, B . B

(0 (x-a) (x-ap)  (x-a,)

olur. Bu sonucu (6.8) denklemindex,,(r) 'ye uyguladgimizda

—alzm(r) :—2(i+_1+m]]} 1 j’
a,(r) r+2 r+4 r+2m

bulunur ver =0alarak

(0= 3+ 5+ T Ja,,0)

elde edilir. (6.6) denkleminda,,,(0)yerine yazilarak ve
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H =1+1+ligpt (6.9)
2 3 m

alinarak, sonug olarak,

(D" L _153.

aIZm(O) = _Hm 22m(m!)2 !

elde edilir. Sifirnci mertebeden Bessel denkleminin 2. ¢oziapgl alinarak ve 5.2

Bolumundeki (5.45) denklemindg (x) ve &,,,(0) =b,,,(0)yerlerine yazilarak bulunur.

V(0 =3 (x)lnx+z(22,? 'f)m x>0 (6.10)

Yy, 'nin aksine, ikinci ¢dzim genelliklel,ve y,’nin belirli bir lineer kombinasyonuna gore

secilir veY, ile gosterilir.

Y, =2[y,(9+ (/-1 2)3, ()] 611)

seklinde ifade edilir. Buradg Euler- Mascheroni sabiti olarak bilinir ve

y=Ilim(H, —Inn) 00.5772 (6.12)
denklemi ile ifade edilir.y,(x) (6.11) denkleminde yerine konularak,

()™ H,,

Y(X)——{(Vﬂn—)Jo(X) e e

xm}, x>0 (6.13)

elde edilir. x> 0icin sifirinci mertebeden Bessel denkleminin genel ¢ozumu
y =¢Jo(X) +C,Yo(X)

olur. Dikkat edilirsex — Oiken J,(X) — 1 oldugu gordlir. AyricaY,(x)'in x=0’da pozitif
degerler arasindanx — 0 iken (2/m)Inx gibi davranan bir logaritmik tekili vardir.

Boylece, ger orijinde sonlu olan sifirinci dereceden Bessel denkleminin ¢ozumleri ile

ilgileniyorsak Y, 1 atmaliyiz. J, ve Y, fonksiyonlarinin grafii sekil 6.1.2’de gosteriliyor.
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2\_ 4 /6 a"\\lij/ﬁz 14 4

Sekil 6.1.2 J, ve Y, Bessel fonksiyonlari.

Sekil 6.1.2'den goruldgl tzere buyukxdegerleri icin hem J,(x) hem deY,(x) salinimlidir.
Boyle bir davrany orijinal denklemden beklenebilir; gercekten fatinci mertebeden Bessel

denkleminin ¢ozimleri icin dgudur. (6.1) denklemink®’ye bolersek

2
W+§V+@-§Jy=0

elde edilir. x’in ¢ok biyiik olgu ile (1/x)y ve (v?/x?)yterimleri ok kiigiik olur ve bdylece

ihmal edilebilirler. Boylecev-inci mertebeden Bessel denklemi
y'+y=0

denkleminden yakkak olarak elde edilir. Bu denklemin ¢6zimlesinx ve cosx’dir; bu
nedenle buyuk x’ler icin Bessel denkleminin ¢oziumlerinirsinx ve cosx’in lineer
kombinasyonuna benzer olglu belirlenebilir. Bessel fonksiyonlarinin salinimli qidu

bolime kadar dgrudur; ama sadece bir bolumugdadur. Blylk x’ler igin hemJ, hem de
Y, fonksiyonlari dax arttikga bozulur; bu nedenlg’ +y=0denklemi blylk x’ler igin

Bessel denklemine uygun yakiai s&lamaz ve daha ince analizler gerekir. Aslinda,

xﬁwMand@ngj cost—2) (6.14)
7 2
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X - oo iken Y,(x) D(ij sinx-2) (6.15)
JTX 4

oldugunu gostermek miumkindix — ciken bu asimptotik yaklamlar aslinda c¢ok iyidir.

Ornegin, sekil 6.1.3 (6.14) asimptotik yakjaninin her x> 1licin J,(x)’e makul kesinlgini
gosterir. Bu ylzden sifirdan sonsuza kadar olan tim alandgk) yaklssimi icin (6.7)

serisinden x<1 igin iki ya da u¢ terim ve x=1 icin (6.14) asimptotik yakkami

kullanilabilir.

¥

Asymptotic approximation: y = ( 2irx) " cos(x - m/4)

y=Jylx)

)

Sekil 6.1.3 J,(x) ‘e asimptotik yaklgim.

6.2 Y -inci Mertebeden Bessel Denklemi

Bu ornek indisel denklemde kdklerin farkinin pozitif tamsayr glddurumu anlatiyor ama

ikinci c6zimde bir logaritmik ¢6zim yoktur.(6.1) denkleminde%yazarak

L[y]:xzy"+xy'+(x2—%jyzo (6.16)

elde edilir. y=¢(r,x) (6.3) serisinde duzenlerghde
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n=0

L[¢](r.x)= i[(r +n)(r+n-1)+(r + n)—ﬂanxr+n +Zw:anx””+2
:(%—%r X +[ (+ ﬁ—:ll}aix”l (6.17)

glenrtheniee

elde edilir. Indisel denklemin k(‘jklerir1=%, rzz—% ‘dir; boylece koklerin farki bir

tamsayidir. Tekrar lgantisi

[(r +n)2-ﬂan =-a_, N2 (6.18)

dir. (6.17) denklemindeki'*’in katsayilarindan daha bilyiik kdg(:%’ye karilik olarak
a, =0oldugunu buluruz. Boylece, (6.18) denklemindes, = a, =¥ a,,,, = [ Oolur.

Dahasi,r :%igin

=——%2 _ =246
ST T meny o

olur yadan = 2malirsak

a, =-—2m2 _ m=123.

2m(2m+ 1)

elde edilir. Bu tekrarll bantiyl ¢ozerek

ve genel olarak

a, = 0% o123,
(2m+1)!

elde edilir. Boylecea, =1alarak

(lm 2m lm 2m+l

1/2 —1/2 (
Y1 (X) =X {1 Z(Zmﬂ)'} Z DT x>0 (6.19)
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elde edilir. (6.19) denklemindeki kuvvet ser@nx icin Taylor serisidir; bu durumda/2-

inci mertebeden Bessel denkleminin bir ¢ozumiti’sinx’dir. 1/2-inci mertebeden birinci

1
¢ssit Bessel fonksiyonuy J,,, (2/7)2 y; olarak tanimlanir. Yani

1
2

Jl,z(x):(%j sinx, x>0 (6.20)
dir.
r2=—% kokune kagihk, N=r -r,=1 oldugunda a'i hesaplamakta zorluk cekilebilir.

Bununla beraber, (6.17) denklemindej= —% icin  x"ve xin katsayilarinin ikisi de

a,ve a'in secimine bakilmaksizin sifirdir. Bu nedendgve a, keyfi segilebilir. (6.18)
tekrarll bgintisindana,’a kailik cift sayili katsayilar kiimesi vey,'e kasilik tek sayilh

katsayilar kiimesi elde edilir. Boylece bu durumda ikinci ¢6zim icin hicbir logaritmik terim

elde edilmesine gerek yoktur, = —% icin,

(-1)"a, (-D)"a
(2n)! (2n+1)!

Qn =

oldugu gdosterilebilir. Bu nedenle

v, = X2 {aoi(_l) X a3 CUX }

o (2n)! o (2n+1)! (6.21)
_ . Cosx SinX
=& X1/2 +ai X1/2 , x>0

olur. a sabiti basitgey,(x)’in bir katini tanltlyor%-inci mertebeden Bessel denkleminin

1
ikinci lineer b&imsiz ¢6zumi genellikleaO:(Zln)E ve a =0 olan ¢ozum olarak alinir.

J_,,, ile gosterilir. Yani,

1
J,(X) = (%)2 cosx, x>0 (6.22)
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(6.16) denkleminin genel ¢ozumuy=cJ,,(X)+cJ_,,(X)‘dir. (6.20) ve (6.22)
denklemlerini (6.14) ve (6.15) denklemleri ile k#astirarak, 77/4’Gn degisim evresi harig

buyuk x’ler i¢cin J_,, ve J,,, fonksiyonlarinin sirasiylal,ve Y;’a benzedii gorulur. J_,,,

ve J,,, fonksiyonlarinin grafiklersekil 6.2.1’de gosterilyor.

|
2\4 i 8 No 12 14 x

sekil 6.2.1 J_,,, ve J,,, Bessel fonksiyonlari

6.3 1-inci Mertebeden Bessel Denklemi

Bu ornek indisel denklemde koklerin farkinin pozitif tamsayi gldue ikinci ¢6zimun bir

logaritmik terim icerdii durumu anlatiyor. (6.1) denkleminde=1alarak
L[y]:xzy"+xy’+(x2— )y=0 (6.23)

elde edilir. y=¢(r,x) (6.3) serisinde yerine yazilirsa ve bir 6nceki durumdaki gibi terimler

toplanirsa,

L[¢](r,x) = (r* - D)ax +[(r +1f - 1}a1x”1
+Y{[ (+n)-Ta,+a, }x" =0

n=2

(6.24)
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elde edilir.Indisel denklemin kokleri, =1, r, = -1 ‘dir. Tekrar ba&intisi

[(r+n)’~1]a,()=-a,,(), n=2 (6.25)

dir. Daha buyukr, =1 kdékine kagilik gelen tekrar bantisi

=—_%2 =234
ST ey TSN

r+ls

olur. Ayrica (6.24) denkleminde™’in katsayilarindaa, =0oldugu bulunur. Bu nedenle

tekrar bgintisindana, = a, = = O olur. n’nin ¢ift degerleri icin n=2molsun. Bu durumda,

— a2m—2 — a2m—2 —
. - . m=1,23,.
T T omem+2) . Zmm+ 1)

elde edilir. Bu tekrarli bantiyr ¢ozerek

_ (D", _
azm —m, m= 1,2,3,.. (626)

bulunur. 1-inci mertebeden birinci ¢git Bessel fonksiyonu J, ile gosterilir ve a, =1/2
olarak elde edilir. Yani,

( 1)m 2m

J,( )——Z P s D (6.27)

Seri kesinlikle herx igin yakinsar, bu yiuzded, fonksiyonu her yerde analitiktirl-inci

mertebeden Bessel denkleminin ikinci ¢6ziUmind bulmak igin direk yerine koyma yontemi
gosterilir. Asagidaki (6.28) denklemindeki genel terimin hesabi oldukc¢a kaikinaancak ilk

birkac terim basigekilde bulunabilir. 5.2.1 Teoremine gore

Y,(X) =ad;(X)Inx+ X‘{l+ich”] x>0 (6.28)

n=1

oldugunu varsayalimy, (x),y, (x) hesaplanip (6.23) denkleminde yerine konularaklyan

(6.23) denkleminin ¢ozumu ol@u kullanilarak

2axJi(X)+i[(n—1)(n— 2, + (- 1k, —c,]x™ +icnx”‘l =0, ¢, =1 (6.29)
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elde edilir. (6.27) denklemindel,(x) yerine konulup, iki serideki toplamlarin indisleri

degistirilip birkac adim daha ileri goturalurse

-¢, +[0¢, +c]x+Z[(n -1)c,.,+C,_, |X"

{ Z( 1; (2m+ 1)x mﬂ}

= 2°(m+1)m!

(6.30)

ortaya cikar. (6.30) denkleminde ilk olaralk=0ve a=-c,=-1 oldusunu gozlemleriz.

Dahasl, sgda yalnizcax’in tek kuvvetleri old@gu icin sol taraftax’in her cift kuvveti sifir

olmak zorundadir. Béyleceg, =0 oldugu icin c, =c, =0 Oolur. x'in tek kuvvetlerine
karsilik gelen tekrar bantisi ((6.30) denklemindeki sol taraftaki seride 2m+ 1olsun)

(-D)"(2m+1)

2 =
[(@m+1F =1y +Con 22" (m+1)!Im!’

=1,2,3,.. (6.31)

olarak elde edilir. (6.31) denkleminae=1 alirsak,
[3-1]c, +c,= 1)3/(Z 2))

olur. c, keyfi secilebilir ve bu denklem ile,bulunur. Ayrica denklemde<’in katsayisi

olarak c, sifirin kati olarak ortaya ¢ikar ve denkleayi belirlemek igin kullanilir. c,’nin

keyfi olmasisasirtici desildir ¢ciinki x‘1{1+chx”} ifadesindec,, x'in katsayisidir. Buna

n=1

gore, ¢, basitce J,’in bir ¢arpimini meydana getiriyor vey, sadeceJ,’in toplamsal

carpimina bgh olarak belirleniyor. Genel prag uygun olarak,c, =1/ 2 seklinde segilir.

Daha sonra,
-113 -1 1
c, = SHl|=——|1+=|+1
* 24E2[2 } 2“52[( zj }
24EP_I(H +H)

elde edilir. (6.31) tekrarli gntisinin ¢ozuminid, =0 oldugunu bilerek

— (_1)m+l(Hm + Hm—l)

m= 5 m=12,3,..
2°"ml(m-1)!
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oldugunu gostermek mumkunddr. Boylece,

Y,(X) ==J,(X)In X+§{l_m§:‘i (_Zlgm:::a;_q‘)*!ﬂ)xzm}, x>0 (6.32)

olur.

c,(r,) 'nin belirlendigi alternatif prosedur iley,(x) 'in hesaplamasi biraz daha kolaydir (5.2

Bolumiinde (5.41) ve (5.42) denklemlerinden gorilir). Ozel olarak, son prosedir (6.31)
formunda bir tekrarli bantinin ¢ézulmesine gerek duymazsizag),icin genel formulin

bulunmasini gdar.

(6.23) denkleminin ikinci ¢ozimu, 1. mertebeden ikinci tir Bessel fonksiygngenellikle

J, ve y,’nin belirli bir lineer kombinasyongeklinde alinir.Y, asagidakisekilde tanimlanir.

%3 = 2 [, +(y~In2)3,() (6.33)
y (12) denkleminde tanimlangti. X >0 i¢in (6.23) denkleminin genel ¢6zimu

y =¢Jy(X) +c,Y(X)

dir. Ayrica, J;'in x=0’da analitik olmasina gmen, ikinci ¢ozimY,, x — Oiken ayni

durumda1 olarak sinirsiz olurJ, veY,’in grafikleri sekil 6.3.1'de gosterilir.
X

_i"'Jl.
1
_\J’=—I|l:x:'
0.:‘ _)‘/r’ '\.__ }’ = },.rll I:‘-x_]
) .
f \ / ™ e
| y | _ff LN 4
2 & 6/ 8 10\ 12/14 2
Y 4 \\""—-
N
0.5

Sekil 6.3.1J, ve 'Y, Bessel fonksiyonlari
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