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inNnsiiz

Bu tez, esas olarak beg biillimden plugmaktadar.

Girig bdlidmiinde, daha sonraki biiliimlerde gerekli o-
14n kavramlarin tanimlari ile kullanilacak bazi Bzellikler
alindiklari kaynaklarla birlikte verilmigtir. Sonunda tez-
de gegen gisterimler bagvuru kolaylig: igin bir arada yazil-
migtir.

Birinci b#limde, degismeli olmayan indirgenmis halka-
larin sahip oldugdu bir takaim @Gzellikler incelenmis ayrica
bir halkanin hangl sartlar altinda indirgenmis halka oldu-
gu ile ilgili @zellikler ispat edilmistir.

ikingi b&liimde bazi ek sartlar altinda genel indir-
genmis halkalarin sagladigi ve { 3] te bulunmayan Hzellik-

lere yer verilmigtir.

Ugﬂncﬁ bflidmde, bir indirgenmis halkada gegerli olan

denk sartlar ele alinmistar.

Drdiincl bﬁlﬂmde,'yeni izellik ve ispatlarla birlik-
te [(xy)n - x™W" oz ] = 0 polinom Bzdegligini saflayan ya-.
r1 asal halkalarin degismeli ve indirgenmis olmasi ile il-
gili bir ©zelligin kisa bir ispat:i ve ayrica bir indirgen-
migs halkada gegerli olan denk sartlara ait iki yeni sonug

yer almaktadir,

ispatlarin sonunda "ispat bitti®anlaminda g.e.d

simgesi kullanilmigtar,

Tez konumu veren ve bu kanularin timind seminer ola-
rak anlatirken fnemli agiklamalarda bulunan ve kaiymetli
destek, tesvik ve yardimlarini esirgemeyen Sayin Hocam
Prof.Dr.Arif KAYA'ya minnet ve giikranlaraimi sunarim. Ayri-
ca tezin yazimindakl yardimlarindan dolayi Often BGURER'e

tesekkiirli bir borg bilirim.

Bornova, IzZMIR, 1988 Alev KISIR
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ABSTRAKT

Bu tezde degismelil olmayan indirgenmis halkalarin
fzellikleri gegitli kaynaklardan taranarak derlenip ince-

lenmis ve toplu olarak bir arada verilmeye galigilmigtir.

ﬁyrlca [(xy)n-xnyn,i] = 0 polinom dzdeslidini saglayan
yari asal halkalarain dedigmeli ve indirgenmig olmasi ile
ilgili bir #Bizelligin kisa bir ispati ve bir indirgenmig
halkada gegerli olan denk sartlara ait iki yeni sonug yer
almaktadair. [3] te bulunan Bzellikler bu galigmada ele

galinmamigtair.

ABSTRACT

In this paper, the properties of non-commutative
reduced rings are studied making use of different sources,
and they are tried to be presented as a whole. Besides
are a short proof of the property of the semi-prime rings
satisfying the polynomial identity [(xy)n—xnyn,z] =0
to make them commutafive and reduced and two new results
having the equivalent conditions in a reduced ring. The

properties in [3] are not studied in this paper.



§ 0. GiRrig

Sifirdan farkli nilpotent elemani: olmayan bir halka-
va indirgenmis (reduced) halka denir. Bu tez, genel indir-
genmig halkalarla ilgili yayainlanan son geligmeleri derle-
mek ve onlari bir arada vermek amaciyla yazilmistir. Dedis-
meli ve indirgenmig halkalar ile ilgili Gzellikler afirlik-
11 plmak iizere bu konuda [3 ] te yer almis olanlar diginda
kalan fzellikler hipotezlerine géire siniflandirilmak sure-
tiyle tez 5 bolimde gruplanmistir. Bu arada okudufjum maka-
lelerde verilmeyen bazi ispatlari tamamlamis [ Ozellik 4.1,
L.3, 4.4 ], 0zellik 4.2 nin ifadesi ve ispati1 tarafimizdan
yapilmigtir. Ozellik 4.5 in ise gok kisa bir ispati ve bir
uyari verilmigtir. Ayrica tezimizde ilk kez yayinlanan &-

zellikler de yer almigtar .[ Ozellik 4.7, 4.8] .

11k olarak, &izel bazi kavramlari tanimlayip, ispat-
lar sirasinda gerekli olan ama indirgenmis halkalarla dofj-
rudan ilgili olmayan BHzellikler bagvuru kolaylidi igin a-

lindiklari kaynaklarla birlikte verilmisgtir.

I herhangi bir indeks kiimesi ve {R_ }
it

halkalarain bir ailesi ve i€l
T Ry ={f: I—s URy | F (i)ERy , her 1€1 |
i€l
ve

TW; :TT Ri —_— Ri

i€I

bir projeksiyon olsun. Efer her hir 1EI igin

TTi(I)Ri = R,

olacak gekilde bir




monomorfizmasi varsa R ye { Ri } halkalarinin bir

alt direk toplami denir. 1€l

(0.4) DOzellik [ 27, p.123, Corollary | R herhangi bir
halka olsun. Eger { Ail i1 €71 } R deki ara kesitleri saifar
plan ideallerin kiimesi ise o zaman R, R/Ai halkalarinin alt

direk toplamaina izomorftur.

R herhangi bir halka ve P R de bir has ideal oplsun.
Eder ab€P oldudunda ya a€P veya bEP oluyorsa P idealine

R de tam olarak asal (completely prime) ideal denir.

Q R de herhangi bir has ideal plsun. Efer bir n€z
igin a"€ 0 oldufunda a€Q cluyorsa 0Q yva R de tam

olarak yari asal (semi-complately prime)ideal, denir.

(0.2) Ozellik [1, lemma on existence of completely
simple ideals ]. Eer Q tam olarak yari asal ideal ve 8
BDOOQ olacak sekilde herhangi bir ideal ise o zaman PDQ
fakat PéB olacak gekilde bir P tam olarak asal ideali

vardair.

(B.3) Ozellik [12, p.194, Lemma 3.8 ] R birimli bir
halka, J Uniter R-modill olsun. 8 zaman J nin injektif
plmasi igin gerekli ve yeterli gsart R nin her L sBl idea-
1i igin L den J ye her R-modidl homomorfizmasi: R den 3 vye

bir R-modil homomorfizmasina genigletilebilir oplmasidir.

R herhangi bir halka olsun. M ve N MCN olacak se-
kilde iki sad R-modiil olsun. N nin sifardan farkli her alt
modiild ile M nin ara kesiti sifirdan farkla ise N ye M

nin "essential” geniglemesi denir.

Eger N M nin "essential" geniglemesi ve N nin

has geniglemesi yoksa N ye M nin maksimal "essential®”

genislemesi denir.



(0.4) Ozellik [ 25, p.92, Proposition 10 ] N M nin
bir geniglemesi olsun. 0 zaman agagidakiler birbirine denk-

tirler.

(1) N M nin maksimal "essential" geniglemesidir.
(2) NM nin "essential" genislemesi ve injektiftir.

(3) N M nin minimal injektif geniglemesidir.

N ve M nin injektif "hull"i denir.

(0.5) @izellik [ 22, Proposition 2.21, Proposition : .
2.24 ] R bir halka, A AR=A o0lacak sekilde R nin bir i-

deali olsun. 0 zaman asagidakiler birbirine denktirler.

i) R nin her has sag ideali maksimal sad idealle-
vin bir ara kesitidir.
ii) EGer M basit R-modil ise ﬂ, M nin injektif
"hull"i,olmak Gzere M=MR dir.

iji}) Eder M basit R-mpdiil ise M injektiftir.

(0.6) Ozellik [ 22, Proposition 2.26 ] R bir halka
olsun. I, N(I)/I garpmaya gire yari grup olacak sekilde
R nin bir sag ideali ve J, I %;.J olacak sekilde R nin

bir sad ideali ise o zaman
N
{m € (R/I) | mR=0} =0 dar.

(0.7) Bbzellik [ 22, Proposition 2.27 | R, ag R igin
A(ca) C A(a) olacak gekilde cER vardir sartini sag-
layan bir halka olsun. I, N(I)/I garpmaya giire yari grup oO-
lacak gekilde R nin bir sag ideali ve J, I%;J olacak se-

kilde R nin bir sag ideali ise
J ANCII £ @

oldudunu kabul edelim.



- 0 zaman,
.":.A(R/I) =§r€R | her bir xeR icgin rxy = 0 olacak

gsekilde VX¢I ~ vardir. }

R herhangi bir halka olsun. Ya& R igin a=axa
olacak gekilde bir x€R varsa R ye regiiler halka

denir.

(0.8) Dzellik [ 22, Proposition 2.29 ]| R bir regiiler
halka ve I R nin bir maksimal sag ideali olsun. 0 zaman

I nin moduler olmasi igin gerekli ve yeterli sgart

N(I)/I £ D oslmasidir.
S birimli bir halka, R § nin birim elemanini ige=
ren S nin bir alt-halkasi olsun. Ejer V¥s€&€ § igin
5" + a 5”'1 + +a_ =0
n—1 . & 8 o @ D—

olacak sekilde a N o aDE R ve n6_2+ varsa 5

n-1
ye R nin integral geniglemesi veya R dGizerinde integ-

raldir denir.

(0.9) Dzellik [ 33, Theorem & ] S R nin bir integ-
ral genislemesi olsun. Ejer R regiiler ise o zaman S deki

her Q tam olarak asal ideali S de maksimal sa§ idealdir.

(0.10) Ozellik [ 28, p.66, €x.11 ] R ve 5 herhangi
iki halka, 8 R den § {zerine gekirdegi K olan bir homo-

morfizma ise agafidakiler saglanair.

i) P K y1 igeren bir asal ideal ise B8P, S5 de bir

asal idealdir.



i1) U g de bir asal ideal ise & 'U,R de K vy
igeren bir asal idealdir.

iii) R deki WK wy1 igeren biitlin asal ideallerin kii-
mesinden. 5§ deki biitiin asal ideallerin kiimesi

tizerine P—> BP dinilgimi 1-1 bir ditniiglimdir.

R birimli bir halka, P R den farkli bir ideal olsun.
YP asal ideali ve a ¢ P igin ax € CN\P olacak gekil-
de x&R wvarsa R ye hemen hemen deijigmeli halka
(Ag -halka) denir.

R birimli bir halka, I R de bir ideal olsun. VI
ideali ve a¢I igin ax € G\XI olacak gsekilde x€ R varsa
R ye kuvvetli AC -halka (S5AC-halka) denir.

(0.11) BOzellik [ 34, Theorem & | R bir AC halka ise

asafidakiler birbirine denktirler.

(1) R regliler halkadir.

(2) R de her ideal yara asaldar.

(3) R indirgenmis ve R nin her P asal ideali igin
R/P regliler halka (gergekie b@liim halkasi).dir.

(0.12) Gizellik [ 34, Theorem 7 | Efer P R de bir a-
gal ideal ve P', R! de M=R\P ile arakesiti saifir olan i-
dealler iginde maksimal olan bir ideal ise o zaman P', R’

de bir asal ideal ve P'AR = P dir.

(0.13) iizellik [ 34, Corollary 4] P, R' de tam o-
larak asal bir ideal olsun. 0O zaman P'niin R' de maksimal
sol ideal olmasi igin gerekli ve yeterli sart P'(NR nin

R de bir maksimal ideal olmasidair.

R herhangi bir halka olsun. Ejer ¥ x € R igin
x7= x™ oplacak gekilde farkli n, m pozitif tam sayilara

varsa R vye "periodic" halka denir.



G-

(0.14) Ozellik [ 7, Lemma 1 ] R bir "periodic"

halka olsun. 0O zaman asafidakiler saflanar.

(a) ¥V xER igin x in bir kuvveti idempotenttir.

xn(x)

(b) ¥ xe R igin x- nilpotent olacak gekilde

bir n(x) > 1 wvardar.
(c) ¥ x€ER, birn = n(y) V¢ igin y"=y ve w nil-
potent olmak lzere vy + W seklinde yazilabilir.

(d) EGer I R de bir ideal ve x + I, R/I nain sifar-
dan farkli nilpotent elemani ise R, x = u (mod I)

olacak gekilde bir 'u nilpotent elemani vardir.
R herhangi bir halka olsun.

8) R nin bir 'Q idealinin indirgenmig ideal o0lmasi
igin gerekli ve yeterli sart R/Q nun indirgenmig halka

olmasaidar.

B) AR nin bir alt halkasi olsun. Eger

¥V xER  igin r"E R
olacak sekilde n = n(r) » 1 varsa R ye bir A-radikal
halka denir.
c) R nin iki yanli nil ideallerinin bilesimine R

nin "upper” nil radicali denir.

d) ¥ x € R 1igin

{x } T =§r ER l XT = D}

kiimesine x in sag sifirlayani denir. Benzer sekilde

ix Sl = { T€R | rx =D i

kiimesine x 1in sol safirlayani denir.

e) R bir halka ve Y a € R igin a'x g = a”

olacak sekilde bir n(a) > 1 ve xER wvarsa R ye

T - regiiler halka denir.



f) R nin sifirdan farkli her J ideali iginm
JNI # (0) olacak sekilde R nin bir I saQ idealine R
nin "essential" sagj ideali denir. Benzer sekilde R nin
"essential” sol ideali de tanaimlanair.

g) Z, (R) = i a€&R | ia}r R nin "essential" saf
ideali kiimesine R nin saf singiiler ideali denir. Ben-

zer sekilde R nin sol singililer ideali tanimlanir.

h) ¥ x € R igin x = xza olacak sekilde R nin bir

8 = a(x).) elemani varsa R vye kuvvetli regiiler (strongly

regitlar) halka denir.

1) Eder R nin her esas ideali bir merkezi idempo-
tent tarafindan dojurulmus ise R vye biregiiler halka

denir.
i) Efer Y x € R igin

x"= kx™ ve n > m > O

olacak sekilde x e bafl: k, n, m tamsayilari varsa R ye

"quasi-periodic" halka denir.

j) Eder ¥ x€R igin x"= kx olacak gekilde bir k
tamsayisi ve n»1 tamsayisi varsa R vye bir C-halka

denir.

k) Eger ¥ x€R igin x"*)o x Gglacak sekilde

n(x) » 1 wvarsa R ye bir J-halka denir.
DT=1teRrR | tx"=x", n=ne) 1, v xeRr}

kiimesine R nin "hyper" merkezi denir.
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91. INDIRGENMIS HALKALARIN BASIT BZELLIKLERi

Bu bBilimde bir indirgenmisg halkanin safladifa bir

takim Hzellikler yer alacaktir.

Ilk oplarak bir halkanin hangi sartlar altinda indir-~

genmis halka oldugu ile ilgili &zellikleri giérelim.

fizellik 1.1.[ 1, Theorem 2 ] . Sifirdan farkli bir
R halkasi safir biilensiz halkalarin alt direk toplamina

izomorf ise bir indirgenmis halkadar.

ispat. R, sifir bilensiz §, halkalarinin alt direk
toplami olsun. S, Si lerin tam direk toplami ve T S nin

herhangi bir alt halkasi olsun.
t = (t,, ty,...) ET ve t'= (t], tn, ...) = O
ise
tq =0, t, =0, ... dir.
Si ler saifar bdlensiz halkalar oldugundan
=0, ... dir.
=t = (t,, tp,, ...) = (0, 0,...) =0

Buradan T, indirgenmis bir halkadir. Oyleyse R de indir-

genmis bir halkadar. g.e.d.

Bizellik 1.2. [ 21, Proposition ] . Q, herhangi bir
R halkasinin bir indirgenmis ideali, 5. R nin herhangi

bir alt kimesi ve

A:iréR ]rSCQ}
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kiimesi 5 nin modQ vya gdre sol (sag) sifirlayani ise

o zaman A bir indirgenmis idealdir.

ispat. Qi indirgenmis ideal ise (7 Qi de indir-
i€l
genmis idealdir. Q[ldnki;

'\]ER/QQi ve y'=10
€I

glsun. 0 zaman

Ve Mgy = viel igin y"euq,
iel

- (y+Qi)m= ym+ Qi= o
- v o+ Qi , R/Qi de nilpotenttir.
—_ y + Qi= 0 (Qi indirgenmis ideal)
=? viel igin yéQi
—p Y e N Q.
' €1 *
= vy =0

Simdi § nin birden fazla elemandan olustudunu ka-

bul edelim.

N {rGER | rs€nq } =L
s€S

diyelim. Eder

aE A = 85%] = VUs€S igin as €Q

—» a&€lL —p ACL
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leL = V¥Ys€S :igin 1s€0Q =—y 15CQ
—> 1€A _;_>L¢_:_A

Buradan A = L bulunur. Oyleyse 8§ = {575 kabul edahili-

Tiz.

Simdi de A nan bir indirgenmis ideal oldudunu glis-

terelim.
a4, azéﬁ\ = a,s, aZSEQ
= (a1-az)s = 8‘13-_&2':5 (=]
— a,l-azEQ |
Yr€ER ve a€A igin (ra)s = r(as)€Q (as€ Q)
=) ra€A

flyleyse A spl idealdir.

a€EA=a8s€Q] =— sa€l =— (sal)r€Q (Q ideal)

= s5(ar)€Q = (ar)s €l — ar€Al
Buradan A bir saf idealdir. Yani bir idealdir.
TER/A ve T =0 ~ oplsun.

=2

T 0 = rZéA = r?séﬂ = rsr €

=3 rers€] = (rs)zéq = rs5€(
= r€A = T =0

Biylece R/A bir incirgenmis halkadar. Yani A bir indir-
1

genmis icdezldir. g.e.d.



-12-

fizellik 1.3. | 10, Theorem 6 | . R sifirdan fark-
11 nil ideali olmayan ve A - radikal bir halka olsun. O

zaman A indirgenmis ise R de indirgenmis bir halkadar.

ispat. Once R nin sifardan farkl:i nil saf ideali-

nin olmadigani giistermeye galisalam. N , R nin sifirdan
2
a

farkli nil saf ideali ve D # a€ f igin = D oplsun.

Efer, rER 1ise bir n 1igin

r"EA ve ((’I+a)r(1-—a))n€.A dir.

((1+a)r(1-a))" = (1+a)r"(1-a)

n
T + EI‘n— rna o EI‘nE

= b = ar'-r"a-ar"a €A .

Simdi,
b= (arn)2+(rna)2 - ar?"a
ve timevarimla ctER olmak lzere
B2t (arn)2t+ (r"a)2t + ac,.a
bulunur. a & JF | oldufundan
ar’ ve r''a

nilpotenttir. Oyleyse
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olacak sekilde bir tD vard:r.
Buradan,
2t0+1 )

b = (a E, a) =10
o

ve A lzerindeki hipotezden b=0 alabiliriz. Buradan,

0 = ba = ar a dir.

== 0 b = ar’'-r'a

=) a €T { (TR nin hyper merkezi)

Buradan R nin sifirdan farkli nil ideali olmadigindan
a R nin merkezine aittir. Fakat R vyariasal ve a nil-
potent eleman oldudundan a=0 olmalidir. Bu ise a#0

nlmasina gelisir.

2

Simdi a€&R igin a“=0 olsun. Ejer TrER ise

uygun bir n igin

(am)"en  ve ((1+a)(ar)(1-a)) " € A dir.
Fakat
<(1+a)(ar)(1-a))n = (1+a) (ar)"(1-a)
= (ar)" - (ar)" a
= (ar)" a = bEA .
2

b= O ve A indirgenmis oldufundan b=0 dir. Bundan



-1 -

dolaya (ar)n+1 = 0 dir. Buradan aR nil sag ideal ve
dolayisi ile &=0 dir. Oyleyse R indirgenmis hir halka-

dir.

Yukaridaki Ozellife denk olarak sunu siiyleyebiliriz:

"R A-radikal ve A indirgenmisg halka ise R nin nilpo-~

tent elemanlara bir‘ideal olugturur.,

Bunu gdyle ispatlayabiliriz:
N(R) R nin Yupper" nil radikali

ve , R = R/N(R) olsun.

i

A = A+N(R)/N(R) = A/ANN(R) = A

ve A indirgenmis oldufjundan R A-radikaldir. Buradan
R indirgenmis ve R nin her nilpotent elemani N(R) vye

aittir. Yani,

N(R) = N’ dir. g.e.d.

fizellik 1.4. [[23] , Propositien 2.1, Propasition
2.2, Propositiaon 2.3‘[29], Lemma 3.1, Propaesition 3.1,
Remark [2&] , Proposition 4.2, [21} , Theorem, [1] ,
Theorem 2 [33] , Theorem 1, [32],Thenrem 21, Lemma 2.2 ]
R bir indirgenmig halkgyx& R ve P R de bir asal ideal

olsun. O zaman agsafjidakiler gegerlidir:

(1) 1) {x}T , R nin iki yanli bir idealidir.

11) x ¢{x}*

iii) R/A(x) bir indirgenmig halka

iv) ré€R ve rx € {x} 1 ise r €& {xsl
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2  Rx N {x}' =@
(3) R singiiler ideali sifir olan bir halkadar.

(4) R nin idempotentleri merkeze aittir.
(5) 0, = O(P)

(6) 1) 0, C P

bir indirgenmig halkadar.

P
(7) “R sifar hiBlensiz halkalarin alt direk toplamidar.
(8) P, listelik VUV x # O&€ER igin A(x) C P bplacak

sekilde minimal tam plarak asal ideal olsun. 0 zaman
PCA(xR) dir.
(9) x £ 0 olmak {zere

Z(x) in her maksimal elemani tam olarak asal bir idealdir.

(zel olarak, A(x) tam olarak asal bir idealde kapsanair.

Uyari 1.5. Her ne kadar yukaridaki &zelligin (8).
kismanda P nin tam oplarak asal olma sarta kuyulmussa da

bu sarta (zellik 3.1.1. e giire gerek yoktur.
ispat (1). x # 0O olsun.
i) Eder a& R ve ax = 0 ise o zaman
(xa)z = xaxa =‘D = xa = 0 (R indirgenmis

halka oldufundan). Benzer sekilde xa = 0 ise ax = 0

oldufu da gérilor. Oyleyse

{xj L. {x} T dir.
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ii) x €& {x}l glsa, x%= 8 olur. Buradan R indir-

genmis halka oldufundan x = O glur. Hipotezden x # 0
idi. Oyleyse  x ¢ {x}l dir.
. 2 2
iv) a,b&R ve ab"= 0 =% (bab)”™ = bab"ab = 0
—% bab =0
2 .
= (ab)"= abab = O

=y ab = 0

[

= r€{x}’

iii) 8€R/A(x) = R ve bir n€Z igin 57 - 0

olsun. n = 1 ise, ispatlana‘cak bir sey yoktur.

nM»1 ise, a"€ A(x) ve DO=xa'= xa""? a.a
— xa""? a=D
) xa"~1 - g
Oyleyse,
re-1

xa' = 0 = xa' ' =0 dir.
n izerindeki timevaraimdan xa=0 bulunur. Bundan dolayi
a € A(x). ve dolayisiyle a =20 dir.

(2) yEERx N {x}l plsun. O zaman,
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bir u€R igin y=Uux ve yx=0
2
= xy=0 =y =uxy=0 = vy=0
Oyleyse,
N 1.
Rx §x§ = (0)

(3) x, R nin singller idealine ait ise yani

ise (2) den
{x Sl (\ Rx= (0)
ve buradan x = 0
(4) e€R bir idempotent olsun.

(xe—exe)z

]

[(1-9).xe ]2

XEXE—XEZXE-EXEXE+EXEZXE

#

[

XEXE~XEXE~EXEXE+EXEXE

= (1-e)xe = 0.

dir.

dir.

dir.

x€& Z(R)

dar.

Benzer sekilde ex(1-e)=0 ocldugu da gdrilir.

fyleyse,

EX=XE=EXE dir.
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(5) x€O0(P) —y YT€R ve bir y¢P igin  xry=0
= 3Ir_€R icin rayéP

s XI’Dy =0

= xEEDP
= 0P C 0O
x €0, =» bir vgr igin xy=0
=  yx=0
palt? (xry)2 = xryxry = O
— Yr €R igin xry = O
- DP C 0(P)
(6) i) ﬁnpe O, nin bir ideal oldufunu gBsterelim.
Eger T, Ty € Dp ise o zaman
T,8,4= 0 = Toly
olacak sekilde a,, BZE,R/P vardir. (1) den

r1Ra1= 0 = rzRa2

Uygun bir r€&€R 1igin a1raz¢P dir. 0 zaman

(r1—r2)aqra =r1a1ra2-r2(31r}az= ]

2
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Bundan dolay:

ri-15 € 0p
Eger rer ve x€ER ise ra = D olacak se-
kilde bir a1¢ P vardir.

= xra,= 0 — erDp

Yine
ra1=D mvee a,lr:D > a1rx=ﬂ

= rxa =0 — rxél‘.ip

Oyleyse Dp bir idealdir. Simdi de ﬂpg__P oldufunu

gisterelim.

rEDp = Bir aéP igin ra=0
== VYyER igin ray=0
=3 ayr=0
= aRr=0"
= aRr=0 (R:R/P)’
:?" a=D0 veya r=0
= T€F . (@@EM
ii) Bir n tamsayisi igin a '€ Dp placak gekilde

a €ER varsa O zaman
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bir s igin any=D dir.
(1) den,
(ay)"'=0  ve ay=0 dir.
Dolayisi ile aé,Dp dir. Yani R/Dp bir indirgenmis
halkadir.

(7) 0 # x&R olsun. Simdi bir § kiimesi tanimlayalam.

s={1I&R |I,R nin indirgenmis ideali,

x¢1 ]

0ES dir. Dolayisi ile 8 # B dir. S5 kiimesi kapsamaya

gire kismi saralidair. 5 nin herhangi bir zinciri

c:{xif ve u=UT1,
€T

olsun. 0 zaman

x¢U ve U bir idealdir.

¥ €R/U ve § Mo

oglsun.

7"=0 = y™o

- vaIJ

— En 2z bir i€l igin ymé Ii

= D:yﬁ-'rli:(y-p:[i)m
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= V + Ii . R/Ii de nilpotenttir.

- yéfIi (Ii ler indirgenmis ideal)
= y€u
_—_—__-—;)Q:U

Oyleyse U indirgenmis bir idealdir ve UES oplur. Do-
layisi ile § kilimesine Zorn Lemma'sini uygulayabiliriz.
Buradan § kimesinin x i igermeyen bir Qx maksimal

indirgenmis ideali vardair.
a £ 0, b#£0€ R/Q,, ve ab = D
olsun. 0 zaman
ab€q, ve =adaq, hEQ, dir.
A=jr€R|reRq} (= (RbEQ) =—y bEBR)

B ={r€er |Arcn, ( = (ABeQ,) =p a€A)

kilmelerin: tanimlayalim. Ozellik 1.2. den A ve B indir-

genmis ideallerdir.
QcAhA, Q. CB ve ABQQX dir.

Ayrica,

a€ARn ve a¢Qx = n;é[}x
LEB e b¢a, = B#Q dir.

0 zaman Q_ in maksimallifinden x €A ve x € B dir.
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—_ XZEZAEQQX

= xzézﬂx

e xéQx (Qx indirgenmis ideal)
Halbuki x&0Q | idi.

Oyleyse R/Qx in sifirdan farkl:i sifir bBleni yoktur.

Son olarak,

0 £ x€R

oldugunu gﬁsterelim.ye_(\ , olsun. 0 zaman

O#x€R

Y0 #£ x€R igin yeaq, dir.

y # 0 olsa, §  lerin segiminden yéZQv clurdu.

Bu ise Y0 # x€&R igin yEQx olmasi ile gelisgir.
fyleyse vy =0 olmak zorundadir. Yani,
(w Q=10 dar.
O0#x €R

Dolayisi ile (0.1) den R, sifirdan farkli sifir bdleni

olmayan R/Qx halkalarainin slt direk toplamadir.
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Bu 8zellifin ispati AndrunakieviT ve Rjabuhin tara-

findan asagidaki sekilde verilmistirt{1 ]

O R nin saifir ideali olmak iizere anéfQ ise o
zaman a'= 0 dir. Buradan a =0 wve a€( dur. Oyley-

se sifir ideali tam olarak yari asal idealdir.

Pqg , R nin tam olarak asal idealil olmak lzere

o=\rp ~ dir. (0.1)
ol o
R&z R/&. olsun. ﬁd sifir béilensiz bir halkadair.

(8) Bu ispata gegmeden bize burada gerekli agadidaki &-

zelligi verelim:

fizellik 1.6. /30, Lemma 1.] R indirgenmis bir hal-

ka ve B4y 8p,...,8., xER olsun. P 84,85...,8_ Nin her-

hangi sirada bir garpiml; Pi B reessBy 4185 .4,---,8, DiD
bir garpimi ve Px a1,...,a;,x in bir garpimi olsun.
(i) P =0 & Bge-e8 = ]
(ii)- 1 # ] igin aig aj ise g zaman

P=0¢&» P=0

(iii) P

0 & P =0

ispat. Ejer R bir béilge ise her bir durum agiktair.
Difer taraftan R  indirgenmis halka oldudundan (7) den
sifir bilensiz halkalarain alt direkt toplamidir. Dolayisi
ile gartlarin her biri indirgenmis bir halka igin de sag-

lanir.
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Buradan eger

abx = 0 ise bax = 0 olur wve

a'lx = 0 = (ax)" =0
= ax =10
—=» a€ A(x). g.e.d.

Buradan asagidaki sonucu yazabiliriz:

Sonug 1.7. R indirgenmis bir halka olsun. 0 zaman

A(x) tamglarak yari-- asal idealdir ve
ab€A(x) olmasi ba € A(x) olmasini gerektirir.
Simdi esas BHzelligimizin 8.kisminan ispatina gecgelim.
M = i (a,]m,])...(»anmn) | nEN,.ai¢‘P, mi¢A(xR)

olsun. M garpmaya giire kapali bir kiimedir ve (R\P)CM
ve R\N(A(xR)) M dir.

MOA(x) = B dir.
Cinkd; eger
(am)...(a _4m__,)a m YEMNAX)
ve n ) 1 ise

x.(a1m1)...(a 1).(anmn) = 0 dir.

n-1"n-
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— x[G@m)...a _4m ) a ]m=0

= x {(a1m1)...(an LIy an] =0 (mn¢:A(xR)
= (am)...(a _ym__4) a € A(x)
= (@ apm,...(@, _ym _4) € A(x)

P  tam olarak asal oldufundan ana,]dp dir.

devam edildiginde sonunda a¢F‘ olmak lizere

am1€A(x)n M

bﬁlunur. Fakat bu mimkin dedildir. Cinki;

am1€h4ﬂA(x) = am,€EM ve (xa)m,=0
= xa =10 (m1¢‘A(xR))
== a €EA(x)CP
= a€&P
Bu ise a¢P olmasi ile geligir. Oyleyse
Mf\A(x) =g

nlmalldlr.‘

(Sonug 1.7)

Béyle

M*, McM® ve M*N a(x) = @ olacak sekilde

’

bir maksimal m-sistem olsun.
R\M* = p* tam plarak asal bir idesldir. Ve

A(x)cPEP ve PYCA(XR) olur.

(0.2) nin ispatindan
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P nin minimalliginden
P = PEA(XR)

olur.

(9) (1) (i) den A(x)EZ(x) ve Z(x) # B tur.

Z(x) de artan bir ziocirin bilesimi yine Z(x) tedir:

U, Z(x) de bir artan zincirin bir bilesimi olsun.

Eger
a3 €R/U ve a =0 ise a'=0 dir.
= a'€U
—% En az bir 1 igin a”éui (w =Qu

= R/Ui de = =0 dir.

=> R/U; de 3 =0

— En az bir 1 igin aéui
= a€&l
= -E‘i = 0

Buradan Zorn Lemma'sana giire Z(x) de bir [I(x) maksi-
mal ideali segebiliriz. Eger a &R vEe a¢1(x) ‘ise
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J:{VERI ayEIu)}

alabiliriz. Anlasildigi gibi,

J D I(x)
0 zaman

R/I(x)

J/I(x) =

de

ia+1(x)} i

dir.

dir:

VE I/ I(x) = (a+I(x))(y+I(x)) = ay + I(x) =0

A

= J/I(x)g;_{a+1(x)}

Tersine olarak,

T
z € {a+I(x)} =

l

T

ve Ozellik 1.3 (1) (i) den

1
{a+I(x)} = {a+I(x)}r
aél(x)

ax ¢I(x) ve bundan

T

(a+I(x))(2+I(x)) = O

EZ+I(X) =
az €I(x)
z €3

Z €3/1(x)

R/I(x)

dolaya

0

de bir idealdir.

oldugundan,

x¢a  dir.
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Egder rx&€J ise arx € I(x) dir. Buradan ar€I(x)

ve dolayisi ile r€d dir.

Son olarak Ozellik 1.4 (1) (iii) ten
R/J 2 R/I(x)/3/I(x)

indirgenmis bir halkadar. Oyleyse JeEZ(x) dir.

Bundan dolayy J =I(x) dir. Oyleyse R/I(x) in sifar-
dan farkli safir b8dleni yoktur. Buradan I(x) tam olarak

asal idealdir.

0zel olarak, A(x)€ Z(x) oldufundan, A(x) tam

olarak ssal bir idealdir. g.e.d.

fizellik 1.8 [ 23, Proposition 2.8 ] R birimli in-
dirgenmis bir halka olsun. P R de bir asal ideal ve
N
R/P, R/P sag R-modilinin bir injektif hull'i olsun.

0 zaman
N\
Dp: A(R/p) dir.
- o A~
Ispat. Eger A(R/p)gﬁ Dp ise ozaman

Vy €ER  igin Ty #0 ve rnéup

nlacak sekilde rné A(R,/\p) vardir. Burada
Yy ER igin A(roy) cC P dir.
Simdi bir K kiimesi tanimlayalim.
K = ixéR//\p ]xﬁ\(rn)=£}}

Her bir veT igin
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N
Foo: rDR —> R/P

T X —— YX
seklinde tanimlzi fy bagintisi,
i) Iyi tanimlaidir: T X=T X4 => T (x=x,)=0
— x—x,léA(rU)
-3 y(x—x1)=D
o 3 yx=yx1
ii) Toplamayi korur: Vx,x1 €ER igin
Fy(r0x+rux1)=y(x+x1)
=YX+YX g
=fy(er)+fy(er1)
iii) Modidl islemini korur: Vaé&R igin
fy((er)a)=fy(rD(xa))
=y(xa)
=(yx)a
=fy((rDX)a)

7~
Bundan dolayz, fy’ rDR den R/p vye bir R-homomorfizma-
sidar.
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f f nin R vye bir geniglemesi olsun.(0.3).

v’ y
0 zaman
y=fy(rn.1) = fy(rn) = fy(1.rn) = fv(1) o= D dir.
Glinkii,
AN /\
Fy(’{)e R/p ve I'DE R(R/p) © dir.

Buradan, K = {D} dir. b&R/p oblsun. O zaman
A(r > P oldufundan bA(r ) CP dir.
ve 0#b = b+P igin

E(A(ru))-= bZAZrDS5 =D

Bundan dolayi, b €x ve dolayisi ile b=0 dir. Bu
ise  b#D ile gelisir. Oyleyse

A(ﬁ?b)fg Dp

olmalidair. Tersine olarak,

B giA(ﬁ7p}
oldugunu kabul edelim. 0 zaman

N

(R/p)0_ # O
P
‘ A

ve xa £ 0 olacak sekilde aEDp ve x €R/p vardir.

~
R/p , R/p nin bir "essential" geniglemesi oldufundan
(D.4) ten
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xaRN R/p =

N

\
R/p nin sifirdan farkli bir alt modilidir.

Bundan dolaya

J £ P ve

olacak sekilde R nin bir J

Burada

aEDp oldudundan, ab=0

sag ideali vardir.

Jd = iréR l HPEN}

Ozellik 1.4. (1) den aRb = D

Buradan

Nb = O dair:

tn= j+PEN = xaR R/p

==¥ Nb =0

olacak sekilde

dair.

ve ¥s €ER

yazilabhilir.

bg P

- yazilabilir.

x(asﬁ) =

0

P .asal ideal oldufundan bu mimkin degildir:

Fakat

J

£

Nb=0 = (j+P)b =
= JjbeP ,
= Jdbh(C P

— JRb P

o

, ®ji€d

¥jEJ

= JgC P (P

P VE JID P

VS N
A(R/p) £ 0 & A(R/p)

gir. Buradan,

dir.

vardir.

igin
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§ 2. INDIRGENMIS HALKALARIN DIBER HZELLIKLERI

Bu bflimde indirgenmis bir halkanin bazi ek sartlar

altinda sagladigi Hzellikler yer alacaktair.

Ozellik 2.1 {{9] , Theorem 5.3, [13], p.210,
Proposition 1 ] R indirgenmis ve T -regiiler bir halka

olsun. 0 zaman asadidakiler saglanirs .
i) R kuvvetli regiiler bir halkadar.

ii) R biregililer bir halkadir.
Ispat. i) Her bir x€R igin

s+1b)s 5

s
(x=-x = X+ x.d

nlacak gekilde d ER vardir. Buradan

2

(x—xs+1b)5+1= (x-xs+1b)xs+(x-xs+1b) Xsd

yazilabilir. Eger

X" = x"bx" ise, o zaman
s+1 s s+ 1 s+1,_. 8§
(x=x b)x™ = x - X bx
- xs+1_ x xs
= 0
s+1,_.8+1 s
= (X-X b) = 0.x"+ 0.d = 0O

R indirgenmis bir halka oldufundan

dir.

= x = xz(xs'1b) .
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yleyse R kuvvetli regiiler bir halkadar.

ii) Ozellik 1.4 (4) ten R nin her e idempotenti mer-

keze aittir. Egder a'xa'= a’ ise, o zaman e = a'x idem-
potenttir:
e?- (a"x)(a"x)=(a"xa")x=a"x=e € (a) ve
ea's-a''xa'= a" dir.
Yani, ea'= a' dir. n minimal ve n Y1 olsun. 0 zaman

e merkeze ait oldugundan

(Ean-1_an—1)2 - Ea2n--Z_ 2282n—2+ aZn—Z
- a2n-2_ EBZH—Z
_ aZn-'_ eal. an-Z
r aZn—Z__ aZn-—Z
=0
Bundan dolayi: ea” 1= "1 dir. Buradan ea=a dar.
Simdi (a) = (e) oldufunu giisterelim.
n
xE(a) = x = ma+at+sa+ =2 S.at, , m€Z,t,s,ti,s..e R
ioq 11 i
n
= m(ea)+(ea)t+s(eal+ > si(aa)ti
i=1

n

= p(mB+at+s58+ s.t,)
E i~
i=1

- x € (e)
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fyleyse
(a) C (e) dir.

Tersine olarak,

y & (e) = y = me + et + se + j%'] sieti
n
= me + e(t+s+ ;{ siti)
J=1
n
= me + Bu; u=t+s% ;E-Siti
J=1
= ma'x + axu
= a(man'1x+an"1xu)
= vy €(a)
Jyleyse
(e) & (a) dir.
Dolayisi ‘ile
(e) = (a) dir. .7 Qg.e.d.

(zellik 2.2. R indirgenmis ve asal bir halka ol-

sun. 0 zaman R nin sifairdan farkli sifir bBleni yoktur.

Ispat. ab = 0 olsun.

(ba)%= b(ab)a=0

=y ba =10
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Buradan, eger ab=0 ise vx €R igin abx=0 dir.

]
O

—> bxa

= bRa = 0

— b=0 veya. a=0" (R asal) g.e.d.
fizellik 2.3. {22, p.362, Proposition 2.30 ] R in-

dirgenmig ve regiiler bir halka olsun. 0 zaman her basit-

R-moddl injektiftir.

ispat. R/I  basit R-modiil olsun. (0,7) den
B .= R/I gdir. Burada

0;= 5 r€R |¥r €R igin- rxy, =0 oplacask gekilde yxé}fI vardlr.}

N
DI_(__:_I dir. Yani, R/I &1 dir:

rE€ART) = o(F/1) = O
= R&T
= rRr &I (I bir ideal)
= ré&l (R regiiler halka)
xE&1 olsun. xéDI ise, 0 zaman
A(xru)é; I

placsk sekilde bir rDER vardir. Aksi halde y¢I iginm

ny:: 0 olur ve xEDI gikar.
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R regililer halka oclduundan

XT _YXT_ = XT

a) o
olacak sekilde bir yé&R vardir. e = YXT
bir ideal oldufundan

e€l ve Xr e = XT_

Bundan dolaya

{ ea-a IaER} C,;A(xrg)g I ve

er(ea-a)

it

XT _ea-XxXTr_a
a a

XT -XT
gYXTa8-xr a

]

XT _a-~XT _a
0 o

pa-a &1 oldufundan a €1

. ea €1 ve

olsun. I

dir.
R I dir:
RCI dir.

I maksimal opldufjundan bu miimkin degildir. Oyleyse

DI = I
Il
olmalidair. (0.7) den 0= A(R/I) oldufjundan
N\
A(R/I) =1 dar.

Buradan,

FAN
0 # m&R/I
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ise mR basit R~modildir:

0 # LC mR
olacak sekilde bir L alt modill olsun. (0.6) dan
mR £ 0D dir.

Simdi bir J kimesi tanimlayalim.

J = }rGR ImrEL}

olsun. mlI = 0C L

dan yva Jd =1 veya J =R olmaladir. J = R

.mRC L olur. Buradan L = mR

Diger taraftan L = md dir

l=mr€é€l =—5 r€EJ
= mr€mJ
= L& mJd

ve md & L oldugundan L = mJ

dir.

J =1 ise

olur. Bu ise L #0 olmasina gelisir. Oyleyse mR

basit R-modiildiir. Simdi de

R/I &2 mR

dir. 1< J oplsa I maksimal oldufun-

ve mR basit R-modildir.
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oldugunu gﬁsﬁerelim. Schur Lemma'sindan
R/I —> mR
b+l +———> mb

dinlisimil ya safair diniigimi veya bir izomorfizmadir. mR#Z O

oldufundan sifir déniisiimi degildir. Oyleyse
R/I & mR
olmalaidar.
/N
(R/I)R ———— 3 R/I
M4T q+e.a+m T ﬁ-———-——-é (r1+ I)+7..+(rn+ 1)

fae

gnisdmil bir izomorfizmadir. Hinki,
i=1,...,n igin miriéjmiRE’R/I dar.

fyleyse

alabiliriz.

(0.8) den her maksimal saf ideal modiiler cldufundan

, N
R/I = R/1

ve (0.5) ten R/I bir injektif R-modilldir. g.e.d.
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{izellik 2.4 [ 33, Lemma 2, Theorem 2, Theorem 3 ]
R birimli indirgenmisg bir halka ve R nin her tam olarak
asal ideali bir maksimal sad ideal olsun. 0 zaman agsadida-

kiler safglanir:

i) R nin tersinir olmayan her elemani tam olarak asal

bir idealde kapsanair.

ii) R nin sifir bidlen olmayan her elemani bir tersinir

elemandair.

iii) R regiiler bir halkadir. Ustelik,
A 2
¥x €ER igin x“u = X

placak sekilde bir u tersiniri vardir.
ispat. i) x€R tersinir defilse xR # R dir:

xR = R olsa 1 = xy yazilabilir. Buradan x sag ter-

sinir olur.
(yx)2= YXYyX = yx —> yXx idempotent
= Vyx&€C

yXy = yyx

[}

u
<
X

= 1= xy = xyzx = yX
- x sol tersinir olur.

Bu ise x in tersinir olmamasi ile geligir. Oyleyse

xR # R olmalidair. Simdi bir M kiimesi tanaimlayalim:

M=§xr+1‘r€R}

olsun.
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M garpmaya gtre kapali bir kimedir ve x tersinir olmadi-
gindan D¢14 dir. Sifir ideali tam olarak yari asal bir
ideal oldufundan (0.2) nin ispatindan P(OM =@ opla-
cak sekilde bir P tam olarak asal ideali vardir ve hipo-

tezden P maksimal sag idealdir.
Eger xR Q£P ise xR + P = R dir.
= Tr€R ve pEP igin Xxr + p = 1 dir.
= p = x(-T)+1EM

_—_ﬁ p€M

Halbuki PAM =@  idi. Oyleyse xR C P olmalidir ve

buradan x&P bulunur.

ii) A(x) = 0 olacak sekilde x&R varsa Uzellik 1.3.
(8) den her tam olarak asal ideal saifar biilenlerden olu-

sur. (i) den x tersinir olmak zorundadir.

iii) I, R/A(x) de tam olarak asal bir ideal olsun.
I = I/A(x) dir.
ICICR = R/A(X)

olacak sekilde bir J idealinin oldufjunu kabul edelim.

Burada,
J:{r6R|r+A(x)€j}

ve IC3ICR dir.
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[l
M
il
<
(1}
<
)]
!
)
]

a-c E A(X) LI = a€l

—1
b=d €I = b-d €A(x) CI => b€l

I tam dlarak asal idealdir.

Buradan I maksimal sad ideal ve dolayisi ile I maksi-

mal sag idealdir.

;E = 0 = XDGA(X)
= bx EA(x) ve (xb)2= xbxb = O
AN
= xb =10
— b &EA(x)
ﬁ E = 0

fyleyse X = x+A(x), R/A(x) de bir sifir bélen defildir.

(ii) den X tersinirdir.

2
xT + p = 1 ve XTX = X T = X

olacak gekilde p €A(x) ve TER vardir. Oyleyse R
bir regiiler halkadir. Ozellik 1.4 (4) ten bir indirgenmis

halkada her idempotent merkeze aittir. Buradan

B = XT ve u = (1-) + er
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X pldudunu

[}

olsun. Simdi de A(u) = O ve x2u

gisterelim:

b €A(u) =— bu=0 =— ub=0
= (1-e)b+erhb=0
prowas h—xrb+xr2b=ﬂ
- xb-xzrb+x2r2h=ﬂ
- xb-xb+x2r2b=0
= x2r2b=D
—> xrb =0
——t gb =0
(1-e)b+erb=0 == b-eb+erb=0
— b =0 (eb = 0)
fyleyse A(u) =10 dir.
x“u = x2(1-e)+x2er
= xz—xze+xzer
= x2-x2xr+x2xrr

2 2 2
X =XX T+XX TIT

= x2—x2+x2r (xzr = x)
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olur ve (ii) den u tersinirdir. g.e.d.

fizellik 2.5 [33, Corollary 1 ] R birimli indirgén-
mig bir halka olsun. R deki her P asal ideali igin R/P

regliler halka ise R de regiiler halkadir.

Ispat. Q R de tam olarak asal bir ideal olsun. R
birimli olduundan 0 asal idealdir. R/ regililerdir ve

sifirdan farkli bdleni olmadiginden R/Q bHlim halkasidir:

x £ 0ER/Q olsun. 0 zaman R regiiler oldugundan

¥x €ER igin xyx=x nlacak sekilde yvE R wvardar.
=> xyx-x = 0&€f
= (xy-1x€Q

= xy-1€0Q (x€Q)

Oyleyse R/Q  b&lim halkasidir.

Buradan (0.3) ten OQ R de maksimal saf (sol) idealdir
ve dolayisi ile Ozellik 4.3 demn R regiiler bir halka-
dir. g.e.d.

fizellik 2.6. [ 33, Theorem 5] R regiler bir halka
5, R nin bir integral geniglemesi ve § indirgenmig bir

halka olsun. 0 zaman § ,regﬂlerdirw

Ispat. S, R nin integral genislemesi ve R regiiler
oldugundan (0.9) dan § deki her tam olarak asal ideal bir
maksimal sag idealdir. {zellik 2.4 (iii) den de § regi-

ler bir halkadair. g.2.0.
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§ 3. iNDIRGENMIS HALKALARDA DENK IFADELER

Bu b&iliimde bir indirgenmigs halkada gegerli olan bir

takim denk ifadeler verilecektir.

fizellik 3.1 [[23], Theorem 2.4, Proposition 3.0, [30],
Ltemma 2 ] . R indirgenmis bir halka olsun.
I. A@aﬁldakiier birbirine denktirlers?
i) P minimal =sal idealdir.
ii) P:Up dir. Bu durumda P tam olarak asal
idesldir.
II. r,s €R olsun. 0 zaman asafidakiler birbirine
denktirlers
i) ¥P € supp((s)) igin rEUp dir.
ii) (s) € A(r)
III. I, R de bir idsal olmak iizere agaifidakiler bir-
pirine denktirler:®
i) A(I) R nin maksimal sifirlayanidair.
ii) R/A(I) bir bélgedir.

iii) I bir bBlgedir.

ispat I.i) B ii).P minimal asal ideal olsun.
P = Dp oldugunu giisterelim. Bunun igin P # Dp cldufunu
kabul edelim. O zaman Ozellik 1.4 (6) 1) den 0,&F ol-
dufundan aéDp placak sekilde 8 &P vardir. M=R\P

plsun. 0 zaman M bir wm-~sistemditr »
xRy & P = x€P veya yer

Fakat x,yéP dir. Bundzn dolayi bir Tré€R igin xry¢P
ve dolayisa ile xry €M  dir. o
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5238’82’53,-00}
ve T=§r€R|r;éU, j=0,1,2,... igin ijM VE

lu’in+’léz~ ve i1,...,inEZ+ clmak

. . . s o 19 n. o
lzere bir né&lZ igin r=a "X @8 X ...8 X8

olsun. VYr€&€R igin ra®=r=a’r oldufunu kabul edelim.

0 zaman

' =Musur

nin bir m-sistem oldudunu giistermege galigalam:

x,y€J] ve x€EM oplsun. Efer yEM veya yES
ise M m-sistem oldufundan xryE[' oplacak gekilde &R

vardar ve her n igin
A(a™) € P dir:
. . n
Bir n igin =z é&A(a ') fakat Z¢P olsa

0 = za"= (za)(za) .... (za) (Ozellik 1.4.(1)1))

¥Y 4

n tane
- za = 0 = az

= a€0 (z£0)

Bu ise mimkiin defildir. Oyleyse her n igin

A(a™y P



-

olmalidair. Buradan her n 1igin xa"£ 0 dir. Oyleyse

xa'€TC T
Simdi yET olsun. 0 zaman,
i i i i
. . o 1 n n+1
xiéfM vVE i=0,1,...,n igin y=a "x_a X,...a xna’

yazilabilir.
M m-sistem oldudundan
XT X T X TpXneo. rnxnéiM
olacak sekilde Ty TqseeesTy vardir:
Xy %o €M = bir T, igin erxDE M
erxU,x1EM — bir Ty iz;in \,erxDr,]x,]EM

=3 XT X T X4 «-- rnxnéM

=
!

= XTI X T . X.ThXemgaeso IT_X
oo 171272 n'n

v = 1 +ee.+i
e ’ i 1,414 +1o.1

olsun. Efer wy # 0 ise wyE&ET ve buradan xRy(1['# @ dir.
fyleyse wy = 0 olsun. O zaman 0zellik 1.4 (1)(i) den

i i, in i

s]
J=wy=x1r_X Xmeaoal X 8 X B Xs.oe.. 8 X B3
y o ar1x1r2 2 n'n o 1 n

n+1

i +i +...+1
-alu H “n+ XT X T, X ThoX T X_.X_X X
- g"g 171" 272" M« M

nn n

(atw) (alw)
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= aiw = 0 == wa = 0
— wehnal).
Fakat w€&M = R\P dir. Oyleyse Acat) _¢_ P dir.

Diger taraftan

— wa =0 = aw

el aer (we M)

Bu ise mimkin degildir. Oyleyse A(al) g P  dir.

Simdi x &S olsun. Egder yEM ise o zaman her

n igin A(an)_C_P oldugundan any;él] dir. Oyleyse

anyéTCI" dir.

Eger vy &S ise y = a olsun. 0 zaman
ala alo aitT*lg g e dir.

Eger vVET ise, o zaman bir xiEM ve 1 =20,1,...,n

y =8 X8 X, ...8 X8 dir.

M m-sistem oldudundan
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W o= X T XqTgXolg «oe X 4T X EM

nlacak sekilde Ty TqreeesT oy vardir. Eger wy # O

ise o zaman wy&T ve buradan ny(\P;é 7] dir.

fyleyse wy = 0 olsun. O zaman
0 = wy = aiw —— wQA(ai) fakat m'¢P
= A(ai)¢ P
Bu ise mimkiin degildir.

xET ve yE€M, yv€5, yv&eT plmasi durumlaranda da

benzer sonuglar bulunur.

A, T'NA = p tzellijine gtre maksimal olan R

nin bir ideali oglsun:
¥=y8]8, R de bir ideal ve [N\ B = @]
olsun. D¢r nldu/i_:';unclan {D}{WP = B dir.

i D} €7 oldufundan ¥ £ B  dir. B kapsamaya giite kis-

mi saralidir.

c-=1¢c | c,€¥ . 1€1]

gibi bir zincir alalam. 0 zaman u=u Bi bir idealdir.
i€l

ve 1—1 Nu=pn dir. Diger taraftan,

x€&€[' ve x€uU isebir i€1 igin x€[OU=P dir.

Bu ise mimkiin defildir. Buradan U&]' dir. Zorn Lemma'si-

na gire r’r\A = @ tizelligine gBre maksimal olan bir A
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ideali segebiliriz., 0 zaman A bir asal idealdir:
a¢ﬁ\ ve b$ﬂ olsun

AR C AR+(a) — [A+(a)]ﬂ1—\ =B (A maksimal)
£

— Oyle bir r&' ve r€A+(a) vardir.

Le

Benzer olarak #yle bhir s€]' ve s&A+(b) bulunabilir.
' m-sistem oldugundan tus€' ve rus €(A+(a))(A+(h))

placak gekilde ué&R vardir. Simdi (a).(b) E& A olsun.

0 zaman

rus €(A+(a))(A+(b)) C A.A+A(B)+(a)A+(a)(h)

C A

= tus EANT = P

Buradan (a)(b) C A ise ya a€A veya bEA dir. Yani
A bir asal idealdir. AC P ve A #£ P dir. Qinkd,

a8 EA\P — aéMz;aeI’-_—_; acAN =@ dir.

ve A=P = | NP=p fakat 0#£85CNP  dir.
Bu ise P nin minimallidine geligir. Buradan Dp: P dir.

i) 1) Dp: P olsun. D zaman P nin minimal asal
t
ideal oldugunu gi@isterelim. P',P de kapsanan bir asal ide-

al olsun. 0 zaman
Ux EP  igin xa = OEP'

olacak sekilde 53¢F3 vérdlr. Bu ise Ozellik 1.4 (1)(i)
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den Yx &R igin
0 = ax = axr
=3 Y¥r &R igin
f
— xRa = 0C P
1 1
= xEP (24P)
.
Buradan P = P, R
1.4, (6) (ii) den, R/Dp
R/Dp bir tamlik bBilgesidir:
3,b ER/Dp = R/p =R e E!
0 zaman,
ba =0
Buradan, VYr €R igin
0 = 8bT = bra
—3 BbRa = D
-5 b =0 veya
fyleyse R bir tamlik biilgesidir.

Dolayisi ile P

II. Ozellik 1.4.(1)(iii) den

halkadir. YP € supp((s)) igin

xra

tri

R/R(r}))

demektir.

0

dir.

bir indirgenmig

nin bir minimal asal idealdir.

olsun.

dir.

tam plarak asal bir idealdir.

fzellik

indirgenmis bir halkadir. Buradan,
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T=5

= PdELX(R)
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olmak iizere s€ () . P

A(r)C R,

oldugunu giisterelim. YP &€ supp(s) igin

réDp_—_}. gP € supp((s)) igin ra =

dyle bir aé P vardir.

0 w©lacak sekilde

= (s)¢F’ olacak sgekildeki VP igin ra = 0 olacak

sekilde Byle bir a¢P

—s s€ P olacak gekildeki v

vardair.

P igin ra = 0 o©lacak

sekilde dyle bir a¢P vardir.

— séP olacak sekildeki Y

P igin =a€&A(r) olacak

gsekilde dyle bir aéP vardir.

= A(r)E P, olacak gekilde

= s€ (] PR,
RETICP,

Tersine olarak,

alalim.

11

s € ﬂ P ve herha
ACR

sfP
A(r)EP

b€A(r) fakat bé&Pr

bir b wvar.

s -EF"’é vardir.

ngi bir P &€ supp((s))

placak sekilde
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= rb=0 fakat bép
) I'EDp

= WP €supp((s)) igin féﬁp .

Bundan dolayz,

s + A(r) & rad(R/A(T)) dir:

L .—.{P | P R de asal ideal ve P_:}A(r)}
U= § P'|P' R/A(T) de asal ideal } olsun.

0 zaman, (0.10) dan

B : L S 3 u 1-1  esleme ’vardlr.

8P o, P

Buradan, (s) ¢ A(r) oldujundan s EA(r) dgir.

R/A(r) indirgenmis halka oldufundan
rad(R/A(r)) = O

Simdi de III. deki denk ifadelerin ispatine bakalim.
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IIf. (1) pb==(iii). I bir b#lge olmasin. 0 zaman
a # 0 ve b #0 igin ab =0 olacak sekilde a,b€1I

vardir. Eder J R  nin A(I)L}{ak ile dofurulmus hir

ideali ise
A(I)g;A(A(J))C:R dir.
7 A
Glnkd a&A(A(I)INACL) ve bEARLD) (B EAACININAGI=ACD) )
Bu ise A(I) min maksimalligine gelisir.

Oyleyse A(I) R nin maksimal sifirlayani ise I bir

b8lgedir.

(iil) —— (1) Biliniyor.

(1) = 14} . R/A(I) bir btlge olsun. 0 zaman

a ¢ A(I) ise A(a) () A(A(I)) =D
Buradan A(A(i.a} \WA(I))) = A(A(a) N A(A(CI))) =R

Oyleyse A(I) maksimal sifirlayan ve (i1) p=— (i)

saflanir. g.e.d.

izellik 3.2. [ 23, Corollary 2.5]J R nin bitin mi-
nimal asal ideallerinden olusan X(R) nin bir alt uzaya

olsun. O zaman T bir bazi agik ve kapali kiimeler olan bir

Hausdorff uzayidair.

ispat. Py # P, ve P, Pzé;ﬂ' olsun. O zaman Ozel-
lik 3.1 in I. kaismindan ‘

i =1,2,... idgin P.=0 dir 1)
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Bundan dolaya
qug; Py dir:

P1 = Dp1g; Pz olsa qug P2 olur. Bu ise P2 nin mini-
mallifine gelisir. ﬁyleyse Dp %t’Pz plmalidar.
1

><¢F’2 olacak gekilde ><€Dp ve xs8 = 0 placak gekil-
1

de sé:_F’1 olsun. 0 zaman, Ozellik 1.4 (1)(i) den
RxRsR =.D dir.
Bundan dolayzi,
supp(RxR) () supp(RsR)= @  dir
B € supp(RxR) —> B asai ve RxR¢& B
B € supp(RsR) =3 B asal ve RsRg B
Fakat,
(RxR) (RsR) G RxRsR = 0 & B  dir.

— (RxR)(RsR) & B

— RxR L B veya RsR & B (B asal)
Bu ise miimkiin dedildir. Oyleyse B = @ dir.
Ayraica,

P1€supp(R'sR) ve PZE supp(RxR) dir:
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Eder RsR & P_, ise s € P, dir. Fak‘at,
s ¢P1 ise RsR ¢ P,I ve bundan dolayi
P, € supp(RsR) dir.
Benzer gekilde
Pzésupp(RsR)
oldufu da gorilir. Simdi va€R igin
supp(RaR) =TT\ supp(A(a)) oldufunu giirelim:

P& supp(RaR) = {P | P minimal asal ideal ve- P'.;b RaR}
alalim. O zaman ad& P dir. Giinki, aksi halde RaR C P

clur. ¥Yx € A(a) igin

xa = DEP — xEP (Ozellik 3.4.I den P tam

olarak asal ideal)
e A(a) C P
= Pé&supp(A(a))
> PE T N\ supp(Ala))
Tersine olarak, P& T \ supp(A(a)) alalim. O zaman

P minimal ve P A(a) dar.

Simdi, RaR C P olsa a”€ P ve buradan P tam olarak
asal oldufundan a€ P  olur. Yine Ozellik 3.1.1I den

P =0 oldugundan
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Va EDp igin, bir x§ P olmak Gzere ax = 0  dair.

Fakat o zaman x€A(a) & P - olur. Bu ise mimkiin dedildir.
Buradan RaR giP dir. Oyleyse PE€ supp(RaR) dir. Buradan

cikan iddia dogrudur.

YA R igin

p—

supp(B) = W supp(RaR) dir.
aER

g.e.d.

Bzellik 3.3. [ 31,p.119, Proposition 21.1 ) Birimli
bir R halkasi igin asadidakiler birbirine denktirler:
(1) R indirgenmig, regiler bir halkadir.

(2) Her esas ideal bir merkezi idempotent ta-

rafindan dogurulmustur.
(3) R regiiler ve her sag ideal iki yanlidair.

(L) ¥a€R igin a = azx olacak sekilde x&R

vardir.

ispat.(1)p:::§t2). Bir aR esas sagd ideali verilsin.

a8 = axa o0lacak gekilde x segelim. 0 zaman
2
(ax)®= axax = ax olur.

Yani ax idempotenttir ve aR = axR dir ve ax, R nin

merkezine aittir. Yani ax€C dir.

(2) /== (3). a€&R ve eR=aR olacak gekil-
de bir e idempotenti segelim. O zaman bir xE&ER igin

B = ax ve bir sER igin a = es olur.
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Bundan dolayi,

a = es = e(es)= ea = axa dir.

Oyleyse R regiiler bir halkadair.
Yine, (2) den bitiin esas saf idealler iki yanladar:

akR = Re
Fakat o zaman her sag ideal iki yanlidir.

(D). va ER igin a = axa olacak

sekilde x &R wvardir. Yine axR - bir sol ideal oldufundan
ax€axR ise bir b€R igin bax€axR dir.

= bir bBER icin axa = bax

= a2= axa.a = bax.a = ba.
= a = azx.
(L) t=—=(1). R agikga indirgenmigtir. a = ax
oldufundan Yn igin a = alxn~1 dir:

n =2 igin a = azx

k igin a = akxk-1 oldufjunu kabul edelim.

3
i

k> 2 ise ak+qu= a(akxk'1)x=azx=a

Byleyse bir n 1igin a"=0 ise a=x""Ta"-g dir.
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Yine,
(a-axa)2= 2%+ axa®xa -.a’xa - axa2
= az+ axaz - az- axa2
= 0
fyleyse a = axa ve R regiller bir halkadar. g.e.d.

Uyari 3.4. Ozellik 2.1 i) de R nin kuvvetli regiiler
oldufu gisterildi. Bidylece yukaridaki Hzelligin (4). kismi
saglanmig olur. Buradan (4)t:::;(1) ve (1) ve (2) npin
ispatinda birim eleman kullanilmadifindan Ozellik 2.1 ii)

deki durum gergeklenmis olur.

Bzellik 3.5.[ 34, Theorem 9 ] R birimli &AC - hal-
ka, R: R nin integral geniglemesi ve indirgenmis bir halka

plsun. 0 zaman agagidakiler birbirine denktirler®
(i) R' regiiler bir halkadar.

(ii) R regiiler bir halkadar.

ispat (ii) .= (i). R regliler ise (0.711) den
R de her asal ideal maksimaldir.

aRbQF"ﬂR = abEPlﬂR
—3 ya a€PNR veya b€ P'OR
1

— PR R de asal idealdir.

—3 PNR R de maksimal idealdir.

(R regiler)
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= P' R' de maksimal sol idealdir (0.13)

— R' regller halkadir (lzellik 2.4)

(i) '/—— ({1i). R' regiiler ise R' BAG-hal-
kadir. (0.12) ye gre R nin ¥ P assl ideali igin P,
P = P'NR olacak sekilde R de bir asal ideal olsun. O

zaman P' maksimal idealdir. (0.13) ten P, R de maksi-

mal idealdir. (0.11) den R regiiler bir halkadair. g.e.d.
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§h. YENI OZELLIKLER VE ISPATLAR

Bu bgliimde Bnce bilinen ama ispatlari bizim tarafi-
mizdan verilen Bzellikler yer alacak. Sonra, Ozellik 2.5 in
ispatinda kullanilan bir Hzellifin kendimizce yapilan is-

pati burada yapilacaktair.

Burada yer alan son iki Bzellik tez konumla ilgili

yeni sonuglaridir. Bu iki dzellik [181 den alinmigtir.

 Bzellik 4.1 [9, Theorem 5.3 ] 5 ve R herhangi
iki TT- regiiler halka, f:R ——> S #rten bir halka homomor-
fizmasi olsun. 0 zaman, R indirgenmig bir halka ise &5 de

indirgenmis bir halkadair.

Ispat. s = f(r) € 5 igin 52=D olsun. R TJ -re-
gliler halka oldugundan Ozellik 2.1 i) ye giire r = ra ao-

lacak sekilde a €R vardir. 0 zaman

s = f(r) = f(r)zf(a)= szf(a) dir.
2
= s = 5 f(a)=0
—> 5 indirgenmis bir halkadir. g.e.d.

Simdi de birimsiz indirgenmis bir halkanin birimli

indirgenmis bir halka igin gt@miilebilecedini gtisterelim.

fizellik 4.2. R birimsiz indirgenmis bir halka olsun.

0 zaman R, birimli indirgernmig bir §  halkasi igine gdmii-

lebilir.

ispat. Birimsiz bir .R halkasini birimli bir 5
halkasi igine giimerken 5=Z X R alinabilecedini biliyo~-

ruz [12] .
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§ agafidaki toplama ve garpma iglemleri altinda birimli

bir halka teskil eder. m,n& Z ve a,bé&R igin

(m,a) + (n,b) (m+n, a+h)

(mn, mb+na+ab)

]

(m,a) . (n,b)

(1,0) € S elemani S5 nin birim elemanidir. Simdi S nin

indirgenmis halka oldufdunu giisterelim:
(m,a)&€ S igin (m,a)2= (0,0) olsun.

— (m,a)2= (m2,2ma+az) = (0,0)

= m2= 0 ve 2ma + 82: o

::)-anz 0 — m =20 dir. {Z tamlik b@ilgesi)

2ma + a’= 0O = 82=D

=» a =0 (R indirgenmis halka)

fyleyse (m,a)=(D,0) dar. Ve buradan S = ZXR halkasi
indirgenmis bir halkadir. , g.e.d.

Rgsafidaki #@zellikte R nin indirgenmis olmasi ge-
rekmez. Ancak ispatini kendimiz yaptigimiz igin bu b&limde

veriyoruz.

fzellik 4.3.[ 33] Bir R regiiler halkasinda tam

olarak asal her ideal bir maksimal sag idealdir.

ispat. P R de tam olarak asal bir idealdir.

M, P%M &R vlacak sekilde R de bir sag ideal olsun.
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mEM, mgP =3 m-= mmm - oplacak sekilde @yle bir
m' € R ve nféP vardir.

=) VYré€R igin mr-mmmr = O

—> m(r-mmr) = DEP

= V¥r €R igin r-mMmr €P (mé P)
"= rr-dmdr€ P

— m(r-mmr)€P

= r-mmrEPC M (m ¢P)

= RCM

= M =R

=y P maksimal sag idealdir. g.e.d.
Agafidaki Hzelligin ispati da yine kendimizce veril-
migtir.
fizellik 4.4 [ 8, Lemma 1.1 | R herhangi bir halka

olsun. 0 zaman asajidakiler saglanart

(i) Eger xER &Bdesi ndYm Y 0 ve kEZ
igin x"'= kx"  esitlifini safliyorsa o zaman tfj€Z+ ve
Vs >/ m igin

xs+j(n-m)= ijs dir.

. (ii) £3er R  "guasi-periodic" halka ve

{x,l,...,xc} R nin sonlu bir alt kiUmesi ise, o zaman
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. .. n m
n>1n>[] ve 1i=1,2,...,8 1igin x; = kixi
placak sekilde ”’m’k13k2v'°"k56:z vardir.
(iii) Eder R ‘'guasi-periodic" halka ve x&R
ise
m 2

denklemini saflayacak gekilde m&Z ve kEZ vardair.

(iv) E§er xER Bfesi nYm)»0 ve kEZ

n

A m
igin X = kx

denklemini sagliyorsa o zaman
XN+ €N

0zel olarak; bir indirgenmis ve "guasi-periodic" halka
C-halkadir ve bir indirgenmis ve "periodic" halka J-hal-

kadir.
Ispat (i). Ispat igin j {izerinden tiimevarim yapalim.

j=1 igin xs+(n—m)= B =M+n

]
~
X

xs+j(n-m)= ijs plsun.
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x‘j+"xS = k.k‘jxs
_ k.xs+.j'(.n-m)
= k.xZ . xd(n-m)

xs+(n-m)'xj(n—m)

xs+(j+1)(n—m)

fyleyse ViE€Z, ve ¥s ) m igin KS+itn=-m)_ J.s g,

(iii) R ‘"guasi-periodic" halka oldugundan (i) den

s+j(n-m)= ijs

Vj€2+ ve VYspym igin x olur.
iy m olacak sekilde JEZ segelim.
n-m
s = j(n-m) alirsak 58 m olur. @ zaman
x28= ka? plur.
(ii) (iii) den Vi = 1,..., s igin
2%, t.
i i
xp= kix.
olacak $ekilde tié zZ, ve kiEZ vardir.
Ztl"'ti°'°ts tl...ti...ts
X = k.x,
i i%i

olur ve

n = Zti...ti...ts > t ...t =m ) g dir.
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m .
(iv) (Xn—m+1_kx)m= EZ(ﬁ])(xn-m+1)m-i (-kle

s=ovzt

m m :
_ ( >(xn-m+1)m_ ( )k‘(xn—m+1)m—1.x+( )kz.(xn-m+1)m-2.x2
1 2

LMy . ..
;..‘;(_1)1( >k1.(xn-m+1)m-1x1;‘..;(_1)¢km(xn-m+1)m-mxm
i
n-m+71.m n—m-m2+m
i=0 igin (x ) = x

2 2
xM MM +M 0 m  n=m+p,P Z)

m+m
= X p

2
nm-m_+m-n+m-=1
X . X

(xn—m+1)m-1x

i=1 igin k = k

2
nm-m" +m
x .
m+m
x P

‘ 2
122 igin K2(x"TM+1ym-2,2_ 2 nm-mem-2n+2m-2

2 nm—m2+m-2n+2m
k™ x

2
nm-m_+m
X
MHmp
n-m+1,m-1i_1 i nm—m2+m-in+im-i i
) xT= k7x X
i nm—m2+m-in+im
k™ x
nm-m2+m
X

m+m
x P
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i=m igin km(xn-m+1)m—m xM= k™M™

km—1xm+p
km-2xm+2p

M+
_ 4 mmp

¢ n-m+1 m m+mp m ' - - m, "
x -kx) "= x C )=-C )+ D+...+(-1D7C )
o 1 2 m

xn-m+1_kx EN

fizel olarak R indirgenmis ve "guasi-periodic" hal-

ka ise (iv) ten
xn’m+1-kx = 0 dir.
— Ux ER igin SULL G

fiyleyse R bir C-halkadar.

R indirgenmis ve "periodic" halka ise (0.14) den
¥x €R igin x-xn(x)E N

olacak gsekilde n(x) > 1 vardir. R indirgenmis halka

olduduncan
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xn(x)= x dir.

¥x €R igin
Yani R bir J-halkadair. g.e.d.

Bir halkanan asal radikalinde bulumnan dgeler nilpo-
tent oldufundan, indirgenmig bir halke yari asaldir. Kar-
sit olarak yari asal bir halkanain indirgemmis olmasi igin
yeterli gartlar birgok yazar tarafindan verilmistir. Bun-
lar arasinda [6], [14] , [15] , [16] , [17] sayalabilir.
Biz simdi bir #@rnek olarak M.A.Quadri ve M.Ashraf'in [4]

de verdigi Theorem A nin ispatini gok kisa bir yoldan

yapacagiz.

Ozellik 4.5. [ &4, Theorem A ] rf>1 pozitif tamsayi

ve R vyari asal halka olsun. Yx,y€ER ve k=n,n+1 igin

k. Kk
y

(xy)k-x
R nin merkezine ait ise R dedismelidir.

Ispat. Eij ler matris birimleri olmak Uzere,

olsun. Yn €Z+ igin

oldudundan

n _nn_
(xy) =x'y = 822-0 = Byo

Ve eg, R nin merkezine ait olmadigindan Kezlar'in teore-

minden [20] R defismeli olur.
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Diger yandan,
a €ER ve a“= 0 1ise aRa:RBZ#D

ve R yari asal oldugundan a = 0 bulunur. Demek ki

R indirgenmigtir. _ g.e.d.

Uyari 4.6. Bu &zellifin gok daha genel hali [15] de
bulunabilir.

Yari asal halka i@izel olarak asal ise, bu halkanin
indirgenmis olmasi igin belli bir polinom @izdesligi sagla-
ma garti yerine, halkanin bazi sartlara badla bir tiiremeye
(derivation'a) sahip olmasi da yeterlidir. Bununla ilgili
olarak [26], [5], [11],[2] kaynaklarina bakilabilir.

Ozellik &4.7. [ 18, Theorem 2 ] R birimli indirgen-
mis bir halka 0 # xER wve P R de minimal asal ideal

olsun. 0 zaman agagidakiler birbirine denktirler$¥
. T
(m §x} C P
(2) x&?P

(3) P C A(XR)

T
ispat (1) — (2). {x} CF olsun. x&€P pldugu-

nu kabul edelim. {zellik 3.1.1 den P = Dp dir. Buradan,

bir a¢P igin xa = 0 dair. Fakat, o zaman

T
a GSLx} C P olur. Bu ise mimkilin defildir. Oyleyse X¢F’

olmak zorundadar.

(2) = (). x¢F’ = Dp olsun. 0 zaman
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her bir a¢P iginm xa # 0 dar.

Simdi,
T
X} & ¢

oldufunu kabul edelim.

. T
y¢P olacak sekilde bir yé_{x} varsa xy = 0

T
dir. Bu ise mimkiin dedildir. Oyleyse 3x} C P plmalidair.

(2) == (3). x¢P olsun. fzellik 3.1.1 den P R

nin tam olarak asal ideali oldufundan (D0.2) Ozellifin ispa-

tindan

r

AR F

placak gekilde M yi igeren bir M* maksimal m-sistem ve

tam olarak asal bir P* ideali bulunabilir. Ayrica

PXcC P ve P*(: A(xR)

_— —

oldufjunu biliyoruz. Hipotezden P minimal oldugundan

p = p veya P*- 0 ; dir.

Eger P¥= 0 ise ozaman M¥= R- lﬂi dair.

- Mxr‘{x}? - (R- {u} > N {x}r dir.

T T
Bundan dolaya zxi =0 dir. $imdi {x} = 0 C P oldudundan
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dzellik 1.4 (8) den P C A(xR) dir.
Eger P*¥4 0 ise, o zaman P*= P ve bundan dolayi
P¥= P C A(XR) dir.

(3) — (2). Once her bir x&R igin x¢A(xR)
oldufjunu gdérelim. x & A(xR) oldufunu kabul edelim. 0 zaman

xr £ 0 ve (xr)x = 0O
ulacak'se"kilde bir ré&R vardir.
‘ 2 .
= (xr)"=0 = xr =20

Bu ise mimkiin defildir. Oyleyse x¢A(xR) olmalidir.

Buradan x&P oldufunu kabul edersek
x €P C A(xR)

olur. Bu ise X¢A(xR) olmasina gelisir. Oyleyse x¢F’

olmalidar. g.e.d.

fizellik 3.4.in denk sartlarina yenilerini ekleyebi-

liriz:

fize11ik &4.8. [ 18, Theorem 3 ] R indirgenmis bir hal-

ka ve P R de bir asal ideal olsun. D0 zaman asagidakiler

birbirine denktirlere-
(1) P, Dp tizerinde radikal
(2) P minimal asal ideal

(3) P =0
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ay p = U {x}r

TrEP

ispat (1) |—— (3). Ozellik 1.4 (6) (i) den Eb C P

oldufunu biliyoruz. x&€P alalim. 0 zaman

bir m igin xméfﬂp dir.
—) bir aﬁﬁP igin x"a = D
— xa =0
— foDp
ﬁyleyse Dp: P dir.

(2) —=) (3). Bu Bzellik 3.1.I den agiktir.

T

(3) — (b). € U %x} olsun.
x¢F‘

— bir aép igin b €fal
:i$ ab = ba = 0

— béDp

Byleyse (3)=(4) saflamir. (4)p—=>(3) sajlandifis agik-
tir. Buradan (3) & (L) olur. g.e.c.
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SONUG

Indirgenmig halkalarin gerek halkalar ve gerekse
modiller kuraminda dnemi blyldktlr. Bu tezde toplu olarak
vermeye galistifaimiz Hzellikler ile bu halkalarin gegit-~
li genellesmeleri arasinda [19] de verilen giiyle bir

genellegme de vardir:

R bir halka plsun. Eger R nin sifardan farkl:
bir idealinin iginde R nin nilpotent Bgelerinin topla-
m1 olarak yazilamayan en az bir @ife varsa R vye (RA)
sartini safliyor diyelim. Her indirgenmis halka (A) sar-
tini saflar ve <(A) sartini saflayan defigmeli bir halka
indirgenmigtir. [19] Onun igin (A) sartini saglayan
ama dedisgmeli olmayan halkaiarwn, indirgenmis halkalarin
hangi Gzelliklerini tasidigaini arastirmak ilging placa-

gini sanmaktayaim.
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Sundudumuz bu tezin giris biélimiinde tez konusu be-~
lirtildi ve daha sonraki bidlimlerde kullanilacak tanimlar,
teoremler verilip tezde gegen glisterimler toplu halde su-

nuldu.
[}

Birinci bdlimde, 8nce bir halkanin hangi sartlar al-
tinda indirgenmis halka ulduﬁu incelendi. Daha sonra in-
dirgenmig bir halkada, sag sifirlayanin iki yanli ideal
oldudu, singililer idealin sifar oldufu, safar bilensiz hal-
kalarin alt direkt toplami oldugu ve diger Bzellikler ve-
rilmigtir. Ayrica birimli indirgeniig bir halkada bir asal
ideale gtire b&lim halkasinin injektif "hull"ina ait bir

8zellik ele alainmistar.

Ikinci béliimde, ilk olarak indirgenmis TJ-regiiler
bir halkanain kuvvetli regiiler ve biregiiler oldufu, indir-
genmis asal bir halkanin sifairdan farkli saifrr bileni ol-
madigi, indirgenmis ve regliler bir halkada her basit »
R-modiiliin injektif oldufu ispatlanmigtir. Daha sonra, her
tam olarak asal ideali bir maksimal saf ideal plan birimli
indirgenmis bir halkanin safladifjlr ifadeler, birimli indir-
genmis bir halkanin ne zaman regiler oldugu ve regiiler bir

halkanin integral genigslemesi indirgenmis ise onun regiiler

oldugu verilmistir.

ligtincd bdlimde, bir indirgenmis halkada gegerli olan
denk ifadeler ve minimal asal ideallerden olugsan bir topo-
lojik uzayin bir bazi agik ve kapali kimeler olan Haussdorff
uzayi oldufunun ispati verilmigtir. Daha sonra, birimli bir
halkada, indirgenmis ve regliler bir halkanin biregiiler, kuv-
vetli regliler ve her sad idealin iki yanli olmasinin birbi-
rine denk olduu gﬁsteriimistir. Ryrica, birimli SAC-hal-

‘kanin regliler olmasinan, integral geniglemesi indirgenmis
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plan halkanin regiler olmasina denk pldufu ispatlanmigtir.

DBrdiincii bilimde, inceledifiimiz makalelerde ispatsiz
olarak verilen &zellikler ispat edildikten sonra [ 4, 5.427]
de yer alan teoremin, Kezlan'in [20] deki #zellifi kullana-
larak gaok kisa bir ispati verildi. Ayrica birimsiz indir-
genmis bir halkanin birimli indirgenmis bir halka igine
gtmilebilecedi ve indirgenmis bir halkada denk ifadeler

verilmigtir.
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SUMMARY

In the introduction part of this paper, the subject
matter pf the thesis has been described and in the latter
parts the definitions, the theorems and the notations to
be used throughout the paper have been presented as a

whole.

In part one, first of all, the conditions for a3 ring
to be a reduced ring has been studied, Later aon, it has
been introduced that a right annihilator is a two-sided
ideal, a8 singular ideal is zero in & reduced ring which
is a subdirect sum of rings with non-zere divisors, and
also other properties have been explained. Additionally,

a property of an injective hull of a quatient ring with
respect to prime ideal, in a reduced ring with identity has
been handled.

In part two, firs of all it has been proved that
a reduced regular ring is strongly regular and biregular
and a8 reduced prime ring does not have 8 zero divisor
other than zero, and also every simple R-module is
injective in a regular reduced ring. After that, it has
been introduced that the statements satisfied by a reduced
ring with identity in which every completely prime ideal
is a maximal right ideal, under what conditions a reduced
ring with idendity is regular and if an integral extension

of a regular ring is reduced, then it is regular.

In part three; that the equivalent stétements valid
ina reduced ring and a topological space consisting of
minimal prime ideals is a Haussdorff space with a base
of open and closed sets has been proved. Later on, it has
been shown that the cases in which a reduced and a regular

ring in a ring with identity is biregular, strongly regular
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and every right ideal is two-sided ideal are all eguivalent
to each other. In addition, it has been proven that the
case in which a8 SAC-ring is regular is eqguivalent to the
case in whith the ring with a reduced integral extension

is regular.

In part four, after all:the properties presented
without protf in the articles we had studied were proved,
a very shart proof of the theorem in [h,’p.hZ?] was
given making use of Kezlan's praoperty in [ZD] . That a
reduced ring without izdentvity‘caruhetemher_dded"intu a reduced
ring with didentity and eguivalent statements in & reduced

ring have alsoc been presented.
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