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UNSUZ

Relativistik uniform kozmolojilerde relativistik bazda
gravitasyonel etkilesme goztnine alinarak basit olan uniform
ve uniform olmayan modeller olusturulmakta ve bu modeller
gbzlemlerle karsilastirilarak evrenin yapisi hakkinda bil-
gi saglanmaktadir.

Bu calismada—-gtk cisimlerinin hemen hemen tGmii rotasyon
vaptiklarindan—-dzellikle rotasyon yapan evren maodelleri in-

celenecektir.
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ABSTRAKT

11k bdlimde gravitasyonel teorilerinden klasik bazda New-
ton ve relativistik bazda Einstein Genel Relativite teori-
51 ele alimistir. tkinci bdlimde Bnce uniform evren modelle-
ri kisaca gdzden gecirilip ornekler verilmis daha sonra da,
rotasyon yapan {(uniform olmayan) evren modellerinin ¢dzidm-
leri UGzerinde ayraintil: olarak durulmustur. Son kisimda ise
bu modellerén incelenmesinin gdzlemsel ve teorik gereklili-

§i wvurgulanmistir.

ABSTRACT

in the first chapter, gravitational teories has been
discussed. Newtonian theory'as a classical and Einstein Ge-
neral Relativity theory as a relativistic are chosen for the
base of this study. iIn the second chapter, first uniform u-
niverse models are revieved. Qﬁ“interior and exterior Sch-
wardzschild solution is given as a example. After, non-uni-
form universe modelles (rotating) has been studied in de-
tail. At the end, rotational models has been eveluated on

the observation and theoretical point of view.



GiRIS

Bugiin fizikte bilinen dort cesit etkilesme vardir. Bun-
lar zayif, kuvvetli, elektromagnetik ve gravitasyonal etki-
lesmelerdir. tlk ikisinin etki genisligi 1643cm iken diger
ikisinin etki genisligi sonsuz boyutundadir. Burada, biayik
boyuttaki etkilesmelerden, gravitasyonal etkilesme gz dni-

ne alinacaktair.

I. GRAVITASYON TEORILERI

Gravitasyonal etkilesmeleri agiklamak igin bir gok teo-
ri ortaya atilmistir. Bu baiﬁmde, klasik teorilerden en &-
nemlisi olan Newton gravitasyon teorisi ile relativistik
teorilerden Bzel Relativite teorisi bazindaki gravitasyon
teorileriyle, Einstein’in Genel Relativite teorileri incele-

necektir.

T. C.
Yiksekogretim Rurula
Dokiimantasyon Merkezt



I.1 KLASIK GRAVITASYON TEORISt (NEWTON TEOR1St)
Newton’un Gravitasyon Teorisi asagidaki temel kabuller

Gzerine kurﬁlmusturz

1. Etkilesme hizi sonsuzdur. Bunun sonucu olarak ta t zama-
rn1 her yerde mutlaktir. Yani t uzayin her yerinde ayni
sekilde akar.

2. Uc¢ boyutlu uzay da mutlak olup, Uklidel({(diz) yapidadir.
Yani kartezyen koordinatlar kullanildiginda iki nokta a-
rasindaki uzaklik bu uzayda,
ds2=dx2+dy2+dz2,
ifadesiyle verilir.

Bu iki kabulin matematik ifadesi, fizik kanunlarinin Galileo

donlisimleri denilen,

P'= 7 + vt,

t’= ¢t

donisimleri altinda invariant kalmalaridir. Newton gravitas-

von teorisine gore bu temel kaﬁuller altinda her _kitle ci-

varinda bir skaler ve birde vektorel alan olusturur ve bu
alanlar yardaimiyla birbirleriyle cekim etkilesmesinde bu-
lunurlar. Bu alanlar, & gravitasyon potansiyel alam ile.?
gravitasyon kuwvvet alanidir. Kiitle dagilimi,madde yogunlugu
£eF=9 ) ya baglidir.

N \)‘ -
FOE Lo/ F
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Bdyle bir kiitle dagiliminin § gravitasyon potansiyeli, mad-

de nin iginde Poisson deklemiyle verilir.

-

V23 =4uG. (1.1)

Buradaki

=9 2 2

v____(ai + ) > a3 )
ox oy* D2

Laplace operatdridir. G ise gravitasyon sabiti olup degeri

ifadesi kartezyen koordinatlardaki

% - -
6.67 * 10 cﬁzg‘sn' dir. Poisson denklemini saglayan & ise

((1,51) rin bir gozima ),

ﬁ
8(7,t) = —BS-%—(—:LQJ"’:' (1.2)
Ir-v|
ifadesini haizdir. Kaynaktan cok uzakta (il = ¥>R icin, R

madde ile dolu bSlgenin biylikliglini gdstermek ﬁzerejg?qseri—

ye acilir ve (1,2) de yerine konulursa),

> __6M ' o (x Ddd- LG (L I" AN o

B(r,t) —--'l—P'—'*'G(*'-?T)mfxaP(x"*)d’e % {r).ab xoxbp( 4) -
a3 (1.3)

ifadesi elde edilir. Buradaki M = Jf ¥ dir, (bundan bdyle

asbscy... gibi latin indisleri 1,2,3 3 «sB8:H... gibi yunan
harfleri ise 0,1,2,3 degerlerini alacaktir).(,) isareti ise

o indise gore parcali difransiyel alinacaktir anlamina ge

lir (Brnegin ibe( =%§ ).

Maddenin disindaki gravitasyon potansiyeli ise Laplece
denklemiyle verilir:
—a
Vg = 0 . (1.4)
Bu denklemin c¢Oziminde kolay bir yol harmonik fonksiyonla-

ra basvurmaktar. T -



Bir test parcaciginin hareket denklemi de Newtonun 2.

e x . y > 2 -> X}
nundan bulunabilir ( 2 = ma N g = ~-YdH 4, a = ifg = X
,‘ 2
. = zamana gidre tarev ):
(1.5)

-
mx, o = ‘"@,o .

ka-

Gravitasyocnal kGtle ile eylemsiz kitlenin esdegerliligi

sanucu gravitasyonel kuvvetlerle esylemsiz kuvvetler birbi-

rinden (lokal olarak) ayirdedilemezler. Bir gravitasyonel
alan genellikle inhomojen bir alandir. Dolayisiyla ivmeli
bir refarans sistemine gecildiginde sadece keyfi bir egri

boyunca elimine edilebilir, (Demianski,1985,s.1).



I.2 RELATIVISTIK GRAVITASYON TECORILERI

Newton’un klasik bazdaki gravitasyan teorisi, bazi olay-

lar:1 agiklamakta yetersiz kalmaktadir. Bu ylUzden bu teori ge-

rek igerik ve gerekse prensipler bakimindan dizeltilip ge-
ligtirilmeye tabii tutulmustur. Bu teorinin temel prensipler
bakimindan gelistirilip dizeltilmeleri denemelerinden biri-
de onu Uzel Relativite teorisi bazinda yeniden insa etmek

olmustur. Simdi kisaca buna deginecegiz.

I1.2.1 BZEL RELATIVITE TEOR1St
Uzel Relativite teorisinin dayandig: temel varsayimlar
sunlardar:

1. Etkilesme hizi sonludur ve tabiattaki maximum degeri de
i51§1n bosluktaki hizi oclan c = 2.997975 * 10 ®cm/sn
dir.

2. Bunun sonucu olarak uzay ve zaman birbirinden bagimsiz
ve»de_mutlak degildirler. Uiayln degisik bdlgelerindeki
zaman akisl ayni degildir. Olaylarskoordinatlarindan 3-
U uzaysal 11— ride zamansal olan 4-boyutlu bir Minkowski
uzayinda olusur. Minkowski uzayi, kartezyen koordinatlar-—-
da yay elamanai,
ds? = c2dt2-dx2-dy2-dz2 veya ds2= —c2dt2+dx2+dy2+dz?2
ifadesi ile verilen bir Pseudo Gklidel uzaydir.

3. Bu iki temel kabulliin matematik ifadesi de fizik kanunla-

rinin, Lorentz donustimleri denilen,



?'= ?_\7{"?\2) (1— ! )+ !
v Vg vrrgz} g
s
TV
= {_(Cz ﬁ:@
J c 7
-¥:
CL

ddnisumleri altinda invariant kalmalaradir, (Richard,195%,s
111).

Gravitasyon etkilesmelerin Uzel Relativite teorisi cer-
cevesinde incelenmesiyle ilgili pek cok calisma yapilmis-—
tir. Ancak kesin bir basara elae edilememistir. Bunlarin ba-
zilari bazi gravitasyonel etkilesmeleri izah edebilmelerine
karsin diger bazi gravitasyonel etkilesmeleri izah esdememek-
tedirler. Bu nedenle kidkld degisiklikler iceren tearilere
ihtiyac duyulmustur. Btyle bir teori Einstein’nin Genel Re-

lativite tecrisidir. Buglin bilinen en mikemmel teoridir.



I.2.2 EINSTEIN GENEL RELATIVITE TEOR1St

Gravitasyonal etkilesmeleri en glzel, en tutarli bir bi-
cimde aciklayan teari Einstein’nin Gernel Relativite Teorisi-
dir.

Genel Relativite Teorisi iki dnemli ilkeye dayanmaktadir:

Birincisi genel kovaryans ilkesi, ikincisi ise esdegerli-
lik prensibidir. Genel kovaryans ilkesi, fizik kanunlarinin
keyfi bir uzay - zaman koordinat donisiminde invariant kala
cak sekilde formile edilebileceklerini ifade eder.Diger bir
deyisle, fizik kanunlarini belirleyen denklemlerin, birin-
den digerine Jakobiyeni sifirdan farkli, sirekli ve tiirev-
lenebilens,

x; = FTplxg s X, 5 X, 3 X3z )
seklindeki koordinat dﬁnﬁsﬂ@ﬁyle gecilen koordinat sistem-—
lerin de ayni kaldiklarini ifade eder.

Ikinci ilke olan Esdegerlilik ilkesi ise bazi gravitas-
yon alanlarina egrilikli fiziksel (matematiksel) uzaylarin
esdeger oldugunu ifade eder (sinirli uzay b@lgeleri bahis
konusu oidugunda bazi eylemsiz olmayan—-ivmeli - sistemler,
eylemsiz sistemdeki bazi gravitasyon alanlarina denktir. Br-
negin sabit ivmeli bir sistem, eylemsiz bir sistemdeki homo-
jen sabit gravitasyon alanina denktir, buna bazen zayif es-—
degerlik ilkesi de denir). Homojen olmayan ve karmasik bir
sekilde degisen gravitasyon alanlarinin varliginda veya bi-

yUk uzay parcalari bahis konusu oldugunda kitlelerin igin-



de bulunduklari uzay-zamana yeni bir Bzellik kazandirip onu
egrilikli bir uzay yaptiklari varsayilir. Boyle egrilikli u
zaylara Riemann uzay:i denir.Buna gdre gravitasyon kikenli o-
laylarin Riemann udzayinda incelenmesi gerektigi sonucuna va-
rilir. Boyle bir uzayda iki nokta arasindaki uzaklik(=metrik)
su denklemle,
ds? = Qup (x")K*dx® (1.6)
verilir.(Alt ve Uste ayni zamanda ortaya ¢ikan indisler G-
zerinden Einstein Toplam kuralina gbre toplam alinacaktir).
Bu kabuller altinda Einstein’nin gravitasyonel potansi-

vyel dagilimiyla ilgili denklemleri,

e Hy
R ~%g"R= ~-aT Kontravaryant ifadesi
veya " (1.7)
Ry - % &% R =- ATy Karisik tensdrel ifadesi

dirler. Burada R » kontravaryant egrilik tensord, g“", kon-

travaryant metrik tenstr bilesenleri A= 8wE sabit, R, egri
c4
lik skaleri , ™ s kontravaryant enerji momentum tenstra ,

65, karisik birim tensoridir. Bu denklemlerin sol tarafi uza
yin geometrisini sag tarafi ise ener ji-momentum dagilimina
ifade etmektedir. Bu denklemler /A kozmolojik sabitini de
icerecek sekilde genisletilerek yazildiginda (kovaryant se—
kilde),

Rue + (A= % R ) g,, = ~ATw (1.8)

ifadesine ddnisirler.

%
Buradaki egrilik tensdri, v Christoffel sembolleri



cinsinden ifade edilirse,

8 3
ANy of, B s g
Rw =%~ = 5+ N [L- Mg N (1.9)

elde edilir.
mf Christoffel sembolleri ise metrik tensdr bilesenleri

ri cinsinden asagidaki sekilde hesaplanabilir.

B px A% es;x 1 a G
r = { + - ) (1.10)
pv g ox?  2x¥

Kovaryant ve kontravaryant metrik tensdr bilesenleri a-

rasinda,

wo _ Cofalkiecg,, (1.11)
lgi

bagintisi mevcuttur.

g

R, egrilik skaleri de,
R = g"“R, = guR" (1.12)

ifadesini haizdir.

T ener ji — momentum tensdrinin en genel sekli ise,
aA B
™ =5 q% - I, AN (1.13)
A aq:}l
dir, (Landau,1975,s5.83). Burada
_ ] P q PR ..
gy = A H q;,—wzi%-+ v 9 ; (kovaryant tdrev)

anlamina gelirler.

(1.13) denklemindeki N\ , sistemi karakterize eden g ni-
celiklerinin ve bunlarin koordinatlara gore birinci tidrev
lerinin fonksiyonudur. Yani A =/\(q,'%% ) dir (bu g ifadesi

X
ornegin elektromagnetik alan igcin 4-14 potansiyeldir).

fdeal akiskan igin ener ji—-maomentum tensori,

T = (p + €) Uyly~ pegp (1.14)



olarak verilir. p, basinc , € , enerji yogunlugu, U, , ler

ise 4-14 hiz bilesenleri olup,
dxF

u¥ =
as

(1.13)
ifadesini haizdirler.
Gravitasyonel alanda bir parcacigin hareket denklemi bu

gdsterimlerle,

2,9 M £
dx’ , prad dx (1.16)
as* YA 45 ds

ifadesini haiz olur.

10



ITI RELATIVISTIK EVREN MODELLERI
Einstein Benel Relativite teorisinde uniform evren model-
leri Bnemli bir yer tutar. Z2ira, nispeten kolay matematikle-
rine ragmen gdzlenen evren kosullarina oldukga iyi uyum sag-
larlar. Bu nedenle bunlari ayrintili olarak dzetlemek isti-
yoruz.

IT.1 HOMDJEN VE 120TROP (UNIFORM) EVREN MODELLER!

Homo jen ve izatrop evren modellerinin ayrintailarina gir-
meden Once homojenligin ve izotropinin tanimin: yapmgk ve
bundan Snce de bu tanimlarda kullanilinacak olan bazi terim
ve deyimieri agiklamak yararl: olacaktair.

Bir gy (x) metrigi, bir xp_—,xm koordinat donisumiunde -
doniGstirilmis metrik ng (x') olmak Uzere -

g'p (y) = g (y) vy (2.1)
kosuluna uyuyorsa bu metrigin bu koordinat donitstGmi altinda
invariant kaldig: sﬁyienir [g}v(x') = guv {(Xx) kosulunun var-
1151 ise gpv(x) sin skaler olmasini gerektirirl.
'fﬁ—exy'koordinat dondsdimi altinda, tensdrlerin genel do-
nisim kuralina gdre verilen herhangi bir noktada dontstGral-

mis metrik ile ilk metrik arasinda su baginti vardair:

. ax? '\x"‘
glpv (x ) = _'&k'—"- i‘ax‘—v. Ypr(x) veva,
Bx‘f air 3 (\)
ng {(x) = ex\l :axv qu *

(2.1) bagintis: gecerli oldugunda g}¢ (x') ile g?¢(x') yer-—

degistirebilirler. Bivylece,

11



g (x) = At ﬁiF- g?d(x ) (2.2)

elde edilir. (2.2) bagintisini saglayan Jz—4»£“ dondsimine
izometrik dondsim veya izometri denir.

x" — x¥ donisimi,
P = x* o+ o€ £00 |€]<<t (2.3
seklinde 0zel bir izometri ise bu dénisidme bir infinitezi-
mal hareket denir. Boyle bir ddnisim, varsayim geregi bir
izometri oldugundén,
O (X)) = gpv (x') — ds = ds' kosulu saglanir. Buradaki
é"(x) vektirlerine gu. (x) metrigine ait Killing vektdr-
leri denir. Killing vektirlerinin (2.3) ddonldsimi altinda
hangi kosulu saglamalari gerektigini bulabilmek icin (2.3)

bagintisinin (2.2) de yerine konulmasi yeterlidir. Bdylece

380 30 e Bger(x)

0 = X% g (0 4 () () =277 (2.4)
kit Gl

elde edilir. Bu ifade kompakt bicimde,

0 = fase + Feiv (2.5)

oclarak yazilabilir. (2.3) bagintisini saglayan her dortlQ
vektdr alam é9 (x)’in g (x) metriginin bir Killing vektor
formunu olusturdugu sdylenir. Boylece bir metrigin batdn
sonsuz kiclk esmetrikli donisimlerini tayin etme problemi
metrigin Killing vektorlerini tayin etme problemine indir-
genmis olur, {(Weinberg,1972,s.243).

N boyutlu bir metrik uzayin en fazla N(N+1)/2 bagimsiz

Killing vektdrd olabilir.

i2



Bu 8n tanimlari yaptiktan sonra homojenlik ve izotropi

tanimlarina gecilebilirte:

Homo jenlik, 'evrenin fiziksel Bzelliklerinin verilen be-
lirli bir zamanda her yerde ayni olmasi ”veyahutta ‘;vrende—
ki her bir noktadan, (Gzerinde bitin olavliarin fiziksel dzel-
liklerinin 6zdes oldugu bir hiperyizeyin gecmesidir“ seklin-
de tanmimlanabilir, (Misner e.t. ,1973,s.713).

Homo jenlik hareket ddnisimleri yardimiylada ifade edile-
bilir. Bir metrik uzay bir x’ noktasini, komsulugundaki bir
" naktasina ddonGstiren x"" = x"+f§énx) seklindeki izometri
dondsiumlerine sahipse bu metrik uzaya homojendir denir. Bu
durum metrik uzayin metriginin, verilen bir noktada her de-
geri alabilen Killing vektdrlerine sahip oldugu anlamina ge-
lir. Uzel halde N boyutlu bir metrik uzayda N tane é: (x)
Killing vektoridni,

L oo = &

kogsulunu saglayacak sekilde segmek mimkindir (verilen bir
nakta (X) her degeri alabildiginden vekt@rleri birim vektdr-
ler alarak secmek mimkindir).

1zotropi de (ydnden bagimsiz olmak) sdyle ifade edile~
bilir: Belirli bir uzaysal hiperylzeyde bulunan bir gtzlem
ci kendi hizini bu hiperylizeyin hizindan ayirt edemiyorsa,

uzaydaki ydnlerden herhangibirini de digerinden ayirt ede-

miyecektir. Bu durum matematiksel olarak sByle ifade edile-

13



bilir, (Misner e.t. ,1973, s.7149.
Bir metrik uzay, Killing vektdrlerinin kendilerinin si-
A

fir (é (X)=0) ve onlarin birinci tirevleri é;n:(X)’lerin de
her degeri aldigi sabit bir X noktasinda x'" = x"+Eg“(x) sek-
linde izometri donisimine sahipse bu metrik uzaya izotroptur
denir. Uzel halde N boyutlu bir metrik uzayda N(N-1)/2 tane
tis)
£, (x) Kiling vektdrini

55 (v;1)

£, 0 = = Ex oo,

)
E:\ (X) = 0,

é;ﬁf:)(m r2, V001 =& s - & S
seklinde secmek mimkiGndir.

N boyutlu bir metrik uzay maximum N(N+1)/2 Killing vek-
tirdne sahipse bu metrik uzayin maximum simetrik oldugu sdy-
lenir. Uzellikle bir X noktasi civarinda homojen ve izotrop
olan bir uzayin N(N+1)/2 tane é?(x) veétﬂ(x) Killing vekto-
rd vardir. Bu nedenle bir nokta civarainda homojen ve izotro-
pik bir uzay, maximum simetriktir. Bqun;tersideﬂdogrudur.
Yani maximum simetrik bir uzayin bitin noktalar civarinda
homo jen ve izotrop olmasi gereklidir.

Fakat bir ¢ok olayda tim uzay maximum simetrik degildir.
Ancak maximum simetrik oclmayan bir uzay bazi kasullarda
maximum simetrik alt uzaylara ayrilabilir.

Uygun koordinat sistemleri secilerek N boyutlu bir uzay

M boyutlu maximum simetrik alt uzaylara ayrilabilir.N-M u-

14



zay1 Vo koordinatlariyla, M alt uzayida UI koordinatlariy-
la ifade edildiginde maximum simetrik alt uzaylara ayrila-
bilen maximum simetrik olmayan bir uzayin metrigi,

dr2 = g,_,,,dxpdxv = Qap (V) dvadvb+ T(v) g.\-’ (u) dtj clu3
seklinde yada,

au)’
k(u )z (2.6)

dr?2 = gabdvedvb+ f(v){du2 +-—T—§F—

seklinde yazilabilir. Burada f(v) pozitiftir ve k
» +1, eger max. sim. alt uzay K > O sahipse
k = -1, eger max. sim. alt uzay K < O sahipse
0, eger max. sim. alt uzay K + 0O sahipse
degeri haizdir. Burada K alt uzayin egrilik skaleridir.
4—-Boyutlu Riemann Uzayinin maximum simetrik alt uzayla-

ri ve bu alt uzaylara ait koordinatlardan bazilari sunlar-

dir.

maximum simetrik U koordinata V koordinata

alt uzay

a) Kiresel simetrik uzay r e,

b) Kiresel simetrik uzay- ryt ©,9
zaman

c) Kiresd simetrik ve ho- t rsQ,p

mo jen uzay-—zaman

Yukarida verilen orneklerdeki maximum simetrik alt uzay
lara ait metrikler asagidaki sekilleri haizdirler :
a. Kiresel Simetrik Uzay : Uzayin boyutu N = 3 ve metrigin

tim Tzdegerleri pozitiftir. Bunlardan biri V koordinati,

15



(bu r ile gosterilmigstir) ikincisi ise U dur ve 6 ve @

acilarainin fonksiyonudur.

u' = sinocosg U2= sin@sing

k = 1 olmak Gzere (2.46) metrigi,

ds2 = g(r)dr2z + f(r) {deZ + sinz26 d¢2}

plur. fir) ve gi{r), r’ nin pozitif fonksiyonlaridar.

Kiresel Simetrik Uzay-Zaman : Uzayin boyutu N = 4 tir ve

gzvektorlerinin 3-4 pozitif 1-i negatiftir. 2 boyutlu

maximum simetrik alt uzaya ayrilabilir. Bu uzay pozitif

egrilikli olup pozitif dzdegerlidir. tki V koordinata

(birisi r, digeri t), iki U koordinat: (biri 6, digeri @)

vardar. k = 1 alindiginda (2.6) metrigi,

de2 = gy (rst) dt2 + 2 g4 (r,t) dr dt + g_ (r,t) dr2 +
fir,t) [de2 + sinz2@© d¢f}

olur. Buradaki f(r,t) pozitif bir fonksiyonudur.g;(r,t)

ise 2#2 1lik bir matris olup biri pozitif, digeri negatif

iki Ozdegere sahiptir.

Kiresel Simetrik Homogen Uzay—-Zaman : Uzay 4-boyutludur.

Uzvektorlerin Ucd pozitif biri negatiftir. 3-boyutlu ma-

ximum simetrik alt uzaya ayrilabilir. Bu uzay keyfi eg-—

riligi haizdir ve metrigin Gzdegeri pozitiftir. Bir V

koordinatiy Ug¢ U koordinat: oldugundan (2.8) metrigi soy-

le yazilabilir,
k{udu)® }

i
dr2 = glv)dVz + f(v),{dU2 -
“ TPRVAYY
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Burada f{V), ¥V nin pozitif ve g(V) de V nin negatif fank

siyonlaridir. Koordinatlara

5<~gw))“ dv

t,
U‘= rasinBcosg,
U2= rsindsing,

3

U = rcose

olmak Gzere bu metrik,

dz? = dt2 - R*(t){ drz,*"ldez*'lﬁ’"zew’}
{—kr

seklini alir. Buradaki R(t) = {F(V) dir, (Weingberg,1972,

s.245).
Bu ©n hazairliklardan sonra uniform uzaylarda Einstein Alan
Denklemlerinin cdzimlerini irdeleyebiliriz.

Homo jen ve izotrop (uniform) evren modellerinden en iyi
bilinenler Schwarzschild ¢dzimleridirler. Bu cGzimler kire

sel simetrik bir kiitle dagilaiminin igcinde (ic cBzumler) ve

disinda (digs cdzimler) elde edilen cozimlerdir.
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II.1.1 DIS SCHWARZSCHILD CUZUMLER!
Kiresel simetrinin varliginda metrik, bundan Gnceki ke-

simde y%pt1§1m12 irdelemelere gire,

Ixo, x' xﬁ f} -_ [t y T 5 6, ¢J ye karsilik gelmek
lzere,

dsz = e dt? - r2(de? + sin20 dg2) - e dr2 (2.7)
seklini alir. Buradaki A = A (r,t) , v = vi(r,t) dir. Sta-
tik halde A==A(r), v = vi{r) olur. Bu fonksiyonlari belir-
liyebilmek icin Einstein Alan denklemleri kullanilir. Bu
ds?2 yay elamanina karsilik gelen metrik tensor ve Chris-
toffel sembolleri hesaplandiktan sonra Einstein Alan denk-

lemlerinde yerine konuldugunda,

S WYL
B‘ITT: = - (__:_4__:_7.) -+ L‘-_../\,
g
Ay Y AV v v
8T, = BnTy = - (—— -2+ Y1+ ) =N (2.8)
° A, X { : { p * >
BWTQ = (—r_. = —\_z—') - ~T_ . /\ F)

denklemleri elde edilir (buradaki X ifadesi X nin r ye gbre
tarevini gdstermektedir).Diger bilesenler ise sifirdir. Mad-
denin disinda yani vakumda cdzim yapildigindan ener ji—momen—
tum tensori Tt = 0 olacaktir. Bundan dolay: bu denklemler

asagidaki hale indirgenirler:

A Y | }
-e (r +— )+ rL-—A =0 ) )
X . W' Y
-e (‘; - ": + ‘:’ + vy;")-/\ =0 , (2.9)
-2, XN 1 {
e | r )+ 2 N =0

Bu U¢ difransiyel denklemin cozilmesiyle elde edilen e’ ve-
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et fonksiyonlari: {(2.7) metriginde yerine konulunca metrik,

2 A 2 - 2 - d("
des?2 = (‘ - ..—rnl.. __1‘-_)‘:“-1_ rl( de‘-q- 5!n19d¢ ) ""—'- ;E’l_‘_—-—-—ﬂl

3
seklini alir, (Tolman,1966,5.243). Burada 2m sabittir.Boyle-

ce kiresel simetrik bir kGtle dagiliminin kitlenin disinda

yaratti§1 alana ait g“,(xp) potansiyelleri hesaplarmis olur.
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I1.1.2 tC SCHWARZSCHILD CUZUMO

I¢ ¢cBzimleri de dis ¢GzUimlere benzer sekilde elde edi-
lirler. Ancak ic gOzimlerde kiitle dagilimi igcinde Tpv enerji
momentum tensdridnin sifir olmadig: olgusu gdzdnine alinma-
lidar.

Bu durumda kiresel simetrik kitle dagilimi icindeki gra-
vitasyan alanin: temsil eden metrigi Einstein alan denklem-
lerinden elde etmek Oncelikle Tyw enerji momentum tensSriandn
sekline baglaidir.

Hesaplar: kolaylastirmak agisindan gravitasyon alani ya-—
ratan katlenin bir ideal akiskan oldugunu varsayalim: Bu du-
rumda TPv ener ji momentum tensori,
™= (p+p 't - p.g"
ifadesi haiz olacaktir. Burada £ = makroskopik yogunluk,

p = basinc , u” de 4- 14 hizdir.
P dx® o<
Te = (p*P) O ds ds

elde edilir. Statik problemle calisildigindan, akiskanin

F
- 9P

hizi icin,

_— ee— T e =

Tl‘ = T, = T; = -p ] T: =P
elde edilir.
Bunlar yardimiyla bulunan Einstein alan denklemleri,

I VR A .
8rp = & (T + =) ——aT+A ; (2.10)
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gnp = (‘;———‘_—) + — AT (2.11)
r

g2 = (————9“;_'; YV, (2.12)

£

dirler. Bu denklemler kirenin sinirlar:inda basincin sifir
oldugu ve bu sinirin ig taraflarinda yogun;uéunun sabit ol-
dugu sartlarda cdzilecektir.

$ ve nin sabit olmasi kabuld altinda (2.11) denklemi-

nin integrali alinirsa,

-
e = 1~ A+Sn?r’_ <
3 r

elde edilir. C integrasyon sabitidir ve sifir olarak segile-—

bilir. Biylece bu denklem,

2
et = 1T , R2 = —3 (2.13)

R A+ 3npP
sekline indirgenmis olur. V yii bulmak icin (2.12) denklemi

integre edilir ¢ ?'nun sabitligi goz dndne alinarak ).

Y
(9+p ) =sbt e .

(2.10) ve (2.11) denklemiyle verilen p ve ¢ ifadeleri bir-

lestirildiginde,

S 2 N p
éi e (A +—!—) = sbt ,
I .. v .

- - -A
elde edilr. (2.13) denklemleri ile verilen e ifadeside ye-

rine konulursas,

iv( 2 S A

r* r R*

) = sbt ]

e
ve bu ifade gozdllirse de,

v e

et = A -8 Jl—ié ’ (2.14)
elde edilir. Burada A ve B iki integrasyon sabitidir.

(2.13) ve (2.14) ifadeleri kullamilarak ¢ sabit yogun-
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luklu akiskan bir kirenin izinde Schwarzschild cdzimi icin

dsz = - 37 e csieced o (ALY o2t TPawr

(R b
T (2.15a)

veya sini = é kornumu yapilirsa
dsz = = R2{( dn2?2 + sin2jd92 + sin2)sin28d@?) +(A-BcosA)2dt?
(2.15b)

ifadesi elde edilir.(2.10) denkleminin yvardimiyla (2.15a)

yay elamanina ait basinc,

1 38\}‘— c-Z/R‘--A+ A
R*  A-BYt-r/&
ile verilir. A ihmal edilirse (sadece orjinden biyik uzak-

8mp =

liklarda gnemli olur) r = r; kirenin sinirinda, basinc sifi-
ra esit olacak ve dis alan denklemi ile bu yarigcapta uyusa-

caktir. Bu durumda sabi%ler,

3
R2 = -2 s, A=2J(1“%), B=% ,m=2gn
gayp 2 R* 3

degerini alirlar, (Tolman, 194646, s.243).
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I1.2 UNIFORM OLMAYAN EVREN MODELLERI

Bolum II.1 de szl edilen homojen ve izotrop (uniform)

evren maodellerinden baska asagidaki teorik disinceler nede-

niyle uniform olmayan evren modelleride birgcok bilim adama

tarafindan incelenmistir.

1.

Homo jen ve izotropik modellerdeki istatistik dalgalanma-
lar buglinki gfzlenen galaksilerin seklini olusturacak ka-
dar yeterince hizli ctkmemektedirler. Buda inhomojenli-
gin evrenin tim asamalarinda varolmasini: gerektirir. Yi-
ne uniform evren modellerinin bazi pertirbasyonlari, gec-—
miste dnemli oldugu disinilen sagilma madlarini igerir.
Bazi singilerlik tipleri, uygun sartlar gerceklesirse,
kuvvetli bir sekilde belirginlesirler.Ancak bunlar uni-
form (homojen— izotrop) modellerdekilerden oldukca fark-
lldlrlar.

Uniform modellerde neden—-sebeb iliskisiyle aciklanamayan
bolgelerden oldukca homojen mikrodalga i1sinimi alinmak-
tadir. Filozofik olarak tatmin edici olmayan bu durum
kaotik kozmoloji gergevesinde calisilmasini gerektirir.

Uniform olmayan evren modellerini inhomojen ve anizotro-

pik veya homojen ve anizotropik olmak Gzere iki grupta ince-

lemek mmkiGndir. Bu calismada biz, Odzellikle gok cisimleri-

nin rotasyon yapmalari nedeniyle homojen ve anizotropik mo-

delleri inceleyecegiz.
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IT.2.1 HOMCJIEZN VE ANIZOTROPIK EVREN MODELLERt

Homo jen ve anizcztropik yani rotasyon yapan evren model-
leri incelenirken -atematiksel rahatlik nedeniyle silindirik
koordinatlar kullanilair. Bunlar (t,p,@d,z) dir. Bu koordi-
natlarda rotasyon yapan evren modelinin metrigi su sekilde
verilir.
ds? = fdt2z - 2kdtds - 1dp2 - e'(d 2z + dz2) (2.16)

Buradaki f,k,1 ve p ler § nun ve z nin fonksiyonlaradir.

Metrik tenstrin kowvaryant ve kontravaryant bilesenleri asa-

gidaki ifadeleri haizdirler.

»
Gw = f ’ 9ez = K ] g, = Oy, = —e s G33= -1,
4 : | . (2.17)
g” = D-21 9> = -D"2k , g =g*=-e ,g7=-D"2f.

D 2 = fl +kz2

Bu metrik tenstr bilesenleri yardimiyla hesaplanan sifir-

by

dan farkli I, Christoffel sembolleri ise sunlardir :

Mt = % D™2(1f, + kk,) 5 M. =% D-2(1f, + kk,),

. . (2.18a)
N3 =% D72(klg - 1lkp) , T, =% D-2(klp — lky),
L =%e% , Ma=-%ck » Fhi=%FR ,

’ . . . (2.18b)
r‘nz - lé Ht s r‘;). = —'é HP ’ r‘u = —'ée 1 £ 3

F'o: = 'éép 1, ’ r'ezz = ""ée* ks s Th o= % Ha

) R . . - (2.18c)
rvu‘ = 'é Hf ’ r'u = 'é Hz 9 ’_‘33 = _'é e 12’ ]
r-“? = % D-2 (ka - ka ) ’ r‘oi =% D-2(fk, = kf, ),

(2.18d)

w W

Fa = % D‘2(f1? + kk?) s T “ D-2(f1zg + kky).
Burada %f = f} of

Ty = f, ...vb. ifadelerini haizdirler,
P x '
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(tslam, 1985,s.21).

Bu ifadeler (1.9) denkleminde yerine konularak Ru egri-
lik tensdrli hesaplanir. R egrilik skaleri de hesaplandiktan
sonra (1.7) Einstein Alan denkleminin sol tarafi olusturu-
lur. Bu denklemin sag tarafina bir defa sifir koyarak dis
alan denklemleri, bir defa da madde dagiliminin icine ait
ener ji—-momuntum tensidrd konularak ta ic alan denklemleri
elde edilir.

I1.2.2 BOSLUKTA (DIS) ALAN DENKLEMLERt

T 0 konularak dis alan denklemleri olusturulur.

€ x°5x" 3x*,%x*) —5 (t,p,2z,¥) karsilik gelmek Gzere alan denk-
lemleri,
Bl _ -9 o | ~3 2 2
8" D7 Ry = (D7 fo0p + (D £, + D f(fgl, + 1 + k2 +k2)
= O, (2.19a)
[} -1 -\ -2
2e D Re; = (D k? )9 + (D ki )2 + D k(fPIP + fol, + kf2 + kf)
= 0, (2.19b)
Y - -3
-2e D R, = (D 19)9 + (D 1,), +D l(fj, 1? + fz '.|.2 + sz + k}z)

o.

dirlar. Bu denklemler su halde yazilabilirler:

€ D' (1Rg — 2kRe; —fRy; ) = Dgp + Doy = O. (2.20)
Boylece D ifadesi p ve z degiskenlerine bagli iki boyutlu
bir Laplace denklemi oclusturur. X (p + iz) analitik fonk-

siyonun reel kism: slarak D ifadesi, imajiner kismi olarak

ta E, ifadesi alinarak c¢dzime gidilir.
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L+ iz) = D(p,z) +iE(p,2) (2.21)
Cauchy-Riemann denklemlerinden,

D = E, » D= -Ep (2.22)
esitlikleri elde edilir. (p,2) den (§,2) ne ddnisim yapi-
lirsa,

P=Dipyz) , Z = Elp,z) (2.23)
elde edilir. (2.22) den dolay1i da,

(dPr2 + (dz2)2 = (Dg + EZ ){(dp? + dz?) (2.24)
elde edilir. Bu dgnisim (2.14) metriginde yerine konuldu-
gunda bir degisiklik olmaz. Bu nedenle,

e’ = e¥(Dy2z + iE 27 (2.25)
ile verilen yeni bir H fonksiyonu tanimlanabilir. Batin f,
kylsf fonksiyonlari (P,Z) cinsinden ifade edilebilir. Bu i-
fadeler {(f,2) cinsinden yazilip (-)ler atildiginda f,k,1 a-
rasinda asagidaki cebirsel denklem elde edilir:

D2 = f1 + k2 = p2 . (2.26)

Diger dis alan denklemleri ise sunlardir:

BRn = = M = Pap + P Hp + 9T2(F 1 + kp2) = O, (2.27a)
BRa = SH, + B §(fpl, + f 1, + Bkpk,) = 0, (28.27b)
BRy, = = By — My -5 He + g2(f 1, + k,2) =0, (2,27)

k yerine ,

W= f K (2.28)
ile tamimlanan yeni W fonksiyonu kullanilirsa denklemler

basitlegir. (2.19a) ve (2.19b) de k ve 1 elimine edilirse

=)



Flfge + fy, +F Fo) = T2 - f,2 + g2f'(lp2 + W,2) =0 ,

’ (2.29a)
Tllge + Wy — Fb) + 2fpWp + 2F, W, = O, (2.29b)
denklemleri elde edilir. (2.27a),(2.27b) ve (2.27c) de de
Hp ve H, ler f ve W lar cinsinden yazilirsa,

Hp = =F o + % f 206, 2-F,2) — %§ f2(Wp2-W, 2) , (2.30a)

By = ~F f, +pf 26 —§F T2,y (2.20b)
ifadeleri elde edilirler. (3,2%a) ve (3.29b) den f ve W lar
(2.30a) ve (2.30b) dende K ler integrasyonla bulunarak ¢&-
zime ulasilir, (ifslam ,1975,5.25).

Newton gravitasyon tecrisinde sinirl: rotasyan yapan
bir kaynak icin ic ve dis cdzimler iyi bilinmesine ragmen
Genel Relativite de uniform rotasyon vapan sivi kidtlenin
icinde veya disinda Einstein denkleminin tam cdziGminid bul-
mak son derece zordur. Bu nedenlede genellikle yaklasik c8-
zimler aranir.

Einstein denkleminin sinirli rotasyon yapan bir kayna-
gin disindaki i1k tam c¢Oziamid Kerr tarafindan yapilmigtir.
Bu ¢dzumin Ozelligi asimtotik olarak duz ¢dzim olmasaidir.
Yani kaynaktan uzaklistikgca gravitasyon alani sifira gider.
Kerr cﬁzﬁmﬁnﬁn baska onemli bir Gzelligide kaynagin agisal
momentumﬁﬂs1f1ra vaklastiginda (rotasyon olmamasi) ¢dzdmin,
kiresel simetrik bir kaynagin dis cbzimi olan Schwarzschild
cBzimine gitmesidir. Kiresel simetriden ayrilisa rotasyon

neden oldugu icin bu gercek bir yildiz icin beklernen bir so-
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nuctur. Eger rotasyon sifirsa kiresel simetrik bir yildiz
mismis olur, (lslam,1985,s.42).

Simdi bu ¢zimid ve Gzelliklerini ayraintili bir bigimde
ele alalim. Bunun igin once Einstein denklemlerinin Ernst
formunu elde edelim.

ROTASYON YAPAN ALANLAR 1CIN EINSTEIN DENKLEMLERININ
ERNST FORMU

(2.29b) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir
(F'f2Wp) + (' f2W ), =0 . (2.31)
U fonksiyonu,

Up = - § F2u, » U, = §'f2ug (2.32)
seklinde segilerek (2.29) f ve U lar cinsinden,

T v2U = fp2 — f) +Rp2 + g2 = 0 (2.33a)
seklinde ifade edilebilir. (2.31) de W kisaltilirsa,

fv2u = a2fpl + 2f, U, (2.33b)
elde edilir.

¥ ve U cinsinden (2.30a) ve (2.30b) asagidaki gibi ya-

zirlabilir:

F§ % PF2(fp2-F,2) + % pf~2(U?2_U22), (2.34a)

t

K

?f‘“’?f.,; + P Fo2po H, {(2.34b)
buradaki K = p + logf dir.

E = F +iU (2.33)
ifadesi yeni kompleks blyltklik clmak Gzere (2.30a) ve

(2.30b) denklemleri bu ifadenin reel ve imajiner kismi ola-
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rak asagidaki sekilde ifade edilehilir:

(ReE) V2E = Ep2 + E, 2. (2.36)
ReE, E nin reel kismidir. E verine asagidaki dﬁnﬁs&mle(§
fonksiyonu kullanirsa (burada é kompleks degerli bir fank-
siyanudur)},

-t
E = 5 (2.37)

£

(2.36) denklemi,

(E§" —1) Vag= 28 0g2 +£,7), (2.38)
seklinde ifade edilebilir. Buradaki é' ’ é nin kompleks es—
lenigidir. (P,z) degiskenlerinden x ve y koordinatlarina ge-

cildiginde, :

= fixz-13f(1=y2) ' zZ = Xy den (2.39)
) 3 t )
x =% (R + R , y =% (R? - r"H , (2.40)
(%)
R =JTpz + (z + 173 (2.41)

elde edilir. (2.38) de x ve y cinsinden yazilirsa,

CEE -DLz-1 E, + Bx b + (1-y2) &y, -2y, 1=

eé‘sz-né‘z + (1-y2)f 2] (2.42)
ifadesi elde edilir. Denklem (2.38) ve (2.42),(2.2%a) ve
(2.29b) Einstein denkleminin Ernst formudur. (2.32) ve
(2.34a) ve (2.34b) denklemleri x ve y degiskenleri cinsin-

den asagidaki gibi yazilabilirler:

We = (l-yHf-2uy  , Wy = (1-x2)f~2Uy , (2.43)
2 -2 ;

Ky = b—)%-[)ﬂ(x’“—') (125 1% + x (y=0) (3 +19) -

200) (2.44a)

2y (R (f By +Uialy)
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wy o= OENE e (p2eud) = g G-y (8 + uy)
2(x-yY) (2.44b)

+2x (-7 (B by s Ly ) 1.
(Islam, 1985,s.43).

IT.2.3 KERR CB2UMU
(2.42) Ernst denkleminin basit bir ¢dzlimid Kerr cdzdmi-
dir. ve
¢ = px - iqy (2.45)
ifadesini haizdir. Burada p ve g lar p?2+q2=1 sartini1 sag-

layan sabitlerdir. (2.339),(2.37)s ve (2.43) den yararlana-

raks,
2 qtyi-d
~ FrFavy- TR ) , (2.46)
(Px+1) +qy? (Px+1)+ q*y*

(2.43) den ve (2.46) dan yararlanilarak ta,

2qp7( 1-y*

art (v (pxa) (2.47)
P+ qlyta

ifadesi elde edilir. Burada W sabittir. (2.44a) ve (2.44hb)

W =

denklemlerinden,

[ ' 2. SNFEEAY
= AR Ped Y=Y (2.48)
xl_Yl

bulunur. Burada A keyfi bir sabittir. (2.48) denkleminden

ve K nin e’ = fe seklindeki tanimindan
&= Allpx+0*+ %]
X v

ifadesine gecilir.

px+l =pr , vy = cos6 (2.49)
olmak Gzere p ve g lara M ve a sabitleri karsilik gelir:
~)

p~ = m » pP'g =a y m2—-a?2 = 1, (2.50)

Kerr coziminde m kiitleyi , ma ise agisal momentumu gds-
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terir. Kerr metrigini Boyer ve Lindquist koordinatlariyla
vermek icin f,k(=fW),e" leri r ler ve © lar cinsinden yaz-
mak gerekir. (2.39),(2.49) ve (2.50) denklemlerinin kulla-
nilmasiyla (prz) s r ve © cinsinden asagidaki sekilde ifade

edilebilir:

7= f(r2-2mr+a?) sine y z = (r—-m)cos® (2.51)

(2.49)-(2.51) denklemlerinin kullanilmasiyla e de,
r _ A r3q (o' 0

m*  (r-m)i(at-m?) (D (2.52)

e
seklinde yazilabilir.
(2.26)(2.46),(2.47) ve (2.51) denklemlerinin kullanil-

masiyla Kerr ctziimi Boyer ve Lindgquist koordinatlar:i cinsin

den;

ds?2 = (1-2mrZ )dt?2 - 4amrsin2@ 27d¢dt ~ (Bma?rsin20T;+r2+a?)
sin20d@? — I Z,dr2 + dg?), (2.53)

clarak elde edilir. Burada I ,= r2 + a2cos?6 ,Z,= (r2-2mr+a?)

dir.

Biyik r degerleri igin (2.53) metrigi,

dsz = (1— 22)de _ (- 20 Ve ¢2(det Sintedd))-

4emSin’d Jpdt (2.54)
r .
haline indirgenir. Eger a = 0 olursa (agisal momentum oclma-

di1g1 durum) kaynak rotasyon yapmaz, bundan dolay:i da (2.33)
metrigi Schwarzschild metrigine indirgenir.
(2.33) metriginin metrik bilesenleri,

97 = (£, %,7 [(r2+a2)?z - £ _a?sin201 ,
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(2.39)

pu} ~ -
g“ = "E|Z , g-sZ= __2: ’
g = —(%,%,sin28) (£,-2mr), g° = (£, I)) (2mar).

degerlerini haizdirler.

3z



II.2.4 ROTASYON YAPAN EVREM fCIN EINSTEIN ALAN DENKLEMLER!t

Rotasyon yapan evren icin Einstein alan denklemlerini,
madde dagiliminin bir toz oldugu kabulu altinda incelemek
istiyoruz. Bunun icin madde dagilaiminin icine ait enerji—-mo-
mentum tensdrdnid bilmek gerekir. II.2.1 kesiminde belirtil-
digi gibi bir ideal akigkan igin enerji-momentum tensdri
™ = (e+prd’u’ - pg™, (2.56)
idi. Basing sifir oldugunda kitle enerji yogunlugu sadece
parcac1k1ar1n yogunlugunu icerecektir. m parcaciklarin kat-
lesi, n parcaciklarin sayisi olmak lUzere parcacik yogunlugu
m.n olacaktir. Bundan dalayi1 inkohorent bir madde icin enerji
momentum tensora
™ = anu"u’, (2.57)
ifadesine indirgenir. Bu durumda Einstein Alan Denklemleri,
R™ - % ¢ R = gumn®u’ , (2.58)
halini alir. Her iki tarafin diver jansini aldigimizda sol ta-
rafin diverjansi sifir oldugundan (2.58) ifadesi asagidaki

hale indirgenir:

V) 3] )
tn Uy, = ('), U+ nub,u =0 . (2.59)
. ~ v ds*
Maddenin korunumundan (nU );, = O olacaktir. U =-;; idi.

Bunlar gtz onidne alindiginda (2.59) denklemi

1" d ¥
uwu’ = d; + M d:v j’; = 0, (2.60)

ifadesine donlsir. Bu ifade ise toz pargaciklarinin izledi-

§i geodezik denklemidir. Rotasyon yapan tozun 4-14 hiz e-

33



lamanlari ise
' dp

v =2 o (faak-217  , U = = o,

os o= (2.61)
uz =92 = o , U =gg=9¢dt = g,

Qs 3s A 4s

dir. @ = Q(p,z) acisal hizdir ve toz z ekseni etrafinda bu
acisal hizla rotasyon yapar. Toz parcaciginin bu esnada sa-—
dece ¢ koordinatlari degisir ( pve z sabit kalir, bundan do-
layir U, = U, = 0, 4¢9= 9 dir).
o

(2.58) denklemi
Ry = Bwmn(U,U, - %g,, ) (2.62)
biciminde yazilarak ve (2.146) metrigi de gz dnine alinarak
i¢ alan denklemleri icin

"D R, = (D' ' fE = et (F-20Kk-0217
2e DR, = (D ﬁ,% + (D f,), + D fEX = BwmnD e -20k-021) *

L2ak{-f+Qk) + f(f+Q21)1, (2.63a)

= - - -)
= (D'kplp + (D'k,), + D kE = BumnD e" (f-20k-021) *
(f1+2Qf1-Q2k1), (2.63b)

ok
-8mrmnD e’ (f-20k-—

p_ - -} -~ ~3
—-2e D R;; = (D %,% + (D 12)2 + D 1%
-t
Q21)#(fl+2k2-2Qk1+Q212), (2.63c)
-2 -
D" = f1 + k2 ve ¥ = fP%? + ﬂ k + sz + k, 2 3
ifadeleri eld; edilir. Bu (¢ denklem
e D' (1R —BKRos ~FRy; ) = Dgp + Dgz = O
seklinde tek bir denklem olarak .yazilabilir. Ayrica (2.60)

denkleminden

0, (2.64a)

f - 2Qke - Q21p
fa - 2ak, - Q21, = O, (2.64b)

ifadeleri de elde edilirler.
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Simdiye kadarki denklemlerde Q = Q(p,2z) idi ve diferen
siyei donme gecerliydi.  Sabit secildiginde kati donmeye
Agecilebilir. Bunun icin su donGsimler vapilir
L =1 > K=k +Ql , F =+ - 20k - Q21 . (2.63)
(2.83a),(2.63b) ve (2.63c) birlestirildiginde asagidaki 2
denklem elde edilir:

-2e"p! k[(kml)R'm + (F+Q21)Roy + Q(F-QKIR ;1 = CJF(FKP—Kr;; )L,
+ c.‘;_ (FK, KF, )1, = 0 , (2.66a)
Lpp * Ly ~ Llp + §7LE = Bmmne F'(-FL-2K2), (2.66b)
Burada ¥ = ) H, + KPZ + FéLé+ K, 2 dir.

Denklem (2.66a) ve (2.66b) de Q = sabit konulursa

f - a8k - Q21 = F = sbt Fa o (2.67)

eldé edilif. Bu nedenle denklem (2.66a) dan da,

AK = Kpp + Ky = é’KP = 0, (2.68)
elde edilir. Bu denklemin ¢8zimind veren fonksiyon ise,
K = af s BF =0 , F=pnp (2.69)

dir. Buradaki N ,V 2= Ny + N3 + P-"‘(P = 0 denklemini sag-
layan harmonik bir fongéiyondur. x ise keyfi bir sabittir ve-
gerektiginde é nin taniminda kullanilmayabilir. Bu nedenle
{2.66B) denklemi de,

AL + a2 'Lz 2+ 2) = Bumn(~L-a2F] ¢ e (2.70)
haline gelir. Diger yandan,

L= F'(p2-K2) = F.'( proazs?) (2.71)

dir ve bu da,
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AL = -BFa2(g 2+ § .21, (2.72)
olmasini gerektirir.
(2.71) ve (2.72) denklemleri (2.70) de yerine konulursa,
Brmn = o2 §(g, 2+ g 2re™ (2.73)
denklemine indirgenir. Buradanda n say: yogunluau,é ve H
lerin bir fonksiyonu olarak elde edilir.

H fonksiyonu F,K,L ve n cinsinden asagidaki denklemler-
le verilir:
- R|

—e" R, = %R+, ) - BF Ho+ %P (F,L,+K,2) = 4mmne’} (2.74b)

~5Hp +Hay ) + % F Hp + %P (Fplo+Ko2) = 4umne’) (2.74a)

) ;1 -—

Ri, = %M, +-2-*—9 (Fply +F, 1, +2K K ) = O. (2.74c)
(2.74a) ve (2.74b) den,
Ho = % §(Fy L, +K, 2-F, Lp —Kp 2) (2.75)
elde edilir. (2.67),(2.69), (2.72),(2.74c) ve (2.73) denk-
lemlerinden de R icin,
Hp = %§ a2(s_2- & 2) P = —az pg (2.76)
£ 2 P ’ 2 P éple :
cifti elde edilir. Bunlar ise Aé== 0O sartini saglarlar. Boy-—
lece (2.567),(2.69),(2.70),(2.72),(2.73) ve (2.76) denklem—
leri, Af = 0 kosulunu saglayan é fonksiyonu cinsinden bir
tam ¢cGzim sinifi1 olustururlar.

Kati rotasyon yapan toz icin bdyle gdzlimler Van Stockum

tarafindan yapilmistir, (islam,1985,5.33).
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I1.2.5 VAN STOCKUM CB2UMUG

Van stockum, z den bagims:iz oclarak (2.69) denkleminde-—
ki.é fonksiyonunu kati rotasyon yapan bir toz silindir duru-
muna uygulamistir. Af = 0 sartini1 saglayan é yi sdyle elde
etmistir:
$=apz+f . (2.77)
Burada a ve §, sabitlerdir. (2.77) den elde edilen bu c@zim
ler silindirik simetrik dis cozimlerle sinirlarda uyusmak-
tadir.

Ic cozimler (P =§ silindirin ylzeyini gdsterir) p <p,
icin asagidaki gibi bulunmustur :
F=1 ,K=ap2z , L=p2(l-a2p2) , e = e ,

(2.78)
-}
(2mw) aie*Tl e

n
K fonksiyonu {2.77) de a = 1 alinmasiyla (2.71) den; L,
(2.72) den ;3 K ise (2,76)°nin ilk denkleminin integrasyonun
dan elde edilmistir.

Bu cBzimler £ =pf£da dis cdzimlerle uyusmaktadir. Yani

metrik tensdr bilesenleri ve onlarin tirevleri P =F sinir-

larinda timiyle sureklidir, {(islam,1985,5.57).
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III. SONUC

Rotasyon yapan bir kaynagin dis alan denklemlerinin ilk
tam cozlmind veren Kerr’dir. Kerr codziml rotasyon yapan bir
karagukurun yapisini da aciklar. Ayrica Kerr cBziminde alam
meydana getiren kaynagin acisal momentumu sifira yaklastigin-—
da coziim kiresel éimetrik bir kaynagin dis alanini gdsteren
Schwarzschild ¢ozimidne indirgenir. Bu sonuc gercek yildiz i-
¢in beklenen durumdur. Kiresel simetriden ayrilisa rotasyon
neden oldugundan rotasyon sifirsa kiresel simetrik yildiz
elde edilir.

Einstein alan denklemlerinin bir ic ¢@zdmindn bir dis
cbzimle sinirlarda uyusmasi gerekir. Fiziksel ic cozimler
son derece azdir. Bilinen ig¢ c@zdmlerden biri Van Stockum
ctzimleridir. Van Stockum cBzlmleri, kati rotasyon yapan
notral toz icin eksensel simetrik i¢ ¢Ozimlerdirler ve bu
czGmler sinirlarda dis gdzumlerle uyusurlar. Rotasyon yapan
kiresel simetrik kiitle dagilimlarinin kitlenin icinde ve di-
$1ndé yvyarattig: graQitasyonel potansiyelleri veren bu ¢dzidm-—
ler, rotasyon yapmayan gdik cismi modellerine nazaran daha

gercekci modeldirler ve asil Snemleride buradan gelmektedir.

Yiksek lisans grenimimin her asamasinda ve bu calismada
bana degerli ©oOnerileriyle vyardimcar olan sayin tez hocam

Prof.Dr. tlhami Yavuz’a ictenlikle tesekkiir ederim.
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IV. G2ZET

Model yapmanin nedeni, evrenin geometrisini ve kitle
dagiliminy teorik olarak bulup bu modelleri gdzlemlerle kar-
silastirarak evrenin yapisin: en iyi yansitan modeli tespit
etmektir.

Relativistik bazda evrenin geometrisini ve kiitle dagi-—
1imin: bulmak icin Einstein denklemi
Ry — guwhR = -ATw
kullanilir. Bu difransiyel denklemler elde edildikten sonra
cdzim aranir. Fakat bu denklemleri dogrudan cdzmek glctir.
Bu nedenle uzaya bazi simetriler (gdzlemlerle desteklenen)
getirilmistir. Simetriye giire en basit ayirim uniform ve u-
niform olmayan evren modelleridirler.

Evreni blylk dlgekte homojen ve izotrop kabul ederek ki-
resel ve merkezcil simetrik bir kdtle dagilimi varsayimiyla
Einstein denkleminin ic ve dis cozimleri ilk defa Schwarzs-
child tarafindan elde edilmistir. Bdyle bir alanin metrigi
kisaca
ds? = g dt2 - rz(dez+sinz2odg2) - eAdrz,
ile verilir.

Uniform olmayan (rotasyon yapan) modellerde ise metrik,
dsz = fdtz - akdt&¢ - 1dp2 - e"(dp2+dz2?)
ifadesini haizdir. Bu metrigin dis cozimi Kerr tarafindan

ic ¢cBzlimi de Van Stockum tarafindan verilmigtir (KiGtle da-—
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girlim: igin bazi varsayimlar yapilarak).

SUMMARY

The reasaon of modelling is to find the geometry and the
mass distribition of universe teoriticaly. The comparing
of those models whit aobservations would help to choose the
best model representing the real universe.

In the relativistic base, to find the geometry of the
universe and the distribition of mass, the Einstein equa-
tion
Rpyw— gw R = - Ty
is used. After obtaining those differational equations, the
solution is searched. But solving those equations directly
is diffucult. For this reason , some symetries which is sup-
ported by observations is brought into space. The simplest
classification depending of symetry are uniform and non-uni-
form space model.

Assuming homogen and ‘izotropic universe in a large sca-
le and. a centrally symetric mass distribition, the inte-
rior and exterior solution of Einstein Equation is obtained
firstly by Schwarzschild.

Such a metric can be shortly by the folloging
ds? = e'dt? - r2(de2+sin26dp2) — & dr2.

So the non-uniform models have this,

dsz = fdt?2 - 2kdidg — ld@g?2 - ep(df2+d22).
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The exterior solution of this metric is given by Kerr
and the interior solution by Van Stockum who assumed appro-

ximation for mass distribution.
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