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SiIMGE LIiSTESI

K{x,y,0}  Serbest cebir
I, (...) ile olusturulan K {x,y,@} serbest cebirinin iki tarafli ideali
K, [ y,60]=K{x,y,6} /1, Bolim Cebiri: Kuantum siiper uzay

Ki[w.p.z2]  Kuantum siiper uzaym duali

GL,(2]11) Kuantum siiper grubu

D, (T) T ’nin kuantum siiper determinanti
® Tensor ¢arpim

® Matris-tensorel ¢arpim

[ ] Lie parantezi

A Ko-garpim operatorii

£ Ko-birim operatorii

S Ko-ters operatorii



ONSOZ

Bu ¢alismanin hazirlanmasmda, tez konumu belirleyip, yardimlarmni esirgemeyen ve beni
yonlendirerek ufkumun agilmasimi saglayan saygideger hocam Yrd. Dog. Dr.Salih CELIK e
tesekkiirlerimi sunarim. Bununla birlikte, 6grenim siirem boyunca destegini esirgemeyen
TUBITAK’ a ve her zaman yanimda olan aileme, arkadaslarima tesekkiirlerimi sunmay1 bir
borg bilirim.



OZET

Bu ¢alismada, singiiler bir g matrisi ile Manin tarafindan verilen (2+1)-boyutlu siiper uzayin
g-deformasyonu kullanilarak, onun h-deformasyonu olarak adlandiracagmmiz yeni bir
kuantum h-siiper uzay elde edilmis ve bu uzaya etki eden tersi mevcut siiper matrislerin
olusturdugu GL, (2|1) kuantum siiper grubunun yapisi ortaya konmustur. Bir T e GL,(2|1)
sliper matrisinin matris elemanlar1 arasinda saglanan komutasyon bagntilar1 hesaplanmistir.
Matrisin siiper tersinin matris elemanlar1 arasinda saglanan bagmtilar, (9x9) tipinde yeni
bulunan bir R matrisi yardimiyla elde edilmistir. Kuantum siiper matrisi T ’nin h -siiper
determinanti hesaplanmistir. GL, (2|1) siiper grubun Hopf cebir yapisi elde edilmis ve calisma

T siiper matrisinin Gauss ayrisim1 yapilip, olusan matrislerin(alt tiggensel, kosegen ve iist
iiggensel), matris elemanlar1 arasmdaki bagntilar bulunarak bitirilmistir.

Anahtar kelimeler: q-deformasyon, Gauss ayrisimi, Kuantum h-siiper uzay, h-
deformasyon, R matris yaklagimi.



ABSTRACT

In this work, a new quantum h -superspace is obtained with a singular g matrix, using (2+1)-
dimensional q-deformed superspace, and structure of quantum super group GL, (2|1) which
is formed by inversible super matrices that effect this space, is produced. Fora T € GL, (2|1)

super matrix, commutation relations between matrix elements is calculated. Relations
between elements of super-inverse matrix , is obtained by using new found (9x9)type R

matrix. h-super determinant of quantum super matrix T , is calculated. Hopf algebra structure
of super group GL, (2]|1) is formed and work is finalized, by Gauss decomposition of T

super matrix is acquired and commutation relations between matrix elements are found(lower-
triangular, diagonal, upper-triangular).

Keywords: ¢ -deformation, Gauss decomposition, Quantum h -superspace, h-deformation,
R matrix method.
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1. GIRIS

Grup kavrammn bir genellestirilmesi olan kuantum gruplari; matematikte ve teorik fizikte
onemli yer tutar. Entegre edilebilir sistemlerin ele alinmasiyla degismeli olmayan Hopf
cebirlerinin bir smifi elde edilir. Bu Hopf cebirleri, bilinen klasik gruplarin g-deforme
fonksiyonlarmm cebiridir. Iste klasik gruplarn bu g-deforme yapisina kuantum grubu denir.
Farkl1 bir ifadeyle; bir kuantum grubu, deformesi oldugu grup ile deformasyon parametresinin

Ozel degerleri i¢in 6zdeslesir.

Ik olarak Drinfeld (1985) ve Jimbo (1985)’ nun bagmsiz olarak yaptiklar1 ¢alismalarda
sekillenen kuantum gruplari, bir q parametresine bagli Hopf Cebirleri(Abe 1977) olarak
ortaya ¢cikmistir. Genis olarak bakilirsa; Drinfeld, iki rankli bir kuantum grubunu olustururken
SL(2) ozel linecer grubunun Lie cebirinden hareketle, deformasyon parametresi olarak
adlandirilacak olan bir g=e™ kompleks sayistyla SL(2)’deki bir matrisin matris elemanlarimni
birer koordinat fonksiyonu olarak diislinerek onlar arasmnda saglanan bagmtilar1 drnegin
ab=-q'ba vb. seklinde ortaya koymustur. Goriildiigii iizere; matris elemanlar1 ancak ¢ un Szel
deger(ler)i i¢in degismeli olacaktir. Sonra Faddeev (1987) bu konuyu Lie grup ve Lie cebiri
teorisine sistematik bir sekilde adapte etmistir. Woronowicz (1987) ve Manin (1988) bu

konuya farkli yorumlar getirmistir.

Manin, bir kuantum matris grubunu elde ederken, grubun elemanlarmi uygun bir uzaya etki
ettirmis ve elemanlar1 q parametresine bagli bagmtilar1 saglayan bu uzaya; Kuantum (Siiper)

Uzaylar1 adin1 vermistir.

Diger yandan, Jordanian deformasyonu olarak bilinen klasik gruplarin h-deformasyonu da
vardir. Aghamohammadi vd (1995) diizlemin g-deformasyonundan hareketle, bir singiiler g
matrisini kullanarak singularity (benzerlik) transformasyonu yardimiyla h-deformasyonuna
gecis yapmiglardir.

Bu calismamizda, temel kavramlar bashigi altinda verilen ikinci boliimde, tezin ilerleyen

kisimlarinda kullanacagimiz bazi tanimlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde, Kuantum h -siiper uzayma, Manin’in(1987) yaptig1 ¢ -deformasyon tanimi

kullanilarak gec¢ilmistir. Bu gegis, daha once kullanilmamis olan ve singiilerligi saglayan
uygun bir g matrisi ile yapilmistir. Boylece yeni bir h -deformasyonu elde edilmistir.
Doérdiincii boliimde, tezin onemli kismini olusturan GL, (2]|1) Kuantum siiper grubunun

yapisi olusturulmustur. Siiper grubun elemani olan bir T siiper matrisinin elemanlar1 arasinda

saglanan bagmtilar elde edilmistir. T eGL, (2|1) siiper matrisinin, sliper tersinin matris



elemanlar1 arasindaki bagmntilar bulunarak, T eGL_, (2]1) oldugu goriilmiistiir. Daha sonra

ise sD,(T)=ABC™ esitliginden h -siiper determinanti hesaplanmustir.
Besinci boliimde, GL,,(2|1) Kuantum siiper grubunun Hopf cebir yapis1 ortaya konmustur.

Son kisim olan altnci boliimde ise, T siiper matrisinin Gauss ayrigimi yapilmis ve
matrisimiz; alt liggensel, kdsegen ve iist liggensel matris olmak iizere ii¢ matris seklinde

yazilip, bu matrislerin matris elemanlar1 arasindaki komutasyon bagmtilar1 elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezde kullanacagimiz bazi temel kavramlari, bu boliimde tanimlayacagiz.

2.1 Tamim: H bos olmayan bir kiime ve *, bu kiime {izerinde tanimlanmis bir ikili islem
olsun. Eger asagidaki lic aksiyomu saglyorsa, H kiimesine * iglemine gore bir grup denir ve

(H, *) ile gosterilir.

*:HxH — H, (x,y)—(X*Y)

(1) * islemi kapaliyani V X,y € Higin (x*Yy) € H dir.

(ii) * iglemi birlesmeliyani V X, Y,z € Higin (X * (y*2))=((x*Yy) *2) dir.
(iii) Birim eleman: V x € H i¢in;

(e*x)=x=(x*e)

olacak sekilde bir ¢ € H elemani vardir.

(iv) Terseleman: V x € H i¢in;

(x = x')=(x" * x)=€

olacak sekilde bir X' €H elemani1 vardir.
Eger (i) ve (i1) aksiyomlar1 saglantyorsa, (H, * ) yapisina bir yar1 grup denir. Eger V x,y € H
icin (X *y)= (y *X) ise (H, * ) grubuna abel grup ya da degismeli grup denir.

2.2 Tamim: H kiimesi lizerinde * ve o islemlerini tanimlayalim;
(1) (H, o) degismeli bir grup,
(if) Her x,y,z €eH i¢in;
X(y*2) = (xxy) 2,
(iii) Her X,y,Z eH igin;
X*(yoZ)=X*kYyoX*Z Ve (Xoy)*Z=X*Zoy*Z,
(iv) Her x eH igin x*1=1%X olacak sekilde 1€ H elemani vardir,

Ozellikleri saglandig1 takdirde; (H,*,0) sistemine bir halka denir, Her x,yeH iken

X#*Yy=Yy=*X oluyorsa H” ye degismeli bir halka denir.

2.3 Tanim: (G,+,.) yapisi bir halka ve (G,+) grubunun birim elemani 0 olsun. Bir G cismi,

her bir a#0 eleman: i¢in, at.a=1 denklemini ger¢ekleyecek sekilde bir a™* ters elemanmi

iceren degismeli bir halkadir.



Asagida verilen aksiyomlar saglaniyorsa (G,+,.) sistemi bir cisimdir:
(i) (G,+) yapisidegismeli gruptur.

(if) Her x,y,z€ G i¢in,

X(y+2)=Xy+Xxz,

(iii) (G—{0},.) yapist degismeli gruptur.

2.4 Tanim: U ve V ; K cismi iizerinde birer vektor uzayi olsunlar;

T:U >V tasviri,

her u',u?cU ve x,yeK icin,

T(xu'+yu?)=XT(u") + yT(u?) sartin1saghyorsa, lineer tasvir adin1 alr.

25 Tanim : U,V ve W ; K cimi lizerinde birer vektor uzay1 olmak {izere,
uhbu*eU:; vV’ eV ve a,feK icin,

(i) w(au' +pu V) = ap (', V) + By, v),

(i) wU'av' + pv*) =ay (u' V') + By (u',v7),

v U xV —>W tasviri yukaridaki iki sart1 sagliyorsa  ’ye bi-lineer tasvir denir.

U ve V ’yisirasiyla m ve n-boyutlu birer vektor uzaylari olarak kabul edelim;

{E} ,U ’nun ve {\7} ,V ’nin taban elemanlarinmn kiimesidir, bu takdirde 1<i<m ve
i=1 j=1

1< j<n olmak iizere mn tane (i, j) indisi mevcut oldugundan bu indis ¢iftleri W da ki bir

{W} " tabanmi indislemek icin kullanilabilir. Boyle yapinca;
i=1,j=1

v U xV —>W tasvirini,
i:xﬁ ve )7= yj\ﬁ olmak tizere
W(i,y) :xiyjﬁ seklinde tanimlariz. Asikar olarak w bir bi-lineer tasvirdir ve

w(U,V) =W kiimesi, {W} tabanmi ihtiva eder, boylelikle ,W uzaymi gerer.



Sonug olarak soyleyebiliriz ki; U ve V iki vektor uzayi olmak iizere bir W vektor uzayi igin
asagidaki iki sart saglanirsa W ’ya, U ve V uzaylarmm tensér ¢arpimi denir ve U ®V

seklinde gosterilir.
() w(UxV), W ’yu gerer.
(ii) @:UxV —W' herhangi bir lineer tasvir ise ¢ =® oy olacak sekilde bir

®:W —W  lineer tasviri mevcuttur.

2.6 Tamm: T,:U, >V, , T,:U, -V, birer lineer tasvir olsunlar. Bu durumda,
F:U ®U,->V,®V, Fuo®u,)=Tu)®T,u,), ueU, ueU,

seklinde tanimlanan bir lineer tasvir mevcuttur . Buradaki F ’ye T, ve T, ’nin tensdr ¢arpimi

denirve F =T, ®T, ile gosterilir.
2.7 Tanmm: L, bir K cismi tizerinde bir vektor uzay1 olmak iizere;
[,] :LxL — L bi-lineer tasviri asagidaki 6zellikleri saglarsa; L ‘ye bir Lie cebiri denir.

Her x,y,zeLve a,beK i¢in;
(i) [ax+by,z]=a[x,z]+b[y,z] ve [x,ay+bz]=a[x,y]+b[x,z] (bi-lineerlik)
(i) [x, y]=-[y. ] (anti-simetri)

(iii) [x, [y, z]] +[y, [z, x]] + [z, [, y]] =0 (jacobi dzdesligi)
2.8 Tammm: H bir grup ve K bir cisim olmak iizere, H’den K’ ya olan tasvirlerin kiimesi;

A =Map(H,K)={f | f :H 5K} olsun. Eger A kiimesi asagidaki aksiyomlar1 saglyor
ise, A 'ya bir K-cebiri denir:

f,ge A4 aeK, xeH

(i) (@f)X¥)=af(x),

@ii) (f +9)() = f(x)+9(x),

(iii) (fg)(x)=f(x)9(x).

Eger bir lineer T :A— A tasviri



T(f.9)=T(f).T(9)
Esitligini saglarsa, T’ye bir lineer homomorfizm veya cebir homomorfizmi denir.

K-cebirini genel olarak asagidaki sekilde tanimlayacagiz. Bir cebir, iki adet lineer tasvir ile

birlikte bir K-vektor uzayi olarak diistiniiliir:

m: AxA— A4 m(a®b)=ab (2.1)
nK—>A4  nk)=k.l

Burada I, 4’ nin birim elemanidir. Bu tasvirler i¢in

meo(id®@m)=me(Mid) (Ass)

me(id®#)=me(yQid) (Uni)

ozellikleri gegerlidir. (Ass) aksiyomu, m ¢arpma tasvirinin asosyatifligini ifade ederken,

(Uni) aksiyomu, n (1) ’in 4 'nn hem sag hem de sol birim elamani oldugunu ifade

etmektedir.

Boylece ortaya ¢ikan (A4 ,mn ) tigliisiine bir cebir denir.

Eger 4 = Map(H ,K) ve 4 Q® A= Map(HxH ) oldugu kabul edilirse, H deki islemi

kullanarak agagidaki lineer homomorfizmleri tanimlayabiliriz:
Her x,y € Hi¢in;

A A— AQA,Af (x®VY) =f(xy),

e: A- K, e(f)=1(e)

Burada e, H nin birim elemanidir. A’ya cebirin bir ko-¢arpmasi ve ¢ tasvirine de cebirin ko-
birimi denmektedir. A ve € cebir homomorfizmleri, swrastyla m ve # tasvirleri i¢in verilen

(Ass) ve (Uni) ozelliklerine (denklem (2.1)) dual olan 6zelliklere sahiptir. Yani,
(Id®A)oA=(AQid)oA (coass)

me(®id)eA=mo(id®e)oA  (counit) (2.2)
dir. Genel olarak, K iizerindeki bir lineer 4 uzayina, yukarida tanimlanan mmn,A  K-lineer

tasvirleriyle birlikte bir K-ko-cebir (kisaca ko-cebir) ve A4 lineer uzayma mm,A,e K-lineer

tasvirleriyle birlikte bir K-bicebir (kisaca bicebir) denir. Ek olarak, f €A, x € H igin



S: A— A,Sf(x)=f(x1
seklinde tanimlanan ve
Mo (SQid)oA=70e=mo(id®S)eA (2.3)

ozelligini saglayan bir S cebir anti-homomorfizm ile (A4, mm,A,e, S) altilisina bir Hopf cebiri
denir(Abe,1977). Bundan sonra, kisaligi bakimindan bir Hopf cebiri i¢in, (A4 ,m,nAc , S)

altilisini degil sadece A4 kullanilacaktir.



3. 3D-SUPER UZAYIN BiR h-DEFORMASYONU

Bu kisimda, baslangic olarak Aghamohammadi vd.(1995) tarafindan kuantum diizlem i¢in
yapilana benzer bir singiiler benzerlik tranformasyonu kullanarak; siiper uzaymm deforme

yapisi elde edilecektir.
3.1. K,[x,y.@'] Cebiri

K {x,y, 8}, bir serbest cebir olsun. Buradaki x ve y nin birer ¢ift eleman, 6 nmn da bir tek

eleman oldugu kabul edilmektedir. Tek ve ¢ift koordinat fonksiyonlarinin 6zelligi; — ¢ift
koordinat fonksiyonlari, tiim fonksiyonlarla komutatif ; tek koordinat fonksiyonlar1 ise tek
olan fonksiyonlarla anti-komutatif, ¢ift olanlarla komutatif olacaktir:

1) x6=6x ve 60,=-06,0,
2) 6 koordinat fonksiyonu tek ise;
6> =0 “dur.

Manin(1987), kuantum siiper uzay1, 0 bir kompleks say1 olmak iizere, X ve Y cift, &

tek koordinat fonksiyonlar1 ve,

Xy =ayx
X8 =qg0 X (3.1)
yo =qoy
0°=0
komutasyon bagmtilar ile tanimlanmustir. Biz, kuantum siiper uzayi, ., X'y'—qy'x’,

X'0'-q0'x', y'0'-q0'y’, 6" elemanlari ile olusturulmus K{x',y', @'} serbest cebirinin iki
tarafli ideali olmak iizere K, [X\y,0']=K{x"y",0}/1 o boliim cebiri olarak tanimliyoruz.

Cebirin dualini de K; [v', 9" 2] ile gosterirsek, w ¢ tek ve z ¢ift koordinat fonksiyonlari

arasmdaki komutasyon bagntilari;

v =—0oy

wz=qzy (3.2)
¢z =0q"2¢

p°=0

y*=0



seklindedir. (3.1) ve (3.2) de belirtilen komutasyon bagmtilarindan yararlanarak K, [X, y,&]
ve onun duali olan K7\ [y, ¢,2] cebirinin jeneratorleri arasmdaki komutasyon bagmtilarmi

elde edecegiz.

Belirtmek gerekir ki; g-deforme yapilar1 X,y ,0 seklinde iisli olarak, h-deforme yapilari
ise X,y,0 olarak gosterecegiz. (3.1) komutasyon bagmtilarindan goriilecegi tizere, q—1

limitinde {i¢ boyutlu klasik siiper uzaya doneriz.

Amacmiz, (g,h)-deforme yapiy1 elde etmek oldugundan tersi olan uygun bir ¢ matrisi

bulalim:

A B,C,D; h ve g parametrelerini iceren, g —1 limitinde tanimli olmayan kompleks sayilar

olmak tizere,
A 0 O

g=|(B 1 0 (3.3
C D1

Harflendirdigimiz bu matrisin elemanlarini, h ve/veya g cinsinden elde etmek amaciyla;

X =gX (3.4)

transformasyonunu tanimlayalim:

T < X
I
O m >
O+~ o
= O O
T < X

X' niin bilesenleri, (3.1) ile verilen q-deforme bagmntilar1 saglamaktadir, X in bilesenlerinin

ise, (g,h)-deforme bagmtilar1 saglamasini bekliyoruz. (3.4) deki esitlik a¢ik yazilirsa,

X'= AX
y'=Bx+y
0 =Cx+Dy+6 (3.5)

elde edilir. Dikkat edilmelidir ki; tek koordinat fonksiyonu olusundan dolayr & niin

esitliginden C ve D sayilarmnin tek olduklar1 goriiliir. A ve B sayilar ise ¢ifttir. (3.5)deKi

X, y' 6 nii (3.1) komutasyon bagmtilarinda kullanirsak,
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ornegin ; 0O=x"y'-qy'x’
0= Ax(Bx+y)—q(Bx+y)Ax
0 = AxBx + Axy — gBxAX — qQyAX
0= ABX* — BAX® + Axy — gAyX
0= AB(L—q)x* + A(xy —qyX) elde edilir.
Digerleri de kullanilirsa,
1) 0=AB(l-0q)x"+A(xy —ayX)
2) 0=AC(1—q)x*+ AD(xy —qyx) + A(x8 —qOX)
3) 0=BC(1-q)x*+BD(xy—qyx)+B(xd—qx) +C(yx—agxy) + DL-q)y* + yd—qdy
4) 0=C?x* +D?y* +6* +CD(xy — yx) + C(x0 - 6x) + D(y6 - 6y)

olup, islemlerin neticesinde A, B,C,D sayilar1 bulunur. Birgok uygun matris bulunabilir. Biz,

daha 6nce yapilan bir ¢alismada alinan ¢ matrisinden de farkli olarak;

0 0
g=(0 1 0 (3.6)
0 h 1
q-1

o= yio (3.7)

seklini alir.
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Ayni sekilde cebirin dualinin yapismni bulmak i¢in, (3.4) transformasyonunu kullanirsak;

esitliginden,
y =y

=9

i——ﬂ— +z
q-1"

elde edilir.

9 (3.8)

(3.9)

3.2 Kuantum Siiper Uzay Ve Dualinin (q,h)-Deforme Yapisi

Yukarida bir g matrisi yardimiyla, Kq[x',y',H'] cebirinin jeneratdrleri yeni jeneratorler olan

X,y ve @ cinsinden (3.7) de ortaya konmustur. Burada amag, (3.1) bagmtilarmi kullanarak

Kan [X, y,@] cebirini ve yeni jeneratorler arasinda saglanan komutasyon bagmtilarini ortaya

koymaktir. (3.1) deki bagmtilar, sirasiyla kullanildiginda,

1) 0=xy-qyx
0=xy —qyx
2) 0=x60 —qox

Oszﬂ—y+m—q0ﬁ—y+9ﬂ
q-1 q-1

Oz—h—xy+x9—q—h—yx—q9x
g-1 g-1

0= x60—qéx

3) 0=y6 -qdy
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h h
O=y(——=y+0)-a(——y+0)y
q-1 q-1

0=y ryo-q-"y* ~qoy
q-1 q-1

0=yfH—qhy—hy?

4) 0=6"

h h
0=(C—y+O)(—y+0)
q-1 q-1

2
0=(Lj 2+ h yo+6
g-1

h y+6°
g-1 -1

q

olur. Burada deginilmesi gereken nokta, Y elemani ¢ift oldugundan h sayisi ile komutatif

olacaktir, fakat @ eleman: ile h nin komutatif ya da anti-komutatif olacagmni
bilemedigimizden h ile € yer degistirirken (—1)ﬁ yazariz.
Ifademizi su sekilde diizenleyelim,

2 ) .
0_[(L] + h Jyzdr(q+(—l)h)iey+92
q-1) qg-1 q-1

goriiyoruz ki h saymiz tek olmalidir o zaman h? =0 olur. h bir Grassmann sayisidir.

0=(q-1)— oy +0?
g-1

0=6*+hgy
Netice itibariyle, K , [X, Y, (9] cebirinin jeneratorler arasinda saglanan komutasyon bagintilari,
Xy = qyx
X6 = gOx
y6 =qoy +hy’ (3.10)

6> =-hgy
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olacaktir. Cebirin dualinin bagmtilar: da; cebirin bagmtilar1 bulunurken yapildigi gibi (3.9)
esitlikleri, (3.2) bagmntilarinda kullanilarak elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda,

wo=—q oy

yz=q'zy

pz=q"2¢

S =0 . pi=0 (3.11)

bulunur. Elde edilen bu bagmntilarda q—1 limitini kullanarak K, [x,y,0] ve duali olan

K. [w. . 2] cebirine ulasmis olacagiz.
3.3 K,[xY,6] Cebiri

Onceki kisimda elde ettigimiz (3.10) ve (3.11) bagmtilarmda q—1 iken limit alirsak,

amacimiz olan h-deforme bagntilarini elde ederiz.

Xy =YX

X0 = X

yO =6y +hy’

0> =—hoy (3.12)

331 Tamm: K{xy,6}, bir serbest cebir ve I, onun xy—yx,xd—6x ,yd—0y—hy*,
0* +hoy elemanlari ile olusturulmus iki tarafli ideali olsun. K, [X,y,6] kuantum siiper uzay1

K {X, Y, H}/ I, boliim cebiri olarak tanimlanir.

K. [w. @, z]ile gosterilen dualinin deforme bagmtilart ise;

Yo =—py
wz=1y
P1=1¢0

F=0  yi=0 (3.13)
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seklindedir.

Kh[x, y,6’] kuantum siiper uzaymin diferensiyel geometrisini elde etmekte miimkiin

goriinmektedir. Bu bir sonraki ¢alismada ele alinacaktir.
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4. GL,(2]1) SUPER GRUBU

A, herhangi bir cebir olmak tizere M, (A) ile elemanlar1 A dan alman (2+1)x(2+1)-
matrislerin cebirini gosterelim. Bir kiime olarak M,,(A), A nmn ¢-kathsmm A? kiimesi ile
bijeksiyondadir ve M(2|1), k[a,b,c,d,e;a, B,7,5] polinom cebiri olarak tanimlanmis
olmak iizere, herhangi bir (anti-)komutatif A cebiri i¢in bir dogal,

Hom,, (M (2]1), A) = M, (A)

bijeksiyonu mevcuttur. Bu bijeksiyon, bir f :M(2]|1) — A cebir morfizmini

f@ fo) f(a)
fc) f(d) (B
f(y) 1(6) f(e)

matrisine tasvir eder.

Simdi, M,,(A) matris cebirindeki tersi mevcut matrislerin grubunu disiinelim. Bu grubu
GL,,(A) ile gosterecegiz. Bilindigi tizere, eger A cebiri komutatif ise, bir matrisin tersinin

mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart, onun determinantinn A da tersinin mevcut olmasidir:

a, &, o
GLy(A)={ T=|a, a, a,|cMy(A):sDet(T)=0 }

a; O, 8
4.1 Tamm: GL(2|1) (anti-)komutatif cebiri, M (2|1)[t]/(sDet(T)t—1) bélim cebiri olarak
tanimlanir.
Not olarak, herhangi bir komutatif A cebiri i¢in, Hom, (GL(2]1), A) = GL,,(A) bijeksiyonu

mevcuttur ki o, bir f cebir morfizmini

f@ fo) f(a)
fc) f(d) (B
f(y) T(6) f(e)

matrisine tasvir eder.
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Bu béliimde, oncelikle GL, (2]|1) kuantum siiper grubundaki bir siiper matrisin, matris

elemanlar1 arasinda saglanan h -(anti-)komutasyon bagmtilary; li¢iincii boliimde bulunan
(3.12) ve (3.13) de verilen h-deforme bagntilar1 yardimiyla elde edilecek. Daha sonra bir
sliper matrisin, siiper tersini ve siiper determinantin1 elde edip, grubun yapisini ortaya

koyacagiz.
4.1 Matris Elemanlar1 Arasinda Saglanan h -Deforme Bagintilar

Bu kisimda, 3x3-tipindeki siiper matrislerin elemani oldugu GL(2|1) siiper grubunun tek

parametreli deformasyonu yapilacaktir.

GL(2]1) stiper grubundaki bir T siiper matrisinin matris elemanlarinin 5 tanesi ¢ift ve 4

tanesi de tektir, latin harfler ¢ift elemanlar1 ve grek harfler tek elemanlar1 géstermek {izere,

a b «a
T=|c d 8 (4.1)
y o0 e

seklinde siralanmaktadir. Yine dogal yapisi itibariyle ¢ift elemanlar her seyle komutatif iken,
tek elemanlar kendi aralarinda anti-komutatiftir ve kareleri sifirdir. Bu kisimda amacmmiz, bu
T matrisinin matris elemanlar1 arasinda saglanan h -deforme bagmtilar1 elde etmektir. Ancak

once, bazi kabuller yapmamiz gerekecektir.

Kabul edelim ki, T matrisin ¢ift matris elemanlar1 K, [X,y,0] ve K[y, z] siiper

cebirlerinin elemanlar ile komutatif, fakat T matrisinin tek matris elemanlari siiper cebirlerin

tek olan elemanlari ile anti-komutatiftir.

Klasik teoriden bilinir ki, GL(2|1) in bir eleman1 bir lineer transformasyon olarak R(2]|1)

stiper uzayma etki ettiginde, yine bu uzaym bir elemanini verir. Bu durumu, sembolik olarak,
T:RQ2|D—>RER|D , TX=X

seklinde yazariz. Kuantum teoride de durum aynidir. Eger X =(X,y,0)" dersek, X in
bilesenleri (3.12) bagintilarini sagladigmda
esitliginin bilesenleri de (3.12) bagintilarin1 saglayacaktir. Benzer sekilde, eger X = (v,0,2)

dersek, X nm bilesenleri (3.13) bagmntilarini sagladiginda
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X =TX (4.3)
esitliginin bilesenleri de (3.13) bagntilarni saglar.

Bu iki gergegi kullanarak, bir¢ok islem yaptiktan sonra T siiper matrisinin matris elemanlar1

arasindaki saglanan komutasyon bagmtilari,

ab=ba ac=ca

ad =da ae=ea

ao =aa ap=pa

ay=ya ao =oa

bc=cb bd =db+h(bpS—-d«)

be =eb —hea ba =ab

b = pb+hpa by =yb

bé = b+ h(da —be) cd =dc

ce=ec+hpgc Ca=aC

cf=f3c cy = yc+hc®

co =oc+hdc de=ed +hpg(d —e)

da = ad —hpa dg=pd

dy =yd+hdc do=5d +h(5B—de+d?)
ea =ae ep = pe

ey = ye+h(ec+yp) es =oe+h(ed + 5B —€%)
afp =—pa ay =—ya

ad =—oa +hae Py =—yf—hpc

PO =—B+hp(e—d) y6 ==y —h(5c+ yd)

a’=0 ﬁ2=0
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¥’ =—hyc 52 =hs(e—d) (4.4)

olarak bulunur. Yukarida elde edilen (4.4) bagmtilarmi siiper tensor ¢arpim kurallarindan
yararlanarak bir R matrisi ile de bulabiliriz. Not olarak, h — 0 iken her sey klasik duruma
donmektedir. Aizawa, N. ve Chakrabarti, R. (2004)’ nin makalesinde (4.1) de verilen T siiper
matrisinden farkli olarak alman bir sliper matrisle yapilan islemler neticesinde, (4.4) de

verilen bagmtilardan farkli olan bagntilar bulunmustur ve makalede, bu ¢alismada alinanin

aksine h deformasyon parametresi tek degildir yani h* =0 dur.

4.2 Kapahlk Ozelligi

Matris elemanlar1 (4.4) seklindeki bagmtilar1 saglayan iki kuantum siiper matris T, ve
T,olsun. Amacimiz, matris c¢arpimi isleminin korundugunu yani T,T, matrisinin matris
elemanlarmm da (4.4) seklindeki bagmntilar1 sagladigini gostermektir. T, matrisinin ¢ift
elemanlar1 ile T, matrisinin tiim elemanlarinin komutatif; T, matrisinin tek elemanlar1 ile T,

matrisinin ¢ift elemanlarmin komutatif, tek elemanlarinin ise anti-komutatif oldugu kabul

edilmektedir. Bu kabuller altinda, T,T, nin matris elemanlar1
Tji = (Tl)lk (Tz)ij('
seklinde olup, uzunca islemler yapilarak (4.4) bagintilarinin saglandigi goriilebilir.

4.3 Kuantum Siiper Matrisin Siiper Tersi

Bu kisimda, T siiper matrisinin siiper tersinin matris elemanlar1 arasindaki bagmntilar1 elde
edecegiz ancak siiper tersini agik olarak vermeyecegiz. (Zira, ters matrisin matris elemanlari,
son derece uzun islemler yapilarak bulunmakta ve hepsi de ¢ok uzun formiillerle
verilmektedir). Bununla birlikte, ters matrisin matris elemanlar1 arasinda saglanan h -deforme

bagintilar
RTT, =T,T,R, (4.5)
seklindeki kuantum grup bagmntis1 kullanilarak elde edilecektir.

Eger A ve Biki siiper matris ise, bu matrislerin (siiper) tensor-matris ¢arpimlar1 asagida

verilen sekildedir:

A= (A;) ve B= (B;) olarak alalim. Bu durumda, A® B nin matris elemanlari,

(A®B)y =(-D"""AB/ (4.6)
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seklinde olur. (=1)*U*" ifadesi B matrisinin tek olan elemanlari i¢in dikkate almacaktir.
T=T®I (4.7)

olsun. Tanimlanan bu T, matrisinin elemanlarmni (4.8) de verilen tensér ¢arpimina gore

sekillendirdigimizde,

(M =T @1 =D T8 =T (4.8)
bulunur. Ayni sekilde bir,

T,=1®T (4.9)
tanimladigimizda, T, nin matris elemanlari,

(Th =1 ®T)} = (D) "1 6 (4.10)

Olur. Bu tanimlamalar altinda, T, ve T, matrislerinin ac¢ik sekli soyle olacaktur:

a 00bo00 a 00
0a00bo 0« O

00a00b 00 «a

c00doOO 0O
T,=[0c 00d OO B 0 (4.11)
00cO0O0dOO0 B

y» 00 5 00 e 00

0 005 00 e 0

00y 00500 e

aba000 0 0 0

cd 000 0 0 O

y e 000 0 0 O

000aba 0 0 O
T,={0 00 cd g 0 0 O (4.12)
000y 5 e 0 0 O

000000 a b -a

000000 ¢ d -8

000000 -y -5 e
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R, matrisini ise, bir KeEnd(C®C) matrisi yardimiyla siiper cebirin koordinat

fonksiyonlar ile diferensiyellerinin arasindaki komutasyon bagntilarinin bulunmasmdan yola

cikarak asagidaki gibi
1000 O O0O0OOTGO
01 00 0 O0OOOUODO
0010 0 0O0OO0ODO
0001 0 O0O0O0ODO
R,={0 000 1 0O0O0O (4.13)
0000 -h10H00
0000 O O1O00O0
0000 h 0O0O1O
0 00O h 0 h 1
elde ettik.
Simdi (4.5) bagntis1 ile biraz oynayarak
T, TR =R T, (4.14)
yazalim. Burada,
K L A
-I-—l — M N Q (415)
r 1M E
dir. Dolaystyla T, ve T, matrislerine ihtiyacimiz var ki onlar
T = (4.16)

oo 71 oo oo X
o 1T oo oo X o
H oo oo X oo
oo o oz o or
o oo Zoor o
H o o Z o or oo
O omoo D o o >
O Mo oD o o » o
m o o D o o » o o

ve



K L A 0 0 0 O 0 0
M N Q 0 0 0 O 0 0
r 1 e o0 0 0 O 0 0
0 0 0 K L A O 0 0
T,'=|0 0 0 M NQ 0 0 O (4.17)
0O 0 O r I1T E O 0 0
0O 0 0 0 0 O K L -A
0O 0 0 0 0O M N —-Q
0O 0 0 0 0 0 - -IT E
seklindedir. R* matrisi de basit islemlerle
1 000 O O O OO
0100 O O O OO
0010 O OO0 0O
0001 O O O0O 0 O
Rh’lz 000O0OT1 OO0 O0O0 (4.18)
0000 h 1 0 0O
0O000O0O O O 1 0O
0000 -h O O 1 O
0000 O -h 0O -h1

olarak bulunur.

Elde ettigimiz bu matrislerimizi (4.18) de kullanirsak, uzun iglemlerin ardindan,

KL = LK KM = MK
KN = NK KE = EK

KA =AK KQ=0K

K =TK KIT=TIK

LM =ML LN = NL—h(LQ—NA)
LE = EL+hEA LA =AL

LQ=0L —hQA LC=TL

LIT = I1L — h(TTA — LE) MN = NM

ME = EM —hOM MA =AM
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MQ=QM MT =I'M —hM?

MII=TIIM —hNM NE = EN —hQ(N —E)

NA = AN +hQA NQ=ON

NI =TN —hNM NTI =TIN —h(ITQ— NE + N?)
EA=AE EQ=0QF

Er =T'E-h(EM +T'Q) EIT=TIE —h(EN +I1Q—-E?)
AQ=—OA Al'=-TA
AIl=-TIA-hAE QI =-TQ+hQM

QIT =-TIQ-hQ(E - N) ['T1=—TIC +h(ITM +T'N)
A?=0 Q=0

I'? =hrM I1° = -hI1(E - N)

komutasyon bagmtilar1 elde edilir.
4.4 Kuantum Siiper Matrisin Siiper Determinanti

Matris elemanlari (4.4) bagintilarini saglayan T siliper matrisinin siiper determinanti
A=a, B=d-ca', C=e-ya'a—(6—ya'b)(d-ca'b)*(f-ca'a)
Olmak tizere

sD,(T)=ABC™

seklinde tanimlanmistir (Berezin ,1987). Acik olarak

sD,(T)=ABC™

=a(d-ca'h) {e-ya'a—(5-ya'b)(d—ca'h) (f-cata))

=a.(d-ca™'b) {(e —ya'a)l-(e—-ya’ta) (5 —yab)(d —cab) (B - Ca_la))}_l

=a.(d-ca™'b) {(1— (e—ya'a) (6 —ya'b)(d-ca'b) (s - Ca_la)}_l (e—ya'a)™

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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=a(d—ca'b){l+ (e’ +e'ya'ae ) (G- ya 'b)(d —ca'b) (B-ca’a)+..| (e +eya ae™)
=a(d—ca'b){L+(e" +e'yaae)(f—caa)(ya -5 +h(ca’b+e—d+ya’a))(d—ca’b) !}

(et +eyatae™)
= {a. (d-ca'b)+a.(d—-ca'b)(e'p+e'yataef—eca a).
(ya'b-s+h(cab+e—d+yaa))(d-cab)’} (6" +eya ™)
={a(d-ca'b)+a(e'p+eya’aef-e"ca’a).
[(ra'b—5+2h(cab+e—d +ya'a))(d—cah)+h(B—ca a)(5+ya’b) |(d - ca’lb)’l}
(e"+etyatae™)
={a(d—-ca'b)+a.(e'p+eya ae f-eca a)(ya'b—5+2h(ca'b+e—d +ya’a))}
(et+etyatae™)
=ade'(l+ya'ae ™)+ (e fy—c)bet —ae ' po(e " + 2 ya lae ) +e cade T +

h{(4e*Byae™ +2ae B—2e "ca)(l—de ) +e ' febe* (2+3ya‘ae ) —e 'ca(Be  + 2cabe ™)}
(4.22)

Ugiincii satirda, (e—ya'a) " =e ' +e'yaae™ esitligini kullaniriz.

Dérdiincii  satirda, {1+ (e +etyatae™)(5—yab)(d —cab)(B-cala)+ } ifadesinde,
ikinci terimden sonras: dikkat edilirse (8—ca'a)® =0 oldugundan sifirlanr.

Besinci satirda,

(d-ca'b)*(B-ca'a)=(B-ca'a)(d-ca'h)™,
(6—ya'b)(f—-ca'a)=(B-ca'a)(ya'b—5+h(ca'b+e—d+ya’a)) ,

seklinde gosterdigimiz, islemlerin amac1 (B—ca ') ifademizi, (e +e'ya'ae™)ifadesi ile
carpmaktir, bdylece a’ =0 olusunu kullanarak kisaltma yapabilecegiz. ( Dikkat edilmesi

gereken nokta; (B—ca’'a) ile islem yapilirken siiper matris elemanlarimizin aralarmdaki

komutasyon bagmtilarnin(4.4) kullanilisidir.)
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Altinci satirda, koseli parantez i¢inde kalan ifadenin, ikinci teriminde; (d—ca'b) ile

(d —ca'b)™ yi carparak kisaltma yapmay1 amagliyoruz, ara islemleri verelim;
(d-ca'b)(e'p+eyalae f-ecala) = (e f+eyalae f—ecaa)(d —ca'b)

(d—-ca™b)(ya'b—o+h(ca'b+e—d+ya'a))=(yra'b-5+2h(ca’b+e—d+ya’a))(d—-cab)
+h(B—-ca”a)(s+ya'b)

Boylece (4.22) de verilen kuantum siiper matrisinin, siiper determinantina ulasilir.

4.4.1 Tamm: Dordiincii kistmda; elemani olan bir T matrisinin matris elemanlar1 arasmdaki
bagntilar1 (4.4) de verilen, belirli kabuller altinda kapalilik 6zelligi, birim eleman ve
birlesme 06zelligi saglayan, “Kuantum Siiper Matrisin Siiper Tersi” bashigi altinda ters
elemanm Ozellikleri verilen ve (4.22) de siiper determinanti elde edilen grubu

GL,; (2]1) kuantum siiper grubu olarak adlandirtyoruz.

Su not edilmelidir ki, T e GL, (2|1) iken T eGL_,(2|1) dir.
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5. GL, (2|1) KUANTUM SUPER GRUBUNUN HOPF CEBIR YAPISI

Bu bélimde, elemanlar1 (3x3)-tipinde siiper matrisler olan, GL, (2|1) kuantum siiper

grubunun, bir siiper Hopf cebiri oldugunu gosterecegiz.

Bu nedenle, kuantum siiper grubumuzun iizerinde, ko-carpim A, ko-birim & ve ko-ters S

seklinde operatdrler tanimlayacagiz;

e Ko-carpma operatorii: Bir cebir homomorfizmi olarak
A:GL,(2]) »>GL,(2]1) ®GL,(2]1) , A(T)=T T (5.1)

seklinde tanimlanmustir. Burada® sembolii, matris-tensérel ¢arpimni gostermektedir, daha

acik ifade etmek gerekirse normal matris garpimi yapilip araya tensor isareti konacaktir.

Elemenlarm carpimi ise,

(a®b)(c®d) = (-1)* (ac®bd) (5.2)

kuralma uyacaktir.

A Ko-carpmmm T eGL, (2|1) siiper matrisinin elemanlar: iizerine etkisi, (5.1) ve (5.2)

kullanilarak,

A(d)=a®a+b®c+a®y , A(b)=a®b+b®d+a®o

Ala)=a®a+b® pL+a®e, AlC)=c®a+d®Cc+L®y
A(d)=c®b+d®d+8®7, A(P)=c®a+d L+ p®e (5.3)
A(Y)=y®a+o®Cc+e®y , A(O)=y®b+6@d+e®0d

A)=yQa+oQL+e®e
seklinde bulunur.

A operatorii, (4.4) bagmntilarin1 invaryant birakir. Bir 6rnek olarak, A(ab—ba)=0 oldugunu

gosterelim. A nin bir cebir homomorfizmi oldugu kullanilarak

A(ab) = A(@)A(b) = (a®a+b®c+a®7) (a®b+b®d +a ®J)

—a’®ab+ab®ad +ac®as+ba®cb+b’ ®cd +ba®cos+aa®yb+ab®@ yd —a’ @ 5
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=a’ ®ba+ba®da+aa®sa+ab®bc+b’ ®dc+ab® (5c+hdc)+aa ®by +ba ® (dy —hdc)
—a” @ (—=6y —h(oc+yd))

=(a®b+b®d+a®9) (a®a+b®c+a®y)
= A(b)A(a) = A(ba)
oldugu goriiliir.
e Ko-birim operatdrii: Bir cebir homomorfizmi olarak

e:GL,(2]1) »C, &) =1 (5.4)
seklinde tanimlariz. & ko-biriminin T e GL,,(2]1) siiper matrisinin elemanlar1 iizerine etkisi,
g(a)=1, g(b)=0, e(a) =0, g(c)=0, eg(d)=1,
£(p)=0, (y)=0, £(6) =0, s(e)=1 (5.5)
seklindedir. Ko-birim operatorii ¢,
Me (e®id)cA=m"(id ®g)-A

ifadesini saglayacak sekilde belirtildigi gibi bir cebir homomorfizmidir. m ve m' tasvirleri

kanonik olarak izomorf olup,

m:C®GL,(2|1) - GL,(2]1) , m"GL,(2|)®C—->GCL,(2]1),
m(c®a)=ca=m'(a®c), VaeGL (2|1, vceC
seklinde tanimlanmistir. M carpma tasviri,

m(a®b)=ab ile mo(M®id)=me(id ®m)

seklinde tanimlanmis birlesme aksiyomunu saglayan bir tasvirdir.

e Ko-ters operatorii: Bir cebir anti-homomorfizmi olarak

S:GL,(2]) »GL,(2]D), S(T)=T" (5.6)
seklinde tanimlariz. S Ko-ters operatérii de,

mo(S®id)sA=g=mo(id ®S)oA
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bagmtismi1 saglayan belirtildigi gibi bir cebir anti-homomorfizmidir. Boylece, GL, (2]1)

kuantum siiper grubunun Hopf cebir yapis1 anlatilmis olur.
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6. T KUANTUM SUPER MATRISININ GAUSS AYRISIMI

Bu boliimde de, T €GL, (2|1) siiper matrisimizi; T, alt icgensel matris, T, kdsegen matris,

T, Ust liggensel matris olmak tizere, T =T,T T, yazarak bu li¢ matrisin, matris elemanlari

arasindaki bagmtilar1 elde edecegiz.

a b a) (1 0 0A O O)1 X Y
T=|c d Al=|u 1 0f|l0 B o|l0 1 Zz (6.1)
vy 5 e) \lvwi1)lo o c)lo o 1

seklinde daha agik olarak yazalim. T siiper matrisimizin elemanlarmi, Gauss ayrigimmin

elemanlari cinsinden ifade edelim.

C=UA d =uAX +B [ =UAY +BZ
y =VA 0 =VAX +wB e=VAY +wBZ +C (6.2)

Simdi bu ifadelerimizi T sliper matrisinin (4.4) komutasyon bagmtilarinda yerlerine koyalim;
1) ab=ba
AAX = AX.A

Dikkat edilirse, a= A esitliginden fark edilecegi lizere acift oldugundan A da cifttir ve

tersi meveuttur, boylece esitligin iki tarafinida A~ ile carparsak,
AX = XA

oldugunu goriiriiz.

2) ay=ya
AAY = AY.A : Her iki taraf A ile garpilirsa,
AY =YA

oldugunu goriiriiz.
3) =0

AY.AY =0 ; [AY]=0 oldugunu biliyoruz.
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A’Y? =0

Bu noktada su yorumu yapabiliriz ki, A elemanimiz ¢ift oldugundan karesi sifir olamaz,

Y nin karesinin sifir olmas1 zorunlulugu olusur:
A>20 = Y?=0 olur.
4) cy=yc+hc?

UAVA = VAUA+h(UAUA) ; Daha onceki denklemlerdeki gibi, basit sekilde ay = ya
ve ac=ca bagmtilarindan, [A, V]:O ve [A,u]:O bulunur. Yer degisimleri kolayca

yaparak,
UVA® = VUA® 4+ hu® A ; Simdi de her iki tarafi A ile carparsak,
uv = vu + hu?
oldugunu goriiriiz.
5) bd =db+h(bg-de)
AX (UAX +B) = (UAX + B)AX +h(AX (UAY + BZ) — (UAX + B)AY)
AXUAX =UAXAX — AXB + BAX +h(AXUAY —UuAXAY + AXBZ — BAY)

Son yazilan ifade de, u,A ve X in aralarinda ki komutasyon bagntilarini uygulayip,

diizenlersek;

UA*X? =UA*X* — AXB + ABX +h(UAXAY —UAXAY + AXBZ —BAY)
AXB - ABX =h(AXBZ —BAY) ;Her iki tarafi sagdan A ile carparsak,
XB—-BX =h(XBZ —BY)

oldugunu goriiriiz.

Iste, bu sekilde islemlerimize devam edersek; Gauss ayrisiminin matris elemanlarmimn kendi

aralarinda sagladiklar1 bagmtilari,
AX = XA Au =UA

AB =BA AC =CA
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AY =YA Av =VA

Aw =WwWA AZ =7ZA

Xu=uX XY =YX

Xv=vX uB=Bu

uzZ =Zu uY =Yu

VY =-Yv uv = vu + hu?

vB =Bv-hBu v? =—hwu

Y?=0 Z?=0

BY =YB-hBzZY YZ =-2ZY

wv = —-vw—h(2wu +V) uw=wu+hu

v=—VZ BZ =7B

uC==Cu Cv=vC+hCu

CZz =ZC+hBCz XZ =ZX +h(ZY +YZ)
YC =CY —-hYCzZ XB =BX +h(XBZ —-BY)
Zw=-wZ +h(ZC-CZ)B™ YW =-wY +h((Yw—wY)Z +YCB™)

XC =CX —h(CY +(WBY — XC)Z)
Xw =wX +h(2wY — (Xw+wX)Z — XCB™)

Bw=wB +h(B—-C —2vAY + (2vAX +wB + Bw)Z)

CB = BC +h(WBUAZY + B?(Z —C) + (BC —CB)Z)

Cw=wWC +h({1+w)C + (3WC —Cw+WB +VAYW)Z — 2WUZAX + (4vAXCZ —4vAYC —C*)B™)
W* = h(2VAXCB™ — 2w+ W*Z + 2WCB ™ + 4vw(AXZ — AY)B™) (6.3)

seklinde buluruz.
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Stiphesiz, yeni elde edilen yap1 ile GL, (2|1) in Gauss ayrisimi yapilarak ortaya konan yeni

cebirin bir Hopf cebiri oldugu da gosterilebilir.
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7. SONUCLAR

Bu calismada, GL, (2]|1) kuantum siiper grubunun yapisi ortaya konmustur. Bu yapilirken

once, (-deforme kuantum siliper uzay i¢in yapilana benzer bir singiiler benzerlik
transformasyonu kullanilarak, kuantum siiper uzaym h -deforme yapisi ortaya konmus, uzayin
koordinat fonksiyonlar1 aralarindaki bagmtilar elde edilmistir. Sonra uygun tanimlamalarla bir
T siliper matrisinin elemanlar1 arasindaki komutasyon bagntilar1 elde edilmistir. Daha sonra
ise, siliper uzaym koordinat fonksiyonlartyla bunlarm diferensiyelleri aralarmdaki
bagintilardan yararlanarak yeni bir R matrisi bulunmus ve bu matris T siiper matrisinin
stiper tersinin elemanlar1 arasindaki bagintilarin elde edilmesinde kullanilmistir. Son olarak,

h-siiper determinant bulunmustur. Béylece GL,(2|1) siiper grubu elde edilmistir. Su not
edilmelidir ki, T eGL, (2]1) iken T"eGL_ (2|1 dir. GL (2]|1) kuantum siiper grubunun
Hopf cebiri oldugu goriilmiistiir. Ayrica, GL, (2|1) grubundaki bir matrisin Gauss ayrisimi

yapilmis Ve ayrigimimn matris elemanlar1 arasinda saglanan bagmtilar elde edilmistir.
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