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OZET

HUCRESEL DONUSUMLERLE HATA DUZELTEN KODLAR

Mehmet Emin KOROGLU
Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. irfan SIAP

1948 yilinda yayinladigi calismasinda Claude E. Shannon ilk kez guriltili bir kanal
Uzerinden yapilan iletisim icin kanal kapasitesi denilen bir kavram ortaya koydu.
Shannon, eger uygun kodlama ve dekodlama teknikleri kullanilirsa kanal kapasitesinin
altinda herhangi bir oranda giivenli iletisimin teorik olarak miimkiin oldugunu kanitladi.
Ancak Shannon bahsedilen uygun kodlama ve dekodlama algoritmalarina iliskin
herhangi bir metot 6nermiyordu. Richard W. Hamming 1950 yilinda Shannon’in
varhgini kanitladigi uygun kodlama ve dekodlama yetenegine sahip ilk kod ailesini
buldu. Ayni yil Golay tarafindan da bir kod ailesi kesfedildi. Sirasiyla Hamming ve Golay
kodlari olarak bilinen bu iki kod ailesi (lineer blok kod) bilinen ilk hata diizelten optimal
kodlardir.

Hata diizelten kodlar dijital iletisim, haberlesme uydulari, uzay arastirmalari, dijital bilgi
depolama gibi bircok alanda yaygin olarak kullaniimaktadir. Bu kodlama tekniginin
temel amaci herhangi bir bilgi kodlandiktan sonra gerek iletim esnasinda gerekse
depolanan bilginin geri cagrilmasi esnasinda olusabilecek hatalari belli sartlar altinda
fark etmek ve hatta diizeltmektir. Bunun icin temel olarak bilgi bitlerine belli sayida
kontrol bitleri eklenmektedir. Hlicresel donlisiimlerle hata diizelten kodlarin da temel
amaci diger hata dizelten kodlarda oldugu gibi Shannon kapasitesine yakin kodlama ve
dekodlama yapabilen verimli algoritmalar gelistirmektir.

Bu calismada ilk olarak hiicresel donilisiimler ve hiicresel dontisiimlerle hata diizelten
kodlarin tarihcesi hakkinda bilgi verilmistir. ikinci béliimde hiicresel déniisiimlerle ilgili
bilgiler zaman zaman ayrintil sayilabilecek bicimde sunulmustur. Uglincii bélimde
hata dizelten kodlar ile ilgili gerekli bilgiler siralandiktan sonra literatiirde yapilan

Xii



calismalar sunulmustur. Dordiinci boliimde ise daha 6nce ikili cisim Uzerinde yapilmis
olan calgmalar [F_ ilkel cisimleri Uzerine genellenmistir. Son bolum ise sonug ve

Onerilere ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hiicresel Donlisiimler, Hata Diizelten Kodlar, Sonlu Cisimler

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESi FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

CELLULAR AUTOMATA BASED ERROR CORRECTING CODES

Mehmet Emin KOROGLU

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Advisor: Prof. Dr. irfan SIAP

In the paper published in 1948, Claude E. Shannon for the first time revealed the
concept of communication through a noisy channel called channel capacity. Shannon
proved that if suitable encoding and decoding techniques were used, then reliable
communication theoretically could be possible at any rate below the channel capacity.
However, Shannon didn’t come up with any method for the suitable encoding and
decoding techniques. In 1950, Richard W. Hamming found the first code family which
had suitable encoding and decoding ability the existence of which had been proved by
Shannon. In the same year, a code family was also discovered by Golay. These two
code families (linear block codes), known as the Hamming and Golay codes,
respectively, are the first known optimal error correcting codes.

Error correcting codes are widely used in many areas such as digital communication,
communication satellites, space research, and storage of digital information. The main
objective of the coding technique is to detect possible errors that may occur and even
correct them under certain conditions, when any information has been encoded both
during transmission and retrieval of information stored. Towards this end, basically
certain number of check bits are added to the information bits. The main objective of
the cellular automata based error correcting codes, similar to classical error correcting
codes, is to develop effective algorithms which have an encoding and decoding
capacity close to that of Shannon.
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In this thesis, information about the history of cellular automata and cellular automata
based error correcting codes is given first. In the second section, further information
regarding cellular automata is introduced and some concepts are also studied in detail.
In the third section after covering the information required for error correcting codes,
recent studies in the literature are presented. The fourth section contains the
generalization to primitive finite fields I, of an original study made on binary fields.

The last section is reserved for the conclusions and future research directions.

Key words: Cellular Automata, Error Correcting Codes, Finite Fields
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
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BOLUM 1

HUCRESEL DONUSUMLER ve HUCRESEL DONUSUMLERLE HATA
DUZELTEN KODLARIN TARIHCESI

1.1 Hiicresel Doniisiimlerin Tarihgesi

Literatirde cellular automata (¢ogul), cellular automaton (tekil) ya da automata theory
olarak adlandirilan hiicresel dénilisimler ilk olarak, adi tam olarak konmasa da, 1930-
1940 yillari arasinda Rus arastirmacilar tarafindan calisiimistir [1]. Automata theory ile
ilgili adi konulmus ilk calismalar Polonya asilli Amerikan vatandasi matematikgi
Stanislaw Marcin Ulam ve Macar asilli Amerikan vatandasi matematik¢i John von
Neumann’in karsilikh calisma ve tartismalari sonucu ortaya c¢ikmistir. Ulam 1940l
yillarin sonunda kristallerin gelisimini (crystal growth) ya da donmayi matematiksel bir
model ile ifade etmek icin bazi calismalar yapti [3], [4], [5]. Ayni yillarda Neumann
DNA’'nin (Deoksiriboniikleik asit) kendini kopyalamasindan (self reproducing) hareketle
iki boyutlu 29-durumlu ve kendi adini tasiyan dort hiicreli (merkez hiicre ile beraber
bes hicreli) 6zel komsulugu (Neumann komsulugu) kullanan 06zel bir hicresel
doénisimi bilim dinyasiyla tanistirdi [2], [5], [6]. Neumann’nin kendi kendini yeniden
Ureten makine (self reproducing machine) olarak adlandirilan bu doénlsiimi gercek
manada modellenememistir [7]. Ancak sonraki yillarda bu donidsimiin daha basit (az
sayida durum iceren) ornekleri modellenmeye calisilmistir [9], [10]. 1960’li yillara
gelindiginde bu alandaki calismalarin sayisinda ciddi bir artis yasandi. Bu yillarda
hicresel donistmler bir tir 6zel dinamik sistem olarak c¢alisiilmakla beraber hiicresel
doénistmlerin matematiksel 6zellikleri de irdelenmeye baslandi [8]. 1970’li yillarda da

bu alandaki calismalar katlanarak artti. Bunun yani sira 1970 yilinda "The Game of Life"



isimli iki boyutlu hiicresel donlisiim, daha 6nce John Horton Conway tarafindan
tanimlanmisti, Martin Gardner tarafindan "Scientific American" dergisinde yayinlanan
“Matematiksel Oyunlar" isimli makaleye konu edilerek hiicresel dontisiimlerin kalabalik
kitlelerce taninmasi saglandi [11]. Daha sonra bu kurali temel alan oyunlar yayginlasti.
1980°li yillarin basindan itibaren Stephen Wolfram hiicresel donistmlerle ilgili olarak
sistematik bir sekilde makaleler yayinlamaya basladi. Bu makalelerde, bir boyutlu
temel hicresel donlisimler (daha sonra Wolfram kurallari olarak adlandirilmislardir)
detayli bir sekilde tanitilmakla beraber bu donlsimlerin bir takim matematiksel
ozellikleri irdelenmis ve cesitli uygulama alanlariyla iliskilendirilmeye calisilmistir [12].
Wolfram 2002 vyilinda yayinladigi “The New Kind of Science” isimli kitabinda bu
calismalarini bir araya getirmistir. 1980’li yillardan itibaren hicresel donidsimler ile
bircok bilim dali arasinda irtibat kurulmaya calisiimistir. Bu ¢abanin bir sonucu olarak
kodlama, kriptografi, dijital fotograf isleme, trafik akisi, sehir planlama, genetik gibi
konularda bircok yayin yapilmistir [1], [2], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20],
[21].

1.2 Hiicresel Doniisiimlerle Hata Diizelten Kodlarin Tarihgesi

Automata ile kodlama teorisi ilk olarak James L. Massey’in 1967 yilinda yayinladigi
calismasiyla iliskilendirilmeye calisilmistir [22], [23]. Hicresel donustimlerle hata
dizelten kodlar ile ilgili ilk calisma 1994 vyilinda bir boyutlu lineer hicresel
doénistmlerin bir gecis matrisiyle temsil edilebileceginin gosterilmesinden sonra [26],
Dipanwita Roy Chowdhury vd. tarafindan yayinlandi [24]. Bu calismada bir boyutlu
lineer hiicresel dontstiimlerin gecis matrisleri Gzerinde bir takim kisitlamalar yapilarak
lineer blok kodlar ailesine ait rastgele bit hata diizelten kodlara alternatif kodlama ve
dekodlama algoritmalari verildi. Bu calismada temel olarak bir boyutlu lineer hiicresel
dondstmlerin tersinirlik o6zelligi kullanilmistir. Tersinir lineer donistmlerin gecis
matrislerinin terslenebilirlik 6zelligini kullanan bu dekodlama algoritmasi, klasik bit
hata diizelten lineer blok kodlara nazaran hem daha basit ve kolay bilgisayar donanimi
gerektirmekte hem de daha az islem gerektirmektedir [15], [24], [25]. Chowdhury vd.’
nin bu calismasi kodlama teorisinde hata diizelten kodlar ailesinin bilinen ilk

orneklerinden olan ikili Hamming kodlarini esas almistir. Ayni yazar 1995 yilinda bu
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calismadaki mantigi blok hata dizeltebilen ve 6zel bir devirli kod sinifi olan Reed-
Solomon kodlara uyguladi [25]. Boylece bir boyutlu lineer hiicresel donistiimlerin gecis
matrisleri yardimiyla t-bayt hata diizeltebilen yeni bir kodlama ve dekodlama
algoritmasi ortaya cikti. Cellular automata ile bayt hata dizelten kodlar 2008 yilinda
Bhaumik vd. tarafindan gelistirildi [36]. S6zkonusu tim calismalarda iki durumlu bir
boyutlu lineer hiicresel dontsiimlerin gecis matrisleri ile sifir sinir sarti kullaniimistir.
2004 yilina kadar bu konuda yeni calisma yapiimamistir. 2004 yilina gelindiginde Koreli
arastirmaci Sung-Jin Cho vd. bir boyutlu lineer hiicresel dontsiimlerin gecis matrisleri
ile periyodik sinir sartini kullanarak 1-hata diizeltebilen bir kodlama ve dekodlama
algoritmasi tanimladilar [37]. Bu calisma 2006 yilinda 2-hataya genisletildi [26]. Bu
calisma bilyik oOlclide Chowdhury vd.’nin ¢alismasina dayanmaktadir. Bahsi gecen

hiicresel donlsimlerle yapilan hata diizelten tim kodlar I, (Z,) sonlu cismi lizerinde

yaptmistir.

1.3 Tezin Amaci

Bu calismanin nihai amaci lineer hicresel dénistimlerin gecis matrisleri ve bilinen sinir
sartlarini kullanarak daha verimli bir kodlama ve dekodlama metodu gelistirmektir.
Basta hedefledigimiz hiicresel donlisiimlerin bazi temel 6zelliklerini kullanarak (mesela
belli bir konfiglirasyondaki her bir hiicrenin kendisinden 6nceki konfiglirasyonlarin
hicrelerinin durumlarina bagh olmasi gibi) bilinen klasik hata dizeltme mantigindan
farkli bir mantik kurgulamakti. Bu konuda bir sonuca ulasmamakla beraber

umudumuzu canh tutmaktayiz.

Bu calismada, hiicresel dontsiimlerle yapilan ve 0.5 bilgi oranina sahip bit hata
dizelten kodlar ile bayt hata dizelten kodlarin teorisi, ilkel (primitive) sonlu cisimlere
genellenerek 6zgin orneklerle desteklenmistir. Ayrica hiicresel dénlsimlerle bit hata
diizelten kodlarin minimum Hamming uzakhgi icin belli kisitlamalar altinda alt ve Ust
sinir tayin edilmistir. Bunun yani sira maksimum grup uzunlugu olmaksizin hicresel
dondsimlerle bir-bayt hata dizeltebilen kod icin kodlama ve dekodlamanin

yapilabildigi 6rneklerle gosterilmistir.



1.4 Hipotez

Hiicresel donisimlerle hata diizelten kodlar, hiicresel donistimlerin paralel ve diizenli
yapilarindan dolayl daha basit ve ucuz devre yapisina sahip olmaktadir [15]. Ayrica
hicresel donistmlerle hata dizelten kodlar klasik lineer kodlar ile karsilastirildiginda

dekodlama icin daha az islem gerektirmektedir [15].



BOLUM 2

HUCRESEL DONUSUMLER

Bu bolimde hicresel donisimler ile ilgili temel bilgiler verilecektir. Bu bolim
olusturulurken; Cellular Automata: A Discrete View of the World, (2008) [7], Cellular
Automata, A Discrete Universe, (2001) [1] ve Additive Cellular Automata: Theory and

Applications, (1997) [15] isimli kitaplardan yararlaniimistir.

2.1 Hiicresel Doniisiimler

Genellikle karelerden olusan ancak lc¢gen, besgen, altigen vb. gibi baska geometrik
sekillerden de olusabilen bitisik hiicrelerin sonsuz bir dizisini (latis agini) distinelim. Bu

hiicre dizisini L, ile gdsterelim. Burada d hiicre dizisinin boyutunu géstermektedir.

i-1 i i+1

Sekil 2. 1 Bir boyutlu hiicresel donlisiim icin latis kesiti

Ornegin; d =1 (Sekil 2.1) iken reel eksen boyunca yan yana dizilmis tek bigimli
geometrik sekillerin bir dizisi, d =2 (Sekil 2.2) iken dizleme yayilmis tek bigimli

geometrik sekillerin iki boyutlu bir dizisini diislinebiliriz.



X

i-1,j-1) i-1,/) i-1,j+1)
X x! X,

(i,j-1) (i.7) (i,j+1)
X X, X,

(i+1,/-1) (i+1,/) (i+1,/+1)

Sekil 2. 2 iki boyutlu hiicresel doniisiim igin latis kesiti

Her bir hiicre p >2 olmak lzere, p farkli duruma (state) sahip olsun. Burada p —tane
durumdan her birinin geriye kalan diger p —1 durumdan farkh oldugunu belirtmemiz
gerekir.  Yani D mimkin  bitin  durumlarin  kiimesi  olmak {zere;

Zp :{0,1,2,...,p—1} = D seklinde yazilabilir. Bu kiimedeki her bir eleman ile renkler,
dogal surecler veya birbirinden kesinlikle ayirt edilebilen olgular arasinda bir birebir
eslesme yapilabilir. Ornegin; Z, :{0,1} kiimesindeki mimkin iki durum 0 ve 1 dir.

0 =Beyaz (veya 06lu), 1=Siyah (veya canl) seklinde bir eslesme yapilabilir. Her hiicre

dogal sayilar ile eslesen ayrik zaman adimlarinda durumunu glincelleyebilsin.

Tanim 2.1 Bir hiicresel donisimde her zaman adimi (Bir ve iki boyut icin sirasiyla Sekil
2.1 Sekil, 2.2'deki gibi.) ayni tirden geometrik sekillerin bir dizisinden olusur. Bu

dizilerin her birine o zaman adimindaki konfigiirasyon denir.

iki boyutlu hiicresel déniisiimler icin her konfigiirasyon (Sekil 2.2) diizleme yayilmis tek
bicimli geometrik sekillerin iki boyutlu bir dizisi olarak duisinilebilir ve her

glincellenmeden sonra elde edilen yeni konfiglirasyon da yine iki boyutlu bir dizidir.



0 0 0

X X; X t=0
I I I

X X; X r=1

X! x! X! t=n

i-1 i i+l

Sekil 2. 3 Bir boyutlu hiicresel donlisim icin #» adimlik evirilme

Sekil 2.3’de bulunan x; ifadesinde i bulunulan hicrenin indisini, ¢ ise bulunulan

zaman adimini gostermektedir. Burada zamanin hiicre durumlari gibi ayrik oldugunu
bir daha belirtelim. Genellikle # =0 ani baslangi¢c konfiglirasyonu olarak alinir. Her
zaman adimindaki her bir hiicre durumunu, mevcut durumu ve belli sayidaki
komsularinin durumlarina bagli olarak yeniden belirler. Yani her bir hiicre t+1 zaman
adiminda durumunu yeniden belirler. Bu durum glincellenmesine evirilme denir. Belli
bir zaman adimindaki hicreler durumlarini eszamanli (synchronous) ya da eszamanli
olmadan (asynchronous) evirebilirler. Ancak bu calismada evirilme eszamanli olarak

duslintlecektir.

2.2 Bir Boyutlu Hiicresel Doniisiimler i¢in Bazi Tanimlar

Tanim 2.2 Bir hiicre durumunu baska bir duruma evirirken cevresindeki esit sayida
hicreden etkilenir. Etkilesim halinde bulunulan bu hiicrelere komsu, sagdaki veya
soldaki hicrelerin sayisina da komsuluk yaricapi denir. Komsuluk yaricapini » ile

gOsterecegiz.

r, komsuluk yaricapi olmak (izere; bir boyutlu hiicresel dontisiimler icin bir komsulukta

toplam 27 +1 tane hiicre vardir. Bu durumda p bir hiicrenin bulunabilecegi mimkiin

2r+l

durumlarin sayisi iken toplam p tane miimkiin komsuluk durumu vardir. Mimkdin

komsuluk durumlarini N ile gosterirsek; N:fo” olur. O halde N kimesinin eleman

sayisi p*" ™' dir. Ornegin; mimkin durumlarin sayisi p =2 ve komsuluk yaricapi » =1
p P

(2x1)+

1 .. ..
olarak alinirsa toplam 2 =8 tane mimkin komsuluk durumu vardir. Bu durumlar;
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N={{1,1,1}, {1,1,0}, {1,0, 1}, {1,0, 0}, {0, 1, 1}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {0,0,0}}

seklindedir. Bu sekiz komsuluk durumunu asagidaki gibi gosterebiliriz.

N Sl N N Enlin N EEEN
1 1 1 1 10 1 0 1 1 0 0 01 1 010‘0‘01““

0 00

Sekil 2. 4 Bir boyutlu hiicresel donlisimler icin » =1 iken mimkin komsuluk durumlari

Her bir hiicre durumunu bir nesil sonraki durumuna donustirirken bu gecisi belirleyen
yerel gecis fonksiyonu (local transition function) adini verdigimiz bir kural kullanir. Bu

fonksiyonu (kurali) genel olarak asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

Tanim 2.3 p >2 mumkin durumlar, » komsuluk yarigapi ve ¢t =0,1,2,...,n ayrik zaman

adimlari olmak tzere; Z , ={0,1,2,..., p—1} olsun.

. 772r+l t+1 . t t t t t t
f.Zp —)Zp, X; .—f(xl._r,xl._m,...,xl._l,xl.,x. X ) (2.1)

i+ ity

seklinde tanimlanan fonksiyona bir boyutlu hiicresel dontsiimler icin yerel gecis

fonksiyonu denir. Bu tanim d -boyuta genellestirilebilir.

Gegcis fonksiyonu belirleyici (deterministic) ya da olasilikli (probabilistic) olabilir. Ancak
bu calismada belirleyici (detrministic) gecis fonksiyonlarini tercih edecegiz. Bu

fonksiyonlarin sayisi sonludur ve p >2 mumkin durumlar, » komsuluk yarigapi olmak

2r+l
Uzere; toplam p”  tanedir.

Tanim 2.4 p >2 mimkiin durumlar, » komsuluk yarigapi ve ¢ ayirik zaman adimlari

olmak tzere; Z,={0,1,2,..,p—1} olsun. [:Z)" >Z , a€Z,, (i=12,..,2r+1)

icin
t+l t t t ot t
X _f(xi—r’xi—r+]""’xi—]’xi’xi+]""’xi+r)
(2.2)
=ax,_ +a,x_, +..+tax_ +a, x +a,,x, +..+a,,x, (modp)
=a4X T X g T T AX T X X T Ty 0 X, p
fonksiyonuyla belirli kurallara lineer kural denir. Bir boyutta toplam p**' tane lineer

kural vardir.



Asagida ard arda verecegimiz l¢ tanim tim hiicresel donistmler icin gecerlidir.

Tanim 2.5 Bir hiicresel donlsimde ¢-zaman adimindaki bir konfiglirasyonu m e N

olmak Uzere, ¢+ m-zaman adimindaki baska bir konfiglirasyona dontstliren fonksiyona

global gecis fonksiyonu denir ve F:<f],f2,...,fn> ile gosterilir. Burada neZ”’
baslangic dizisindeki hticrelerin sayisi ve ﬁ,(z':l,2,...,n)'ler de vyerel gecis
fonksiyonlaridir.

Matematik diliyle ifade edecek olursak: C tiim konfiglirasyonlarin kiimesi olmak Uzere;

F:C—C,her ceC igin F(c)=c', (¢'eC) olarak ifade edilebilir.

Tanim 2.6 Eger bir baslangi¢ dizisindeki (konfiglirasyonundaki) tim hiicreler ayni yerel
gecis fonksiyonunu kullanarak bir sonraki zaman adiminda durumlarini belirliyorlarsa
ya da diger bir ifadeyle global gecis fonksiyonu tamamen ayni yerel gecis
fonksiyonlarindan olusuyorsa bu hicresel donisime diizenli (uniform) hicresel

doénisim denir.

Tanim 2.7 Eger bir baslangic dizisindeki (konfiglirasyonundaki) hiicreler bir sonraki
zaman adiminda durumlarini belirlerken farkh yerel gecis fonksiyonlari kullaniyorlarsa
ya da global gecis fonksiyonunda bulunan yerel gecis fonksiyonlarindan en az bir tanesi

digerlerinden farkliysa bu hiicresel donlisime melez (hybrid) hiicresel donlisim denir.

Not: Yukarida yaptigimiz tanimlamalardan sonra d boyutlu bir hiicresel dénlsim; L,
hicrelerin d -boyutlu bir dizisi (latisi), D mumkin durumlarin kiimesi, N mumkiin

komsuluk durumlari ve f yerel gegis fonksiyonu olmak Uzere; CA:[Ld,D,N,f]

seklinde bir dortlii ile ifade edilebilir.

2.2.1 Bir Boyutlu Hiicresel Déniisiimler igin Sinir Sartlari

Bir hiicresel donisimde verilen bir baslangic¢ dizisinin (konfiglirasyonunun) durumunu
bir baska duruma evirebilmesi icin verilen her hiicrenin komsularinin belirli olmasi
gerekir. Bu sebeple herhangi bir boyutta eviriimenin olabilmesi icin baslangic dizisi
sonlu olmalidir. Bu durumda verilen bir baslangi¢ dizisinde sinirda bulunan hiticrelerin
komsulari tanimlanmalidir. ilk olarak bir boyutlu hiicresel déniisiimler icin sinir
sartlarini (boundary conditions) tanimlayacagiz.
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Tanim 2.8 r<n komsuluk vyaricapi olmak (Gzere, C’:[xl’,x;,... x’] t-zaman

>n

adimindaki konfiglirasyon olsun.

i) Eger her t-zaman adimindaki dizinin sol bastaki teriminin soluna r -tane sifir ve sag
bastaki teriminin yanina da  r-tane sifir eklenerek sirasiyla sol ve sag bastaki

hicrelerin sola dogru ve saga dogru komsuluklari belirleniyorsa bu sinir sartina sifir

sinir sarti (null boundary condition) denir.

0 0 x| X5 X, 0 0

G N
r-tane sifir r-tane sifir
Sekil 2. 5 Bir boyutlu hiicresel dontstimler icin sifir sinir sart

ii) Eger her ¢-zaman adimindaki dizinin sol bastaki terimi ile sag bastaki terimi
bitisikmis gibi distnilerek dizinin u¢ kisminda yer alan hicrelerin r-tane komsusu

belirleniyorsa bu sinir sartina periyodik sinir sarti (periodic boundary condition) denir.

t 2 ! ! ! 2 2
xn—r . X xl x2 . X 'xl . X

r-tane hiicre r-tane hiicre

Sekil 2. 6 Bir boyutlu hiicresel donlisiimler icin periyodik sinir sarti

iii) Eger her t-zaman adimindaki dizinin sol uctaki hiicre degeri sola dogru komsuluk ve
sag uctaki hiicre degeri saga dogru komsuluk icin tekrar ediliyorsa bu sinir sartina

yansimali sinir sarti (reflective boundary condition) denir.

t t t t
X, X X Xy X X Xper

“ ) “ )
r-tane hiicre r-tane hiicre

Sekil 2. 7 Bir boyutlu hiicresel donilsimler icin yansimali sinir sarti
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2.2.2 Bir Boyutlu Temel Hiicresel Doniisiimler (Wolfram Kurallari)

Bir boyutlu hiicresel donlsimlerde p=2 ve r =1 igin toplam p”zr+l =2 =256 tane
bir boyutlu hiicresel donlisiim (miumkin yerel gecis fonksiyonu) vardir. Bu 256 kural
(hicresel doniisiim) Stephen Wolfram tarafindan temel hiicresel déniisiim (elementary
cellular automata) olarak adlandiriimistir. Bunlar ilk sirali hiicresel doénisim

ornekleridir. Bu kurallarin §-tanesi lineer kurallardir. Soyle ki; her a,b,c € Z, igin

f:Z — 7, olmak Uizere,

f(xit—l’xit’x;H) = xim = axit—l +bxit +ex; (m0d2) (2.3)

i+1

kurali ile belirli mimkin sekiz tane yerel gecis fonksiyonu vardir. Bu kurallar Tablo

2.1’de gosterilmistir.

Kural Numarasi Gegis Fonksiyonu

0. Kural x"=0(a=b=c=0)

60. Kural x"=x! +x!(mod?2)

90. Kural M =x! +x!, (mod2)
102. Kural x" = x! +x!,,(mod 2)

150. Kural M =xl +x!+x), (mod 2)
170. Kural x=xl

204. Kural XM=l

240. Kural xM=xl

Tablo 2. 1 Bir boyutlu temel lineer hiicresel dontstimler

Ornek 2.1 Eger a=b=c=1eZ, olarak segilirse (2.3)'deki fonksiyon

f(x.’_l,xl.’,xf+l):x’+l—xf_l+xf+xf+l(mod2) halini alir. Komsuluk vyarigapi r=1

i i

2r+l 23

oldugundan p =8 tane mimkin komsuluk durumu vardir. Her bir komsuluk

durumunun f altindaki goriintlist Tablo 2.2’de gosterilmigtir.
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111 110 101 100 011 010 001 000

Tablo 2. 2 Bir boyutlu temel lineer hiicresel dontstiimler icin » =1 iken miimkdin sekiz
komsuluk durumu ve her bir komsuluk durumunun f altindaki goriintlsu

Tablo 2.2'nin birinci satiri, ikinci satirda yer alan komsuluk durumunun onluk tabandaki

karsiligini ve lglncu satiri ise yine ikinci satirdaki her bir komsuluk durumunun f
altindaki gorintiisiini icermektedir. Uglincii satirda yer alan diziye f kuralina karsihk

gelen kural vektérii denir. Bu kural vektorinin onluk tabandaki karsiigi bize kural
numarasini verir. Tablo 2.2’de son satirin on tabaninda 150 sayisina karsilik geldigine

dikkat ediniz.
n=10 uzunlugunda C°=[0010110010]= [xfxgxgxfxgxgx;’xgxgxﬂ)] , (1=0) baslangig

konfiglirasyonunu sifir sinir sarti altinda #=1,2,...,10 adimi icin evirelim. Sifir sinir sarti

kullanildigindan ve komsuluk yaricapi » =1 oldugundan #=0 icin mimkiin komsuluk

durumlari asagidaki gibidir:

0x'x) =000, x'x;x; =001, x3x)x; =010, x{xjx; =101, xixix =011, xx x) =110,
xgx;)xg =100, x;)xgxg =001, xgxgxloo =010 ve xSxIOOOZIOO.

Bu komsuluklardan her biri =1 aninda Tablo 2.2’den de yararlanilarak;

xll =0, x; =1, x; =1, xf‘ =0, xsl =0, xé =0, x; =1, xé =1, x; =1, xll0 =1

olarak elde edilir. Bu sekilde #=2,3,...,10 igin de x/, (i =1,2,...,10) lerin durumlarini

belirledigimizde Sekil 2.8 (a)’daki desen (ya da uzay zaman grafigi) ile Sekil 2.8 (b)’deki

durum tablosu elde edilir.
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t=0 ojoj1joj1j1yo0fo}j1y|o0
t=1 oj1j1jo0j0jo0j1)1]11|1
t=2 i1jofoj1j0f1j0|11}J1]0
t=3 1j]1f1j1j0f1]j0|J0}JO0]1
t=4 oj1j1j0j0|j1jJ1j0}]1}|1
t=5 1j]0j0j1|j1|J0|J0)J0OjO|O
t=6 1j]1j1j0|j0|1|J0)0OjO|O
t=7 oj1j0j1j1|j1J1)j0]0}|O0
t=8 1j]1fo0jo|l1f1j0|11}J0]0
t=9 ojoj1j1jo0jojof1j1y|o0
t=10 oj1j0jo0j1j0jJ1j0]0]|1
(a) (b)

o o] W 1

Sekil 2.8 C° =[0010110010] baslangig konfigiirasyonunun 150. temel kurala gére
uzay-zaman grafigi ve durum tablosu
Bir boyutlu hicresel dontsimlerde p=3 ve r=1 igin toplam p”wz333
=7625597484987 tane bir boyutlu hicresel donisim (mimkin vyerel gecis

fonksiyonu) vardir.
Ornek 2.2 Eger a=b=c=1eZ, olarak segilirse (2.3)teki fonksiyon

f(xl.’_l,x.’,x.’+l):x’+l—xf_1+xf+xlf+l(mod3) halini alir. Komsuluk vyarigapi r=1

iV i

2r+l — 33

oldugundan p =27 tane mimkin komsuluk durumu vardir. Bu komsuluk

durumlari asagidaki gibidir:

N={{2, 2, 2},{2, 2, 1},{2, 2, 0},{2, 1, 2},{2, 1, 1},{2, 1, O},

{2, 0, 2},{2, 0, 1},{2, 0, 0},{1, 2, 2},{1, 2, 1},{1, 2, O},{L, 1, 2},

{1, 1, 13,41, 1, 0},{1, 0, 2},{1, O, 1},{1, 0, O}, {0, 2, 2},{0, 2, 1},

{0, 2, 0},{0, 1, 2}, {0, 1, 1},{0, 1, 0},{0, O, 2},{0,0, 1},{0, O, O} }.
Buradaki her bir komsulugun [ fonksiyonu altindaki gorintist alinarak
021210102210102021102021210 kural dizisi elde edilir. Bu kural dizisi onluk tabanda
2201243116917 sayisina karsilik gelir. Bu kural p” =3% =7625597484987 tane
kuraldan vyalnizca bir tanesidir. Bu kurala gére n=10 uzunlugunda
€’ =[0010110010] = [xfxgxgxfxgxgx;’xgxgxﬂ)], (1=0) baslangig konfigiirasyonunu sifir
sinir sarti altinda #=1,2,...,10 adim icin evirelim. Sifir sinir sarti kullanildigindan ve
komsuluk yaricapi » =1 oldugundan ¢ =0 icin mimkiin komsuluk durumlari;
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0,0 0,00 _ 0,00 0,0 0 0,00 _ 0,0 0
0x,x, =000, x x,x; =001, x,x;x, =010, x;x,x; =101, x,x;x; =011, x;x,x; =110,

xexgxg =100, xJxgx) =001, xgxgx;, =010, xJx,;,0=100

seklindedir. Bu komsuluklardan her biri =1 aninda 2201243116917 kuralina gore

evrilirse asagidaki konfiglirasyon ([0112221 11 1]) elde edilir.
xl1 =0, xl2 =1, x; =1, xi =2, x; =2, xé =2, x; =1, x; =1, x; =1, xll0 =1.

Bu sekilde 7=2,3,..,10 igin de x; (i=1,2,...,10)|erin durumlarini belirledigimizde

Sekil 2.9 (a)’daki desen (ya da uzay zaman grafigi) ile Sekil 2.9 (b)’deki durum tablosu

elde edilir.
t=0 ojoj1jo0j1{1j0j0jJ1]0
t=1 o|j1|]112|2|2|1|1]1]|1
t=2 112|112|0]2|1|]0]0] 2
t=3 o|j1|j]2|0|]1|J]0]0|1]|2]|2
t=4 ijo0jo0ojo0j1)j1j1|j0|2]|1
t=5 ij]1j0|1|2|]0}J2|0]0]|O
t=6 2|12|2|0|]0|1]2|2]|0]|0
t=7 ij]0|j112|1)j]0]2|1]2])]0
t=8 11]2|0|j1|0|J]0]JO0]2]0] 2
t=9 ojojoj1|j1|10]2|2]|1]|2
t=10 o0j0|1|2|2|0]1(2]|2]|0
(a) (b)

oo H- 2 E- 2

Sekil 2.9 C° =[0010110010] baslangig konfigiirasyonunun 2201243116917 . kurala

gOre uzay-zaman grafigi ve durum tablosu

2.3 iki Boyutlu Hiicresel Doniisiimler i¢cin Komsuluk ve Sinir Sartlari

iki boyutlu hiicresel déniisiimler icin sinir sartlarini vermeden 6nce iki boyutlu hiicresel
doéndstmler icin iyi bilinen iki komsulugu verelim. Bu iki komsuluk asagida Sekil 2.10 ve

Sekil 2.11’de verilmistir.
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(a) (b)

Sekil 2. 10 iki boyutlu hiicresel donistumler icin » =1 iken (a) Moore komsulugu, (b)
Neumann komsulugu

(a) (b)

Sekil 2. 11 iki boyutlu hiicresel donistumler icin » = 2 iken (a) Moore komsulugu, (b)
Neumann komsulugu

Yukaridaki sekillerde (Sekil 2.10, Sekil 2.11) acik gri renk ile verilen hiicre merkez
hicreyi koyu gri renk ile verilen hicreler ise komsu hiicreleri gostermektedir. Bu iki

komsuluk disinda baska komsuluklar da tanimlanabilir.

Daha once verdigimiz sinir sartlari d>1 olmak Uzere, d-boyutlu hiicresel
doéndstmlere uygulanabilir. Bu sinir sartlarini » =1 komsuluk yaricapi icin iki boyutlu

(d =2) hiicresel dénisiimlere uygulayalim:
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i) Sifir (Null) Sinir sarti:

0 0 0 0 0
0 xit—],j—] 1't—] o xit—],j+] 0
0 xit,j—l zt] xit,j+] 0
0 xit+],j—] xit+],j xit+],j+] 0
0 0 0 0 0

Sekil 2. 12 iki boyutlu hiicresel dénustiimler icin sifir (null) sinir sarti

ii) Periyodik Sinir Sarti:
! ! t ! !
xi+l,‘j+l xi+l,‘j—l xi+l,‘j xi+l,‘j+l xi+l,‘j—l
! ! t ! !
xi—l,jJrl xi—],j—] i1,/ xi—],j+] xi—l,,i—l
t t t t t
Xij+l Xi,j1 ij Xl X j-1
! ! t ! !
i+, j+1 xi+],j—] xi+],j xi+],j+] xi+l,‘j—l
! ! t ! !
xi—l,‘j+l xi—l,‘j—l xi—l,‘j xi—l,‘j+l xi—l,‘j—l

Sekil 2. 13 iki boyutlu hiicresel déniisiimler icin periyodik (periodic) sinir sarti

16




iii) Yansimali (Reflective) Sinir Sarti:

t t t t t
XH,,H XH,,H XH,,/‘ xi—l,j+l xi—l,j+l
t t t t t
XH,,H xi—],j—] ‘xi—],j xi—],j+] xi—l,j+l
t t t t t
Xij1 i1 i X jo1 Xij+
t t t t t
x[+l,‘/‘—l i+l,j-1 xi+],j xi+],j+] x[+l,‘/‘+l
t t t t t
x[+l,‘/‘—l x[+l,‘/‘—l xi+l,j x[+l,‘/‘+l x[+l,‘/‘+l

Sekil 2. 14 iki boyutlu hiicresel déniisiimler icin yansimali (reflective) sinir sarti

24 Bir Boyutlu Lineer Hiicresel Dénlisiimlerin Matris Temsili

Genel olarak » komsuluk yarigapr ve p mimkin durumlarin sayisi igin bir boyutlu

mimkin lineer kurallar a, € Zp olmak Uzere;

1 t t t t ot t
X = f(xi—r’xi—r+] s X 1o X Xy ""’xi+r)
_ t t t t t t 2.4
- a]xi—r + a2xi—r+] .t ar'xi—l + ar+1xi + ar+2xi+l ot a2r+1xi+r (mOdp) ( )

ile verilebilir. F = <f],f2,...,fn> , diizenli (uniform) bir global gecis fonksiyonu olsun. Bu

durumda periyodik sinir sarti altinda F asagidaki gibi bir T matrisi ile temsil edilebilir.

a  ay coa, 0 0 a, o oay a, a
R o 0 a, - a5 a,
i Gy 4 ay a0 o 0 a, - a
7| :
iz 0 Gy, 0 t 0 a_, - 4,y 4 4y Gy
iy Q3 =0 4y, 0 e 0 a,_, - a4 a; iy
iy Gy Gy 0 G, 0 e 0 a_, - a4 a;

Eger F diizenli (uniform) bir kural vektori ve n=kxs seklinde bir bilesik sayi ise T

matrisini blok matrisler cinsinden ifade edebiliriz.
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al ai+] i+r—1 i+r ai—r i—r+l -2 i—1
a,, a Gy i+r1 0 a, a; 3 i-2
A _ . . . B _ . . .
’
i—r+l i—r+2 al ai+] 0 0 al—r i—r+l
i—r ai—r+] i—1 al 0 0 0 i-r
i+r 0 0 0
i-1 ai+r 0 0
c=| : : : : 0=
’
ai+2 ai+3 i+r 0
a. a a a

i+2 i+r-1 i+r

kxk, (k =2r +1) tipinde karesel matrisler olmak lizere;

4 O O B
O 4 0O 0O
T=l: : @ =
O 0 - 4 0O
c O O 4

seklinde kisaca yazilabilir. Eger bu gosterimdeki B ve C matrislerinin tim bilesenleri

sifir olarak alinirsa sifir sinir sarti altinda matris temsili yapilmis olur.

Ayrica X' :[x],xz,...,xn] bir . zaman adimindaki konfigtirasyon olsun. Bu durumda

xXm=r" [X’], (m € Z+) seklinde matris yardimiyla evirilme yapilabilir.

Ornek 2.3 F:<150,150,90,90,150> melez (hybrid) global gecis fonksiyonu 90. ve 150.

Wolfram kurallarindan olussun. Tablo 2.1’den

'=x/ +x,(mod2) ve 150. kural — x/"' =x/ +x/ +x, (mod2) idi.

i+1

90. kural — x;*

Simdi F global gecis fonksiyonuna (kural vektoriine) karsilik gelen gecis matrisini

sirasiyla periyodik ve sifir sinir sarti altinda yazalim.

—_— O O =

O O = =

S = O = O

—_ o = O O

_— = OO =

— 150
— 150
— 90, T=
— 90
— 150
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S = O = O

—_ o = O O

— = O O O

— 150
— 150
— 90
— 90
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X = [xlo,xg,xg,xf,xg] =[10001] baslangic konfigiirasyonu verilsin. X° baslangig
konfiglirasyonunu ¢ =1,2,3,4,5 zaman adimlari icin sirasiyla periyodik ve sifir sinir sarti

altinda evirelim. Daha sonra ¢ =5 icin bu evirilmeyi matris yardimiyla yapalim.

t=0
t=1
t=2
t=3
t=4
t=5

ojlo|Oo|r|O|R
RrlIlr|lr|r|lo]|r
o|jlo|Oo|r|r|O
rIlr|lmr|]lO|O|O
R m|m|lo|m]o
ojlo|Oo|r|O |
RrlIlr|lr|r|lo]|r

Sekil 2. 15 X° =[10001] baslangi¢ konfigiirasyonunun F =(150,150,90,90,150) kural

vektoriine gore periyodik sinir sarti altinda durum tablosu ve uzay zaman grafigi

t=0
t=1
t=2
t=3
t=4
t=5

o|lo|lo|o|o|o
mlojlo|lo|r |~
m|m|jo|lo|r|o
m|lo|m|o|o|o
m|lojo|r|r|o
Rlr|r|o|r |~
o|lo|lo|o|o|o

Sekil 2. 16 X° =[10001] baslangi¢ konfigiirasyonunun F =(150,150,90,90,150) kural

vektoriine gore sifir sinir sarti altinda durum tablosu ve uzay zaman grafigi

Simdi yukarida (Sekil 2.15, Sekil 2.16) yaptigimiz evirilmeyi hem periyodik hem de sifir

sinir sarti icin gecis matrisi yardimiyla gerceklestirelim:

I 1.0 0 1 1 01 10
I T.1 00 0 00 0O
T={0 1 0 1 0|=T=[1 01 1 0
0 01 01 1 01 10
I 00 11 0 00 0O

xXtm=7" [X’], (m eZ+) oldugundan X°”° =7 [XO yazilir. Degerler yerine yazilip

| I

hesaplamalar yapilirsa;

1 01 1 0) (1) (1
00 00O |0 ]O

T°=[1 0 1 1 0|x/0|=|1]|(mod2)= X°=[10110]
101 100 |1
00 000)(1)10

elde edilir. Ayni islemler sifir sinir sarti icin de yapilirsa;
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11000 001 11
11100 010 11
T=/01 01 0[=T=101120
00101 11100
00011 11000
00 1 1 1) (1) (1

01 0 1 10| |1

T°=/1 0 1 1 0[x/0|=]1|(mod2)= X" =[11111]
1110 0f]|0] |1

1100 0)\1) 1

elde edilir.

Bir boyutlu lineer Wolfram kurallarinin matris temsilleri icin A. K. Das vd. tarafindan
yazilan makaleye bakilabilir [27]. iki boyutlu lineer hiicresel déniisiimlerin matris
temsilleri de bir boyutlu lineer hiicresel donlsimlerin matris temsillerine
benzemektedir. Bu konuda detayli bilgi icin [28], [29], [30], [31] referans numarasi ile

verilen makalelere basvurulabilir.

2.5 Hiicresel Doniisiimlerin Grup Ozellikleri

Tanim 2.9 Bir hiicresel dontisimiin & — uzunlugundaki mimkin tim konfiglirasyonlari
bir takim dongiller icine giriyorsa bu tir hicresel dénisime grup hiicresel déniisiim

denir [27].

Teorem 2.1 Bir lineer hiicresel donisimiin grup olabilmesi icin gerek ve yeter sart

temsili matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasidir [27].

ispat: (:>) Verilen hiicresel dontisiim grup olsun. Bu durumda 7T temsili matris olmak
uzere, T"=1 (I birim matris) olacak sekilde bir neZ" vardir. O halde

det(T”):det(T)" =det(/)# 0 olur.

(<) det(T)=0 olsun. T temsili matrisin kuvvetleri bir grup olusturur. Bu grup birimi

I olan ve tersinir karesel matrislerin olusturdugu degismeli olmayan grubun devirli

dolayisiyla degismeli bir alt grubudur. Bu durumda 7 ’nin temsil ettigi hicresel
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doénisimiin konfiglirasyonlari dongli ya da dongilerden olusur. O halde bu hicresel

doénistm gruptur.

Tanim 2.10 T, kxk tipinde temsili matris ve D=7 ={0,1,2,..,p—1} miimkiin
durumlarin kiimesi olsun. Eger 7, , temsili matrisine sahip hiicresel dénigimin sifir
disindaki k& —uzunluklu tim konfiglirasyonlari tek bir dongi icinde yer aliyorsa, yani

T" =1 oluyorsa bu hiicresel déniisime maksimal (devir) uzunluklu hiicresel

doénistm denir. Aksi halde maksimal uzunluklu olmayan hiicresel donisim denir.
Teorem 2.2 Temsili matrisi 7 olan bir hiicresel déntsim icin 7" =1 olsun. T 'nin s—

uzunlugunda bir devir Uretebilmesi icin gerek ve yeter sart det(T"' —I) =0 olmasidrr.

ispat: (:>) T 'nin temsil ettigi hiicresel donisim s — uzunlugunda bir devir liretsin. Bu
durumda bir X #0 konfigiirasyonu icin T°[X]=[X] olur. Buradan T°[X]-[X]=0

:(T"'—I)[X]zo = det(T"'—I)zo olarak bulunur.

(<) simdi det(T"'—I)zo olacak sekilde bir seZ' olsun. Bu durumda
(r°-1)[x]=0 = 71'[X]-[X]=0 = T°[X]=[X] oldugundan T, s-
uzunlugunda bir devir Uretir.

Lemma 2.1 Eger T ’nin grup mertebesi o(T):n seklinde bilesik bir sayi ise bu
durumda T ’nin Uretecegi devir uzunluklari ancak #» 'nin bir boleni olabilirler [27].
ispat: Bu ispati celiski bulma ydntemiyle yapacagz. o(T):n ve s | n, (s,neZ+) bir
devir uzunlugu olsun. n ve s ye bdlme algoritmasi uygulanirsa n=gs+r, (r<s)

olacak sekilde tek tirlt belirli g, € Z" vardir. Ayni zamanda s devir uzunlugu
oldugundan bir X =0 konfigiirasyonu icin 7°[X]=[X] olacak sekilde en kiigik s

vardir. Buradan hareketle;
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rr[x]=1""[X]
=T"TYT* [X]
=T'T"[X]
=TT T* [X]
=T'T"? [X]

=T'T* [X]
=T'[X]
=>T"[X]=T"[X]

Bu durumda s’den daha kiiclik bir » devir uzunlugu bulunmus olur. Ancak bu bir

celiskidir. Bu geliski s | n olarak segmemizden kaynaklandi. Yani s |n dir.

Ornek 2.4 F:<90,150,90,150> kural vektoriine sifir sinir sarti altinda karsilik gelen

temsili matris;

o o = O
S = = =
- o = O
_—— O O

seklindedir. £ =4 uzunlugundaki tiim konfiglirasyonlarin kiimesi;

C:{0000,0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111,
1000,1001,1010,1011,1100,1101,1110,1111}
seklindedir. X° =[1000] konfigiirasyonu sifir sinir sarti altinda F =(90,150,90,150)
global gecis fonksiyonu kullanilarak ¢=1,2,..,15 adim evirildikten sonra k=4

uzunlugundaki mimkin tim konfiglirasyonlar gozlendikten sonra t=15. adimda
baslangic konfiglirasyonuna tekrar ulasilir. Yani verilen kural maksimal uzunluklu bir

hicresel dontsiimddir.
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oj1j0j0|O0foO t=0
ojoj1j0f|o0fo0 t=1
oj1j1|j1|0f0O t=2
oj1j1j1|1fo0 t=3
oj1j1j0|0foO t=4
oj1j0j1|0foO t=5
ojojojoj|1fo t=6
ojojoj1j1fo t=7
ojoj1jy1j0fo0 t=8
oj1jo0j1|1fo0 t=9
ojojoj1jo0fo t=10
ojoj1jo0|1fo0 t=11
oj1j1j0|1fo0 t=12
oj1j0j0|1fo0 t=13
ojoj1j1|1fo0 t=14
oj1j0j0|O0foO t=15

Sekil 2. 17 F :<90,150,90,150> kural vektoriine karsilik gelen durum tablosu ve uzay-

zaman grafigi

Sekil 2. 18 F :<90,150,90,150> kural vektoriine karsilik gelen devir diyagrami

Ornek 2.5 F:<90,90,90,90> kural vektoriine sifir sinir sarti altinda karsilik gelen

temsili matris;

S = O =
- o = O
oS = O O

S O = O

seklinde olur. £ =4 uzunlugundaki tiim konfigirasyonlarin kiimesi olmak (izere;
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U, = {0000}

U, ={0001,0010,0101,1000,0100,1010}
U, ={0111,1101,1100,1110,1011,0011}

U3

{1001,0110,1111}

dort tane dongliden olusur. Bu dongdlerin uzay-zaman grafikleri ile devir diyagramlari

sirasiyla Sekil 2.19 ve Sekil 2.20’de gosterilmistir.

0j1|0|0|J0]0] t=0 oj1|1|j0j0]0
0jo|j1j0j0]0] t=1 oj1|j1f(1]0]|0
0Oj1|0|1]0]0] t=2 oj1j0f1]1]|0
0jo|jojoj1]0]| t=3 ojojoj1j1]0
0jo0o|O0|1|j]0]|0)| t=4 ojoj1f1j1|0
0jo0|1|0|1]0] t=5 oj1|j1f0]1]|0
0j1|0|0|]0)]|0] t=b oj1|1|j0j0)]0

t=0 oj1|j0|j0|1]0

t=1 ojo|j1|j1j0)0

t=2 oj1|1|1|1]0

t=3 oj1|j0|j0|1]0

Sekil 2. 19 F = <90, 90,90, 90> kural vektoriine karsilik gelen durum tablosu ve uzay-

zaman grafigi

Sekil 2. 20 F = <90, 90,90, 90> kural vektoriine karsilik gelen devir diyagrami
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2.6 iki Durumlu Bir Boyutlu Lineer Hiicresel Doniisiimlerin Devir Yapisinin

Cebirsel ifadesi

Bu alt baslik altinda durum kiimesi Z, :{0,1} olan (binary) hiicresel donlsiimlerin

temsili  matrislerinin  karakteristik  polinomu yardimiyla devir uzunluklar

hesaplanacaktir.

Tamim 2.11 nxn tipinde 7' matrisi F cismi Gzerinde tanimli olsun. /,, nxn tipinde
birim matris ve x bilinmeyen olmak Uzere, (xln —T) matrisine 7 'nin karakteristik
matrisi ve det(xI,—T)=¢(x) polinomuna ise T’nin karakteristik polinomu denir
[32].

T (det(T);t 0) iki durumlu bir boyutlu bir lineer hiicresel dénisiimin temsili matrisi

olsun. ¢(x)=¢, (x)®,(x)..,(x) T matrisinin karakteristik polinomu olmak tizere, T

‘nin temsil ettigi iki durumlu bir boyutlu lineer hiicresel donlisimin devir yapisi

asagidaki gibi hesaplanir [33].

i)  Eger T matrisinin karakteristik polinomu @(x)=¢,(x)@,(x)..0, (x) ilkel
polinomlarin carpimi seklinde ise, bu durumda ¢,(x),(i=12,...,r) carpan
polinomuna karsilik gelen devir yapisi [1, 4, (k)] seklindedir. Burada 4, k, -
uzunlugundaki  devirlerin  sayisidir.  der(¢,(x))=n  olmak izere;
U = (Z"f —1)/kl. , (ki €Z+) ve (pl.(x)‘xk” +1 sartini saglayan en kicik sayidir.
Eger ¢, (x)>[Lu (k)] ve @,(x)—>[1Lu, (k)] devir yapilarina sahip iseler,
bu durumda ¢, (x),(x)>[ L (k). 1 (k,), u(k)] devir yapisina sahiptir.

Burada u = p,uebob(k,k,) ve k =ekok (k. k,) dir.

ii) Eger T matrisinin karakteristik polinomu [qo(x)]r, (reZ+) seklinde ise, bu
durumda devir yapisi [l,u'(k')] seklindedir. Burada 2'"'<r<2" ve

der(go(x)):d olmak tzere; u'zzd““)(z" —1)/k', (k':kZ”) seklindedir.
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Ornek 2.6 F:<90,150,90,150> kural vektoriine sifir sinir sarti altinda karsilik gelen

temsili matris ve karakteristik polinomu asagidaki gibidir:

) qD(x):x4+x+leIE‘2[x].

o O = O
S = =
_— o = O
_— O O

T*"=T"=1 oldugundan o(T)=15 dir. o(x)—>[Lu(k)] devir yapisi olsun.
der(p(x))=4, (p(x)‘x15+1 oldugundan k=15 ve u:(24—1)/15:1:>[1,1(15)]

devir yapisi elde edilir. Yani bu devir yapisinda biri sifirdan olusan digeri ise 15—
uzunlugunda bir dongtiden olusan iki dongl vardir. Sifir disindaki tiim konfiglirasyonlar
tek dongi icerisinde yer aldigindan bu hicresel donisiim maksimal uzunlukludur. Bu

hicresel dontistimin dongi yapisini Sekil 2.18’de gosterdik.

Ornek 2.7 F:<90,90,90,90> kural vektoriine sifir sinir sarti altinda karsilik gelen

temsili matris;

, qo(x):[x2+x+l}2 =x*+x’+1€F, [x]

S = O =
- o = O

0
0
1
0

S O = O

T° =1 oldugundan o(T)=6 dir. x’+x+1 polinomuna karsilik gelen devir yapis;
der(x2+x+1):2 ve x2+x+1‘x3+1 buradan k=3 ve u:(22—1)/3:1 yani

x” +x+1 polinomuna karsilik gelen devir yapisi [1,1(3)] seklindedir.

[xz +x+1}2 polinomuna karsilik gelen devir yapisi ise [l,u'(k')] seklindedir. Burada
21 < <2t ve der(go(x)):2, r=2, r=1, k'=k2" olmak (Uzere;

u':z"("l)(zd—l)/k' dir. Buradan k'=3x2'=6, u'=22<2“)(22—1)/6=2

oldugundan [xz +x+1}2 polinomuna karsilik gelen devir yapisi [1,2(6)] olur. O halde
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F:<90,90,90,90> kural vektdriine karsilik gelen devir yapisi [1,1(3),2(6)] olarak

bulunur. Bu hiicresel donisimiin dongi yapisini Sekil 2.20’de gosterdik.
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BOLUM 3

IKi DURUMLU HUCRESEL DONUSUMLERLE HATA DUZELTEN KODLAR

Bu bélimde hata dizelten kodlar hakkinda gerekli 6nbilgiler verilecektir. Daha sonra
hicresel donlsimlerle hata dizelten kodlar ile ilgili yapilan calismalar sirasiyla
hicresel donlisiimlerle bit hata diizelten kodlar ve hiicresel doniisimlerle bayt hata
dizelten kodlar basliklari altinda verilecektir. Hata dizelten kodlarla ilgili bilgiler
Coding Theory, A First Course (2004) [34], The Art of Error Correcting Coding (2006)
[35] isimli kitaplardan yararlanilarak hazirlanmistir. Hiicresel donisimlerle bit hata
diizelten kodlar konusunda Design of CAECC Cellular Automata Based Error Correcting
Code, (1994) [24] isimli makaleden ve hiicresel donisimlerle bayt hata diizelten kodlar
konusunda CA Based Byte Error Correcting Code, (1994) [25] makalelerinden

yararlaniimistir.

3.1 Hata Dizelten Kodlar
Tanim 3.1 IFq :{0,1,...,q—1}, g (burada ¢ asal bir say1) elemanli sonlu bir cisim olmak
uzere, I, Uzerinde n—uzunlugunda ve eleman sayisi M olan bir C kodu, IF; uzayinin

bir alt kiimesidir. Bdyle bir kod (n,M)q — kod seklinde gosterilir.

Tamim 3.2 (Lineer Kod) F, (zerinde n—uzunlugunda ve boyutu k olan bir C lineer

kodu, IF; vektOr uzayinin bir alt uzayidir. Boyle bir kod [n,k]q —kod seklinde gosterilir.
Ozel olarak ¢ =2 igin F, uzerinde bir koda ikili kod, ¢ =3 igin F, tzerinde bir koda
ugli kod denir.

Ornek 3.1 ¢ =2 igin C ={0000,1000,0100,1100} = I, kodu bir ikili lineer koddur.
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Ornek 3.2 ¢ =3 i¢cin C={000,100,001,200,002,101,202,201,102,} c F; kodu bir Ul
lineer koddur.

Tanim 3.3 C, IFq Uzerinde bir lineer kod olsun.
i)  C lineer kodun duali C* ile gosterilir ve C* = {xe F! :(x,c)=0,Vce C}
seklinde tanimlanir.

ii) C lineer kodun boyutu, C’nin vektor uzayi olarak boyutudur ve boy(C) ile

gosterilir.

Teorem 3.1 C, F, Uzerinde n—uzunlugunda ve boyutu & olan bir lineer kod olsun. Bu

durumda;
i) |C|:qb°y(c) yani M =¢* dir.

ii) C* bir lineer koddur ve boy(C)+b0y(CL):n dir.

i) (C*) =Cd.

ispat:
i) C kodunun vektor uzayi olarak bir tabani {c,,cz,...,ck} olsun. Bu durumda
k
C:{z&.cl. A el i:1,2,...,k} yazilir. ‘Fq‘:q oldugundan her bir 4,
i=1
icin ¢ tane se¢im yapilabilir. Dolayisiyla C kodunun q" elemanivardrr.
ii) ilk olarak C* = {x € IFq" :<x,c> =0,Vce C} kiimesinin IF; vektor uzayinin bir

alt uzayi oldugunu gosterelim.

a) Her x,yeC" ve her ceC igin <x,c>:0, <y,c>:0 oldugundan

x+y,cy=(x,c)+{(y,c)=0= x+yeC" olur.
(x+y,0)=(x.c)+(r.c) v
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b) Her xeC* ve her ceC igin <x,c>:0 oldugundan her ael, icin
<ax,c>:a<x,c>:0:>axe C* olur. (a) ve (b)’den C*, [ vektdr uzayinin bir
alt vektor uzayidir. Yani C* bir lineer koddur.

Simdi boy(C)+boy(CL):n oldugunu gésterelim. Eger C ={0} ise F" deki tim

vektérler C’ye diktir. Dolayisiyla boy(C)+boy(CL):0+n:n. boy(C)=k =1

olarak alalim ve {c],cz,...,ck}, C’nin  bir tabani olsun. Bu durumda
xeC*t <:><c],x>:<c2,x>:...:<ck,x>:0 yazilabilir.  {c.,c,,...,c,}  taban

_c] —_

_c —
2 . .
matrisi olsun. Bu durumda

elemanlarini satir kabul eden matris, 4=
Ax" =0 dir. Bu n—bilinmeyen ve k —tane denklemden olusan bir lineer homojen

denklem sistemidir. Bdyle bir sistemin n—k tane ¢dzimi vardir. Dolayisiyla C*

uzayinin boyutu n—k dir.
iii) ceC olsun. Bu durumda <c,d>:c.d:0:>deCL:><d,c>:d.c:0

:>ce(CL)L:>Cg(CL)L yazilir. Diger taraftan C—)[n,k]q—kod
oldugundan C* —[n,n—k|—koddur. ‘(CL)L‘:(]":M olup boy(C)=k

1
dir. Buradan (CL) =C elde edilir.

c

Ornek 3.3 g=2 icin C :{00]00,1060,01300,11400}g IF; kodunun dual kodunu bulalim.

CL:{erF;:<x,c>:O,VceC}, burada x=(x,x,,x;,x,)eC" T, olup <x,c,>:0,
<x,c2>:0, <x,c3>:0, <x,c4>:0:x]:0, x,=0, x;,=r, x,=s5, r,selF, olmak

izere; C* ={x=(0,0,r,5)eF, :r,seF,} = C* ={0000,0010,0001,0011} c F;’ olarak

bulunur.
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Tanim 34 C, F, cismi tizerinde bir lineer kod olsun. Eger C = C* ise C’ye kendine

dik kod, eger C = C* ise C’ye kendine dual kod denir.

3.1.1 Ureteg ve Kontrol Matrisleri
Tanim 3.5 C—)[n,k]q parametrelerine sahip lineer kodun bir alt vektor uzayi

oldugunu ve bu alt vektor uzayinin {c,,cz,...,ck} seklinde bir tabana sahip oldugunu

daha once sdylemistik. Tabandaki vektorleri satir kabul eden G matrisine, C lineer

kodun lirete¢c matrisi denir. Yani

matrisine C — [n,k]q parametrelerine sahip lineer kodun direte¢ matrisi denir

Ornek 3.4 ¢g=2 icin C:{00100,102)0,011)0,11400}gIE‘24 kodunun Urete¢ matrisini

bulalim. {cz,c3}, C’nin bir tabanidir. Dolayisiyla C’nin parametreleri n=4, k=2

oldugundan [4,2], seklindedir. C’nin iireteg matrisi ise,

—c, — 1 000
G= =G= .

5= ) 0100,
1 0 2

Ornek 3.5 ¢g=3 icin G=
g=3 ic (2 1

] matrisinin Urettigi lineer kodu bulalim.
2x3

C—[3,2], koddur. C={a(102)+p(210):a,BeR}cF;, |C|=¢"=|C|=3"=9

C ={000,102,210,201,120,012,021,111,222} c F; olarak bulunur.

e Bir C lineer kodun kendine dik oldugunu gostermek icin Urete¢c matrisindeki

satirlarin ikiserli birbirlerine dik oldugunu gostermek yeterlidir.

Tanim 3.6 Bir C lineer kodunun parite kontrol matrisi C* dualinin irete¢ matrisidir ve

genellikle H ile gosterilir. Yani C = {xe IFq" cHx' = 0} dir.

31



Ornek 3.6 ¢=2 icin C={0000,1000,0100,1100} kodunun C* kodunu ve parite
kontrol matrisini bulalim. o :{erF; :<x,c>:0,VceC} oldugundan

C* ={0000,0001,0010,0011} seklindedir. Dolayisiyla C* nin Urete¢ matrisi,

0 01 O
H = olarak bulunur.
000 1),

Tanim 3.7 C—)[n,k]q lineer kodun Urete¢ matrisi G:[Ik | A]m olsun. Bu durumda

G ’nin standart formda oldugu sdylenir. Burada /,, kxk tipinde birim matris, 4 ise

kx(n—k) tipinde bir matristir.
Teorem 3.2 Bir C—)[n,k]q kodunun Urete¢ matrisi standart formda verilmisse
H= [—A|In7k] matrisi, C icin bir kontrol matrisidir.

e (> [n,k]q lineer kodunun Ureteg ve kontrol matrisleri sirasiyla asagidaki gibi

olsun.
—c, — —h, —
—c. — —h -
2 2
G = ’ H - .
“Ck ™ ixn —h, ;-

(n—k)xn
Budurumda G.H" =0 dir. Burada 0, kx(n—k) tipinde sifir matristir.

I 0 01

Ornek 3.7 G =
01 1 1

] Urete¢ matrisiyle verilen C—>[4,2]3 parametrelerine
2x4

sahip lineer kodun kontrol matrisini bulalim. Burada n=4 ve k=2 oldugundan

0 2
n—k=2 dir. Dolayisiyla H:[—A|In7k] ve —AT:(2 2] seklindedir. O halde

0 210
H:( ] olur.
220 1),
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3.1.2 Hamming Uzaklik- Hamming Agirhik

Tanim 3.8 (Hamming Uzakhg) x=(x,x,,...x,), ¥=(3,)5-»,)€F olsun.
d:F)xF' >N, d, (x,y):‘{i:xl. iyi,izl,z,...,n}‘ seklinde tanimlanan fonksiyona
Hamming uzakhdi denir.

Ornek 3.8 F, lzerinde x=(10011), »=(10110)=4d, (x,y)=2 dir. F, Uzerinde

x=(22101), y=(12210)=d, (x,y)=4 olur.

Teorem 3.3 d:F'xF' - N, d, (x,y):‘{i:xl. £y, :1,2,...,n}‘ seklinde tanimlanan

fonksiyon IF; vektor uzayi Gizerinde bir metriktir.

Tamim 3.9 Bir C<, F" lineer kodunun minimum Hamming uzakligi C’nin birbirinden
farkli mimkin tiim kod so6z ciftleri arasindaki en kiiciik Hamming uzakhigidir ve d(C)
ile gosterilir. Yani d(C)= min{dH (x,y):x#y,x,y€ C} olarak tanimlanir. Minimum

uzakhgr 4 olan bir [n,k]q —kod, [n,k,d]q — kod ile gosterilir.

Tanim 3.10 (Hamming Agirhgi) Bir erF; vektoriniin Hamming agirhgr w, (x) ile
gosterilir ve x vektoriinin sifirdan farkli  koordinatlarinin  sayisidir.  Yani

wy (x)= ‘{i: x, %0, x=(x,%,,...X,) € IE‘q”}‘ . Diger bir ifadeyle w,, (x)=d,, (x,0) dir.
Ornek 3.9 F, izerinde x=(11101)=w,(x)=4. F, izerinde x=(10220)=
wy (x)=3.

Teorem 3.4 x,y e F! icin d,, (x,y)=w, (x—y) dir.

ispat: x,y €' olsun.

d, (x,y):dH (x],y])+dH(x2,y2)+...+dH (xn,yn)
X, —y],0)+dH (x2 —y2,0)+...+dH(xn —yn,O)

X, —y])+WH(x2—y2)+...+WH(xn—yn)

I
=
—_~~ —~

33



Teorem 3.5 Eger C C IF;' bir lineer kod ise d,;, (C)=w,;, (C).
ispat:

d_. (C)=min{dH (x,y):x,yeC,x;ty}
:min{wH (x—y):x,yeC,x;ty}
:min{w (c):ceC,c:tO}

(C

H
=W .

Teorem 3.6 C lineer kodunun minimum uzakhginin d olabilmesi icin gerek ve yeter

sart C’nin kontrol matrisinin en az d —tane sttununun lineer bagimli ve herhangi

(d —1) —tane sitununun lineer bagimsiz olmasidir.

ispat: c:(c],cz,...cn)eC kod sozinin agirhgr sifirdan fakh olsun. ¢ kod sozinin

sifirdan farkh koordinatlari {i],z'z,...,z } ile gosterilsin. Bu durumda eger c, eE{i,,iz,...,ie}
ise ¢, =0 dir. &, (i:1,2,...,n) ile C’nin H kontrol matrisinin {. stitununu gosterelim.
H, C"'i urettiginden ¢ kod sdzii H kontrol matrisinin tiim satirlarina diktir.
Dolayisiyla cH" =c, b’ +c, h +...+¢ h =0 yazilir. Bu da kontrol matrisinin en az e—

tane sUtununun lineer bagimli oldugunu gosterir. Eger en kicik e sayisi d ise C’de
agirhgr <d —1 olan kod s6z yoktur. Yani H kontrol matrisinin <d —1 satunlari lineer
bagimsizdir. Benzer sekilde eger C’de agirhgi <d olan sifirdan farkli kod s6z varsa

bunun anlami C’nin <d tane sttunu lineer bagimlidir.

000 1 111
Omek3.10 H=|0 1 1 0 0 1 1 kontrol matrisine sahip C lineer kodunun
1 01 01 01

3x7

minimum uzakhgi d(C):3 olarak bulunur. Cinkli H matrisinin herhangi iki stitunu

lineer bagimsiz olmasina karsin ilk ic situnu lineer bagimhdir.
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3.1.3 Lineer Kodlarda Kodlama

Tanim 3.11 C, [n,k,d]q parametrelerine sahip bir lineer kod ve G =

lirete¢ matrisi olsun. Bu durumda bir u:(u],uz,...,uk)elﬁ‘;‘ icin uG=ceCcF/

seklindeki ifadeye bir # s6ziinin kodlanmasi ve ¢ € C vektoriine de bir kod séz denir.

1 1T 01 0 0 1
. 01 01010 ] o
Ornek 3.11 G = C —[7,4,3], parametrelerine sahip lineer
1 1.1 0 0 0 O 2
1 00 1 1 0O

4x7

kodun Urete¢ matrisi olsun. Bir ulelleIF’z4 elemanini kodlayalim. Bu durumda
u.G=1010101e C c ] olarak elde edilir. Burada |C|:‘IF24‘:24 =16 oldugunu gérmek

kolaydir.

3.1.4 Lineer Kodlarda Dekodlama

Tanim 3.12 C c ) bir I, lineer kod olsun. C’nin herhangi bir u € I s6ziyle belirli
koseti (sol veya sag yan kimesi) C+u:{c+u:ceC}:u+C seklindeki kimeye
denir.

Ornek 3.12 F, uzerinde C={000,011,100,111} c F; lineer kodunun tiim kosetlerini

yazalim.
000+C:{000,011,100,111} =C+000[ |010+C= {010,001,110,101} =C+010
100+C:{000,011,100,111} =C+100 001+C = {001,010,101,110} =C+001
011+C:{000,011,100,111} =C+011 110+C:{010,001,110,101} =C+110
111+C:{000,011,100,111} =C+111 101+C:{001,010,101,110} =C+101

Teorem 3.7 C — [n,k,d]q parametrelerine sahip bir lineer kod olsun.
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i) IF; nin her vektori C ’'nin bir kosetindedir.
i) HerueF icin |C+u|=|C|=¢".
i) Heru,velF icnuev+C=u+C=v+C.
iv)  iki koset ya ayniya da ayriktir.
V) C’nin ¢"* tane koseti vardir.
vi) Her u,v eIF; icin u—veC < u ve v C’nin ayni kosetindedir.
ispat:
i) uelF, olsun. 00...0 € C oldugundan u+C ={u,...{ seklinde u vektériinii icerir.

i) Her uelF icin |C+u|£q", u+c,u+c,eu+C olsun. ¢ #c, iken

u+c #u+c, dir. Eger u+c, =u+c,=c, =c, olmak zorundadir. O halde

kosetin herhangi iki elemani ayni olamaz.
iii) uev+C=u+Ccv+C dir. Ayni zamanda |u+C| = q" :|v+C| oldugundan

|u+C|:|v+C|.

iv)  u+C ve v+C C’nin iki koseti olsun. x € (u+C)N(v+C) alalim. Bu durumda

xe(u+C) ve xe(v+C):x+C:u+C ve x+C=v+C=u+C=v+C.

E,

=q" = F] :{u],uz,...,uqn} yazilir. |C|:q" oldugunu biliyoruz. Buradan
hareketle birbirinden farkli kosetlerin sayisi s olsun. s.g* =¢" = s=¢"" olur.

vi) (:>) u—-v=ceColsun.u=c+vev+C=u+C=v+C=u-veC.

uex+C u=c +x

(<)

Su-v=c—-c=cecC.
vex+C v=c,+x

Tanim 3.13 Bir kosetteki en kiiclik agirliga sahip soze koset lideri denir.
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Ornek 3.13 (Slepian Standart Dizisi) C ={0000,1011,0101,1110} I, lineer kodunun

tiim kosetlerini bulalim. n=4 ve k =2 oldugundan C’nin toplam ¢"* =2*? =4 tane

koseti vardir. Bunlar;

0000+ C ={0000,1011,0101,1110}
0001+ C ={0001,1010,0100,1111}
0010+ C ={0010,1001,0111,1100}
1000+ C = {1000,0011,1101,0110}

seklindedir.

3.1.4.1 En Yakin Komsu Dekodlamasi (Nearest Neighbour Decoding)

v gonderilen kod s6z ve w alinan s6z (hatali olabilir) olsun. e hata vektori w

vektorini iceren kosetteki en kiicik agirhkli vektor olmak Gzere, v+te=w=v=w-e.

Ornek 3.14 C ={0000,1011,0101,1110} c F, lineer kodu i¢cin w=1101 alinan séziini

dekodlayalim. Ornek 3.13'ten w vektériinii iceren kosetteki en kiiciik agirlikh vektér
e=1000 oldugundan v=w—-e=1101-1000=0101€ C olarak dekodlanir. Eger en
kiicik agirhkli birden fazla koset lideri varsa en yakin komsu dekodlamasi yapilamaz. Bu

durumda alinan soz tekrar istenir.

3.1.4.2 Sendrom Dekodlamasi
Tanim 3.14 C—)[n,k,d]q parametrelerine sahip bir lineer kod olsun. A, C’nin bir

kontrol matrisi olmak tzere, we F,' nin sendromu s(w) ile gosterilir ve s(w)=w.H

seklinde hesaplanir.
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Teorem 3.8 C—)[n,k,d]q parametrelerine sahip bir lineer kod ve H, C’nin bir

kontrol matrisi olsun. u, v e IF; icin;
i) s(u+v):s(u)+s(v).
ii) s(u):0<:>ueC.

iii)  s(u)=s(v)< uile v C’ninaynikosetindedir.

i) s(u+v)=(u+v)H" =uH" +vH" =s(u)+s(v).

ii) s(u)=0cuH =0 ueC.

iii)  s(u)=s(v)euH =vH' ©uH"-vH' =0 (u—-v)H <u-veC.
Sonug 3.1 C—)[n,k,d]q parametrelerine sahip bir lineer kod olsun. C kodu igin

miimkiin sendromlarin sayisi kosetlerin sayisina esittir. Yani ¢"* tane sendrom vardir.

Sendrom Tablosu Diizenleme
i) Verilen kodun tiim kosetleri yazilir ve her bir kosetin koset lideri segilir.

ii) Verilen kodun H kontrol matrisi belirlenir ve tim koset liderlerinin

sendromlari hesaplanir.
iii) Her bir koset lideri ile karsilik gelen sendrom tablo haline getirilir.

Teorem 3.9 Bir C lineer kodunun ¢—tane hata diizeltebilmesi igin gerek ve yeter sart

d(C)=d=2t+1 olmasidir | ¢ = a-1 .
2

ispat: (=) d(C)=2t+1 olsun. ¢ génderilen kod sz ve x alinan séz olsun. Eger
iletimde ¢ veya daha az hata meydana gelmisse d(x,c)St olur. Bu yizden herhangi

c'eC, (c'#c) kod séziiigin d(x,c")2d(c,c")—d(x,c)22t+1-t=t+1>d(x,c)olur.
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Bu durumda en yakin komsu dekodlamasi kullanilirsa x dogru bir sekilde ¢ olarak

dekodlanacaktir. Bu da C lineer kodunun ¢ —tane hata diizeltebildigini gosterir.

(<) C lineer kodu ¢—tane hata diizeltebilsin. Eger d(C)<2¢+1 ise bu durumda
d(c,c')=d(C) <2t olacak sekilde farkli c,c"e C vardir. ¢ kod sozii génderilsin ve ¢ —

tane hata meydana gelmis olsun. Bu durumda c¢ ya yanhs bir sekilde c¢' olarak
dekodlanir ya da tamamlanmamis dekodlama kurali kullanildiginda dizeltilemeyecek

hata meydana gelmistir. Bu durum C lineer kodunun f¢—tane hata diizeltebildigi

kabultyle gelisir. Bu da d (C) = 2t +1 olmasi gerektigini gésterir.

0 001111
Ornek 3.15 H={0 1 1 0 0 1 1 kontrol matrisine sahip C —[7,4,3],
1 01 01 01

3x7

parametrelerine sahip lineer kod icin sendrom tablosu olusturunuz.

H uygun permitasyonlarla standart hale getirilerek G' elde edilir. Permitasyonlar

geri alinarak G elde edilir. Bu durumda

I 101 0 01

01 01 010
G =

1 110 00O

1 001 1 00

4x7

olarak bulunur. Buradan G 'nin miimkiin bitlin satir kombinasyonlariyla 16 —elemanh

C lineer kodu elde edilir.

0000000,1101001,0101010,1110000,1001100,1000011,0110011,0011001,
1011010,0100101,1100110,0111100,0001111,1010101,0010110,1111111

n=7,n-—k=3=k=4 oldugundan toplam ¢"*=2""*=8 tane sendrom vardir.

Sendrom tablosu asagidaki gibidir:
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Koset Lideri | Sendrom
0000000 000
1000000 001
0100000 010
0010000 011
0001000 100
0000100 101
0000010 110
0000001 111

Tablo 3. 1 ikili Hamming kod icin sendrom tablosu

Sendrom Dekodlama Asamalari

i) Alinan bir w sézii igin s(w) sendromu hesaplanir.
ii) s(w)=s(u) olacak sekilde u koset lideri bulunur.
iii) v gonderilen kod s6z olmak lGzere, v=w—u hesaplanir.

000 1 111
Ornek 3.16 H={0 1 1 0 0 1 1 kontrol matrisine sahip C —[7,4,3],
1 01 01 01

3x7

parametrelerine sahip lineer kod icin w=1111001 soézini dekodlayiniz.

i) Alinan w séziiigin s(w)=w.H" =011 olarak hesaplanir.
i) Tablo3.1’den s(w)=s(u)=011=>u =0010000 dir.

iii) v=w-u=1111001-0010000=1101001€ C olarak bulunur.

40



3.1.5 Hamming Kodlari
Tamim 3.15 F_ Gzerinde sutun vektorlerinin herhangi iki tanesi lineer bagimsiz olan

H:(h1 h, .. hn)rxn kontrol matrisine sahip lineer koda ¢’lu Hamming kod denir.

"1 "1
Ham(r,q) ile gosterilir. ¢’lu Hamming kodu {n:q l,k:q l—r,d:3}
q- q- \

parametrelerine sahiptir. Ozel olarak ¢=2 iken Ham(r,q)=Ham(3,2)—[7,4,3],

ikili Hamming kodu adini alir ve Ornek 3.16’da verilen kontrol matrisine sahiptir.

3.1.6 Devirli Kodlar
Tanim 3.16 CcF' bir lineer kod olsun. Eger c¢=(c;.¢.¢,,.c, ) €C  iken

c=(¢,,¢45¢sesC,, ) € C oluyorsa C’ye bir devirli kod denir.

Ornek 3.17 C={000,110,011,101} c F; ile verilen kodu [3,2,2], parametrelerine

sahip bir devirli koddur.

3.1.6.1 Devirli Kodun Polinom ile Temsili

Cc IFq" bir devirli kod olmak tzere;

F

p:C—1 [%n _1> =R,, ¢0(c)=0(cpsCserC, ) =Co+cx+.tc, X" (3.1)

seklindeki donidsim her devirli koda bir polinom karsilik getirir. Burada

K, [%n _1> = R, bdlim halkasi ve <x" —1> ise I, [x] polinom halkasinin bir idealidir.

Ornek  3.18  C={000,110,011,101} c FF; ile  verilen  koda  karsilik

(,D(C):{0,1+x,x+x2,1+x2}gR3 gelir. Burada R = z[x]< . 1>
x —
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:{0,1,x,x2,1+x,x+x2,1+x2,1+x+x2} seklindedir. Burada ¢(C)’nin R,’n bir ideali
oldugunu belirtelim.

e Her devirli kodun ¢ altindaki gériintiisu bir ideal olusturur ve her ideale karsilik

bir devirli kod gelir.
Teorem 3.10 ¢(C), F, [%n 1> =R, bolim halkasinin sifirdan farkl bir ideali olsun.

Bu durumda bir en kiigiik dereceli monik g(x)e¢(C) polinomu vardir ve g (x)[x" -1
dir.

ispat: R, Euclid bolgesi oldugundan bolme algoritmasi uygulanabilir. Dolayisyla
x"—1=q(x)g(x)+r(x), der(r(x))<der(g(x)) olacak sekilde tek tirlii belirli r(x)
ve ¢(x) polinomlari vardir. Bu durumda r(x)=(x"-1)-¢(x)g(x)e@(C) dir. Ancak
bu durum g(x)’in en kigik dereceli olusuyla celisir O halde r(x)=0 ve

x"—1=¢(x)g(x) olur. Buradan g(x)/x" -1 yazlr.

Tanim 3.17 Teorem 3.10'da verilen g(x)e¢(C) polinomuna ¢(C)’nin ve dolayisiyla

C devirli kodun (retec¢ polinomu denirve C = <g(x)> seklinde gosterilir.
Tanim 3.18 ¢(C), ¢ < . 1>:Rn bélim halkasinin sifirdan farkl bir ideali ve
x p—

g(x)

C= <g(x)> ’ der(g(x)) =r olmak lizere, G = xgs(x) ile verilen matrise C

devirli kodun (irete¢ matrisi denir.
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Ornek 3.19 g(x):1+x+x3‘x7—1 olarak segilirse C:<g(x)> bir [7,4], devirli ikili

koddur ve Urete¢ matrisi;

g(x) 1101000
G:ng(x) 01101 00O
xg(x) 0 01 1.0T1DO0
Xg(x)), . \0 001 10 1),

seklindedir. G’nin Urettigi devirli kod Ornek 3.11’deki Urete¢ matrisiyle verilen ikili
Hamming koda denktir. Yani G matrisine elementer satir ve sltun islemleri

uygulanarak Ornek 3.11’deki lirete¢c matrisi elde edilebilir.

3.1.7 BCH Kodlar

BCH (Bose, Chaudhuri, Hocquenghem) kodlari devirli kodlarin 6zel bir sinifi olmakla

beraber Hamming kodlarin ¢coklu hataya genellestirilmesidir.

*

Tanim 3.19 F —{0}=F, =(a) ve /,t(i)(x) ile o ilkel elemaninin F, ’daki minimal

q
polinomunu  gosterelim. g(x):ekok[/,t(”)(x),/,t(“”)(x),...,u(“‘s_z)(x)}(a eN)

polinomu tarafindan Uretilen devirli koda n=¢" —1 uzunlugunda ve 6 —tasarlanmis
minimum uzakliga sahip ¢’lu BCH kod denir. Eger a =1 olarak segilirse dar anlamda

(narrow sense) BCH kod adini alir.

Ornek 3.20 aeFZU l+x+x° polinomunun bir koki olsun. Bu durumda
p" (x)=u?(x)=1+x+x" olup 7-uzunlugunda dar anlamda 2°li BCH kodu
g(x):ekok[u(])(x),u(z)(xﬂ:1+x+x3 tarafindan dretilir ve [7,4,3], Hamming

koda denktir.

3.1.8 Reed-Solomon Kodlar

Tanim 3.20 BCH kodlarda n=¢" —1 ifadesindeki m =1 olarak alindiginda elde edilen

kodlara Reed-Solomon kodlar denir. Yani g¢’lu bir Reed-Solomon kod ¢-1
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uzunlugunda ve g(x)=ekok|(x—a"),(x=a"),..(x—a""?)]
=(x-a’)(x-a"")...(x=a"**") polinomu tarafindan iretilen devirli bir koddur.
Ornek 3.21
i) 7’li Reed-Solomon kod 6—uzunlugunda ve I, =(3), 6 =4=a+5-2=3
g(x)=(x-3)(x-3")(x=3")=6+x+3x"+x"  polinomu tarafindan

Uretilen [6,3]7—koddur. Uretec ve kontrol matrisleri sirasiyla;

6 1 31 00 1 411 00
G=/0 6 1 31 0|, H=|0 1 4 1 1 O seklindedir. Bu
0 06 1 31 0 01 41 1

kodun minimum uzakhgr kontrol matrisinden 4 olarak bulunur. O halde
[6,3,4], — koddur.

ii) 8’li Reed-Solomon kod 7 —uzunlugunda ve IF; :<a>, 0=3=a+6-2=2
g(x)= (x—a)(x—az) =l+a +(oc2 +0¢)x+x2 polinomu tarafindan
uretilen [7,5]8 — koddur. Burada a, 1+ x+x" € F, [x] polinomunun bir

kokidir. Uretec ve kontrol matrisleri sirasiyla;

l+a oa’+a 1 0 0 0 0

0 l+aa o’ +a 1 0 0 0

G=| 0 0 l+a o’ +a 1 0 0
0 0 0 l+a o’ +a 1 0

0 0 0 0 l+a a’+a 1

ve

1 8 1 l+a* 1+a* af 0
H = . . . . olarak bulunur.
0 1 « 1 1+’ 1+ «

a+d-2

Teorem 3.11 g(x)=]] (x—ai) polinomu tarafindan retilen (g—1)—

i=a+l

uzunlugunda ¢’lu Reed-Solomon kod herhangi 2<6<g-1 igin [q—l,q—é,é]q

parametrelerine sahip bir devirli koddur.

44



ispat: der(g(x))zé—l oldugundan s6z konusu kodun boyutu tam olarak

q—1-(8-1)=g—& olur. Minimum uzakligiise § <d <(g—1)+1-k=5 olur.

3.2 Hiicresel Doniisiimlerle Bit Hata Diizelten Kodlar

3.2.1 Kodlama

Tanim 3.21 [ =(i,i,,...,i,) = n—bitten olusan bilgi bitleri ve T bir boyutlu lineer
temel hicresel doénlsumlerin temsili matrisi olmak Uzere, bir keZ" igin
T*[1]=(¢,c;,--c,) olsun. CW:(I,T" [I]):(il,iz,...,in,cnﬂ,cn+2,...,02n) seklindeki
ifadeye bir kod s6z denir.

Teorem 3.12 n— hicreli bir boyutlu temel lineer hiicresel donidsimiin temsili matrisi

T olsun. Bazi keZ' degerleri icin 7" matrisinin herhangi z'(0<z'<d) sayidaki

sttununun toplami (d—i)—tane 1 iceriyorsa, bu durumda T matrisi ¢ —uzaklhga sahip

kod Uretir [24].

ispat: T* (k €Z") herhangi i - tane siitununun toplami (d —i)—tane 1 iceren temsili
matris ve [, I, farkli sézler olsun. CW, :(II,T"[II]), cw, :(IZ,T"[IQ]) olmak lzere;
d, (CW,,CW,)2d oldugunu gostermeliyiz. d, (I,,1,)>i olarak kabul edelim. Yani /,
ve 1,’nin i—tane koordinati birbirinden farkli olsun. Bu farkl koordinatlara n,,n,,...,n,
divelim. Eger i>d ise ispat tamamdir. i<d olsun. T* da n,n,,...,n, sutunlarinin
koordinat koordinat toplamini diisiinelim. Bu toplam en az (d—i)—tane 1 icermelidir.
Bu toplamdaki sifirdan farkl yerler BsTysenslyiseens olsun. Simdi T"[[l] ve T"[[z]'nin

7. koordinatini distnelim. Bu koordinatlari sirasiyla b, ve b, ile gosterelim.
b=t I+t  1,+.+t 1, (3.1)
by=t L, +t, 1, +..+t .1, (3.2)

Burada L :Zf‘j ve [, ;, I,'nin j. koordinatidir. (3.1) ve (3.2) taraf tarafa toplanirsa;
b +b, :tr],l(lll +121)+trl’2(112 +122)+...+trl’k(11k+ 1,,) (3.3)
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L, j=n,n,,..,n,
1. +1, = . (3.4)
7710, diger yerlerde

seklindedir. Bu ylizden b, +b, LS SR =1 dir. Cinkd n,,n,,...,n, sttunlarinin

koordinat koordinat toplami 1 dir. Buradan T*[1,] ve T*[1,]’nin 7. koordinatlari

birbirinden farkhdir. Benzer sekilde Fyseuslyjsenes T koordinatlarinin da birbirinden farkli
oldugu gosterilebilir. Bu durumda d,, (Tk [1,].T* [12])2d—i olarak elde edilir. Ayrica
d,(1,,1,)=i oldugundan d,, (CW,,CW,)>d elde edilir.

Sonug 3.1 n— hiicreli bir boyutlu temel lineer hiicresel dontisiimin temsili matrisinin

k — devirde bir [2n,n,4]2 —kod Uretebilmesiicin T* asagidaki sartlari saglamalidir [24].

i) T* nin her stitunu en az ti¢ tane 1 icermelidir.

ii) T* nin herhangi iki sitununun toplaminin en az iki koordinati birbirinden

farkl olmalidir.

iii) T* nin herhangi U¢ sttununun toplami sifirdan farkli (lineer bagimsiz)

olmalidir.
Lemma 3.1 n— hiicreli bir boyutlu temel lineer hiicresel dontisiimin temsili matrisi T

olsun. Bu durumda 7* matrisinin ilk ve son stitunu en az (k+1)—tane 1 icerir [15].

ispat: Sadece (i¢ hiicreli komsuluk durumunu disiinecegiz. Bu yiizden 7 ’nin ilk ve son
stitununda en cok iki tane 1 olabilir. Benzer sekilde 7 nin ilk ve son siitununda en ¢ok
tic tane 1 olabilir. Bu sekilde devam ederek timevarim ilkesinden 7* nin ilk ve son

stitununda en ¢ok (k+1)—tane 1 olabilir.

Teorem 3.13 Eger n—hicreli bir boyutlu bir hiicresel donlisim k& —devirde

[2n,n,d], — kod Uretiyorsa bu durumda k >d -2 dir [15].

ispat: Teorem 3.12’den T* nin her siitunu (d—l)—tane 1 icermelidir. Fakat Lemma

3.7’den T* nin ilk ve son situnlarinda en cok (k+1)—tane 1 olabilir. Buradan

k+1>d—-1=k>d-2 olarak yazilir.
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Ornek 3.22 F:<90,150,150,90> Wolfram kurallarindan olusan global gecis

fonksiyonunu kullanarak [8,4,4], —kod iiretelim.

01 0O 1 1 10

1 1 1 0 1 1 0 1
T = , k=2icin T* =

01 1 1 1 0 1 1

001 0), 011 1),

T? Sonug 3.1’deki sartlar sagladigindan G:[l4 |T2] matrisi [8,4,4], —kod iretir.
Simdi I=0001eTF; soziinl kodlayalim. T*[1]=0111 oldugundan

CW =00010111€F} kod séz olur.

3.2.2 Keyfi Sayida Bilgi Bitlerine Sahip Bir Hata Diizelten ve iki Hata Fark Eden

Kodun Uretilmesi

T, (n > 4) ile n—uzunlugunda bir boyutlu lineer Wolfram kurallarinin temsili matrisini

gosterelim. n>4 icin T, agagidaki gibi genisletilerek [2n,n,4]2 —kod Uretilebilir.

0 0
T T :
T = ( "_]) 0|, ntekise; T = ( "_]) 0|, nciftise
1 1
0 0 0 1 0 0 1 0

Ornek 3.23 F :<90,150,150,90> Wolfram kurallarindan olusan global gecis fonksiyonu

icin

0100 1 110
1 110 11 0 1
T, = , k=2igin T} =

01 1 1 1 01 1
0010 01 11

yazilir. [10,5,4], —kod tiretmek igin n =5 tek oldugundan

47



01 0 0O
I 1100
T,=/0 1 1 1 O0]olur.G= [15 |T52] matrisi bir [10,5,4], —kod iretir.
0 01 01
0 0 0 01

Teorem 3.14 Verilen herhangi n—uzunlukta 7 bilgi bitleri icin (I,Tn2 [I]) seklindeki

kod sozler bir [2n,n,4], —kod iretir [24].

ispat: n Uzerine timevarim uygulayallm. n=4 icin Ornek 3.22’den ifade dogrudur.
n=ys icin ifade dogru olsun. n=s+1 icin ifadenin dogru oldugunu gosterelim. Eger s

tek ise s+1 cift olur.

s+1

(T BY_ . _[T'+BC TB+BD
c D) " \CT.+DC CB+D’

Burada 7., B, C,D sirasiyla sxs, sx1,1xs,1x1 ebath matrislerdir. s+1 gift

oldugundan B" =(00...01), C" =(00...01), D=(0). Ayrica t, €T,, t, =1 ve {, , =1

dir. Buradan (T.B+ BD)' =(00...011), (CT, + DC) =(00...01) ve (CB+D*)=(1).

0

0 0 A :
BC=|: - i|.Budurumda T’ = 1 | olur. Burada 4, T matrisi

0 - 1 1

o 0 -~ 11

gibi (s,s). bileseninde sifir bulunan bir matristir. 7>, matrisi Teorem 3.12’deki sartlari

s+l

saglar. s ’nin ¢ift olmasi halinde de ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.15 Bir [2n,n,4]2—kodda Tf matrisi agagidaki sartlari saglarsa ¢, ve c;

kontrol bitleri ¢, ® ¢, ile degistirilebilir [24].
i) i. ve j. satirlarin ayni koordinatlarinda 1 bulunmamalidir.

ii) i. ve j. satirlar silinerek yerine i@® jsatirinin yazilmasiyla elde edilen
satirlart azaltiimis (sikistiriimis) Tf matrisi Teorem 3.12’deki sartlan

saglamalidir.
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° Tf matrisine r —defa yukaridaki sikistirma islemi uygulanarak elde edilen yeni

kodun parametreleri [2n—r,k,4], seklindedir.
Ornek 3.24 n=8 icin F =<90,150,150,90,102,90,102,90 > olarak alalim. Teorem
3.12'den [16,8,4]2 —kod vardir. Teorem 3.15’den ng matrisinin satir sayisi azaltilarak

bu kodun kontrol bitlerinin sayisi 8’den 5’e dislrulebilir. Yani [13»,8,4]2 —kod dretilir.

Soyle ki;
0100000 O
11100000
01110000
00101000
T, = ,
00001100
00001010
00000GO0T11
0000O0GO0T10
11100000 ¢, =i, ®i, ®i,
11010000 ¢ =i, @i Di,
10111000 ¢, =i, ®i, Di, Di,
7o 01 111100 c3:i]69i269i369i469i5’
0000O0T1T10 ¢, =i, ®i,
00001111 ¢ =i, ®i, ®i Di,
00000GO0O0 1 o =i,
00000GO0T1 1 ¢, =i ®i,
¢, ®c, =i, ®i ®i, Di, Di, 11100110
¢, ®c, =i, ®i i, Di Di, 11010011
¢, ®¢ =i, @1, ®i, @i, ®i, (= (T7)'=[1 01 1 1 0 0 1]
¢, =i ®i,Di, Di, Di 01111100
¢ =i, ®i, ®i Di, 0000711 1°1
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Ornek 3.25 n=8 icin F =<90,150,90,90,90,90,150,90 > kural vektori ile d=5

minimum uzakhga sahip kod Uretelim. k=d-2=k=5-2=3 tir.

3

S O = O = O O O
S = O = O O O O
_—— = O O O O O
S = O O O O O O
_— = O = O = O
_—0 = = O = O O
_— O = = O O O
_— == O O O O

00 O =~ = = =
00 =~ ~ O =
0o~ O =~ O ~
O~ O~ O = =

S O O O O o = O
S O O O O = = =
S O O O = O = O
S O O O O = O O

Teorik olarak 8— bilgi bitine 8 —kontrol biti ekleyerek d =5 minimum uzakliga sahip

kod tiretmek mimkiin degildir. Bunun i¢in 7;) matrisine (1 0 0 0 0 0 0 1)

satir eklenerek [17,8,5]2—kod elde edilir. Bu durumda kontrol bitlerinin sayisi bilgi

bitlerinin sayisindan fazladir.

e Hiucresel donisumlerle yapilan ve 8 — bilgi biti iceren kod icin 11—tane iki girisli
XOR mantik kapisi gerekirken, geleneksel Hamming kodu ayni uzunluk icin

21—tane iki girisli XOR mantik kapisi gerektirir.

3.2.3 Keyfi t-Uzakliga Sahip Kodun Uretilmesi

Bu durumda kontrol bitlerinin sayisi bilgi bitlerinin sayisindan fazladir. I — bilgi bitleri,

T" [I]— kontrol bitleri olmak tizere; CW :(I,T”‘ [7].77[1].....T" [I]) kod sozdr.

Buradaki 7% [I] lerin her biri Teorem 3.12’deki sartlari saglamahdir.

Ornek 3.26 F =(90,150,150,90,60,90,60,90) kural vektériine sahip hiicresel

donidsim  ile d=9 uzakhga sahip kod dretelim. Kontrol bitleri
(ng [1]. T [1]. 3 [1]. I [l]) seklinde Uretilirse 8— bilgi biti ve 32 —kontrol biti olan

kod sozlerden olusan kodun minimum uzakhigi 9’dur. 32 —kontrol biti sikistirilmak

suretiyle minimum uzaklk korunarak kontrol bitlerinin sayisi 18 e kadar disdrilebilir.
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3.2.4 Hiicresel Doniisiimlerle Bit Hata Diizelten Kodlarda Dekodlama

I =(i,,i,....i, ) k— bitten olugan hatasiz soz,
C =(C4115Cpunse-C, ) n—k bitten olusan hatasiz kontrol haneleri,
I = (il',i;,...,i,;) k — bitten olusan hatali soz,
o :(c,'m,c,'ﬁz,...,c;) n—k bitten olusan hatali kontrol haneleri,

E=(1,,C,)=(,€,-:€,,€,1,€,.-.-.€, ) hata vektdriive I,, nxn tipinde birim matris

olsun.

H'= (3.5)

H, fazla kontrol bitlerini Gretmesi igin (Tk”) matrisine eklenen alt matrisi ve (Tk”) da

(Tk”) matrisinin sikistirilmis halini gostermektedir. Dekodlama icin ilk adim olarak

n—k bitten olusan sendrom hesaplanir.

'

S:[H'][I'](JD[C] veya H:[H'|In_k] olmak (izere; S=[H]{I' }, I =1®I, ve

C' =C®C, oldugundan

S=[H]LI;' }[H]Lﬁgé }[H]L’; } (3.6)

Eger hata yoksa sendrom sifirdir. Aksi halde hata vektoriint bulmak icin 7 — bilinmeyen
ve (n—k) denklemden olusan sendrom denklemlerinin ¢6zilmesi gerekir. Ancak bu

denklem sisteminin birden fazla ¢6zimi vardir. Bu sebeple miimkiin bitiin hata
vektorlerini hesaplamamiz gerekir. Daha sonra bu hata vektorleri alinan sendrom ile

karsilastirihr. Bu sekilde hata vektori bulunabilir. Yani ¢ —tane hata dizeltebilen kod
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‘(n
icin w(E)St’oIan ve SZ(] sayida bulunan mimkin bitiin hata vektorlerinin
1

i=l
hesaplanmasi gerekir ki bu da O(n") karmasikhk (complexity) derecesine sahiptir.

Dolayisiyla bu karmasik durumundan kurtulmak icin hata vektorini dogrudan
sendromdan elde etmemize olanak taniyan ve kodlamada kullanilan hicresel
doénistmlerin karakteristik matrislerinin tersinirlik 6zelliginden faydalanan iki tane

dekodlama algoritmasi verecegiz.
[H][E]=[S] iken eger H’nin tersi varsa yani H regiiler karesel bir matris ise,

[H]_l [S]=[E] olacak sekilde H™" matrisi vardir.

3.2.4.1 Dekodlama-1

n—k >k yani kontrol bitlerinin sayisi bilgi bitlerinin sayisindan buyik ya da esit olan

kodlara uygulanabilir. H matrisi asagidaki gibi alt matrislere ayrilabilir.

Iy I’
[H](n_k)xn ) {[HO](nZk)xk [ln_k ]} - {[Ho ](n—zk)xk [ln_k ]}[E] =3 37

[H][E] matris ¢arpimi asagidaki adimlari igerir.

1. T/ ile [E]  inilk k koordinati carpilirve [S,], , elde edilir.

2. [1,,]ile[E] inalt (n—k) koordinaticarpilirve [S,] .  elde edilir.

(n=k)

3. [5],, ile [SZ](n—k)xl inilk k& koordinati bilesen bilesen toplanarak [S](n_k)xl in ilk

k koordinati elde edilir.

4. [HO](n_Zk)Xk ile [E] , inilk k koordinati carpilir ve elde edilen vektér [SZ](n—k)xl

nin kalan (n-2k)—uzunlugundaki vektér ile toplanarak [S](n_k)xl nin son

(n—2k) bitlik kismi hesaplanur.

e Eger yukaridaki islemlerin her biri tersinir ise bu durumda [H]_l [S] bu

islemlere denktir.
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Dekodlama Algoritmasi—1
1. k bitten olusan S... €eklemeli sendromunu, n—k bitten olusan § bilgi
bitlerinin Urettigi sendrom ile bitistir.
2. [1,,]" =[] oldugundan [Infk][Saug] yerine S, @S, seklinde sendromun

ilk £ bitini hesapla.

3. [T,;”][Sk] ifadesini hesapla.

4. [HO](n_Zk)Xk [S,] ifadesini hesapla ve S’nin geriye kalan (n—2k) bitiyle topla

daha sonra bu (n—2k) bit ile & bitten olusan S, U bitistir (concatenate). Eger

n =2k ise bu adimi atla.

5. 3.adimda giincellenen [S,]=[7,] ve 4. adimdaki [S Sn_Zk]:[Ce] dir.

aug ?

I:1'+Ie ve C:C'+Ce alarak sendromu yeniden hesapla eger sendrom sifir ise
[E],, =[1..C.] hata vektériidiir. Aksi halde S, eklemeli sendromu mimkiin baska
bir hata vektori olarak seg ve algoritmadaki adimlari tekrar izle.

Ornek 3.27 n=8 icin F =<90,150,90,90,90,90,150,90 > kural vektori ile d=5
minimum uzakhga sahip kod Uretebilmek icin Tg3 matrisine

HO:(I 1 11111 1)]X8 satirini ekleyelim (bkz. Ornek 3.25). Bu durumda

_—= = O = O = O
_0 = = O = O O
_—— O == O O O
_— == O O O O

O OO = = O = -
O O = O = O
O = O = O = = =

o0
O O OO = = =
= I s R e R N s B
—_— O = O = O = s

0
1
0
1
0
1
1
1
1

— = O = = O = OO
— = = O = = OO O
—_— = e e = OO O O

—_— O O OO O = = =
—_— O O O = = O =

9x8

olacagindan
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T;{P
[H](n—k)Xn B {[Ho ](n_zk)xk [ln—k]:l
1 111000O0T1O0O0O0O0O0GO0O©O
11 01100O0O0T1UO0O0O0O0GO00©O0
1 o11010O0O0O0T1TO0O0O0GO00@O
1 1101010O0O0O0T1TTO0O0TGO0O0
=0 10101 1 1 00O0O01UO0O00O0
0o01011®0T1S0O0O0O0O0T1TO00O0
0001 101T1TU0O0OO0OO0O0O0OTI®O
000O011T1T1TG0UO0OO0O0O0O0O01
I 111111 10O0O0O0O0O0TUO00O0

o
I1=10100100€F;  séziini  kodlayalim. Bu  durumda CW:(I, 8}[[]]

_ 0 O O O O O o O

=10100100011010011 € F,” kod s6z olur. CW kod séziinii génderelim ve CW ' alinan

hatali s6z olsun. Bu halde {i¢ durum s6z konusudur.
1. Hata sadece bilgi bitlerinde olusabilir.
2. Hata sadece kontrol bitlerinde olusabilir.
3. Hem bilgi hem de kontrol bitleri hatali olabilir.

1. Durum: Hata sadece bilgi bitlerinde meydana gelmis

CW'=11100110011010011  alnan  hatali  séz  olsun.  Bu

olsun ve

durumda

I' .
[H]gxl{ }:[S]=110000110 olur. ilk devirde S, = 00000000 alaim. O halde

o
S,=S®8§,, =11000011

1, =T;"[S,]= 01000010

S =[Ho ], [5:]®©5, 5 =0
I'=1®I,=10100100
C'=C'&(S,,.S,,)=011010011

aug

E=[1,5,,.S,. |=[01000010000000000] olarak bulunur.

aug ’
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2. Durum: Hata sadece kontrol bitlerinde meydana gelmis olsun ve

CW'=10100100011100011  alinan  hatali sz olsun. Bu  durumda

Sz[H]gﬂ{é}zOOOllOOOO olur. S, =00011000 olarak alam. O halde
S, =5, ®S$,, =00000000

Sy = [H0]1x8 [S:]®S,

I=1®1I,=10100100

C'=C'&(S,,.S,,)=011010011

aug ?

E=[1,5,,.S, |=[00000000000110000] olarak bulunur.

aug ’

3. Durum: Hata hem bilgi bitlerinde hem de kontrol bitlerinde meydana gelmis olsun

ve CW=101001100110010010 alinan hatali sé6z olsun. Bu durumda

S:[H]gxl{g}zooononl olur. ilk devirde S, = 00000000 alahm. O halde
S,=S®S§,, =00011011

1, =] 7, ][S;]= 00000010

S,k = [H0]1x8 [S8] ®S, ., =1

I'=1®I,=10100100

C'=C'&(S,,.S, )=011010011

aug

E=[1,.5,,.S, |=[00000010000000001] olarak bulunur.
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3.2.4.2 Dekodlama-2

Buradaki temel amag hata vektorini dogrudan sendromdan hesaplamaktir. Ancak her
zaman bir sendroma karsilik tek hata vektori gelmeyebilir. Bu kodun hata diizeltme
kapasitesiyle ilgili bir durumdur. Ornegin; iki hata diizeltebilen bir kodda agirhgi 1 ve 2

olan tim hata vektorleri tek tirld belirlidir.

[lnk]} (3.8)

matrisini determinanti sifirdan farkh olacak sekilde tersinir karesel bir matris yapmak

icin H matrisine k —tane satir ekleyelim. Bu islemi yaparken 1 lerin sayisinin az olmasi

istenen bir durumdur. Bu yeni matris [TMJ = det [Ta%] =1. Sendrom ile hata vektéri

arasindaki iliski;

n—k)xn Ie
e o (3.9)
Ce nxl1

[H](n—k)xn Ig S
[T |[E]= , { - L = { SaugL (3.10)

seklindedir.

Dekodlama Algoritmasi—2

1. H matrisine k —tane satir ekleyerek regiiler karesel [T ] matrisini olustur.

aug
2. Butln mumkin hata vektorleri icin S ile S, arasindaki iligkiyi tablo haline
getir.

3. Girdileri n—k bitlik S olan ve ¢iktisi k& bitlik S, olan PLA’yi duzenle.

4. [T T matrisini hesapla.

aug

5. Alinan bilgi ve kontrol bitleri icin hata vektoriini dogrudan sendromdan

hesapla.
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<90,150,150,90> Wolfram kurallarindan olusan global gecis

Ornek 3.28 F

fonksiyonuna sifir sinir sarti altinda karsilik gelen matris;

dir. Bu durumda

1000}
0 0 0

0

0
0

1

0 0 1
0 00

1

0

0

0 0

|
0
0
|
|

0 00
0

1
0 0
0 0

0000 OO

1
1

0
0

1

0 00 0O0O

1

0 0 0

1
0
|
0
1

1 0 0

1 0 1

I 0 0 1
000 0O0OT1O
0 00 0O00O0

1

Soooo
Ve[T“”gJIZO 0 1

seklindedir.
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Hatavektorii | S | S,

00000000 | 0000 | 0000

10000000 | 1110 | 0110

01000000 | 1101 | 0000

00100000 | 1011 | 0000

00010000 | 0111 | 1000

00001000 | 1000 | 1000

00000100 | 0100 | 0011

00000010 | 0010 | 0101

00000001 | 0001 | 1001

Tablo3.2 § ile S, arasindaki iliskiyi gosteren sendrom tablosu

Yukarida verilen kod bir [8,4,4]2—kod olup 1—hata dizeltebilir. Mimkin hata

aug aug

8 -
vektorleri (1]:8 tanedir ve [T ] ile [T } " kullanilarak S ile S, arasindaki iligki

Tablo 3.2’de gosterilmistir.

3.3 Hiicresel Doniisiimlerle Bayt Hata Diizelten Kodlar

T, b—uzunlugundaki bir boyutlu lineer hicresel donisimin global gecis

fonksiyonuna karsilik gelen tersinir temsili matris olsun. T ’nin Uretecegi devir

uzunlugu N olmak lzere, N <2”—1 dir. Eger N =2"—1 ise bu hiicresel déniisiime
maksimal devir uzunluguna sahip hiicresel dénlsiim denir. Hicresel dontstimler ile
bayt hata dizelten kodlarin ¢ikis noktasi Reed-Solomon kodlardir. Hiicresel

donlisimlerle bayt hata dizelten kodlarda kod sozlerin her biri k—tane bitten olusan

N —tane bilgi bayt ve ¢ —bayt hata dlizeltebilmesi icin (2t+l)—tane kontrol baytindan

olusur.
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3.3.1 Kodlama

T, b—uzunlugundaki bir boyutlu lineer hicresel donisimiin global gecis

fonksiyonuna karsilik gelen N devir uzunluguna sahip tersinir temsili matris olsun.

B:[BO,B],...,BN_] ile her biri b—bitten olusan N —tane bilgi baytini gostersin. ¢—
bayt hata diizeltebilmesi igin (2¢+1)—tane kontrol bayti, C =[C,,C,....,C,,] olsun. Bu

kontrol baytlarinin her biri i =0,1,2,...,2¢f +1olmak lizere;
C,=r""[B,Jor"?[B]or"V[B,]®..@T"?[B, ,]®T[B,,]®B,, (3.11)

seklinde Uretilir.

3.3.1.1 Bir Bayt Hata Diizelten-iki Bayt Hata Fark Eden Kod

Bir bayt hata diizeltebilmesi icin her kod s6ze (¢ tane kontrol bayti eklenmelidir. Bu

kontrol baytlari (3.11) ifadesinden asagidaki gibidir:

C,=B,®B ®..9B, , (3.12)
C,=T""'[B,]®T"*[B]®..®T[B,,|®B,_, (3.13)
C,=r""V[BJer'"?[p]e..e1’[B,,]®B,.,. (3.14)

Bu durumda CW =[B,,B,,...,By_,,C,,C,,C,] bir kod sézdir. Bu kodun kontrol matrisi

asagidaki gibidir:

I I I I I I O O
H=\I T 1 17 -« 7" 0 I 0]
I T 1 T° 7Y 0 o 1

Genel olarak ¢ —bayt hata dizelten kodlar icin kontrol matrisi;

I I I I - I I O O - O
I T 1T 17 . 1™ o171 0 - 0
H=1 17 1 1 .. 7"™Y 0 0 I .. 0O
I 7 1" 71 oY 9 0 0 ... T
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seklindedir. Burada T, bxb tipinde tersinir temsili matris; 7, bxb tipinde birim

matris ve O, bx b tipinde sifir matristir.

Dekodlama

Tanim 3.22 (Hata sendromu) C,, i. kontrol bayti ve le de alinan bilgi baytlarindan

tekrar hesaplanan i. kontrol bayti (hatali olabilir) olsun. Bu durumda i. kontrol baytina

karsilik gelen hata sendromu 0 <1< 2t olmak lzere;

S, =C,®C, (3.15)
seklinde hesaplanir.

Tamim 3.23 (Hata bayt) B, , . ve B,'v_]_j sirasiyla gonderilen ve alinan (Soldan
saylldiginda ;. bayt, sagdan sayildiginda (N—l—j). bayta esittir.) bilgi baytlari olsun.

Budurumda ;>0 igin

E =By, ;®B,_ (3.16)

J N-1-j

seklindeki ifadeye ;. hata bayti denir.

'

Hata dizeltmede temel amac¢ alinan B':[BO,BI',...,B,'\,_IJ bilgi baytlari ve
C':[C(;,C{,...,C;,] kontrol baytlarindan E =[E,E,,....E, ] hata vektérini

hesaplamaktir. Bu durumda
[8]=]B'|®[E]. (3.17)

Soldan i. ve j. baytlarda hata olussun ve bu hatalara karsilik gelen hata vektorleri

sirasiyla E,ve E; olsun. O halde kontrol baytlar tekrar asagidaki gibi uretilir.
C,=B,®B®.®B, ®EDE, (3.18)

G =r"'[B |®T"[B|®..@T[B,,|®B, ®T'[E]®T’[E,] (3.19)
C,=r"""[BJer'"™? B |e. e [B,,|®8, ®T"[E]eT[E,] (3.20)

Yeniden Uretilen kontrol baytlari C,, C;, C, olmak Uizere, hata sendromlari;
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S,=C,®C, =E ®E, (3.21)

S,=C,@®C =T[E]®T'[E,] (3.22)

J

S, =C,®C,=T"[E]®T”|E,] (3.23)

J

olarak hesaplanir.

Dekodlama Algoritmasi—1

1. Eger S,, S, ve S, sifirise hata yoktur.

2. Eger §,, S, ve S, sendromlarindan sadece bir tanesi sifirdan farkli ancak diger
iki tanesi sifir ise bu durumda sifirdan farkh sendromu Ureten kontrol bayti

hatalidir.

3. Birden fazla sendrom sifirdan farkli ise,
T'[S,]=S, ve T*[S,]=S,, (0<i<N-1)

olacak sekilde bir i varsa (N —1—i). baytta hata vardir ve hata vektérii [, ]

dir. Aksi halde birden fazla hata meydana gelmistir. Yani dizeltilemez hata

vardir.

Teorem 3.16 Dekodlama Algoritmasi—1 bir bayt hata dizelten ve iki bayt hata fark

eden kodlari dogru bir sekilde dekodlar.

ispat: Eger bir bayt hataliysa hata ya bilgi baytlarinda ya da kontrol baytlarindadir.
Kontrol baytlarindan biri hataliysa hatali kontrol baytinin (rettigi sendrom sifirdan
farkli iken diger iki sendrom sifirdir. Eger bu bir hata bilgi baytlarindan birinde meydana

gelmisse algoritmanin Gglincl adimi bu hatayi dizeltir. Cinkli 7 matrisi regilerdir ve

sifirdan farkl bir konfigiirasyonu 77, (i:0,1,2,...,N—1) ile carptigimizda elde edilen

yeni konfiglirasyon da sifirdan farkli olacaktir. O halde bilgi baytlarinda hata meydana

gelmesi halinde tiim sendromlar sifirdan farkhdir.

Eger iki bayt hataliysa lic durum s6z konusudur. Hatalarin ikisi kontrol baytlarinda

meydana gelmis olabilir ki bu durumda iki sendrom sifirdan farklidir. Bu halde iki hata
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fark edilmis olur. ikinci olarak iki hata bilgi baytlarinda meydana gelmis olabilir. Bu

durumun bir hata meydana gelmesi hali ile cakismadigini gosterelim. (N—l—z') ve
(N—l—j). bilgi baytlarinda hata meydana gelmis olsun ve sirasiyla E, ile E, hata

vektorleri olsun. (N—l—k). bilgi bayti bir hatanin meydana geldigi durumu ve E, da

hata vektorini gostersin. Bu durumda sendromlar asagidaki denklemleri saglamalidir.

S,=C,®C,=E,®E, =E, (3.24)
S, =C&C =T[E]®T'[E,|=T"[E] (3.25)
S,=C,®C, =T"[E]®T"[E,|=T"[E,] (3.26)

(3.24) ve (3.25) denklemlerinden

T'[E]®T'[E, |=T"E®E, |=(I'®T")[E]=(T"©T’) E®E, |=E  (3.27)
ve (3.26) denkleminden

T [E)=T"T'[E®1'[E,||=T"[E]®T”[E,] (3.28)
gerekli diizenlemelerden sonra
(r*er”)[E]=(r" o) E |=> T (" )[E]=T/(I"®T")[E,]  (3.29)
(3.27) denklemi gbz 6niinde bulundurulursa;

T'[E]=T'[E] (3.30)

Bu bir celiskidir. Clinkii biz hata yerlerini farkh kabul ettik. Sonuc¢ olarak iki hata
meydana gelmesi hali ile bir hata meydana gelmesi halinde elde edilen sendromlar

birbirinden farklidir.

Hatalarin biri bilgi baytlarinda digeri kontrol baytlarinda olusmussa yukaridaki gibi bu

durumun bir hata olusmasi halinden farkl sendrom (rettigi gosterilebilir.
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3.3.1.2 iki Bayt Hata Diizelten-iki Bayt Hata Yerlestiren Kod

iki hata diizeltebilmek ve iki hata meydana gelmesi halinde hatalarin yerlerini belli
baytlar arasina kisitlamak (hata yerlestirme) icin yukarida verilen bir hata durumunda
gerekli tic kontrol baytina bir tane daha bayt eklenmelidir. Eger hatalarin ikisi sadece
bilgi ya da kontrol baytlarinda meydana gelmisse bu durumda hatalar hem fark edilir
hem de duzeltilir. Ancak hatalarin biri bilgi baytlarinda digeri kontrol baytlarinda
meydana gelmisse hata en cok (g bilgi bayti arasina yerlestirilir. Bu durumda kontrol

baytlari asagidaki gibidir:

C,=B,®B®..9B, (3.31)
C,=T""'[B,]®T"’[B]®..®T[B,_,|®B, (3.32)
c,=r""V[BJer"?[p]e..o1°[B,,]®B,, (3.33)
c,=r""[BJor"?[p]e..e1r’[B,,]®B,, (3.34)

Hata sendromlari ise,

S, =C,®C,=E ®E, =E ®E, (3.35)
S,=C®C =T[E]®T'[E,|=T"[E]eT[E,] (3.36)
S,=C,®C,=T"[E]®TYE,|=T"[E]®T”[E,] (3.37)
S,=C,@C,=T"[E|®TV[E, |=T"[E]®T” [E,] (3.38)

seklinde hesaplanir.

Dekodlama Algoritmasi—2
1. Eger sendrom baytlarinin tamami sifir ise alinan bilgi baytlari hatasizdir.

2. Egertim sendrom baytlari sifirdan farkli ve
r'(s,]®s,=T"[1'[5,]®S, ] (3.39)
sartini saglayan i ve j, (i, /< N) varsaya da
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'[1T'[s,]®S,|=T"[5]@®5, (3.40)
[ T7[s,]@s5, |=T"[5]®S5, (3.41)
sartlari saglaniyorsa i. ve j. baytlar hatalidir.

3. Eger T +T"* +T7/" =0 veya T'+T/+T" =0 olacak sekilde bir k& sayis
varsa (5)’e git ve hata yerini belirle.

4. j.baytin E; hata vektoriini agagidaki gibi hesapla:
E =T™[T'[S,]®S, |=T""[T'[S,]®5, ] (3.42)
Burada 7 =T7' + T’ dir. i. baytin hata vektori E,’yi asagidaki gibi hesapla:
E=E ®S, (3.43)
5. ikihataya i.ve j. bilgi baytlarinda ya da biri & . bilgi baytinda digeri ise kontrol

baytlarindadir.

Teorem 3.17 Dekodlama Algoritmasi—2 iki bayt hata diizelten ve iki bayt hata fark eden

kodlari dogru bir sekilde dekodlar.

ispat: iki hata kontrol baytlarinda meydana gelmis olsun. Bu durumda hatali kontrol
baytlarina karsilik gelen iki sendrom sifirdan farklidir. Simdi hatalarin ikisi bilgi
baytlarinda meydana gelmis olsun. O halde sendromlarin tamami sifirdan farklidir. iki

ayri bayt ciftinde meydana gelen hatalarin ayni sendromu liretmeyecegini gosterelim.
(N-1-i), (N-1-j), (N-1-k) ve (N-1-r) bilgi baytlarinda hata meydana
gelmis olsun ve sirasiyla E;, E,, E, ve E, hata vektorleri olsun. ilk olarak E, ve E,
hata vektori ciftine karsilik gelen sendromlar, E, ve E_hata vektorlerininki ile ayni

olsun. (3.35)'teki esitligin her iki tarafina T’/ uygulanir ve (3.36) ile taraf tarafa

toplanirsa,
(r'er’)[E]=(r"e1’)[E]e(r T/ )[E,] (3.44)

(3.36)’daki esitligin her iki tarafina 77/ uygulanir ve (3.37) ile taraf tarafa toplanirsa,
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T'[E|=T"[E,|®T [E,] (3.45)
Benzer sekilde (3.37)'deki esitligin her iki tarafina 7/ uygulanir ve (3.38) ile taraf tarafa
toplanirsa,

T*[E|=T"[E,|®T"[E] (3.46)
Ayniislemler (3.44) ve (3.45)’teki esitliklere uygulanirsa;

(T"e1")[E]=(1" ©T*)[E]=E, (3.47)
(3.45) ve (3.46) esitliklerinden

T'[E,]=T"[E,] (3.48)
yazilir. Buradan i=yN +r, (yeN) seklinde oldugu anlasilir. 5 bir baytta bulunan

bitlerin sayisi olmak lizere, N =2"—1 hiicresel déniisimiin devir uzunlugudur. O halde

y=0 yada i=r dir. Benzer sekilde j =k oldugu gosterilebilir. Yani farkh hata ciftleri

ayni sendromlari Gretmezler.

Simdi de hata vektorlerinin tek tirli hesaplandigini gosterelim. (N—l—z'). ve

(N—l—j) . baytlar hatali olsun. Bu durumda sendrom denklemleri asagidaki gibidir:

S,=E ®E, (3.49)
S, =T'[E]®T'[E,] (3.50)
S,=T"[E]®eT"[E,] (3.51)
S,=T"[E]®TV[E,] (3.52)

(3.49)’daki esitligin her iki tarafina 7* uygulanir ve (3.50) ile taraf tarafa toplanirsa,
r'[s,)@s8 =(T"e 1) E, ] (3.53)
(3.49) daki esitligin her iki tarafina 7> uygulanir ve (3.51) ile taraf tarafa toplanirsa,

T[S, ]®S, =(T" ®T1” ) E, ] (3.54)

J
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(3.50)’deki esitligin her iki tarafina 7' uygulanir ve (3.51) ile taraf tarafa toplanirsa,
r'[s]@s, =1/ (T'e1/ ) E, |=1/(T'[S,]©5,) (3.55)
(3.50)’deki esitligin her iki tarafina 7% uygulanir ve (3.52) ile taraf tarafa toplanirsa,
(s ]@s, =1/ (T"erV ) E, |=1'(T"[S,]®5,) (3.56)

Bu sekilde hata yerlestiriimis olur. Yani i ve j bulunmus olur. Dolayisiyla 7% ve T’ de

bulunmus olur. 7 ® T’ =T* diyelim. T terslenebilir oldugundan ve maksimal devir
uzunluguna sahip oldugundan 7" ve 77" bu devir icine duser. (3.53)’teki esitligin her

iki tarafina 77" uygulanirsa;
T (1'[S,]®S8,)=T"(T"®eT’)[E, |= E, =T (T"[S,]®S,) (3.57)

seklinde £, hata vektori bulunur. (3.49) esitliginde E; yerine yazilirsa,

E =S5O, (3.58)
E, hata vektoéri bulunur.
Hatalarin  biri  bilgi  baytlarinda  digeri  kontrol baytlarinda  olusmussa

k#i,k#], (OS k< N) sartini saglayan bir £ sayisi icin dekodlama algoritmasi—2’nin
Uglinct adiminda belirtildigi Gzere, iki hata ya i. ve j. bilgi baytlarinda ya da k. bilgi
bayti ile kontrol baytlarindan birindedir. Bu durumda hata i, j ve k bilgi baytlarina
yerlestirilmis olur.

Ornek 3.29 F:<90,150,90,150> Wolfram kurallarindan olusan global gecis

fonksiyonuna sifir sinir sarti altinda karsilik gelen matris;

_0 = O

0
0
1
1

o O = O
O = =

4x4
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seklindedir. Ayrica Ornek 2.6’/dan T  matrisinin karakteristik polinomu

@(x)=x"+x+1 ve bu polinoma karsilik gelen devir yapisi [1,1(15)] (bkz. Sekil 2.18)
seklinde olur. b=4 ve N =15 oldugundan B=[B,,B,.....,By|=[B,,B,,....B,] olur

ve her bir B, (i=0,1,2,...,14) bayti 4-bitten olusur. =1 bayt hata diizelten kod

Uretelim. Bu durumda 2¢+1=3 tane kontrol bayti Gretmeliyiz.

B=[B,,B,,...B,]=[111L1111,..,1111]

0°>1

15—tane

C,=B,®B ®B,®..©B, =[1111]
C, =T"[B,|®T"[B]®..©T[B,]|® B, =[0000]
C,=T*[B,|®T*[B]®..®T*[B,;]|® B, =[0000]

Bu durumda CW =[B,B,,..,B,,C,,C,C,]|=[11111111,..,1111,1111,0000,0000]

18—tane

olur. Soldan 4. bilgi baytinda hata meydana gelsin ve alinan soz;

' ' ' , , , 0 1 2 3 4 14 15 16 17
CW':[BO,BI,...,BM,CO,CI,CJ :[1111,1111,1111,1111,0000,...,1111,1111,0000,0000}

seklinde olsun. Kontrol baytlarini yeniden iretelim.
C,=B,®B ®B,®...® B, =[0000]

C =T"|B, |®T"|B|®..©T[ B, |®B, =[1001]
C,=T*[B,|®T™[B|®..0T*[B,|® B, =[0110]
Bu durumda hata sendromlari asagidaki gibidir:
S,=C,®C,=E, =[1111]

S,=C,®C =T'[E]=[1001]

S,=C,®C,=T"[E,]=[0110]

67



Ti[SO]:S], Tzi[SO]:SZ, i=10 igin T‘O[SO]:[IOOI], Tzo[So]:[OIIO] sart
saglandigindan soldan N-1-i=15-1-10=4. bilgi baytinda hata vardir ve hata
vektéri E =S, =[1111] dir. B, = B, ® E =[1111] seklinde dekodlanr.

Simdi # =2 bayt hata dizelten kod Uretelim. Bu durumda yukaridaki kontrol baytlarina

ilave olarak bir tane daha kontrol bayti Gretmeliyiz.

B=[B,,B,,...B,]=[111L1111,..,1111]

15—tane

C,=B,®B,®B,®..®B, =[1111]
C,=T"[B,|®T"[B]®..©T[B,]|® B, =[0000]
C,=T*[B,|®T*[B]®..®T*[B;]|® B, =[0000]
C,=T"[B,|®T”[B |®..®T°[B,]|® B, =[0000]
Bu durumda

CW =[B,, By, By, Cy, G, Cy, G | =[1111,1111,...,1111,1111,0000,0000,0000]

19—tane

olur. Soldan 4. ve 5. bilgi baytlarinda hata meydana gelsin ve alinan s6z;

L i i . 0 3 4 5 15 16 17 18
CW'=[B,.B,.... B,.Cy,....C | :[1111,...,1111,0000,1101,...,,1111,0000,0000,0000}
seklinde olsun. Kontrol baytlarini yeniden iretelim.

C,=B,®B ®B,®...® B, =[0010]

C =T"|B,|®T"[B |®©..©T[B,|® B, =[0101]
C,=T*[B,|@T™[B|®..©T|B,|®B, =[1111]
C,=T*[B,|®T”[B]®..®T°[B,]® B, =[1100]

Bu durumda hata sendromlari asagidaki gibidir:

S, =C,®C, =E,®E,; =[1101]
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S, =C®C =T'[E]®T’| E, |=[0101]
S,=C,®C, =T"[E]®TV[ E, |=[1111]
S,=C@®C,=T"[E]®TY|E, ] =[1100]

E =T |T7[S,]®S, |=T""[T"[S,]®5, ]

i=10, j=9 ign T'+7'=T"=x=13,-x=2(mod15) E,=T°[T"[S,]®S,]
=[0010] ve E=S,®FE, =[1111] sartlari saglandigindan soldan
N-1-i=15-1-10=4 ve N-1-j=15-1-9=5. bilgi baytlarinda hata vardir.

B,=B,®E, =[1111], B; = B, ® E; =[1111] seklinde dekodlanr.
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BOLUM 4

IKIDEN FAZLA DURUMA SAHIP HUCRESEL DONUSUMLERLE HATA
DUZELTEN KODLAR

Bu bolimde hiicresel dontsiimlerle bit ve bayt hata diizelten kodlar icin sonlu cisimler

Uzerinde kodlama ve dekodlama algoritmalari verilecektir. Bit hata diizelten kodlar icin

G:[[n |Tn"] ) matrisi tarafindan Uretilen ve C—>[2n,n,d]q parametrelerine sahip

sistematik lineer kodlar distinilecektir.
4.1 ilkel Sonlu Cisimler Uzerinde Hiicresel Doniisiimlerle Bit Hata Diizelten Kodlar

4.1.1 Kodlama

Tanim 4.1 [ =(i,,i,,...,i,) = n -bitten olusan bilgi bitleri ve T bir boyutlu lineer temel
hucresel donusumlerin  temsili  matrisi olmak Gzere, bir keZ" icin
T*[1]=(¢,c;,-.c,) olsun. CW:(I,T" [1]):(il,iz,...,in,cnﬂ,cn+2,...,02n) seklindeki
ifadeye bir kod s6z denir.

Teorem 4.1 T [—diyagonal (/>2), nxn tipinde periyodik sinir sarti ile verilen F, (g
asal) ilkel sonlu cismi Gzerinde bir ya da iki boyutlu lineer hicresel donisimler igin

temsili matris ve C, G:[[}JTJ‘] matrisi tarafindan dretilen, [2n,n,d]

nx2n

parametrelerine sahip sistematik lineer kod olsun. Bu durumda 1<k <, (k, seZ+)

ve T° =1 sartini saglayan bir k& tamsayisi icin C sistematik lineer kodun d minimum

uzakhg 3<d <n seklindedir.
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ispat: T* simetrik matris oldugundan G:[In |Tk]:>H:[—T" |In] dir. T matrisi

tersinir oldugundan 7* matrisi de tersinirdir. O halde 7* matrisinin satir ve siitun
ranklari birbirine esittir. Dolayisiyla 7* matrisinin herhangi iki situnu lineer
bagimsizdir. Bu durumda herhangi iki siitunun toplami en az bir tane sifirdan farkli
koordinat icerir. H kontrol matrisini ve Teorem 3.6’y1 bir arada dislindigimiizde H
matrisinin lineer bagimli stunlarinin sayisi en az 3 olur. Dolayisiyla d >3 dir. Eger T*
matrisinin herhangi iki situnu lineer bagimsiz ve toplamlarinda en az iki tane sifirdan
farkli koordinat varsa ve T* matrisinin herhangi (ic siitunu lineer bagimsiz ise bu
situnlarin toplaminda en az bir tane sifirdan farkh koordinat vardir. H kontrol
matrisini ve Teorem 3.6’y bir arada dislindigiimiizde H matrisinin lineer bagimli
situnlarinin sayisi en az 4 olur. Benzer muhakeme ile eger T* matrisinin herhangi

i, (1<i<d) sayida sitununun toplami (d —i)—tane sifirdan farkli koordinat igeriyorsa

bu durumda H matrisinin herhangi i, (i<d) sayida sUtunu lineer bagimsiz ve lineer

bagimh sdtunlarinin minimum sayisi d dir. Singleton sinirndan C lineer kodun
minimum uzakhgr k+d<n+l=n+d<2n+1=d<n+1 dir. Ancak asikar lineer
kodlar disinda MDS kod bulunmadigindan d <n yazariz. Yani C lineer kodunun d

minimum uzakhgi icin 3<d <n sinirlari vardir.

4.1.2 Dekodlama

Bu dekodlama yontemindeki temel dislince bilgi ve kontrol haneleri icin ayri
sendromlar Ureterek bilinen klasik sendrom dekodlamasina nazaran islem yikiinin
oldukca hafifletiimesine dayanmaktadir. Bu kolayhgl saglayan esas etken ise
kodlamada kullanilan tersinir matristir. Eger bilgi kismini olusturan vektor bir lineer
hicresel donltisimiin ¢t =7 zaman adimindaki konfiglirasyonu ise kontrol kismi da

t=r+k zaman adimindaki konfigiirasyona karsilik gelir. CW =(I,T*[I]) génderilen

'

kod 56z ve CW' =(I',C")=(ijiyseeusiysChosCorgreensCs, ) = (U @1, T I]®C,) alinan soz
olsun. Burada © modiilo ¢ toplamayive I, ile C, sirasiyla bilgi ve kontrol kismina etki

eden hata vektorlerini gostermektedir. C lineer kodunun minimum uzakhgr d =2¢+1

olmak tizere, C kodu bilgi ve kontrol kisminda olusabilecek ¢ —tane ve daha az sayidaki
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hatalari duzeltebilir. Yani w, (Z,)+w,(C,)<t seklindedir. S ile genel hata

sendromunu gosterelim. Bu durumda

S=(q-NT[I']®C =(¢-1)T*[1,]®C, (4.1)

Ayrica n—tane bilgi bitinden sorumlu hata sendromu da S, olmak uzere;

S:

n

(¢g-1)T*[I1ec (4.2)

n—tane kontrol bitinden sorumlu hata sendromunu da S, ile gésterelim.

S, =T'[I'1®(¢-1)C (4.3)

Eger S =0 ise alinan s6z hatasizdir. Eger S # 0 ise alinan s6zde hata olusmustur. Yani

C'# T*[1'] seklindedir. Bu halde ti¢c durum s6z konusudur.

1.

Hatalarin tamami bilgi kisminda meydana gelmis olabilir. Bu durumda

(T‘k [Sn](JBI',C') kod sozdiir ve bilgi kisminin hata vektéri 7°(S,) seklinde

hesaplanir. Hata vektori (T‘k(Sn),O), 0=00...0 seklindedir.

n—tane

Hatalarin tamami kontrol kisminda meydana gelmis olabilir. Bu durumda

(I',C' ®5,) kod sézdiir ve hata vektéri (0,S,) dir.

Hem bilgi kismi hem de kontrol kisminda hata olugmus olabilir. Yani
CW =(,Cy=(I®I,T"[I]®C,)>1,#0,C,#0 dir. Bu durumda kontrol
kisminda olusmasi muhtemel olan ve Hamming agirhigr w,, (Ce) <t—1 olan tim
hata vektérleri igcin S, =S®C,, (C,=S,) bilgi sendromu hesaplanir. Daha
sonra  T* [S,]  bilgi kisminin  muhtemel hata vektdrii  bulunur.
CW =(T"[S,]®I,C®C,) muhtemel kod sbz icin yeniden sendrom
hesaplanir. Eger bu sendrom sifir ise C, #0 vektori kontrol kisminin hata
vektéri ve T7*[S,] bilgi kisminin hata vektériidir. Dolayisiyla CW' =CW

gonderilen kod sozdir. Eger yeni hesaplanan sendrom sifirdan farkl ise kontrol

kisminda olusabilecek muhtemel hatalardan baska bir tane secilir ve ayni
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islemler tekrar edilir. Bu islemlere yeni sendrom sifir bulununcaya kadar devam
edilir.
Teorem 4.2 Sistematik lineer kodlar icin yukarida verilen dekodlama plani

C— [2n,n,d]q , (d =2t +1) parametrelerine sahip kodu dogru bir sekilde dekodlar.

ispat: Hatalarin olusmasina bagli olarak miimkiin tic durumu ele alalim.
1. Eger hatalarin tamami bilgi kisminda meydana gelmisse bu durumda C=C' ve

I'=T*[(q-1)T[I1@C |®I
or*[C|er (4.4)

2. Eger hatalarin tamami kontrol kisminda meydana gelmisse bu durumda 7 =1

0,8)®,CH)=(,S,®C)
=, T [I'1®C ®(¢-1)C) (4.5)

=(1,7*[1])

3. Hem  bilgi kismi hem de kontrol kisminda hata olusmussa
CW =(T"[S,]®I,C'®C,) yukandaki gibi hesaplanan muhtemel kod séz
olsun. Eger C, kontrol kismina etki eden hata vektériiise C ®C,=C ve S,

CW' icin yeniden hesaplanan sendrom olsun. Bu durumda

Sy=(g-N)T*[T*[s,]®I|®(C®C,)

=(q- 1)((5@(7 jer[I])e(cec,) {cec=T"[1]

=(¢-1)([(4- Jecec, |er [ ])er (/] (4.6)
=(g-1)([or* [ ]OT*[1])) 1" 1]

—gT*[1]=0

CW'" igin yeniden hesaplanan sendrom sifirdir. Yani CW' = CW dir.
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Ornek 4.1 F:<f],f2,f3,f4> bir boyutlu lineer hicresel donisimin global gecis

fonksiyonu ve fj(xl.’_l,xf,xlfﬂ) =x" =x_, +x/+2x/,( mod3), (j=1,2,3,4) olsun. Bu

1 2 0 1
. - . . 1120
durumda F ’'nin periyodik sinir sarti altinda temsili matrisi; 7 = 011 2
2 0 1 1
21 2 2
tersinirdir ve 77 = 22 12 (mod3), k=1 veya 2 icin G:[l |T"] sistematik
2 221 ’ ¢
1 2 2 2

matrisi C —[8,4,4], —kod retir. d(C)=4 oldugundan bu kod 7=1 tane hata
dizeltebilir. [21111:>C=T2[[]21111:>CW=11111111 kod sozdir. C bir hata

dizeltebildiginden hata ya bilgi kisminda ya da kontrol kisminda meydana gelebilir.

cw :21111111:(1' |C') alinan s6z olsun. Yani hata bilgi kisminda meydana gelmis

olsun. Bu durumda S =27" [l']@BC' =0001®@1111=1112 olacak sekilde genel hata
sendromu hesaplanir. Kontrol kismi hatasiz oldugundan S, =C, =0000 dir. O halde
bilgi kisminin hata  sendromu S, =8S®S, =1112 olarak  hesaplanir.
1,=T7[S,]=2000 ve I=I®I,=2111©2000=1111 bulunur. C=C =1111
oldugundan hata vektorid £ =20000000.

Simdi CW' :1111111():(1' |C') alinan s6z olsun. Yani hata kontrol kisminda

meydana gelmis olsun. Kontrol kisminin hata sendromu

S=T [[’]@20 =1111®©2220=0001=C, . Bilgi kismi hatasiz oldugundan S, = 0000
ve [,=T7[S8,]=0000. C=C ®C,=1110©0001=1111 ve E =00000001 hata
vektorudar.

Ornek 4.2 F :<ﬁ,f2,f3,f4,f5,f6> bir boyutlu lineer hiicresel dontisimiin global gecis

. t+1 t t t t t
fonksiyonu ve fi=fi=fi=x"=x_,+x_ +x +x, +x,,(mod3),

1
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fi=fi=fo=x"=x" =X, x4 X, X

i i i+1 i+2

(mod3) olsun. Bu durumda F’nin

periyodik sinir sarti altinda temsili matrisi;

. k=6icin T° = (mod3)

—_— O = = O
—_ = O = = O
—_—t = e e O

1
1
0
1
1
0

N = = = N ©
(N R S S = 2\
—_— N O N =

NN O NN =
N O N = =
S NN = NN

N T e S —
O = = = =

dir. Bu durumda G:[l6 |T6] sistematik matrisi bir [12,6,6], —kod tretir. d(C)=6
oldugundan bu kod ¢=2 tane hata diizeltebilir. [=111111=C=T"°[[]

=1101010=> CW =111111101010 kod sézdir. CW' =211101101010=(/'| C') alinan

s6z olsun. Yani iki hata bilgi kisminda meydana gelmis olsun. Bu durumda

S:2T6[I']®C':022110®1010102120120 olacak sekilde genel hata sendromu
hesaplanir. Kontrol kismi hatasiz oldugundan §_ =C,=000000 dir. O halde bilgi
kisminin hata sendromu S, =8®@S,=120120 olarak hesaplanir.

Ie:T_(’[Sé]:200010 ve I=1®1,=211101®200010=111111 bulunur.

C=C" =101010 oldugundan hata vektéri £ =20001000000.
Simdi CW' :111111()01011:(1' | C') alinan s6z olsun. Yani iki hata kontrol kisminda

meydana gelmis olsun. Kontrol kisminin hata sendromu S, =T° [l']®2C'
=101010®©002022 =100002. Bilgi kismi hatasiz oldugundan S, =000000 ve
C,=S§,=200001. CZC’@Ce200101169100002:101010 ve E =000000100002

hata vektoriddr.

Son olarak hatalarin biri bilgi kisminda digeri ise kontrol kisminda meydana gelmis
olsun. Yani CW =011111111010 alinan séz olsun. Genel hata sendromu

S=27° [[’]@C' =220102®111010=001112 olarak hesaplanir. Her iki kisim hatali

oldugundan kontrol kisminin hata sendromu dolayisiyla hata vektori de sifirdan farkh

olacaktir. Hata kismina etkiyen hata vektéri S, =020000 olarak alindiginda
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S,=S®S, =021112 bilgi kisminin sendromu olur. 1, =T"°[S,]=100000 bilgi
kisminin muhtemel hata vektéridir. I'=1 ®1,=011111©100000=111111 ve
C'=C'®C,=111010®020000=101010 seklinde hesaplanir. CW" =111111101010

muhtemel kod séziin sendromu sifir oldugundan CW' =CW ve E =100000020000

hata vektoriddr.

Hatanin hem bilgi kisminda hem de kontrol kisminda meydana geldigi durum icin

hicresel donisimlerle yapilan dekodlamada denenmesi gereken sendromlarin sayisi

<

-

I
f=}

6.
(.]21:13 dir.  Ancak geleneksel sendrom dekodlamasi  kullanilirsa
i

2. (12 .
SZ(.]21:289 tane sendromun denenmesi gerekir. Genel olarak hucresel
i=0 \_ !

donidsimlerle vyapilan dekodlamada denenmesi gereken sendromlarin sayisi

~

L\ (n i L(2n i
< (.](q—l) iken geleneksel sendrom dekodlamasinda SZ( _](q—l) dir.

i =i

Il
f=}

Asagidaki tablo hicresel dontsiimlerle bit hata dizelten kodlarin bu konudaki

Ustinliglini gozler 6niine sermesi bakimindan nemlidir.

q | n Geleneksel Metot | Hicresel Donlisim
Tabanli

3|15 201 11

3110 801 21

3115 1801 31

3120 82241 801

3120 1544481 9921

Tablo 4. 1 Hiicresel donisiim tabanl dekodlama ile geleneksel sendrom dekodlamasi

Tablo 4.1’de verilen ¢ sonlu cismin karakteristigini, n bilgi bitlerinin sayisini ve

arasinda bir karsilastirma

t, (d =2t+1) de kodun diizeltebildigi hata sayisini géstermektedir.
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4.2 ilkel Sonlu Cisimler Uzerinde Hiicresel Doniisiimlerle Bayt Hata Diizelten Kodlar

4.2.1 Kodlama

T, b—uzunlugunda bir boyutlu lineer hicresel donlisimiin global gecis fonksiyonuna

karsiik gelen N  devir uzunluguna sahip tersinir temsili matris olsun.

B=[B,,B,,...B,_] ile her biri b—bitten olusan N —tane (Nﬁqb—l) bilgi baytin
gostersin. ¢ —bayt hata diizeltebilmesi icin (2t+l)—tane kontrol bayti Gretilmelidir.

C:[CO,C],...,CZI] kontrol baytlari olsun. Bu kontrol baytlarinin her biri

i=0,1,2,....,2t +1 olmak lzere;
C, =T'[B,,]®T"[B,,]®..eT" "V [B]®T"[B,] (4.7)

seklinde Uretilir.

4.2.1.1 iki Bayt Hata Diizelten-iki Bayt Hata Fark Eden Kod

iki bayt hata diizeltebilmesi icin her kod séze dért tane kontrol bayti eklenmelidir. Bu

kontrol baytlari (4.7) ifadesinden asagidaki gibidir:

C,=B,,®B, ,®..®B ®B, (4.8)
C =T[B,,|®T*[B,,]|®..T""[B|®T"|[B,] (4.9)
C,=T"[B,.]®T'[B,,]®..@T"" [B]®T*"[B,] (4.10)
C,=T[B,,]®T°[B,,]®..7" " [B]®T*"[B,] (4.11)

Budurumda CW =(B,,B,,...,B,_,,C,,C,,C,,C;) bir kod sdzdiir.

4.2.2 Dekodlama

Tanim 4.2 (Hata sendromu) C;, i. kontrol bayti ve le de alinan bilgi baytlarindan

tekrar hesaplanan i. kontrol bayti (hatali olabilir) olsun. Bu durumda i. kontrol baytina
karsilik gelen hata sendromu 0 <1< 2t olmak lzere,

S, =C ®(q-1)C, (4.12)
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seklinde hesaplanir.

Tanim 4.3 (Hata bayt) B, , . ve B,'v_]_j sirasiyla gonderilen ve alinan (Soldan
saylldiginda ;. bayt, sagdan sayildiginda (N—l—j). bayta esittir.) bilgi baytlari olsun.

Budurumda ;>0 igin

E =B ®B

J N-l-j

N-ios (4.13)

seklindeki ifadeye ;. hata bayti denir.

'

Hata dizeltmede temel amac¢ alinan B':[BO,BI',...,B,'\,_IJ bilgi baytlari ve
C':[C(;,C{,...,C;,] kontrol baytlarindan E =[E,,E,,...,E, ] hata vektérini

hesaplamaktir. Bu durumda

[B]=[ 8 ]|®[£] (4.14)
Soldan k. ve [. baytlarda hata olussun ve bu hatalara karsilik gelen hata vektorleri
sirastyla E, ve E, olsun. O halde kontrol baytlari tekrar asagidaki gibi tretilir:
C,=B,®B ®..®B, ®F, OEF, (4.15)

C =T"[B,|®r"'[B|®..®T*[B,,|®T[ B, |®T[E]OT/[E,] (4.16)

C,=r'V[BJer’™ B |e..er'B,,|er B, |er’[E]eTV[E] (4.17)

C,=r""[B,|er""[B|e..er'B,,|er s, |er’[E]eTV[E] (418)
Yeniden retilen kontrol baytlari C,, C,, C,, C, olmak uzere, S,(i=0,1,2,3) hata
sendromlari;

S =C®(q-1)C, (4.19)
ile hesaplanir. Bu hazirliklardan sonra iki bayt hata diizelten kodlarda hata vektorinin
hesapalnmasini gerektiren durumlari tek tek ele alarak her bir durum icin hata yerini

tespit ederek hata vektorini (veya hata yerlerini tespit ederek hata vektorlerini)

hesaplayalim:
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1. Bilgi baytlarindan sadece bir tanesinin hatali olmasi durumu:

i. bilgi bayti hatali olsun ve bu yere karsilik gelen hata vektérini E, ile gésterelim. Bu

durumda hata sendromlari asagidaki gibidir:

S, =(¢-1)E, (4.20)
S, =(¢-1)T'[E|] (4.21)
S, =(¢-1)T*[E|] (4.22)
S, =(¢-1)T"[E,] (4.23)

Burada i+/=N ve N=g¢g"—1 dir. Yukaridaki sendrom denklemleri kullanilarak

asagidaki esitlikler elde edilir.
T'[S,]=S,, T'[S,]=S,, T'[S,]=S, ve E, =(q-1)S, (4.24)
olarak elde edilir. Burada / = N —i hata yeridir.

2. Bilgi baytlarindan iki tanesinin hatali olmasi durumu:

Bu durumda /. ve m. bilgi baytlari hatal olsun. Sirasiyla E, ve E,  bu hata yerlerine

karsilik gelen hata vektorleri olsun. Sendrom denklemleri asagidaki gibidir:

Sy =(q-1)(E,®E,) (4.25)
S =(¢-)(T'[E]®T’[E,]) (4.26)
S, =(q-1)(1”[E]@T”[E,)) (4.27)
S, =(¢-1)(T"[E]@TV[E,]) (4.28)

Burada i+/=N ve j+m= N dir. Yukaridaki sendrom denklemlerinden,

(g-DT'[s,]@S =(T"®(¢-1)T’)[E,] (4.29)
(g-1)T[S,]®S, =(T" ®(¢-1)T")[E,] (4.30)
(g-D)T'[s]@8, =T (T"®(¢-1)T")[E,]=T"((¢-1)T'[S,]®S,) (4.31)
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(g-1)T[S]@S, =T/ (T" ®(g-1)T")[E,]=T"((¢-1)T"[S,]®S,) (4.32)
Kodlamada kullanilan hicresel donlisim maksimal uzunluga sahip oldugundan
T'®(qg-1)T' =T" olacak sekilde i, j, reZ" vardir. T matrisi terslenebilir
oldugundan 7" vardir. Dolayisiyla (4.29) esitliginden;
E,=T"((g-1)T'[S,]®5,) ve E, =(q-1)(S,®E,) (4.33)
elde edilir.

3. Bir bilgi bayti ve kontrol baytlarindan bir tanesinin hatali olma durumu:

A. [. bilgi bayti ile birinci kontrol bayti hatali olsun ve E,, E, sirasiyla karsilik gelen

hata vektorlerini gostersin. Bu durumda hata sendromlari asagidaki gibidir:

S,=(q-1)E ®E, (4.34)
S, =(¢-1)T'[E|] (4.35)
S,=(qg-1)T"[E,] (4.36)
S,=(¢-1)T"[E,] (4.37)

Bu denklemler yardimiyla asagidaki esitlikleri elde edebiliriz.
S3:Ti[Sz],S3:TZi[S]],Ti[SO]iS] (4.38)
Dolayisiyla (4.35) denkleminden hata vektori asagidaki gibi hesaplanir:

E =(¢q-1)T7[S,] (4.39)
Burada /=N —i dir.

B. /. bilgi bayti ile ikinci kontrol bayti hatali olsun ve E,, E, sirasiyla karsilik gelen hata

vektorlerini gostersin. Bu durumda hata sendromlari asagidaki gibidir:

S,=(g-1)E, (4.40)
S, =(¢-1)T'[E|®E, (4.41)
S, =(¢-1)T*[E|] (4.42)
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S, =(¢-1)T"[E,] (4.43)
Bu denklemler yardimiyla asagidaki esitlikleri elde edebiliriz.

S, =T'[S,]. 8, =T*[S,]. T'[S,] # S, (4.44)
Dolayisiyla (4.40) denkleminden hata vektori asagidaki gibi hesaplanir:

E =(g-1)S5, (4.45)
i (4.44)'teki esitliklerinden hesaplanir.

C. /. bilgi bayti ile Gglincii kontrol bayti hatali olsun ve E,, E, sirasiyla karsilik gelen

hata vektorlerini gostersin. Bu durumda hata sendromlari asagidaki gibidir:

S,=(g-1)E, (4.46)
S, =(¢-1)T'[E|] (4.47)
S, =(q-1)T*[E,|®E, (4.48)
S, =(¢-1)T"[E,] (4.49)

Bu denklemler yardimiyla asagidaki esitlikleri elde edebiliriz.

S, =T'[S,]. 8, =T*[S,].T'[S,] =S, (4.50)
Dolayisiyla (4.46) denkleminden hata vektori asagidaki gibi hesaplanir:

E =(¢-1)S, (4.51)

i (4.50)'deki esitliklerinden hesaplanir.

C. /. bilgi bayti ile dérdiincii kontrol bayti hatali olsun ve E,, E; sirasiyla karsilik gelen
hata vektorlerini gostersin. Bu durumda hata sendromlari asagidaki gibidir:

S, =(q-1)E, (4.52)
S, =(¢-1)T'[E|] (4.53)
S, =(¢-)T"[£] (4.54)
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S,=(¢-1)T"[E |®E, (4.55)
Bu denklemler yardimiyla asagidaki esitlikleri elde edebiliriz.

S, =T'[S,]. S, =T*[S,].T'[S,]#5S, (4.56)
Dolayisiyla (4.52) denkleminden hata vektori asagidaki gibi hesaplanir:

E =(q-1)S, (4.57)

i (4.56)'daki esitliklerinden hesaplanir.

NOT: Hicresel donisimlerle bir bayt hata dizelten kodlarda s6z konusu hicresel
donidsimiin maksimal uzunluklu olmasina gerek yoktur. Ancak hata sayisinin bir
bayttan fazla oldugu durumlarda hata yerinin saptanabilmesi icin maksimum devir
uzunluguna ihtiyac vardir. Eger kodlamada kullanilan hicresel dénisim maksimal
uzunluklu degilse ve bir bayttan fazla hata meydana gelmisse bu durumda farkli hata
ciftleri ayni sendromlari Uretebileceginden hata yerini tam olarak tespit etmek

mumkiin degildir.

Ornek 4.3 F =<90,90,90,90> Wolfram kurallarindan olusan global gecis fonksiyonuna

0100
. 1 1 . . "
sifir sinir sarti altinda karsilik gelen matris; 7= 0 (1) 0 (1) seklindedir. Ayrica Ornek
0010

2.5ten T, (T6 :I:>o(T):6) matrisinin karakteristik polinomu (x2 +x+1)2 ve bu
polinoma karsilik gelen devir yapisi [1,1(3),2(6)] (bkz. Sekil 2.17) seklinde olur. Bu
devir yapisi;

U, =1{0000}

U, ={0001,0010,0101,1000,0100,1010}
U, ={0111,1101,1100,1110,1011,0011}

U, ={1001,0110,1111}
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B

B

BO 2
b=4 ve C, igih N=3=>N-1=2, B:{nn,nn,nn},(BieIF;,izo,l,z) s6ziini

t =1 bayt hata diizeltecek sekilde kodlayalim.

C,=B,®B ®B, =[111]]
C, =T*[B,|®T[B]® B, =[0000]
C,=T*[B,|®T*[B,]® B, =[0000]

G C

B, B, B, G 2
CW:{1111,1111,1111,1111,0000,0000}

B = {1 lBol 1, 0(%1,1 lel 1}

alinan s6z olsun. Kontrol baytlari tekrar hesaplanirsa;
C, =B, ®B ® B, =[0001]

C =T|B,|®T[ B |®B, =[0000]

C,=T*[ B, |®T*[ B, |® B, =[0000]

B, B, G, c e

o B 2
O halde CW' =|1111,0001,1111,0001,0000,0000 |. Bu durumda hata sendromlari

asagidaki gibidir:
S, =C,®C, =[1110]
S, =C ®C =[1011]
S,=C,®C, =[0011]

T[S,]=[1011],7[S,]=[0011]

i=1 olup N-1-i=2-1=1 baytta hata vardir

B, =B, ® E =[1111] seklinde hesaplanr.
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Ornek 4.4 F, izerinde F=<f],f2,f3,f4> sifir ~ simir  sarti altinda

t+l _
fl(x l’xl’x1+l) _f4(x1 l’xl’x1+l) xi 1+1 (m0d3)
fz( 1 l’xz’x1+l) f?&(xl l’xl’x1+l)

it =xl 4] ' (mod3) olarak alinirsa,

01 0 O

1 1T 00
T =

0 0 0 1

0 01 1

matrisi elde edilir. ¢ =3, b=4 oldugundan toplam ¢” =3* =81 tane konfigiirasyon

vardir. 7, (T8 =I=o(T)= 8) matrisine karsilik gelen devir yapisi asagidaki gibidir:

U, ={0000}

U, {0120 1102,1222,2021,0210,2201,2111 1012}

U,

{1000 0100,1100,1200,2000,0200,2200, 2100}

U,

{0010 0001,0011,0012,0020,0002,0022 0021}

U,

{1111 1212,2020,0202,2222,2121,1010, 0101}

U, {1110 1201,2011,0212,2220,2102,1022, 0121}
U, = {01 11,11 12,1220,2002,0222,2221,2110,1001}

U,

{1221 2010,0201,2211,2112,1020,0102, 1122}

U,

{2122 1021,0110,1101,1211,2012,0220, 2202}
U, :{1121,1210,2001,0211,2212,2120,1002,0122}

U,= {101 1,0112,1120,1202,2022,0221, 2210,2101}

B, B, B, By B, Bs Bg
B= {0120 1102,1222,2021,0210, 2201 2111 1012} 4—bitlik 8 bayttan olusan soz

olsun. Devir uzunlugu N=8= N-1=7. t=1 bayt hata dizelten kod icin 3—tane

kontrol bayti tiretelim.
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C,=B,®B ®B,®..® B, =[0000]
C =T'[B,|®T°[B]®..®T[B,|® B, =[2021]
C,=T"[B,|®T"[B ]®..®T*[B,|® B, =[0000]

B B C e C

B, B B, By B, Bs 3 7 0 2
CW = {0120,1102,1222, 2021,0210,2201,2111,1012,0000,2021, 0000} kod sozi

gonderilmis olsun ve 0. bilgi bayti degismis olsun. Bu durumda

5 B B B B B B B
B :{0000,1102,1222,2021,0210,2201,2111,1012} alinan bilgi baytlari olur. Kontrol
baytlarini yeniden tretelim.
C,=B,®B ®B,®..® B, =[0210]
C =T"B|@T°[B|®.®T[B,|®B,=[1012]
C,=T"[B,|®r"[B|®..©T| B, |®B, =[1222]

By B B, B, G, c C,

CW' = 0000,1102,12222,2(1)%21,05‘;10,2561,2{?;11,1012,0210,1012,12&2 olarak
yazilabilir. Hata sendromlari asagidaki gibidir:

S, =C, ®2C, =[0120]

S, =C ®2C, =[1012]

S, =C,®2C, =[2111]

T'[S,]=[1012], T[S, ] =[2111]

i=1olup N-1-i=7-7=0. bilgi bayti hatalidir ve hata bayti S, dir. O halde

B, =B, ®E =[0120] seklinde bulunmus olur.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda hiicresel doénidsimlerin tanimlanmasi ve cebirsel yapilar
konusunda su ana kadar yapilmis bircok calisma taranarak zaman zaman ayrintili
sayilabilecek bilgiler bir butinlik icerisinde sunulmustur. Ardindan lineer blok kodlarla

ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

[F, cismi Uzerinde tanimlanan hiicresel dénlsimlerle hata diizelten kodlarin teorisi,

“Hiicresel Donlsimlerle Bit Hata Dizelten Kodlar” ve “Hicresel Donlisiimlerle Bayt
Hata Ddizelten Kodlar” basliklariyla verildikten sonra bu teori O6rneklerle

desteklenmistir.

Son boliimde ise tglincti bolimde en kigk ilkel cisim (F, = {0, 1}) Uzerinde tanimlanan
hicresel donisimlerle hata dizelten kodlarin teorisi ilkel sonlu cisimler (F, , ¢ asal)

Uzerine genellenerek konu o6zgin orneklerle desteklenmistir. Ayrica hiicresel
donistmlerle bit hata diizelten kodlarin minimum uzakligi icin belli sartlar altinda alt

ve Ust sinir bir teorem ile ifade edilmistir.

Kodlama teorisinde cebirsel yapilardan bliylk olciide istifade edilmektedir. Dolayisiyla
yeni kodlama-dekodlama algoritmalari tanimlamak icin kullanilan yapilarin cebirsel
ozelliklerinin biliniyor olmasi blyik kolayliklar saglar. Bu noktada nonlineer hiicresel
donidsimlerle kodlama-dekodlama vyapilabilecek uygun cebirsel yodntemlerin

arastirilmasi biyik merak konusudur.
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Convolutional kodlar ile hiicresel dontstimler arasinda siki bir iliskinin var oldugunu
ongormekteyiz. Bu iliskinin arastirilmasi ve convolutional kodlarin mevcut kodlama-
dekodlama yontemlerinden daha verimli bir yontemin hicresel donidstmler araciligiyla

tanimlanip tanimlanamayacagi sorusu cevabini bekleyen 6nemli sorular arasindadir.

Ayni sekilde LDPC (Low Density Parity Check) kodlar ile hiicresel donlisiimler arasinda
da anlamlh iliskiler arastirmanin zaman harcamaya deger bir caba oldugunu

distinmekteyiz.
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