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OZET

DEGISMELi OLMAYAN HALKALAR UZERINDE TANIMLI DEViRLi KODLAR
Fatmanur GURSOY

Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danigmani: Prof. Dr. irfan SIAP
Es Danisman: Doc. Dr. Bahattin YILDIZ

Dijital bilgi transferinde ya da bilgi depolamasinda kaynaktan kullaniciya bilgi
aktarilmasi esnasinda dis etkenlerden otliri bilgi mesaji degisiklige ugrayabilir.
Kodlama teorisi, haberlesme esnasinda ya da bilgi depolamasinda meydana gelebilecek
hatalari tespit etme ve diizeltme ile ilgilenir ve matematigin farkh dallariyla baglantisi
olan disiplinler arasi bir alandir.

Kodlama teorisinin temel problemi ise orijinal bilgiye eklemeler yapilirken maliyetin
minimumda tutulmasi ve ayni zamanda hata dizeltme kapasitesinin maksimum
seviyede olmasini saglamaktir. Bu alanda yapilan ilk calismalar cisimler tGzerinde tanimli
lineer kodlar ve devirli kodlar lizerine yogunlasmistir. Hamming kodlar, BCH kodlar,
Golay kodlari gibi bazi 6nemli kod aileleri elde edilmistir. 70’lerin basindan itibaren
halkalar tizerinde kodlar ¢alisiimis, fakat bu alanda asil ilerleme 1994 te Hammons vd.
tarafindan yapilan ¢alisma ile olmustur. Bu ¢calismada cebirsel bir yapiya sahip olmayan
(lineer olmayan) Kerdock ve Preparata gibi bazi 6nemli kod aileleri Z, tzerinde tanimli
lineer kodlarin Gray dénlisimu altindaki goriintiisi olarak elde edilmistir. Boylece bu
alanda yapilan ¢alismalar farkli bir boyut kazanmis ve halkalar tizerinde kodlara yonelik
bircok arastirma yapilmistir.

Son alti yildir ise degismeli olmayan halkalar Gzerinde kodlar tanimlanmis ve cebirsel
Ozellikleri arastirilmistir. Elde edilen bu yeni kod ailesi skew devirli kodlar olarak
adlandiriimistir. Skew devirli kodlar cebirsel yapilari nedeniyle oldukga énemlidir. Skew
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polinom halkasi tek tlrli garpanlarina ayrilabilen halka olmadigindan devirli kodlara
gore daha fazla Urete¢ polinomu ve bdylece daha fazla sayida kod elde etmek
muimkundir. Dolayisiyla daha iyi parametrelere sahip kodlarin arastirilmasi agisindan
skew devirli kodlar daha avantajli olabilir. En 6énemli Ozelliklerden biri ise lineer
kodlarin daha zengin cebirsel yapilarda temsilinin elde edilmesidir.

Bu tezde skew devirli kodlarla ilgili literatirde mevcut olan galismalar irdelenmis ve
orneklendirilmistir. Skew devirli kodlarin idempotent (retegleri belirlenmis ve
idempotent (reteclerin tek olmayabilecegi gosterilmistir. Karakteristigi 2 olan 16
elemanh F, +VF, halkasinin 6zellikleri galisilmis ve bu halka Uzerinde lineer kodlar

belirlenmistir. Ayrica bu halka lzerinde Gray donlsumi tanimlanarak F, (zerinde
kodlar elde edilmistir. Literatiirde hentz ¢alisiimamis olan F,+VF, halkasi tzerinde

skew devirli kodlar tanimlanmis ve 06zellikleri belirlenmistir. Bu kodlarin Gray
donistmi altindaki gorintilerinden iyi parametrelere sahip kodlar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Devirli kodlar, Galois halkalari, lineer kodlar, pargali (quasi) devirli
kodlar, skew devirli kodlar, skew polinom halkalari.
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ABSTRACT

CYCLIC CODES OVER NONCOMMUTATIVE RINGS

Fatmanur GURSOY

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Advisor: Prof. Dr. irfan SIAP
Co-Advisor: Assoc. Prof. Dr. Bahattin YILDIZ

Coding theory is a field of research with a focus on detection and correction of errors
that can occur during the transmission of data or data storing. It is a multi-disciplinary
field with a lot of connections to different areas of mathematics.

One of the main tasks in coding theory is to encode messages with minimum cost and
maximum error correction capability. Early studies in this area were concentrated on
linear and cyclic codes over fields. Some of the important families of codes obtained in
early stages were Hamming codes, BCH codes and Golay codes. Codes over rings had
been considered by mathematicians from early seventies, but the breakthrough work
was published in 1994 by Hammons et al. in which they showed that some important
binary nonlinear codes such as Kerdock and Preparata codes can be obtained as Gray
images of linear codes over Z,. The emergence of this paper brought a new direction

to researchers working in coding theory. Since then a lot of research has been directed
towards codes over rings.

In the last six years cyclic codes from noncommutative polynomial rings have been
introduced and the algebraic structure of these codes has been examined. This new
class of codes are named skew cyclic codes and they are important because of their
algebraic structure. Since skew polynomial rings are not unique factorization rings
there are many more generator polynomials leading to many more skew cyclic codes
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compared to ordinary cyclic codes of the same lengths. Therefore skew cyclic codes
are advantageous to search for codes with possible good parameters. Another
important aspect of studying codes over such structures is the fact that one obtains a
representation of linear codes over fields with a richer algebraic structure.

In this work, studies about skew cyclic codes in literature were examined and
exemplified. Idempotent generators of skew cyclic codes are identified and it is shown
that idempotent generator of a skew cyclic code may not be unique. The characteristic
2 ring F,+VF, of size 16 is considered. The properties of this ring are studied and
linear codes over this ring are introduced. Also a Gray map is defined over this ring and
codes over F, obtained as Gray images. Skew-cyclic codes over this ring are
considered for the first time in the literature. The algebraic properties of these codes
are examined and some good codes are obtained through the images of these codes.

Keywords: Cyclic codes, Galois rings, linear codes, quasi cyclic codes, skew cyclic codes,
skew polynomial rings.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

Xiv



BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Gegctigimiz elli yil icerisinde kodlama teorisi alaninda yapilan ¢alismalarin énemli bir
kismi degismeli olan halkalar ya da sonlu cisimler Gzerinde tanimli farkli tipteki kodlarin
yapilari hakkindadir. Son zamanlarda vyapilan g¢alismalarda halkalar Uzerinde
tanimlanan kodlar yardimiyla daha iyi parametrelere sahip kodlar elde edilmis ve lineer
kodlarin farkli cebirsel yapilarda daha zengin temsillere sahip olduklari gorilmustur.
Literatirde yeni olarak yer alan degismeli olmayan halkalar Gzerinde tanimli kodlar
yeni kodlar bulma ve halihazirda var olan kodlarin cebirsel yapilarinin genellestirilmesi

acisindan arastirmaya daha elverisli ve ehemmiyetlidir.

Degismeli olmayan halkalar tizerinde taniml kodlar ilk olarak 2007 yilinda Boucher vd.

tarafindan calsilmistir [3]. Bu calismada F, sonlu cismi Uzerinde taniml @

otomorfizmasi ile belirli F,[x;0] skew polinom halkasi kullanilarak devirli kodlarin

genellemesi yapilmis ve elde edilen lineer kodlar skew devirli kodlar olarak

adlandiriimistir. Fq[x;H] halkasi tek tiirli garpanlarina ayrilabilen halka olmadigindan

devirli kodlara gore daha fazla lirete¢ polinomu ve boylece daha fazla sayida kod elde
etmek mumkindir. Dolayisiyla daha iyi parametrelere sahip kod elde etme ihtimali
devirli kodlara nispeten daha vyiksektir. Boucher vd. ([3]) bilinenden daha iyi
parametrelere sahip kod oOrnekleri elde etmislerdir. [8] nolu calismada skew devirli
kodlarin dualleri Gizerinde durulmus ve bir skew devirli kodun dualinin de skew devirli
kod oldugu gosterilmistir. Fakat yukaridaki iki ¢alismada da skew devirli kodlarin

uzunlugu icin kisitlama yapilmistir. Siap vd. tarafindan herhangi bir n uzunlugunda
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skew devirli kod bulunabilecegi gosterilmistir [4]. Ayni ¢galismada skew devirli kodlar ile
devirli ve parcali (quasi) devirli kodlar arasindaki iliski incelenmistir. 2010°da Abualrub
vd. skew polinom halkalarini kullanarak skew pargali devirli kodlarin insasi Uzerine

calismis ve bilinenden daha iyi parametrelere sahip kod ornekleri elde etmislerdir [7].

2008’de Boucher vd. skew polinom halkasinda katsayilari sonlu cisimler yerine Galois
halkalarindan alarak Galois halkalari Gizerinde skew devirli kodlari tanimlamislardir [9].
Galois halkalari tzerinde tanimli skew polinom halkalari sag veya sol Oklidyen
olmadigindan bu calisma monik Uretegli temel ideallerle belirlenen skew kodlar ile
sinirlandiriimistir. Daha sonra Bhaintwal 2010°da, [4] ¢alismasindaki moddl yaklagimini
kullanarak uzunluk igin bir kisitlama getirmeden Galois halkalari Gzerinde skew pargali

devirli kodlari tanimlamistir [10].
2010’da Jitman vd. sonlu zincir halkalari Gizerinde skew devirli kodlari tanimlamiglardir

[12]. Bu galismada Fpm +qum (u*=0) halkasi Gzerinde tanimli skew devirli kodlara

agirlik verilmis ve bu halka lizerinde taniml tiim skew devirli kodlarin siniflandiriimasi

yapimistir.

1.2 Tezin Amaci

Literatlrde yeni olarak yer alan skew devirli kodlarin cebirsel yapilarinin incelenmesi,
bu alanda yapilan galismalarin érneklendirilmesi ve daha iyi parametrelere sahip kod
bulmak icin bilgisayar destekli arastirmalar yapilmasi amacglanmistir. Ayrica skew devirli

kodlarin farkli bir halka Gizerinde tanimlamasi yapilmistir.

13 Orijinal Katki

Skew devirli kodlarin diger yapilarla iliskisinden yararlanilarak Teorem 4.4 ve Teorem
4.5 elde edilmistir. Ayrica skew devirli kodlarin idempotent Ulretecleri belirlenmis ve
birden fazla idempotent Ureteg olabilecegi gosterilmistir.

F, +UF, Uzerinde tanimli skew devirli kodlardan lineer bir déntsiim tanimlanarak F,

Uzerinde tanimli lineer kodlar elde edilmis ve optimale yakin kod érnekleri verilmistir.



F, +VF, halkasi tizerinde tanimli lineer kodlarin yapisi incelenmis ve bu halka tzerinde
skew devirli kodlar tanimlanmistir. Ayrica F, +VF, halkasi Gzerinde taniml skew devirli

kodlarin tek eleman tarafindan Uretildigi gosterilmistir. Yine bu halka tzerinde tanimli
skew devirli kodlarin idempotent Uretecleri belirlenmis ve optimal kod ornekleri

verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde, daha sonraki bolimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremlere deginilecektir. Tanim ve teoremler icin agirlikli olarak [1], [11] ve [15] nolu

kaynaklar kullanilacaktir.

2.1 Modiil ve Alt Modiiller

Tanim 2.1 (M,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. M deki elemanlarin, R

deki elemanlarla skaler ¢garpimi, RxM — M fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyorsa,

M ‘ye R {zerinde bir sol modiil veya kisaca sol R -modiil denir [21].
i. HerreR vehermm eM igin r(m+m’)=rm+rm’,
ii. Herr,reRvehermeM icin (r+r)m=rm+rm,
ii. Herr,r'eRvehermeM igin (rr')m=r(r'm),
Not: Bu islemler sag taraftan tanimh oldugu durumda sag moddldiir. Bu tezde modiiller
sol modiil olarak ele alinacaktir.

Tanim 2.2 R bir halka, M bir R -modil ve N < M bos olmayan bir alt kiime olsun.
N de kendi basina bir R -modil ise N ’ye M ’nin bir alt modili veya R -alt modiili

denir [21].

Onerme 2.1 R -modiil M ’nin bos olmayan bir N = M alt kiimesinin alt modiil olmasi
icin gerek ve yeter kosul her r,r'e R ve her mym'e N icin rm+r'm’e N olmasidir
[21].

Tanim 2.3 M bir R -modilve me M olsun. {m} nin Grettigi alt modul
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(my=Rm={rm:r eR}
seklinde tanimlanir. Eger M :<m> olacak sekilde bir me M bulunabilirse, M vye
devirli modul denir [21].
Tanim 2.4 R bir halkave M bir R -modiil olsun.
Ann(M) ={r e R|rM =0}
idealine M modullnin sifirlayicisi (annihilator) denir [21].

Tanim 2.5 R bir halka, M bir R -modil ve S={y_} ., de M nin bir Ureteg sistemi

olsun. Her me M elemani, 1, eR, y, €S olmak uzere, m:Zraya seklinde sonlu

acl

bir toplam olarak yazilabiliyor ve bu yazilis tek turli oluyorsa, S ={y,},., ye M nin bir

tabani denir. M modiline de bir serbest modil denir [21].

2.2 Cisimler

“wn

Tanim 2.6 F bos olmayan bir kiime ve bu kiimenin elemanlari arasinda “+” ve

seklinde iki tane ikili islem tanimlanmis olsun. (F,+,.) Uclisi asagidaki sartlar

saghyorsa F bir cisimdir. a,b,c € F olmak tzere

i. Kapallhk: a+beF,abeF

ii. Degisme ozelligi: a+b=b+a, ab=b.a

iii. Birlesme 6zelligi: (a+b)+c=a+(b+c), a.(b.c)=(ab).c

iv. Dagilma ozelligi: a.(b+c)=ab+ac

v.  Birim eleman:
a)Her ae F igin O € F vardir 6yle ki a+0. =a esitligini saglar.
b) Her ae F igin 1. € F vardir 6yle ki a.1. =a esitligini saglar.

vi. Terseleman:

a)Her aeF igin —ae F vardir dyle ki a+(—a) =0 esitligini saglar.



b) Her ae F\{0} igsin a™* € F vardir éyle ki a.a™ =1, esitligini saglar.

Tanim 2.7 F bir cisim olmak lzere p.1. =0, esitligini saglayan en kiglk pozitif p
tam sayisina F cisminin karakteristigi denir. Boyle bir p tam sayisi olmadig

durumlarda karakteristik 0 ’dir [1].

Teorem 2.1 Bir cismin karakteristigi ya sifirdir ya da bir asal sayidir [1].

Teorem 2.2 F sonlu bir cisim ve karakteristigi p asal ise ‘F|= p" olacak sekilde n
dogal sayisi vardir [1].

Tanim 2.8 F bir cisimve :F — F donusimu birebir ve 6rten bir homomorfizma ise
@, F uzerinde tanimli bir otomorfizmadir, denir. Her ae F icin 8"(a)=a sartini
saglayan en kiclik m pozitif tam sayisina ise & nin mertebesi denir ve kisaca ‘<0>‘ =m
olarak gosterilir. F cisminin @ tarafindan sabit birakilan elemanlarinin kimesi

K ={al@(a)=a,ac F}, F nin bir alt cismidir [11].

Tanim 2.9 F cisminin karakteristigi p olsun. F izerinde 8(a)=a’, acF seklinde

tanimlanan @ otomorfizmasina Frobenius otomorfizmasi denir [11].

2.3 Sonlu Cisimler Uzerinde Tanimli Vektér Uzaylar

Tanim 2.10 F, eleman sayisi g olan bir sonlu cisim ve V bos kiimeden farkli bir kime
olsun. +:VxV -V ve .:F xV —»V iki fonksiyon olmak uzere agsagidaki kosullar

saglaniyorsa V ye F, Uzerinde tanimli vektor uzayi denir [1].
Her u,v,weV veher a,f € Fq icin
i. Vv+weV,
ii. V+W=w+vV,
ii. (v+tw)+u=v+(w+u),
iv. HerveV igin 0+v=v+0=v olacak sekilde bir 0 eV vardir,

v. HerveV icgin (-vV)+V=V+(-Vv)=0 olacak sekilde bir -v eV vardir,



vii 1v=v,
vii.  (aB)v=a(pv),

vii.  a(v+u)=av+au,
ix. (a+B)V=av+pv.

Bilesenleri F, cisminin elemanlarindan olusan n uzunlugundaki vektorlerin kiimesi Fqn

olarak gosterilir. Yani,

K :{(vl,vz,...,vn)

Viqu}.

vV=(V,V,,.,V.)€E Fq”, W = (W, W,,...,W,) € Fqn ve AeF, olmak uzere Fqn kiimesi
tzerinde vektorel toplam, v+w = (v, +W,V, +W,,...,v, +W,) € F' ve skalerle carpma
islemi, Av=(Av,, Av,,...,Av,) € Fqn olarak tanimlidir. Tanimlanan islemler altinda Fqn
bir vektor uzayi belirtir.

Tanim 2.11 V , F, Uzerinde bir vektor uzayi ve @ #C cV olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa C kimesi V nin bir alt vektor uzayidir [1].

i.vu,veC = u+veC,

ii.Vxlqu ve YueC = AueC.

Tanim 2.12 V, Fq uzerinde bir vektor uzayive 4, 4,,...,4, € F0| olsun. V;,V,,...,V, €V

vektorlerinin bir lineer kombinasyonu AV, + L,V, +...+ 4.V, seklindedir [1].

Tamim 2.13 V , F, izerinde bir vektdr uzayi olsun. 4V, +...+ 4, v, =0 denkleminin tek
¢6ziimi 4 =---=4 =01ise {v,,...,v,} vektorler kiimesi V de lineer bagimsizdir [1].

Ornek 2.1 S={(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0)} kiimesi herhangi bir ¢ pozitif tamsayisi

isin F' te lineer bagimsizdir [1].

Tanim 2.14 S={v,,V,,...,V,}, V nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. S nin bitin
lineer kombinasyonlarinin kiimesi (S) ile gésterildiginde (S) uzayina, S nin gerdigi
(Grettigi) alt vektdr uzayi denir. S kiimesi, (S) nin bir Greteg kiimesidir [1].
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Onerme 2.2 S kiimesi V nin bir alt vekér uzayrise (S) =S dir [1].
Ornek 2.2 =2 ve S ={0001,0010,0100} ise S nin gerdigi uzay;
(S)={0000,0001,0010,0100,0011,0101,0110,0111} dir [1].
Tanim 2.15 V , F0| Uzerinde bir vektor uzayi olsun.
i. B={v,v,,..,v,}, B kiimesi lineer bagimsiz ve V =(B) ise B ye V vektor

uzayinin bir tabani denir.
ii. B tabaninin eleman sayisina V nin boyutu denir ve boy(V) ile gésterilir. B
sonsuz elemanli ise boy(V) =« olarak gésterilir [1].
Not: F, Uzerindeki sonlu boyutlu bir vektor uzayinin birden fazla tabani olabilir fakat

bu tabanlarin timi esit sayida eleman igerir.

Teorem 2.3V , F, Gzerinde bir vektor uzayi olsun. Eger boy(V) =k ise

i. V nineleman sayisi qk dir,

1 k-1 )

ii. V nin a (q" —q') adet farkl tabani vardir [1].
= i=0

i=
Tanim 2.16 v =(v,,V,,...,V,) € Fqn ve W= (W,W,,..,W)e Fq“ olsun.

i. v ile w ninskaler carpimi (Oklid ig carpim), (V, W) =V,W, +V,W,,+...+V,W, € F;
seklindedir.

ii. (v,w)=0ise v ile w birbirine diktir denir.

(v,5)=0, Vse S}

ii. S, F' nin bir alt kimesi olmak uzere St={ve F,
kiimesine S nin dik’i denir [1].
Not: F' nin herhangi S alt kimesi igin S* kiimesi her zaman F;' nin bir alt uzayidr.
Ayrica <S>l =S* dir.
Ornek 2.3 q=2 ve n=4 olsun. u=(1141), v=(1110) ve w=(0,0,1) olmak

uzere



(U, v)=11+1-1+1-1+1.0=1,
(uw)=1-1+1.0+1.0+1-1=0,
(v,w)=11+1-0+1-0+0-1=1.

Bu durumda u ile v vektorleri birbirine diktir [1].

Teorem 2.4 F nin her S alt kimesi icin boy(<S>)+boy(Sl) =n dir [1].

Ornek 2.4 q=2, n=4 ve S ={0100,0101} olsun. Bu durumda S nin gerdigi uzay;

(S)={0000,0100,0001,0101} dir.

S lineer bagimsiz bir kime oldugundan boy(<S>):2 dir. 'S nin dik’i

S+ ={0000,0010,1000,1010} olarak bulunur. {0010,1000} kiimesi S* icin bir tabandir

ve boy(Sl) =2 dir. Dolayisiyla boy(<S>)+boy(Sl) =2+2=4=n esitligi saglanir [1].

24

Hata Diizelten Kodlarla ilgili Temel Bilgiler

Hata diizelten kodlar teorisi, dijital bilgi transferinde orijinal bilgiye eklemeler yapip

cebirsel bir yapi kazandirarak haberlesme esnasinda ya da bilgi depolamasinda

meydana gelebilecek hatalari diizeltme ve orijinal bilgiye yapilan ekleri optimize etmek

ile ilgilenir [22]. Bu baslk altinda kodlama teorisi ile ilgili bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.

Tanim 2.17 A={a,,a,,..., aq} seklinde g elemana sahip bir kiime olsun.

Her i e{l2,...,n} i¢in U, € A olmak tGzere U= (uu,..u,) elemani A {izerinde n
uzunlugunda bir q-lu sézdir. u elemani ayni zamanda U=(U,U,,...,U,)

seklinde bir vektor olarak da dustnlebilir.
C c A" kiimesi, A Uzerinde n uzunlugunda bir g-lu blok koddur.
C deki bir elemana C ’nin bir kodsozi denir.

C deki kodsézlerin sayisi, C nin eleman sayisidir ve |C| olarak gésterilir.

Uzunlugu n ve eleman sayisit M olan bir kod kisaca (n,M) ile gosterilir.



vi. A kimesine kod alfabesi, A nin elemanlarina ise kod sembolleri denir [1].
Ornek 2.5 A={0,1}, 2 elemanli bir alfabe olsun. C={00,10,01,11} kiimesi A
Uzerinde 4 elemanli 2 uzunlugunda ikili blok koddur [1].

Tanim 2.18 X=(X...X,) ve Y=(Y,...Y,) A alfabesi Gzerinde n uzunlugunda birer
soz olsun. d(X;,Y;) fonksiyonu,

0, X =Y

d(Xi’yi)={1 X %y

olmak Ulzere X ile y arasindaki Hamming uzakhg d(x,y) ile gosterilir ve

d(x,y)=d(x,y,)+...+d(X,,y,) seklinde tanimlanir.  Diger  bir ifadeyle
d(x, y) :‘{i|xi £y, 1<i< n}‘ dir [1].

Ornek 2.6 A={1,0} ve x=01010, y=01101 olsun. Bu durumda d(x,y) =3 tir.
Tanim 2.19 C, en az iki elemanli bir kod olsun. C kodunun minimum Hamming

uzakhgr d(C) ile gosterilir ve d(C)zmin{d(x, y)|X,yeC, X # y} olarak tanimhdir [1].

Tanim 2.20 Uzunlugu n, eleman sayisi M ve minimum Hamming uzakhg d olan bir

kod kisaca (n,M,d)-kod olarak gésterilir. n, M ve d sayilarina kodun parametreleri

denir [1].
Ornek 2.7 C ={000000,000111, 111222}, F, iizerinde bir kod olsun.

d(000000,000111) =3,
d(000000,111222) = 6,
d(000111,111222) =6

oldugundan d(C) =3 tur. C kodu (6,3,3) parametrelerine sahip Ggli bir koddur [1].

Tanim 2.21 t >0 olsun. Eger C kodundaki herhangi bir kodsdziin en az 1, en fazla t
bileseninde hata olugsmasiyla elde edilen s6z C nin kodsoézi degilse C kodu, t hata
fark edebilen bir koddur. Eger t hata fark edip t+1 hatay! fark edemiyorsa C kodu
tam olarak t hata fark edebilen koddur [1].
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Teorem 2.5 Bir C kodunun t hata fark edebilmesi igcin gerek ve yeter kosul

d(C)>t+1 olmasidir. d(C) =t ise C kodu tam olarak t—1 hata fark edebilir [1].

Tanim 2.22 t > 0 olsun. Eger C kodundaki herhangi bir kodséziin en az 1, en fazla t
bileseninde hata olusmasiyla elde edilen s6z C nin baska bir kods6ziinden en az 1, en
fazla t bileseninde hata meydana gelmesiyle elde edilemiyorsa C kodu t hata
diizelten bir koddur. Eger C kodu t hatayr dizeltebiliyor fakat t+1 hatayi

diizeltemiyorsa tam olarak t hata diizelten koddur [1].

Teorem 2.6 Bir C kodunun t hata dlizelten kod olmasi icin gerek ve yeter kosul

d(C)>2t+1 olmasidir. d(C)=2t+1 ise C kodu tam olarak t hata diizelten koddur
[1].

En iyi parametrelere sahip kodlari bulma problemi kodlama teorisinin temel
problemidir. Daha iyi kod bulmak i¢in parametrelerden ikisi sabit iken digeri optimize

edilir.

i n uzunlugunda ve eleman sayisi M olan bir kod igin olabilecek en biyik

minimum Hamming uzakligina,

ii. Eleman sayisi M ve minimum uzakhgl d olan bir kod i¢in olabilecek en kiiglik n

degerine veya

iii. n uzunlugunda ve minimum uzakhg d olan bir kod igin olabilecek en biylik M

degerine sahip olan kodlar optimaldir.

Tanim 2.23 A, q elemanh bir alfabe ve A {izerinde n uzunlugunda d minimum

uzakligina sahip bir kodun eleman sayisinin olabilecek en biyuk degeri A, (n,d) ile

gosterilsin. Bu durumda Aq(n,d) = max{M‘C c A" ve C bir (n,M,d)—kod} dur.

2.4.1 Lineer Kodlar

Fq” vektdr uzayinin bir F, alt vektér uzayina n uzunlugunda lineer kod denir. Lineer

kodlar vektor uzayi olduklarindan tanimlanmalari ve kullanimlari daha kolaydir. Lineer

kodlarin lineer olmayanlara gore bazi avantajlarini su sekilde siralayabiliriz:

11



i Lineer kod ayni zamanda bir vektdr uzayr oldugundan bir taban kullanilarak

daha basit ifade edilebilir.

ii.  Bir lineer kodun minimum uzakhgi, sifirdan fakli kodsdzlerinin Hamming

agirliklarinin minimumuna esittir.

ili. Lineer kodlar igin gelistirilen kodlama ve dekodlama algoritmalari daha hizli ve

kolaydir.

Tamim 2.24 C, F vektér uzayinin bir alt vektér uzayr ve boy(C)=k olsun. C, F,

Uzerinde tanimli n uzunlugunda boyutu k olan bir lineer koddur. Béyle bir kod kisaca

[n,k], -kod olarak ifade edilir. Ozel olarak, q=2 iken ikili kod; q=3 iken gl kod

denir [1].

Ornek 2.8
i. C :{(/1,/1,...,/1)‘/1 e F,}< F; bir lineer koddur.

ii. C={0000,1100,2200,0001,0002,1101,1102,2201,2202}c F,', gl

lineer koddur [1].
Teorem 2.7 C, Fq Uzerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Bu durumda
i [c|=q©,
ii. C" birlineer koddur ve boy(C)+boy(C")=n,
ii. (CY)"=C dir[1].
Tanim 2.25 C bir lineer kod olsun.
i. C" koduna C kodunun duali denir.
ii. CcC"ise C yekendine dik (self ortogonal) kod denir.

iii. C=C" ise C yekendine dual kod denir [1].

[4’ 2] -

Onerme 2.3 Kendine dik n uzunlugundaki bir kodun boyutu k S% ve kendine dual n

uzunlugundaki kodun boyutu ise K :2 dir [1].
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Tanim 2.26 C, n uzunlugunda bir kod ve U= (u,,U,,...,u.), V=(v,V,,...,v.) €C olsun.

u kodsozl icin Hamming agirhig Wt(u)z‘{i|ui ;tO}‘ olarak tanimlidir. Ayrica u ile v
arasindaki Hamming uzakhig d(u,v) = Z:inzlwt(ui —V,) seklinde hesaplanir [1].
Ornek 2.9 d(010101,111111) =3 ve d(010101,101010) =6.

Tanim 2.27 C nin farkli kodsozleri arasindaki en kicik Hamming uzakligina C

kodunun minimum Hamming uzakligi denir ve d(C) ile gosterilir. C nin kodsézlerinin

sifirdan farkli en kiigiik Hamming agirligina C kodunun minimum Hamming agirhg

denir ve Wt(C) ile gosterilir [1].

Tanim 2.28 F, Gzerinde uzunlugu n, boyutu k ve minimum Hamming uzakligi d olan
bir C lineer kodu [n,k,d], -kod olarak gosterilir [1].

Onerme 2.4 u,v e F" ise d(u,Vv) =wt(u-v) dir [1].

Teorem 2.8 C, F, lzerinde bir lineer kod ise d(C) =wt(C) dir [1].

Yukaridaki teoremden gorildigu Uzere lineer kodlarin minimum Hamming uzakhiginin

bulunmasi lineer olmayanlara goére daha kolaydir.

Tanim 2.29 g bir asalin kuvveti olmak Gzere F, Uzerinde n uzunlugunda d minimum
uzakligina sahip bir lineer kodun eleman sayisinin olabilecek en buyuk degeri Bq(n,d)

ile gosterilsin.
B,(n,d) = max{qk |C < " ve C bir [n,k,d]—kod}
Bu durumda C, F, uzerinde [n,k,d]-kod ve g* =B (n,d) ise C koduna optimal kod

denir [1].

2.4.2 Lineer Kodlarin Ureteg ve Kontrol Matrisleri

Tanim 2.30

i.  Bir C lineer kodunun, Fqn uzayinin bir alt uzayi oldugundan, bir bazi vardir. C

nin baz vektorlerini satir kabul eden matrise C nin lirete¢ matrisi denir.
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ii. VvXeC icin HX' =0esitligini saglayan H matrisi C* dual kodunun Greteg

matrisidir. H matrisi ayni zamanda C lineer kodunun kontrol matrisidir [1].
Not:

i. C bir [nk]-lineer kod ise G Urete¢ matrisi kxn ve H kontrol matrisi

(n—k)xn formundadir.
ii. G ve H matrislerinin satirlari lineer bagimsizdir.

i. C={XeF/HX' =0}.

Onerme 2.5 C, F, Uzerinde [n,k]-lineer kod ve G bu kodun Greteg matrisi olsun. Bu
durumda ve Fqn nin C* dual kodun bir elemani olmasi icin gerek ve yeter kosul

VG" =0 olmasidir. Ayrica (Nn—k)xn formunda bir H matrisinin C nin kontrol matrisi
olmasi icin gerek ve yeter kosul H matrisinin satirlarinin lineer bagimsiz olmasi ve

HG' =0 olmasidir [1].
Teorem 2.9 C bir lineer kod ve H matrisi C nin bir kontrol matrisi olsun.

i C nin minimum uzakhginin d den biylk veya d ye esit olmasi igin gerek ve
yeter kosul H matrisinin herhangi d -1 tane sitununun lineer bagimsiz

olmasidir.

ii. C nin minimum uzakliginin d den kigik veya d ye esit olmasi igin gerek ve

yeter kosul H matrisinin en az d tane sGtununun lineer bagiml olmasidir [1].

Sonug 2.1 C bir lineer kod ve H matrisi C nin bir kontrol matrisi olsun. Asagidaki

ifadeler birbirine denktir [1].
i. d(C)=d;

ii. H matrisinin herhangi d —1 tane siitunu lineer bagimsizdir ve H matrisinde d

tane lineer bagimli sttun vardir.

Ornek 2.10 C, ikili bir lineer kod ve C kodu icin kontrol matrisi;
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10100
H=/1 1 0120
01001

olsun. H matrisinin herhangi iki situnu lineer bagimsiz ve 1,3 ve 4 Unci sttunlan

lineer bagimhdir. Bu durumda C kodu igin minimum uzaklik, d(C) =3 olur [1].

2.4.3 Devirli Kodlar

Devirli kodlar ilk olarak Eugene Prange (1957) tarafindan galisilmistir. Bu ¢alisma hata
diizelten kodlar teorisi alaninda 6nemli gelismelere yol agmistir. Golay kodlari, BCH
kodlar ve Reed-Solomon kodlari gibi bazi 6nemli kod aileleri devirli kodlardir. Devirli

kodlar cebirsel yapilari sayesinde uygulama alaninda daha avantajlidir.

Tanim 231 C bir lineer kod ve her c=(C,C,...C,;)€C icin w(C)=
(C,4:Cyr-sC,,) €C ise C ye devirli kod denir. y dontsiimine ise devirsel Gteleme
(cyclic shift) denir [1].

Ornek 2.11

C ={0000000,1011100,0101110,0010111,1110010,0111001,1001011,1100101}
ikili lineer kodu 7 uzunlugunda devirli bir koddur.
Onerme 2.6 Kodlar polinomlar cinsinden ifade edilebilir.
. F — Fq[x]/<xn —1>, C=(CyCyersCry) > C(X) =Cy +C X+t C X"

olarak tanimlanan ~ fonksiyonu bir lineer déntsimdur.

ceC kodséziinin devirsel otelemesi X.C(X)’e tekabil eder. Yukaridaki lineer

donistm vasitasiyla devirli kodlar idealler cinsinden ifade edilebilir [1].
Teorem 2.10 C Fqn lineer kodunun devirli kod olmasi icin gerek ve yeter kosul 7(C)

nin Fq[X]/<Xn —1> halkasinin bir ideali olmasidir [1].
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Ornek 2.12 C ={000,110,101,011} kodu bir ikili devirli koddur. C nin kod sézlerine
karsilik gelen polinomlarin  kimesi  7(C) ={0,1+x,1+x*,x+x*} dir. 7(C),

FZ[X]/<X3 —l> halkasinin bir idealidir.

Teorem 2.11 |, Fq[X]/<Xn —1> halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve g(X) polinomu da

| idealindeki sifirdan farkli en kiicik dereceye sahip monik polinom olsun. Bu

durumda g(X) polinomu | idealinin bir tretecidir ve X" —1’i béler [1].

Teorem 2.12 Fq[X]/<Xn —1> halkasinin sifirdan farkl herhangi bir | idealindeki sifirdan

farkli en kiictik dereceli monik polinom tektir [1].

Tanm 2.32 F, = Fq[x]/<xn —1> olmak lUzere C c F' devirli kod ve C ye karsilik

gelen 7(C) idealindeki sifirdan farkl en kigiik dereceli monik polinom g(x) olsun. Bu

durumda g(x) polinomuna C nin  Urete¢  polinomu denir ve
C={g(x)={f (x)g(x)\ f(x) e F,,} ile verilir [1].
Ornek 2.13 C ={000,110,011,101} devirli koduna karsilik gelen ideal

7(C) ={0,1+ X, x+ X*,1+ X’} Fz[x]/<x3 —1> dir.
Bu idealin icerisindeki en kiiciik dereceli monik polinom 1+ x, z(C) idealini tretir ayni
zamanda C kodunun lrete¢ polinomudur.

Teorem 2.13 F [X] halkasinda X" —1 polinomunun her bir monik béleni F, tzerinde

tanimli bir devirli kod Gretir [1].
Teorem 2.14 X"-1 polinomunun Fq[x] halkasinda asal c¢arpanlarina ayrilisi

X" —1:1_[::1 p(x) olsun. Bu durumda F, Uzerinde n uzunlugundaki devirli kodlarin
sayisi 1_[::1(8i +1) dir [1].

Teorem 2.15 g(x) e F,[x], 9(X)|x"—1 ve der(g(x))=k olsun. Bu durumda g(x)

tarafindan Uretilen ideale karsilik gelen kod n uzunlugunda boyutu n—k olan devirli

bir koddur [1].
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Ornek 2.14 X' -1=(1+x)1+x*+x*)1+x+x*) e F,[X] indirgenemez ¢arpanlarinin
ayrisimidir.  Bu  durumda F, Uzerinde n=7 olan devirli kodlarin sayisi
(1+D)(1+1)(1+1) =8 olarak bulunur. Burada g(X)=1+X)1+Xx*+x*) =1+x+x*+x*

polinomu n=7 uzunlugunda boyutu n—k =7 -4 =3 olan devirli bir kod Uretir.

<g (X)> ={0000000,1110100,0111010,0011101,1001110,0100111,1010011,1101001} .

Teorem 2.16 g(x) =g, + g, X+...+ g, X" € F,[x] ve g(x), X" —1 in bir béleni olsun.

C devirli bir kod ve g(X) polinomu bu kodun ureteg polinomu ise

9(x) 9% % - -« gy 0O 0 .. 0
G Xg(X) _ o ¢ ¢ ... ... 9., 0 ... O
x*1g(x) 0O 0 ... 0 g, 0 .o v O

matrisi C kodunun lretec matrisidir [1].

Tanim 2.33 h(X)zZ::(:oaiXi , derecesi k olan bir polinom olsun. h(x) in ters siral

polinomu h, (x) = x*h(l/x) = Z:;O a_ X' seklinde tanimhdir [1].

Teorem 2.17 C, F, izerinde tanimli [n,k] parametrelerine sahip bir devirli kod ve
g(x) polinomu C nin dretec polinomu olsun. h(X)=(x"-1)/g(x) ve
h(x) =h, +hx+...+hx“ olsun. Bu durumda h;*h.(x) polinomu dual kodun (CH)

iireteg polinomudur ve h;*h. (x) polinomuna C ’nin kontrol polinomu denir. Ayrica

he (X) hh h, ... ... hh 0 0 .. O
o xh, (X) 0O h h, .. .. h 0 .. 0
X"**h.(x)) (0 0 ... 0 h h, .. .. h

matrisi C 'nin kontrol matrisidir [1].

Ornek 2.15 Bir 6nceki ornekte F, tzerinde g(X)=1+X+X*+Xx" tarafindan Uretilen

devirli kod icin lirete¢c matrisi,
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seklindedir. h(x) = (x" —1)/g(x) =1+ x+x> ve h.(x)=1+x2+x® dir. Bu durumda C

nin kontrol matrisi,

1011000
|_|=0101100
0010110
0001011

seklindedir. h;*h.(X) =h,(x) =1+ x*+x*> polinomu ayni zamanda C nin kontrol

polinomudur.

2.4.4 Devirli Kodlarin idempotent Uretegleri

R bir halkave ecR olsun. e* =¢ ise e ye idempotent eleman denir.

Bir devirli kodu lireten birden fazla polinom olabilir.

Teorem 2.18 C, F, iizerinde uzunlugu n olan bir devirli kod ve g(X) polinomu C nin
ureteg polinomu olsun. v(Xx) € Fq[X]/<Xn —1> olmak tzere C :<v(x)> olmasi igin gerek
ve yeter kosul ebob(v(x),x" —1) = g(x) olmasidir.

C, F, tzerinde devirli kod ve e*(x) =e(x) (mod x" —1) sartini saglayan e(x) polinomu
C vi Uretiyorsa €(X) polinomuna C nin idempotent treteci denir [15].

Teorem 2.19 (n,q)=1 ve C, F, uzerinde n uzunlugunda bir devirli kod olsun. Bu
durumda C = <e(x)> olacak sekilde tek bir e(x) € C idempotent polinomu vardir [15].
(n,q)=1 ve F, Gzerinde n uzunlugunda bir C devirli kodunun ireteg polinomu g(X)
biliniyorsa C nin idempotent Ureteci asagidaki gibi kolayca bulunabilir:

i. (n,q)=1 oldugundan x" -1 polinomunun F,[x] te katl kéki yoktur. Béylece

X" —=1=h(x)g(x) ise ebob(h(x),g(x)) =1 olur.
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ii. 1=a(x)g(x)+b(x)h(x) olacak sekilde a(x),b(x) € F,[x] vardr.
iii. e(X)=a(x)g(x) (mod x" -1) polinomu C nin idempotent tretecidir.

Eger ayni sekilde tanimli C devirli kodunun idempotent Ureteci biliniyorsa Ureteg

polinomu asagidaki teorem yardimiyla bulunur .

Teorem 2.20 C, F, Uzerinde devirli kod ve e(X) C nin idempotent ireteci olsun. Bu
durumda F [X] te g(x) =ebob(e(x),x" —1) polinomu C nin iireteg polinomudur [15].
Ormek 216 X -1=0C+xX*+D)(X*+xX3+x*+D)eF,[x]. gX)=x+x*+1 ve
C:<g(x)> olsun. Bu durumda C kodu F, tzerinde n=7 uzunlugunda bir devirli

koddur. Bélme algoritmasi uygulanarak 1=x’(x*+x*+1)+(x* +1)(x* + x> + x* +1)
elde edilir. Dolayisiyla e(X) = X*(X* + x* +1) = x* + X* + x* polinomu C nin idempotent

Uretecidir.
2.4.5 Baz Ozel Devirli Kodlar

Tanim 2.34 «, F, cisminin bir ilkel kokii ve M'(x) polinomu &' nin F,[X] deki

minimal polinomu olsun.  g(X) =ekok{M?(x), M**(x),..., M**??(x)}  polinomu
tarafindan dretilen devirli koda n=q" -1 uzunlugunda, & minimum tasarlanmis

uzakliga sahip BCH kod denir (a>0) [1].
Tanim 2.35 C, Fq” uzayinin bir alt uzayi olsun. Her
C= (CO,O’CO,I’ ey Coi1rCron Crgrees Cppgne s G 09 Gy gnes Cs—l,l—l) eC

igin Ts,l ()= (Cs—l,O’Cs—l,l’ w1 Cs 1121 Co01Coaer1 Co g1 Cs 205 Cspgr ey Cs—z,l—l) €C oluyorsa

C vye uzunlugu n=sl indeksi | olan parcali devirli kod veya |-parcal devirli kod (I-

quasi cyclic code ) denir.
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2.4.6 Gray Doniisiimii

Hammons vd. tarafindan 1994’te yapilan ¢alismada Z, halkasindan Z, uzerine bir
donisim tanimlanmis ve Z, lizerinde taniml lineer olmayan bazi 6nemli kod aileleri
Z, uzerinde tanimh lineer kodlarin bu doénustim altindaki goruntisiu olarak elde

edilmistir [16]. Bu calisma sayesinde kodlama teorisinde halkalarla ¢alismanin 6nemi

ortaya ¢ikmis ve daha sonra yapilan ¢alismalar halkalar Gzerinde tanimli kodlar Gzerine
yogunlagsmistir. [16] ve [17] nolu kaynaklardan yararlanilarak Gray dontisimu ile Z,

Uzerindeki lineer kodlardan ikili kod elde edilmesi hakkinda bilgi verilecektir.
Tanim 2.36

O:7Z, >7%
0 —»00
1 —»01
2 ->11
3 —>10

olarak tanimlanan ® donlsimi birebir ve ortendir. Bu donisim Gray dondsimi
olarak adlandirilir. Herhangi u,v € Z5 vektérleri igin w(v) ve d(v) sirasiyla Hamming
agirhgini ve Hamming uzakhgini temsil etsin. Herhangi X,y € Z, igin Lee agirhgi ve Lee

uzakhgi asagidaki gibi tanimhidir.

w (X) = w(®(x))
d (X, y) =d(D(x), D(y))

7, un elemanlari Z, nin elemanlari cinsinden tek turli ifade edilebilir,
x=a+2beZ,, abeZ,.

Bu yazima elemanlarin 2-li (2-adic) temsili denir. Yukarida tanimhi ® doéntsimi

asagidaki gibi elemanlarin 2-li temsili cinsinden ifade edilebilir.

O:7Z, 7
a+2b— (b,a+hb)

20



@ donusiminin Z, uzerindeki lineer kodlara uygulanigi asagidaki gibidir.
X=(X, Xy X )EZ, ve X =a+2b, a,beZ, olsun. a=(a,a,,.,a,)eZ: ve
a+b=(a +b,a,+h,,..,a, +b,) e Z’ olmak izere ®(x)=(b,a+b) dir [16].

Ornek 2.17 C={(0,0),(2,2)} bir Z,-lineer koddur. C nin kodsdzlerinin Gray

donistmd altindaki goriintisi
®(0,0)=(0,0,0,0) ve ®(2,2)=(1,1,1,1)

seklindedir. Dolayisiyla ®(C)={(0,0,0,0),(1,1,1,1)} bu kodun Gray doénisimi

altindaki gérintusiddr.

2.5 Galois Halkalari

Galois halkalari teorisi ilk olarak W. Krull (1924) tarafindan ortaya atilmistir. Bu baslk
altinda [11] nolu kaynaktan yararlanilarak Galois halkalarinin tanimi ve bazi yapisal
Ozellikleri hakkinda bilgi verilecektir. Galois halkalarina ge¢meden once Galois
halkalarinin taniminda kullanilacak olan Hensel Lemma ve Hensel Lift konusuna

deginilecektir.

2.5.1 Hensel Lemma ve Hensel Lift
p bir asal sayi ve s bir pozitif tamsayl olmak Ulzere Zps ={0,1,2,..., ps’l} kiimesi
tamsayilarin mod p° ye gore kalan siniflarinin halkasidir. Zps halkasinin birimselleri p
ile aralarinda asal olan elemanlaridir.
. . . . . . 2 s-1

Teorem 2.21 Z  nin tim idealleri temel idealdir ve <l>,< p>,< P >,...,<p > ve (0) dan
ibarettir. (p) ideali bu halkanin tek maksimal idealidir ve Z /< p> =F, dir [11].
Z ., halkasinin elemanlari, ¢, € Z , olmak uzere, ¢,+¢p+...+¢,,p°" formunda tek

p i p S
turli olarak ifade edilebilir.

- Z,—>F
p p

s-1
C+CpPp+...+C P " —C,
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olarak tanimli — donlisimi orten bir homorfizma ve bu homomorfizmanin gekirdegi

(p) dir. aeZ , elemaninin bu homorfizma altindaki gérintiisi aeF, olarak

gosterilir.  Bu homomorfizma Zps halkasindan Zps[x] polinom halkasina

genisletilebilir.
—Z [x] > F[x] o)
8 taXt..+ax —>&+ax+.+ax, ae’, '
olarak tanimh — dontsimi oOrten bir homomorfizmadir ve bu homomorfizmanin

cekirdegi (p) dir. f(x) € Z ,[X] elemaninin gériintsi f(x) e F,[X] dir.

9,9, € F,[X] olsun. F[x] te g, ve g, polinomlarinin ortak béleni yoksa g, ve g,

aralarinda asaldir. Benzer sekilde f, f, eZpS[X] ve Zps[x] te 4, f,+A4f,=1 olacak

sekilde 4,4, € Z .[X] polinomlari varsa f, ve f, aralarinda asaldir.

Onerme 2.7 f, f, eZps[X] olsun. Zps[x] te f, ve f, polinomlarinin aralarinda asal

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Fp[x] te 1:_l ve f_2 polinomlarinin aralarinda asal

olmasidir [11].
Onerme 2.8 (Hensel Lemma) f eZpS[X] monik bir polinom ve F [X] te g, ve g,
aralarinda asal monik polinomlar olmak tizere f =g,g, olsun. Bu durumda Zps[x] te

f="1f,ve f,=g, f,=0, olacak sekilde f, f, € Z [X] polinomlari vardir [11].

Tanim 2.37 f(X) eZps[X] monik polinom ve f(X) polinomu F [x] te indirgenemez

ise f(x) polinomu Zps [X] te monik temel indirgenemez polinomdur denir [11].

Teorem 2.22 Herhangi bir m>1 tamsayisi igin Zps[x] te derecesi m olan monik temel

indirgenemez polinom vardir ve bu polinom Zps[x] te X" -1 polinomunu béler [11].
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Tamim 2.38 g(x) € F [x] ve f(x)eZps[x] monik polinomlar olsun. f(X)=g(x) ve
Zps[x] te f(X)‘(Xn —1) olacak sekilde p ile aralarinda asal bir n tamsayisi var ise

f (X) polinomuna g(X) in Zps[x] teki Hensel lifti denir [11].

Teorem 2.23 s bir tamsayl s>1 ve g(x)eF,[x] monik polinom olsun. g(x) in
Zps [X] te Hensel lifti olmasi icin gerek ve yeter kosul X | g(X) olmasive F [x] te g(X)
in katl kokt olmamasidir [11].

Teorem 2.24 s bir tamsayl s>1 ve g(x) € F [x] monik polinom olsun. x| g(x) ve
F,[x] te g(X) in katl koki yok ise g(X) polinomunun Zps[x] te Hensel lifti vardir ve

tek tarlGdar [11].

Graeffe metodu ile Z, deki polinomlarin Z, teki Hensel liftlerini bulmak mumkinddr.

Asagidaki teorem bu metodu ac¢iklamaktadir.

Teorem 2.25 f,(X) polinomu Z,[X] te katli kdki olmayan ve x ile béliinemeyen bir

polinom olsun.

i.  f,(x) polinomunun cift dereceli terimlerini igeren polinom e(x) ve tek dereceli
terimlerini igeren polinom d(x) olmak uzere f,(x)=e(x)—d(x) olarak

yazilabilir.

ii. Z,[X] te e(x)°-d(x)* polinomu derecesi 2der(f,(x)) olan ve sadece cift

dereceli terimler igeren bir polinomdur.
iii. der(e(x))>der(d(x)) ise +, der(d(x))>der(e(x)) ise — olmak uzere

f (x*) =+(e(x)* —d(x)*) polinomu f,(X) in Z,[X] teki Hensel liftidir [11].

Ornek 2.18 f,(x) =x* +x+1e Z,[x] olsun. f,(x)=e(x)—d(X) olarak diizenlendiginde

e(x) = x> +1 ve d(x) =—x dir. Bu durumda

e(x)’?—d(x)* =x* +x* +1e Z,[x] dir.
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Boylece f(X)=X*+X+1 polinomu Z,[X] te f,(x)=x*+x+1 polinomunun Hensel

liftidir [11].

2.5.2 Galois Halkalarinin insasi ve Ozellikleri

Tanim 2.39 Birimli ve sonlu bir halkanin sifir bélenleri ile sifirrndan olusan kiime, p
asal sayl olmak Uzere, <p> seklinde bir temel ideal oluyorsa bu halka Galois halkasi

olarak adlandirilir [11].
Ornek 2.19 Zps halkasi bir Galois halkasidir. Zps nin tim sifir bolenleri ve 0

elemanindan olusan kiime (p) idealidir [11].

Asagidaki érnekte (p°)" elemali bir Galois halkasinin bulunusunda izlenen yéntem

gosterilecektir.

Ornek 2.20 h(X)eZpS[X] polinomu derecesi m olan monik temel indirgenemez

polinom olsun. O halde Z | [x]/(h(x)> bir boltim halkasidir ve elemanlari

8, +aX+..+a, X" +(h(x)), aeZ, 0<i<m-1
seklindedir. Dolayisiyla |Z . [X]/(h(x))| = p dir. Z . [X]/(h() de (p+(n(x))) temel
idealdir. {p+(h(x))) idealinin

[ao +aX+..+a_ X" +<h(x)>][ p+(h(x)] . a e z,
seklindeki herhangi bir elemani igin

[ +(h(9) [ @ +ax+...+a, X" +(h(x)) ][ p+{h(x)) ] =(h(x))

oldugundan (p+(n(x))) nin elemanlari ya sifir blen ya da sifirdir.

2.1 nolu denklemde verilen homomorfizma kullanilarak tanimlanan

~: 2. [X/(h(x)) - F,[x]/(h (%))

8y +aX+..+a, X" +(h(X)) > & +aX+...+d, X" +<ﬁ(x)>, a el
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donisiimi 6rten bir homomorfizmadir ve bu homomorfizmanin gekirdegi <p+<h(x)>>

olarak bulunur. Temel homomorfizma teoreminden

(2 ,.1x1/(h(9)) /{ p+(h(x)) = F,[xI/(h(x)

sonucu elde edilir. h(x) polinomu Zps[x] te temel indirgenemez oldugundan h(x)
polinomu F [x] te indirgenemezdir. Dolayisiyla Fp[X]/<ﬁ(X)> cisimdir ve boylece

<p+<h(x)>> ideal Zps[x]/<h(x)> halkasinin maksimal idealidir.

a(x)+<h(x)>eZps[x]/<h(x)> ve a()+(h(x))e(p+(h(x))) olsun. (p+(h(x)))

maksimal oldugundan <a(x)+<h(x)>, p+<h(x)>> ideali tim halkay Gretir. O halde

1+(h(x)) =[ b(x) +(h(x)) ][ a(x) + (h(x)) ]+ [ c(x) +(h(x)} ][ p+{h(x))]

olacak sekilde a(x),b(x) € Z . [X]/(h(x)> elemanlari vardir ve boylece

1+(h(x)) =b(x)a(x) + pc(x) +(h(x))

1

elde edilir. 1+(h(x)) bu halkanin birimi oldugundan l+<h(X)>=(1+<h(X)>)p57 dir.
Boylece
1+(h(x)) =[b(x)a(x)]" +{(h(x))
=[a(x)+ (h(x)>][b(x) Pra(x)P (h(x)ﬂ
elde edilir ve a(x)+<h(x)> elemaninin birimsel oldugu goérilur. Sonug olarak bu
halkada <p+<h(x)>> idealinin disinda kalan tim elemanlar birimsel oldugundan
<p+<h(x)>> ideali tim sifir bélenleri ve sifir igeren temel ideal ayni zamanda tek

maksimal idealdir. Boylece Zps[x]/<h(x)> halkasinin bir Galois halkasi oldugu

kanitlanmis olur.
Teorem 2.26 h(x) € Z,[x] polinomu derecesi m olan monik ve temel indirgenemez bir

polinom ve q=p° olsun. Bu durumda Z,[x]/(h(x)) halkasi karakteristigi g, eleman
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sayisi 0" = p*" olan bir Galois halkasidir ve GR(Q") olarak gésterilir. Z, bu halkanin

bir alt halkasidir [11].

Teorem 2.27 p bir asal sayi ve s ve m pozitif tam sayillar olmak Uzere R,

karakteristigi = p° ve eleman sayisi " =p°™" olan bir Galois halkasi olsun. Bu

durumda derecesi m olan herhangi bir h(x) e Z [x] monik ve temel indirgenemez

polinomu icin R halkasi Zq[x]/<h(x)> ye izomorftur [11].

GR(Q™) halkasinin elemanlarinin farkl ifade sekilleri mevcuttur. & = X+<h(x)> olsun.

Bu durumda h(&) =0 ve boylece
Z,[x1/(h(x)) = Z,[¢]
elde edilir. GR(q™) halkasinin tiim elemanlari,
a=a,+af+aE +....... +a, ", aeZ, (0<i<m-1)
seklinde tek tirli olarak yazilabilir. 7, ={0,1,&,&%,...,&" ?} kimesine GR(qQ")
halkasinin Teichmiiller kiimesi denir. GR(Q™) halkasinin elemanlari ayni zamanda
C=C,+Cp+..+C ,p°", cer, (0<i<s-1)
olarak da tek turli yazilabilir. Bu yazima elemanlarin p -li (p-adic) temsili denir [11].
GR(Q™) halkasi tizerinde Frobenius otomorfizmasi @
Oa)=a,+acP +a, P +....+a, EM"YP, A eZ, (0<i<m-1)
olarak tanimhdir. GR(Q™) halkasinin otomorfizmalar grubu mertebesi m olan devirli

bir gruptur ve bu grup @ tarafindan uretilir. o, GR(Q™) uzerinde tanimh bir

otomofizma ve ‘<G>‘=t ise 0=0" ve m=td dir. GR(qQ") halkasinin alt halkasi

GR(q") & altinda sabittir [10].
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Ornek 2.21 m=3 ve g=4 olsun. g(X)=x>+x+1 polinomu Z,[X] te monik ve

indirgenemezdir. g(Xx) polinomunun Z,[X] teki Hensel liftinin bulunusu asagidaki
gibidir.
g(x) =e(x)—d(x) olarak diizenlendiginde e(x)=x*+ X ve d(x)=-1 dir.
h(x*) =e(x)* —d(x)* = x® +2x* + x* -1
elde edilir. Boylece h(x) = x> +2x*+x—1 polinomu g(X) in Z,[X] teki Hensel liftidir

ve dolayisiyla h(x) temel indirgenemezdir. &=x+(h(x)) olsun. Bu durumda

Z,[E]1= GR(4%) dir [17].
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BOLUM 3

SKEW POLINOM HALKASI

Degismeli olmayan polinomlar teorisi ilk olarak Oystein Ore (1933) tarafindan ortaya
atilmis, Nathan Jacobson (1943) ve Bernard R. McDonald (1974) tarafindan
gelistirilmistir. Bu bolimde skew polinom halkalarinin tanimi ve temel o6zellikleri

hakkinda bilgi verilecektir.
F ; karakteristigi p olan sonlu bir cisim , &; F tzerinde tanimh bir otomorfizma ve 8

nin mertebesi ‘<0>‘ =m olsun. K, @ tarafindan sabit birakilan F cisminin bir alt cismi

olsun. Bu durumda [F :K]=m dir. Ayrica K = F. iken F=F, ise q= p™ olur. Her

aeF igin H(a):ap[ seklindedir. Bu baslk altindaki tanimlarda ve teoremlerde bu

notasyonlar kullanilacaktir.

Ornek 3.1 o’+a+1=0 olmak Uzere F4={0,1,a,a2} cismi Uzerinde taniml
Frobenius otomorfizmasi;

0:F,—>F,

a—a’

seklindedir. Bu durumda 6(0)=0, 61)=1, 6(a)=a®, 6(a’)=a olacaktir.
Dolayisiyla F, ={0,1} cismi @ tarafindan sabit birakilan alt cisimdir ve & nin mertebesi

2 dir [7].
Ornek 3.2 F9={a+b;/‘a,beF3,)/2=2;/+1} cismi Uzerinde tanimli Frobenius

otomorfizmasi K € Fy olmak tizere;
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0. F—>F

k —>k®

seklindedir. Bu durumda 6(0)=0, 0@Q)=1, 0(2)=2 ve
6(a+by) =(a+by)’ =a’+2b° +2b% =a+2b+2by olacaktir. Dolayisiyla F, ={0,1,2}
cismi @ tarafindan sabit birakilan alt cisimdir ve @ nin mertebesi 2 dir.

Tanim 3.1 Skew polinomlarin kiimesi;
F[x;0]= { f(x)=a,+ax+...+a,x"|a € F,Vi e{O,l,...,n}}

seklindeki polinomlardan olusur. Bu kiime Uzerinde toplama islemi standart tanimli

olup ¢arpma islemi ise
(ax') * (bx’) = ad' (b) X'
kurali ile belirlidir [2].

Ornek 3.3 Ornek 3.1'deki otomorfizmayi kullanarak asagidaki carpma islemlerini

inceleyelim;

(aX)*(a*X) = af(a®)x* = a’X?

(a®X)*(aX) = 2*0(a) X = ax’.
F,[X; 8] kiimesinin tanimlanan garpma iglemine gére degismeli olmadigi agiktir [7].

Teorem 3.1 Toplama ve carpma islemlerinin yukaridaki sekilde tanimlandigi F[x;&]
kiimesi bir halka belirtir. @ birimden farkl ise F[x;8] degismeli olmayan bir halkadir.

Bu halkaya skew polinom halkasi denir ve asagidaki 6zellikleri saglar [2].
i F[x; 8] halkasinin sifir béleni yoktur.
ii. F[x; 8] halkasinin birimselleri F cisminin birimselleridir.
iii. der(f +g) <max{der(f),der(g)}
iv. der(f *g)=der(f)+der(g)
Teorem 3.2 (Bélme Algoritmasi) F[x;8] halkasindaki herhangi iki polinom f #0 veg
icin
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g=qx*f+r, der(r)<der(f)
olacak sekilde q,r e F[x; 8] vardir ve tek tarltdr [2].
Yukaridaki teoremde g polinomu f polinomu ile sagdan bélinmustir. Ayni teorem

soldan bélme icin de gecerlidir. Dolayisiyla F[X;0] halkasi icin bolme algoritmasi

sagdan ve soldan saglanir.

Not: Bu tezde o’=a+1, F, =(a) ve 6(a)=a’ ile belirli skew polinom halkasi
F[x6]; 7 =2y +1, F; =(y) ve 6(a) =2a’ ile belirli skew polinom halkasi F[x; 8] ile
gosterilecektir.

Ornek 3.4 F,[x;0] halkasinda X°-1=(X—a)(X—a?®) esitligi saglanir. Burada x -«

polinomu X*—1 polinomunun bir sol béleni ve Xx—a?®, x*—1 polinomunun bir sag

bélenidir. Fakat & ve a® bu polinomun bir koki degildir.
(@) -1=a’-1=a, (@*) -1=a-1=a".

Skew polinom halkalarinda bir polinomun koklerini ve indirgenemez ayrisimini
belirlemek degismeli polinom halkalarinda oldugu gibi kolay degildir. Literatiirde bir
skew polinomun carpanlarina ayrilisi ile ilgili algoritmalarin belirlendigi calismalar
vardir [19,20]. Fakat bu g¢alismalar da wuygulama hususunda ¢ok kolaylik
saglamadigindan bu tezde ornekler olusturmak icin skew polinomlarin indirgenemez

ayrisimlari ve diger islemler C++ programi yardimiyla bulunmustur.

3.1 F[x; 8] Halkasinda ideal Kavrami

I, F[x;0] halkasinin bir sol ideali ve | idealindeki en kigiik dereceli sifirdan farklh

polinom f olsun. g polinomu | idealindeki herhangi bir polinom olmak tizere
g=qx*f+r, der(r)<der(f)

saglanir. Fakat r=g—qg=* f €l ve f idealdeki en kiiclik dereceli polinom oldugundan

r =0 olmak zorundadir. Bu durumda

g=qxf, VvVgel
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saglanir. Dolayisiyla | ideali F[X;0] halkasinda temel sol idealdir. Benzer sekilde
F[x;€] halkasindaki tim sag idealler temel idealdir. Dolayisiyla F[X;#] halkasi

degismeli olmayan temel ideal bolgesidir [2].
Tanim 3.2 |  F[x;6] olsun.

| =F[x;0]*g
| = f+F[x6]

olacak sekilde f,g e F[x;0] varsa | ideali hem sag hem de sol idealdir. Béyle bir |

idealine c¢ift tarafli ideal veya kisaca ideal denir [2].

Onerme 3.1 | cift tarafli bir ideal olsun. | idealinin sol iireteci ayni zamanda sag
Uretecidir [2].

ispat: | cift tarafli bir ideal olsun. Bu durumda | =F[x;0]*g ve |=f=*F[x6]
olacak sekilde f,g e F[x;#d] vardir. Boylece fs=g esitligini saglayan bir s e F[x;0]
ve tg = f esitligini saglayan bir t € F[x; 8] bulunabilir.

tf €| oldugundan tf = ft' olacak sekilde t'e | vardir.

f =tg=tfs= ft's ve F[x;0] halkasi sifir bélensiz oldugu icin 1=t's olacaktir. Bu
durumda s elemani birimseldir. Benzer sekilde t elemani da birimsel olarak bulunur.

Dolayisiyla f ile g ilgilidir. m

Teorem 3.3 Ké’)‘:m ve 8 €K olsun. F[x;0] halkasindaki herhangi bir ift tarafli
idealin Ureteci;

f(x)=(a, +ax" +a, X" +...+ax™)*x' (teZ"U{0})
formundadir [2].
ispat:  f(x)=a,x' +ax™+a,x"?+...+ax"" polinomu bir idealin ireteci olsun.
Herhangi BeF icin BX =X0 esitligini saglayan B=6'(0), §eF mevcuttur.

r

Dolayisiyla X' tarafindan iretilen ideal ift taraflidir. g(x)=a, +ax+a,x’ +...+aXx",

;
a,#0 ve g cift tarafli bir idealin Ureteci olsun. Bu durumda herhangi f<€F igin

£9(x) =g(x)o olacak sekilde bir 5§ € F mevcuttur.
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9(x)o = (a8, +ax+a,x’ +....+ax")s
=a,0 +3,0(8)X+a,0° (6)X* +....+a,0" (5)X"
,Bg(x) ::Bao +,Ba1x+ﬂa2x2 +----+ﬂarxr

Buradan S =5, f=0(5), B=6°(9),....f=0"(5) elde edilir. Bu esitlik ancak x

degiskenlerinin derecelerinin m nin bir kati olmasi durumunda saglanir.

Sonug 3.1 X° —1 polinomunun F[x;d] halkasinda irettigi ideal <XS —1> olsun. <XS —l>

idealinin cift tarafli bir ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul m|s olmasidir [7].
Tanim 3.3 R bir halka olsun.

Z(R) ={alab=ba Vb e R}
kiimesine R halkasinin merkezi denir [18].

Sonu¢ 3.2 Z(F[x0])={f =g, +ax"+..+a x™

a, €K, ‘<0>‘ =m} kiimesi

F[x; 8] halkasinin merkezidir [2].
Onerme 3.2 x" -1 Z(F[x;6]) < m|n [4].

ispat: (<) m|n ve f(x)=a,+ax+..+ax" €F[x;6] olsun. Bu durumda her aeF
icin 8"(a)=a olur.
(X" == f(x)=(x"-1)*(a, +a,X+...+aXx")
=X"*a,+ X" *aX+..+X" *ax — f(x)
=0"(a,)X" +6"(a,)x" x+...+0"(a,)X".x" — f(X)
=g, X" +a X" X+...+ax".x —f(x)
=3, * X" +aX*X"+..+aXx *X"— f(x)
=(a, +aXx+..+aXx)*x"— f(x)
= f(x)*(x" -1).

Dolayisiyla X" —1e Z (F[x;6]) dir.

=) x"-1eZ(F[x;0]) olsun. Bu durumda her feF[x0] igin

fO)X"-)=(xX"-1)f(x) olur. Ozel olarak f(x)=ax" eF[x;0] alindiginda
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(xX"-D*ax" =6"(@)x"" —ax" ve ax" *(x"—-1) =ax"™ —ax" elde edilir. Buradan her
aeF icin 8"(a) =a olacaktir, bu da ancak m|n iken mimkiindiir. m

Ornek 3.5 F,[x;d] halkasinda @ nin mertebesi 2 oldugundan n gift ise x" -1
polinomu merkezdedir.

(x* =D(ax®+a’x) = 60" (a)x’ +0* (a®)x® —ax’ —a’x
= ax® +a’x’ —ax? —a’x

(ax® +a’x)(x* 1) = ax® + a’x* —ax’ —a’x.
Fakat (ax® +a*X)(xX* 1) =ax’ + a’x* —ax’ —a’X ve

(x* =) (ax® + a’X) = *(a)X* + 8 (*)x* —ax® —a’x

= o’ +ax’ —ax®* —a’x
oldugundan x° —1 polinomu merkezde degildir.
Onerme 3.3 hg € Z(F[x;8)]) ise gh=hg saglanir [8].

Sonug 3.3 Merkezdeki bir polinomun sol boleni ayni zamanda sag bolenidir.

3.2 F[x; 9]/<X” —1> in Cebirsel Yapisi

m|n ise | =<Xn —1> ideali F[x;6] halkasinda cift tarafli bir idealdir. R=F[x;d] ve
R.o= R/<X” —1> olsun. R, kiimesi lizerinde toplama islemi iyi tanimhdir. R, kiimesi
Uzerinde ¢arpma islemi ise

(F+Dx(g+1)=Ffxg+fxl+1xg+]I
=f*xg+(f+g)*1+1
=fxg+1

olarak iyi tanimhidir. Dolayisiyla R, , bir halkadir. m/n ise carpma islemi iyi tanimli
olmadigindan R, , halka olmayabilir. Dolayisiyla R, nin ideallerinden bahsedilemez.

Fakat R, kiimesi bir sol F[X;8]-modil olarak ele alinabilir ve bu kiime tzerinde

rx=(f+1)=rxf+1 VreF[x;0]
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modil garpimi tanimlanabilir [4].

Ornek 3.6 F,[x;6] halkasinda ‘<9>‘=2 dir. 2/3 oldugundan R, = F,[X; 0]/<X3 —1> bir
sol F,[x;8d]-modiil olarak ele alinabilir. F,[X;6] halkasinda x> —1=(X+1)(x* +X+1)
dir. 1'=F,[x;0]*(x+1) =(x+1), R;, nin bir sol alt modiliidiir. Bu alt modiiliin tim

elemanlari ve elemanlarina karsilik gelen kodsoézler (CeFf) asagida listelenmistir.

Ornek 4.4’te bu alt modiile karsilik gelen kodun devirli bir kod oldugu gdsterilecektir.

Cizelge 3.1 1I' nin elemanlarina karsilik gelen kodsoézler

r(x) e F,[x; 6] r(x)*(x+)el’ kodséz
0 0 000
1 X+1 110
a aX+a aal
a’ a*x+a? 2?0
X X2 + X 011
ax ax® +ax Oaa
a’x a* X% +a’x 0a’a?
x+1 X2 +1 101
ax+1 ax’+a’x+1 1o
a?x+1 a*x*+ax+1 loa’®
X+« X +a’X+a aa’l
axX+a ax’+a a0a
a*xX+a X+ X+a ala?
X+a’ X2 +ax+a? ad’al
ax+a’ ax’ +x+a? a’la
a*x+a? X% + a?0a”
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BOLUM 4

SKEW DEVIRLi KODLAR

Boucher vd. [3] tarafindan devirli kodlarin Ureteg¢ polinomu degismeli olmayan skew
polinom halkalarindan alinarak devirli kodlarin bir genellemesi elde edilmistir. Bu yeni
kod ailesi skew devirli kodlar olarak adlandiriimistir. Daha sonra vyapilan bazi
calismalarda ise skew devirli kodlar yerine &-devirli kodlar ifadesi kullanilmistir [6,8].
Skew polinom halkasinda sag ve sol bdlme algoritmasi saglandigi icin bu halkalar

vasitasiyla elde edilen kodlar devirli kodlara benzer 6zellikler tagimaktadir.

Tanim 4.1 F sonlu bir cisim ve @, F cismi Gzerinde tanimli bir otomorfizma olsun. C

F" uzayinin bir alt kiimesi olmak tzere

i C, F" uzayinin bir alt uzayi ve
i.  VC=(C),CpeeCyy) €C igin o(c) =(6(c,,).0(C,) - 0(C,,)) €C
oluyorsa C kimesine n uzunlugunda skew devirli kod denir. & donlisimine skew
devirsel 6teleme (skew cyclic shift) denir [4].
C kodunun kodsozleri asagidaki gibi polinom olarak ifade edebilir.
7: C—> F[x;&]/<x”—1>
c=(¢,C,..... Cpy) > C(X) =Cy +C X +.....+C, ;X

olarak tanimlanan ~ fonksiyonu bir izomorfizmadir. c € C kod s6ziiniin & altindaki
gériintlisi polinom yazihminda x#*c(x) = 6(C,_,) +0(C,)X +....+8(C, ,)X"* ye karsilik

gelir.
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C, F Juzerinde tanimh n uzunlugunda devirli kod iken 7(C) nin F[X]/<Xn —1>

halkasinin bir ideali oldugu gosterilmisti. Skew devirli kodlar tanimlanirken iki durum ile

karsilasilir.

C, F lzerinde tanimli n uzunlugunda skew devirli kod ve ‘<0>‘ =m olsun.

i. mjn ise F[x; 0]/<X" —1> bir halka belirtir. Bu durumda 7(C), F[X;9]/<X”—1>
halkasinin bir idealidir. Boucher vd. skew devirli kodlarin tanimini yaparken

kodlarin uzunlugunu m|n olarak kisitlamistir [3].

ii. mJ/n olmasi durumunda F[X; 9]/<X” —l> halka belirtmez. Siap vd. [4] te
herhangi bir n degeri icin 7(C) vyi F[X; 6’]/<X” —l> in bir sol alt modulu olarak
ele almis ve uzunluk igin bir dnceki ¢alismada verilen kisitlamayi kaldirmiglardir.

Teorem 4.1 C, F {zerinde tanimli n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C kodunun
skew devirli kod olmasi igin gerek ve yeter kosul C nin F[X;¢9]/<Xn —1> modulindn bir

sol F[x;8]-alt modili olmasidir [4].

ispat: C, F (zerinde bir skew devirli kod ve f(x)=a,+ax+...+a, ,Xx"" polinomuna
karsilik gelen kodséz (a,,a,,...,a,,) €C olsun. Bu durumda (a,,a,,...,a, ;) elemaninin

tim skew devirsel 6telemeleri C nin bir elemanidir. Boylece

x* f(X)=0(a,,)+0(a)X+...+0(a, ,)x"*

X *f(x)=0'(a,_)+0'(a,_,,)X+..+60' (@, )x""

n—i+1
seklindeki polinomlara karsilik gelen kodsézler C nin elemanidir. C lineer oldugundan
herhangi r(x) e F[x;d] igin r(x)*f(x)eC olur. Dolayisiyla C, F[X; 9]/<X” —1>

modulunin bir sol F[X;#]-alt modulidir. m

Onerme 4.1 C, F[x;6’]/<x“ —1> modulinin bir sol F[x;8]-alt modili olsun. Bu

durumda C devirli alt moduldir ve C deki sifirdan farkh en klglk dereceli monik

polinom tarafindan uretilir [4].
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ispat: f(X) polinomu C deki en kiiciik dereceli sifirdan farkli monik polinom olsun.
Eger C de der(f(x))=der(I(x)) olacak sekilde monik [(x) polinomu varsa
f(x)—1(x) e C ve derecesi f(x) den kigiktir. Buise f(x) inen kiglk dereceli olusu
ile celisir. Bu durumda béyle bir f(X) polinomu C de tek turliidir. ¢(X) €C olsun.

Sag bolme algoritmasindan

c(X)=q(x)* f(x)+r(x), r(x)=0 veya der(r) <der(f)
olacak sekilde tek tirli belirli q(x) ve r(X) polinomlari vardir. C bir sol alt modiil
oldugundan r(x)=c(xX)—q(x)* f(x)eC dir. Eger r=0 ise bu f(x) in en kuguk
dereceli olusu ile gelisir. O halde r=0 ve c(x)=q(x)* f(x) dir. Boylece C, f(X)

tarafindan tretilen devirli alt modiildiir, C =(f(x)) dir. m
Teorem 4.2 C =<f(x)>, FIx; 9]/<X” —1> modultnin bir sol F[X;#]-alt modili olsun.
Bu durumda f(x) polinomu X" —1 in bir sag bélenidir [4].

ispat: f(X) polinomu C deki en kiiciik dereceli sifirdan farkli monik polinom olsun.

Sag bolme algoritmasindan
X"=1=q(x)* f (X)+r(x), r(x)=0 veya der(r)<der(f)

olacak sekilde tek tiirlii belirli q(x) ve r(x) polinomlari vardir. f(x) ve x"-1=0, C

nin elemanlari ve C bir sol alt modiil oldugundan r(x) e C dir. Eger r(x) =0 ise bu
f(x) in en kigik dereceli olusu ile gelisir. O halde r=0 ve X" -1=q(x)* f(x) dir.
Dolayisiyla f(X) polinomu X" —1’in bir sag bélenidir. m

Sonug olarak; X" —1’in sag bélenleri F[X;6’]/<Xn —1> moddlinde birer sol alt moddl
uretir ve F[X;«9]/<Xn —1> modulindn sol alt modilleri birer skew devirli koda karsilik

gelir. X" —1’in derecesi n—k olan sag béleni, n uzunlugunda boyutu k olan bir skew

devirli kod uretir.
Z, asal cisimlerinde asikar olmayan & otomorfizmasi yoktur. Asikar olmayan bir

otomorfizmaya sahip en kuguk cisim F, tur. F[X;8] halkasinda polinomlarin
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carpanlara ayriligi tek tirli degildir. Carpanlarin tek tirli olmamasi daha fazla sayida
kod ve boylece daha iyi parametrelere sahip kod bulunmasi agisindan avantajhidir.

Nitekim [3] te daha 6nce bilinenden daha iyi parametrelere sahip F, ve F, Gzerinde
tanimli kod o6rnekleri bulunmustur. Bunlardan bazilari [3.(),16,9]4 , [36,20,10], ve

[44,20,17], seklindedir.

Onerme 4.2 g =g X +.....+ 0, X+0, polinomu F[x;8] halkasinda X" —1 in bir sag
béleni olsun. Bu durumda g polinomu F Uzerinde uzunlugun, boyutu n—-r olan bir

skew devirli kod Uretir, g polinomuna bu kodun Ureteg polinomu denir [6].

g d .- 9.4 g, 0 0

Xg 0 6(9,) ... 6(9,.) 6(9,) 0

G= =0 K :

. 0 0
X"g] |0 0 6" g,) ... 0779, 6"(g,)

G matrisi bu kodun ureteg matrisidir.

Ornek 4.1 F, lzerinde [4,2] parametrelerine sahip skew devirli kod bulmak igin

oncelikle x* —1e F,[x;8] polinomunun derecesi 2 olan sag béleni bulunmalidir. x' -1

in derecesi 2 olan tim sag bolenleri asagidaki gibidir [3]:

x'—1=(x*+1D)(x*+1)
= (X* +ax+a)(xX* +ax+a?)
= (X* +a’x+a?)(X* +a’x+a)
= (x> +a’x+a)(xX* +a’x+a?)
=(X* +x+a?)(X* +x+a)
=(X*+ X+ a)(X* +x+a?)

= (X* +ax+a’)(X* +ax+a).

glzx2+ozx+oc2 polinomu [4,2,3] parametrelerine sahip, Urete¢ matrisi

2 1
Glz[a @ , Oj olan skew devirli kod Uretir. |:4[X]/<X4 —1> degismeli polinom
0 o «a

halkasinda X* -1 polinomunun derecesi 2 olan béleni g, =x*+1 dir. g, tarafindan
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uretilen ideal F, uzerinde [4,2,2] parametrelerine sahip devirli bir koda karsilik gelir .
F4[X]/<X4 —1> halkasinda x*—1’in ikinci dereceden baska béleni olmadigindan [4,2]

parametrelerine sahip baska bir devirli kod yoktur. Brouwer’in tablosuna gére F,
uzerinde [4,2,3] parametrelerine sahip kodlar optimaldir [5]. Bu 6rnekte skew devirli

kod ailesinin devirli kodlar ailesine gére daha iyi parametrelere sahip oldugu gorilir.

Ornek 4.2 F, lzerinde [4,2] parametrelerine sahip skew devirli kod érnegi agagidaki
gibi bulunur.
X' —1=(X+1+ ) (X+D(X* + 1+ 27)X +2y)

=(X+27)(X+D(X* + (2+ )X +1+7)

=(X+2+27)(X+D)(X* + (¥)X+7) .
Yukaridaki bélenler x*-1e F,[x;0] polinomunun tiim ikinci dereceden sag bélenleri
degildir. Bu sekilde toplamda 40 farkli  faktorizasyonu  mevcuttur.
0,(X) = X* +(1+2y)x+2y olarak alindiginda C =(g,(x)), F, tzerinde bir skew devirli

2y 1+2y 1

0
matrisi C nin Urete¢ matrisidir. C kodunun
0 1+y 2+y

koddur. G, =(

parametreleri [4,2,3], dur. Bu parametrelere sahip bir kod [5] e gére optimal koddur.
Yukaridaki iki drnekte de gorildigi gibi bu kod ailesinden iyi kodlar elde edilmektedir.
Onerme 4.3 F[X;0] halkasinda

g(x) =0, + 09 X+....+9,x", h(x)=h,+hx+...+h _ x

ve X"=1=h(x)g(x) olsun. C, g polinomu tarafindan iretilen n uzunlugunda skew

devirli kod ise

heO(h.,.) ... 0" h) 6" (h) 0 0

0 o(h,, " (h) ... 0

H=l 0 6*(h,_,) ' :
0 .. 0 0'h.) ... ") 6"(h)]
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matrisi C kodu igin kontrol matrisi ve hy(x)=h,_ +0(h, , )X+....+0" " (h)x""

h-r-1
kontrol polinomudur [6].

Bu onermede h(x) polinomunun ters siralisi olan hy(X) polinomu
(/)(Z::Or ax') :Z: x'a, fonksiyonu kullanilarak hg(x) = x"" *@(h(x)) esitliginden
kolayca bulunabilir [8].

Sonug 4.1 h(x)g(x) =x"-1e F[x;6] olsun. C, g(X) tarafindan (retilen skew devirli
kod olmak tizere g*(x) =h(x)=h,_ +0(h, _,_)X+....+0""(h,)x"" polinomu, C* igin
tiretec polinomudur ve C* kodu bir skew devirli koddur [6].

Ornek 4.3 F[x0] halkasinda x°-1=(x*+a’x+1)(x*+a*x* +a’x+1) dir.

g(x) =x*+a°x’ +a’x+1 ve C =(g(x)) olsun.

G 1 a 0 a® 10

0 1 a 0 a1l
matrisi C kodu igin bir Urete¢ matrisidir. C, F, Gzerinde [6,2,4] parametrelerine
sahip skew devirli koddur. C kodu Brouwer’in tablosuna gére optimal bir koddur [5].
x*—1=h(x)g(x) esitligini saglayan h polinomu X?+a’x+1 dir. Bu durumda h

polinomunun ters siralisi  ho(X) = X*(x? +x'a® +1) = x* + O(a’)x +1= X" + ax+1

olarak bulunur. h, polinomu ayni zamanda C nin kontrol polinomudur. Béylece

l1a 1 0 0 0
L |01 a1 00
00 1 a 1 0
00 0 1 & 1

matrisi C nin kontrol matrisidir. Ayni zamanda h, polinomu C* icin Uretec polinomu
ve H matrisi C* in tiretec matrisidir.

Abualrub vd. [7] nolu ¢alismada parcali devirli kodlarin genellemesi olarak skew pargall

devirli kodlari tanimlamislardir.

Tanim 4.2 C, F" uzayinin bir alt uzayi olsun. Her
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C:(Co,o’co,v 1Co119Cr0s Cras s Cpgr v Gy 09 Cs a1 ,CH’H)EC
icin

T _ e(cs—l,o)v H(Cs—l,l)' e e(cs—l,l—l)’ e(CO,O)' e(co,l)v
B U N WA R R W R

oluyorsa C ye uzunlugu n=sl indeksi | olan skew pargali devirli kod veya |-skew

parcali devirli kod (1-quasi cyclic code ) denir [7].
C’, F cismi lizerinde bir lineer kod ve n=ms olmak iizere ¢’ :(cl|(:2 ‘...|cs)e c’,c

kodsoziiniin s esit  parcaya  bolinmis hali  olsun. Bu  durumda
(ps(c'):(o-(cl)|a(cz)‘...|a(cs))eC’ oluyorsa C’ kodu, F uzerinde uzunlugu n, indeksi

s olan skew parcali devirli bir koda denktir. (o ; skew devirsel 6teleme fonksiyonudur.)

4.1 Skew Devirli Kodlarin Diger Yapilarla ilikisi

Siap vd. tarafindan [4] te skew devirli kodlarin bazi sartlar altinda devirli kodlar ve
pargali devirli kodlara denk olduklari bulgusuna ulasiimistir. Bu baslk altinda ilgili

teoremler 6rneklendirilecektir.

Onerme 4.4 (Euclid Lemma) a,beZ ve a ile b nin en biiyiik ortak bdleni d olsun,

(a,b)=d . Budurumda X,y € Z vardir dyle ki ax+by =d esitligi saglanir.

Bu baslik altindaki teoremlerin ispatinda yukaridaki 6nerme kullanilacaktir.

Teorem 4.3 C, F (zerinde tanimli n uzunlugunda bir skew devirli kod ve ‘<0>‘= m
olsun. (m,n)=1ise C bir devirli koddur [4].

ispat: g(x)e F[X;6?]/<Xn —1> ve C=(g(x)) olsun. (mn)=1 iken ym+y,n=1

esitligini saglayan Y,,¥, €Z vardir. ym=1-y,n esitliginde Y, yi negatif tamsayi

olarak alabiliriz, bu durumda yym=1+Dn ve D >0 olur.

c(X)=c, +C,X+...+C, ;X" €C olsun. C nin devirli kod oldugunu géstermek igin

C,, +CX+...+C,_,X"" eC oldugunu géstermek yeterlidir.
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XM xc(X) = X" # (Cy +C X+ +C X"

— 01+Dn (CO)X1+Dn +.“+91+Dn (Cn_Z)X1+Dn+n—2 +91+Dn (Cn_l)X1+Dn+n—l

— eylm (CO)X1+Dn +...+0y1m (Cniz)X1+Dn+n—2 +0y1m (Cn,l)X1+Dn+n_1-
F[x; 6?]/<x” —1> halkasinda Xx"=1 ve aeF icin 6"(@)=a oldugundan,
XM % ¢(X) =C, , +CoX+...+C X" eC dir. Bdylelikle C, n uzunlugunda bir devirli

koddur. m

Ornek 4.4 F[x,0] te x*-1 polinomunun X’ —1=(X-1)(X*+x+1) den baska
indirgenemez ayrisimi yoktur. g(x) = x—1 olarak alalim, bu durumda C :<g(x)>, F,

11

0 .
matrisi
01 1]

Uzerinde uzunlugu 3 boyutu 2 olan skew devirli koddur ve G :[

Urete¢ matrisidir. Bu kodun elemanlari agsagidaki gibidir:

C ={000,110,011,101, 0,0, 20, a’a?0,00%a’, a?0a?,
aa’llaa’, a’la, a’alla’a, ala’}.

C, F, tzerinde [3,2,2] parametrelerine sahip devirli bir koddur.

Bu tezde yukaridaki teoremden yola cikilarak yapilan arastirmalar neticesinde asagidaki
teorem bulgusuna ulasiimistir.
Teorem 4.4 F [x;6] halkasinda g(x), x"—1 in bir sag béleni ve @ altinda sabit kalan

alt cisim K olsun. (m,n)=1ise g(x) e K[x] tir.

Ispat: g(x)=g,+g,x+....+ 9, X" +x" ve g(X), x"—1 in bir sag béleni olsun. Bu

durumda C =<g(x)>, F, Uzerinde n uzunlugunda, boyutu n—r olan bir skew devirli

koddur.

g(x), C kodunun elemanlari arasinda en kugtik dereceye sahip monik polinomdur.
(mn)=1 ise yn+y,m=1 esitligini saglayan VY,,¥,€Z vardir. yn=1-y,m
esitliginde Y, bir negatif tamsayi olarak alinabilir. Bu durumda y,n=1+Dm ve D >0

1 r

olur. g(X)=0gy+ g X+....+ g, ;X' +x" polinomuna  karsilik  gelen  kodséz

(99,9459, 1,1,0,0...,0) € C dir.
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Xyln % g(X) — 91+Dm (go)xyln + 91+Dm (gl)xylm-l +. + 91+Dm (gr_l)xylmr—l + Xy1n+r

=0(9,) +0(g) X +..... ""9(gr—1))(r71"')(r € (9(x)).

Dolayisiyla (-6(g,),-6(9,),.....,—6(9, ,),-10,0,.......,0) € C dir.

c'=(9,—-6(9,),9,-6(9,),......9, , —€(g,,),0,0,0,....... ,00eC, bu kod sdze karsilik
gelen polinom c'(x) = g, —6(d,) + (9, = 0(9,)) X +.....+ (9, - e(grfl))xr_l < <g(X)> dir.
Bu durumda deg(c'(x)) <deg(g(x)) olur. Eger g, #6(g;) , 0<i<r-1 olacak sekilde

bir i varsa g(Xx)’in en kiguk dereceli olmasi ile ¢elisir. O zaman her i; 0<i<r-1 igin

g. =0(9;) olmahdir. Bu da ancak g(x) € K[x] iken miimkiindir. Dolayisiyla (m,n) =1
iken Xx"—1 in F.[x; 6] daki indirgenemez ayrisimi tam olarak X"—1 in K][X]
halkasindaki indirgenemez ayrisimi olarak bulunur. m

F.[x; 8] skew polinom halkasi tek tirlG ¢carpanlarina ayrilabilen bir halka olmadigindan
F, Uzerinde tanimh skew devirli kodlarin sayisini tam olarak belirlemek zor bir

problemdir. Fakat yukaridaki teorem ve Teorem 4.4 sonucu olarak (m,n)=1 oldugu

durumda skew devirli kodlarin sayisi belirlenebilir.

Teorem 4.5 (mn)=1 ve x"-1le Fq[x;é?] polinomunun indirgenemez garpanlarinin

ayrisimi X”—lzl_[ir=l p’ (X) olsun. Bu durumda F, Uzerinde tanimli uzunlugu n olan
. . r .

skew devirli kodlarin sayisi 1_[i:1(si +1) dir.

Ornek 4.5 9, F, tzerinde tanimli Frobenius otomorfizmasi olsun. Bu durumda a € F,

icin 6(@a)=a’, & nin mertebesi ‘<¢9>‘=2 ve @ altinda sabit kalan alt cisim ise F; tur.

n=357 icin X" =1 in F[X;d] halkasindaki indirgenemez ayrigimlari;

X —1=(x-D(x-1)(x-1)
X —1=(xX=D(X* + x>+ x* +x+1)

X —1=(X-DX*+ x> +x* + X + x>+ x+1)
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seklindedir. Her biri tam olarak n=35,7 icin X" =1 in F,[X] deki ayngimidir. Béylece

=

5 Uzerinde tanimli n =3 olan skew devirli kodlarin sayisi 4, n=5 olan skew devirli

kodlarin sayisi 4 ve n=7 olan skew devirli kodlarin sayisi 4 olarak bulunur.

Teorem 4.6 C, F (zerinde tanimli n uzunlugunda bir skew devirli kod ve ‘<9>‘= m

olsun. (m,n)=d ise C; uzunlugu n, indeksi d olan bir pargal devirli koddur [4].
ispat: n=ds ve C=(Cyg,CyyrrsCog_11Cr0rCrprernsCiggnrons CoggrCoggrs Csggg ) €C Olsun,
(mn)=d oldugundan ym=d+Jn esitligini saglayan pozitif J tamsayisi vardir.
X" c(X) e karsilik gelen kodsézii 8°"(c) ile gosterelim. Bu durumda

HdJn]n[CO,O’CO,l""’CO,d—licl,O’Cl,l!"'! )

Cl,dfl’ e CS*l,O ' CS—l,l’ e Csfl,dfl

B 0d+Jn (Cs&’O)’ 9d+Jn (cSilYl)1 " 0d+Jn (CSﬁleil), 0d+Jn (CO,o)v .
0 (Cog)ses 0% (€0, 0T (Cpy)sn 077 (€, 00)

aeF icin 8°7"(a)=6""(a) =a oldugundan,

6d+Jn (C) — (

Cs—l,O ! Cs—l,l’ e Cs—l,d—l’ CO,O ! C0,1’ T
eC
CO,dfl’""0572,0'(‘:572,1’"'70572,dfl

olarak elde edilir. Dolayisiyla C , n uzunlugunda indeksi d olan bir parcal devirli

koddur. m

Ornek 4.6 x*—1=(x’+a’x+a’)(xX* +a’x+a) e F,[x,0], 9(X)=X*+a’X+a olarak

alalim. Bu durumda C :<g(x)>, F, tzerinde uzunlugu 4, boyutu 2 olan skew devirli

a o’ 1

2

koddur ve G =
a «

j matrisi C nin bir Urete¢ matrisidir. & nin mertebesi

2 ve n=4 oldugundan indeks d =(4,2) =2 olarak elde edilir.

C ={000,1111, caaa,a’a’a’a’,
aa’10,10aa’,0a’al, al0a?,
a’a01,01c’a, 1o’ 0, 0clar?
a’0la, 10?0, 100, a0’ 1}
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C nin elemanlari incelendiginde F, tzerinde [4,2,3] parametrelerine sahip indeksi 2
olan parcali devirli kod oldugu goriliir.

F,[x;0] halkasinda X" =1 polinomunun bir sag béleni olan ve katsayilari &

otomorfizmasi altinda sabit kalan elemanlardan olusan bir polinom tarafindan Gretilen
kod devirli koddur. Asagidaki 6nerme, [8] nolu calismadaki Onerme 4’iin skew devirli

kodlar igin diizenlenmis halidir.

Onerme 4.5 6, Fq cismi lzerinde tanimh bir otomorfizma ve @ tarafindan sabit
birakilan alt cisim K olsun. f(x) e F[x;8] polinomu X" =1’in bir sag béleni olmak
Uzere C=<f(x)> kodunun bir devirli kod olmasi icin gerek ve yeter kosul f(X)
polinomunun katsayilarinin K cisminin elemani olmasidir.

Ornek 4.7 F, tzerinde tanimh 6(a) = a® otomorfizmasi altinda sabit birakilan alt cisim
F,={0,1} dir. F,[x;0] halkasinda x*—1'in katsayilari F, cisminin elemani olan sag
béleni x*+1 dir. Bu durumda C:<X2+1>, F, tzerinde 4 uzunlugunda bir devirli

koddur.

C ={000,1111, e, a’alata’,
1010,0101, 00,0 0cr, ¢*0cx*0, 0cx* 0,
lode, alad, a’la’l1e’1a’, aa’aa?, a’aa’a}

4.2  Skew Devirli Kodlarin idempotent Uretegleri

F,[x] degismeli polinom halkasinda (n,q) =1 ise F, uzerinde tanimh n uzunlugunda
devirli bir kodun idempotent (reteci vardir ve tek tirladir [15]. F.[x;0] skew polinom

halkasinda ise bir polinomun c¢arpanlarina ayrilisi tek tirli olmadigindan idempotent
Ureteclerin varhigini tespit etmek zor bir problemdir. Asagidaki teoremde bazi

kisitlamalar altinda idempotent Ureteglerin varligi gdsterilecektir.
Teorem 4.7 g(x) € F,[x;0] polinomu X" =1 in bir monik sag boleni ve C, g(x)

tarafindan Uretilen F, Uzerinde n uzunlugunda bir skew devirli kod olsun. ‘(0}‘:m
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olmak uzere (mn)=1 ve (n,q)=1 ise C=(e(x)) olacak sekilde bir

e(x) e Fq[x;e]/<x” —1> idempotent polinomu vardir.

ispat: F, cisminin ¢ altinda sabit kalan alt cismi K olsun. g(x) e F [x;0] polinomu
X" =1 in bir monik sag béleni ve (m,n)=1 ise Teorem 4.4 ten g(X) € K[x] dir. Bu
durumda g(X) polinomu K (izerinde n uzunlugunda bir devirli kod Uretir, bu kod
C'=(g(x))e K" olsun. C=(g(x))eF, kodu F, tzerinde n uzunlugunda bir skew
devirli koddur ve C'cC oldugu aciktir. (n,gq)=1 ise C’' devirli kodunun
e(x)qu[X]/<X”—l> seklinde tek bir idempotent ureteci vardir. Ayni zamanda
e(x)eC dir. O halde C=(e(x)) oldugu gésterilirse istenen elde edilir. e(x)eC
oldugundan e(x)=a(x)*g(x) olacak sekilde a(x)e F,[x;0] vardir ve boylece
Fq[x;19]/<xn —1> de (e(x))=(g(x))=C dir. C nin tim kodsozleri C’' niin
kodsézlerinin F_-lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Dolayisiyla Fq[X;Q]/<Xn —1>
de (e(x)) ve (g(x)) in boyutlar esittir. Béylece C =(e(x)) ve e(x) polinomu C nin

bir idempotent lretecidir. m

Ornek 4.8 x° —1 polinomunun F,[X;6] halkasinda indirgenemez garpanlarina ayriligi
X? —1=(X+D)(X* +x+)(x* + x> +1) dir. F4[x;0]/<x9—1> deki tiim idempotent
polinomlar;

1. xX3+x°

2. X+X+X + X+ X +x8

3. X+X+X+X X+ x4+ x X8

4, 1

5. 1+x3+x°

6. 1+X+X2+x ' +x°+x" +x°

7. L+ x+ X2+ X3+ X X+ x4+ x X8

8. a+ax+ax’+(1+a)X’ +ax' +ax’ +(1+a)x® +ax’ +ax’

9. a+l+a)x+A+a)X* +axX’ +(+a)X' +(1+a)X’ +ax’ + A+ a)x’ + 1+ a)x®
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10. 1+ a+ax+ax’ +(1+a)x +ax’ + ax’ + M+ a)x* +ax’ + ax®
11. I+ a+(+a)x+ [+ )X’ +ax® + (+ o)X + 1+ )X’ +ax® + 1+ )X +(1+ )X’
olarak bulunur.

C=<1+X+X2>, F, Gzerinde 9 uzunlugunda bir skew devirli kod ve F, tzerinde

X’ +X+1 polinomu tarafindan dretilen 9 uzunlugundaki devirli kod C’ olsun. Bu
durumda e(X) =1+ x+ x> +x*+X*+x" +x® polinomu C' niin idempotent uretecidir.

Dolayisiyla C = <e(x)> ve e(X) polinomu C nin bir idempotent Uretecidir. Fakat

e'(X)=a+ax+ax’ +(1+a)x} +ax' +ax’ + 1+ a)x® +ax’ +ax®

=(a+1+a)X’ +x" +ax®)1+x+x%)

polinomu C kodunun diger bir idempotent (reteci olarak bulunur. Oyleyse F,

Uzerinde tanimli skew devirli kodlarin idempotent Uretecleri vardir fakat tek tirli

olmayabilir.
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BOLUM 5

GALOIS HALKALARI UZERINDE TANIMLI SKEW DEViRLi KODLAR

Bu bolimde [9] ve [10] nolu g¢alismalardan yararlanilarak Galois Halkalari lzerinde
tanimh skew devirli kodlar incelenecektir. D. Boucher vd. [9] da skew polinom
halkasinda polinomlarin katsayilarini sonlu cisimler yerine Galois halkalarindan alarak
skew devirli kodlari tanimlamis ve [3] nolu calismayi genellestirmislerdir. Galois
halkalari tizerinde tanimlanan skew polinom halkalari sag(sol) Oklidyen olmadigindan
bu halkanin idealleri temel ideal olmayabilir. Fakat sag(sol) bélme algoritmasi bazi
polinomlar igin saglanir. Bu ylzden [9] da sadece monik Uretegli temel ideallerle

belirlenen skew devirli kodlar tGzerinde durulmustur.

M. Bhaintwal [10] ¢alismasinda GR(Q™) lizerinde tanimli skew parcal devirli kodlar
incelemigstir. D. Boucher vd. [9] nolu ¢alismalarinda skew devirli kodlari tanimlarken
GR(4™) halkasi lzerine yogunlasmislardir. GR(Q™) ve GR(4™) halkalari {izerinde
skew devirli kodlarin tanimi farklihk arz etmediginden bu bélimde tanimlamalar ve

orneklemeler GR(4™) halkasi kullanilarak yapilacaktir.

51  GR(4™) Uzerinde Tanimh Skew Polinom Halkasi

GR(g™) halkasi Bélim 2 de tanimlanmisti. Bu kissmda GR(4™) halkasi ve bu halka

Uzerinde tanimli Frobenius otomorfizmasi hakkinda kisaca bilgi verilecektir.

Tanim 5.1 g(X)€Z,[X] polinomu, derecesi m olan monik ve indirgenemez bir

polinom olsun. Z,[x] halkasinda h(X)=g(x) olacak sekilde monik ve temel
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indirgenemez h(x) polinomunu vardir ve Hensel lift yéntemi ile bulunur.
&= x+<h(x)> olsun. Bu durumda h(&) =0 olur, yani £ h polinomunun bir kékiddr.

Boylece
GR(4™) = Z,[x]/(h(X)) =Z,[£]
elde edilir. GR(4™) halkasinin tiim elemanlari
a=a,+aé+a,E’+...+a, "V, aeZ,
seklinde tek tirld yazilabilir. 7, ={0,1,&,£2,...,£% 2} Teichmiiller kiimesidir. GR(4™)
halkasinin elemanlari ayni zamanda;
a+2b, aber,

olarak da tek turli ifade edilebilir. Bu yazima elemanlarin 2-li (2-adic)temsili denir.
GR(4™) halkasi {izerinde Frobenius otomorfizmasi olan @, Bélim 2 de tanimlandig
Uzere, 0(a) =a, +a,é* +a,& +.....+a, &Y, a,eZ, (0<i<m-1) seklidedir. Ayni
otomorfizmayi elemanlarin 2-li temsilinde asagidaki gibi ifade etmek mimkindur [17].

0:GR(4"™) - GR(4™)
a+2b—a’+2b*> aber,

6 nin mertebesi ‘<9>‘ =m ve Z, halkasinin elemanlari 8 altinda sabittir.

GR(4™M)[x;0]={a, +ax+a,x*+...+a x"| a e GR(4™),n e N}

kiimesi standart toplama islemi ve (ax')(bx!)=ad'(b)x! (a,b eGR(4™)) kurali ile
belirli carpma islemi altinda polinom halkasidir. Bu halkaya GR(4™) iizerinde tanimli
skew polinom halkasi denir. GR(4™)[x;d] halkasi @ otomorfizmasi birimden farkli ise
degismeli olmayan bir halkadir.

Ornek 5.1 GR(4%) halkasini olusturmak icin Z,[X] te derecesi 2 olan monik ve temel
indirgenemez polinom bulunmalidir. Z,[x] halkasinda ikinci dereceden indirgenemez

polinom X*+x+1 dir.
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h(x)=x*+x+1e Z,[x]  polinomunun  Hensel lifti  h(x)=x*+x+1eZ,[x]
polinomudur. &, h(X) in bir kéki olsun. Bu durumda h(&)=0 ve &> =3£+3 dir.

Boylece GR(4%) ={a, + &by | a,,b, € Z,} elde edilir.

7={0,1, &, kiimesi GR(4%) nin Teichmiiller kimesidir ve GR(4%) halkasinin tim
elemanlari a+2b, a,ber seklinde tek tiirli ifade edilebilir. GR(4%) iizerinde tanimli

Frobenius otomorfizmasi ise

0:GR(4?) — GR(4?)
a+2b —a?+2b?

seklindedir ve ‘<0>‘=2 dir. a,,b, € Z, ve a,+b,& elemaninin 2-li temsili a+2b olsun.

Bu durumda @(a+2b) = 6(a, +b,&) = a, +b,&?, 8,0y €Z, tur. Goruldugu Uzere Z,

Un elemanlarn @ altinda sabittir.

Ornek 5.2 GR(4%) halkasinda 3+ 2& elemaninin 2-li temsilini bulalim.
3+25=1+2(1+&) =1+2(3+38) =1+2&°

Bu elemanlarin @ altindaki gérintileri,

O(3+28) =3+252 =3+2(3+38) =1+ 28
OL+28%) =1+ 2(£%)? =1+ 2(38) =1+ 2¢&

olarak bulunur ve 8(1+2£%) = 6(3+2¢£) oldugu gorilir.
Onerme 5.1 GR(4")[x; 8] halkasinin merkezi, Z (GR(4™)[x;0]) = Z,[x"] dir [9].

GR(4™)[x; 8] halkasi sol veya sag Oklidyen degildir. Fakat sag ve sol bélme algoritmasi

bazi polinomlar igin tanimhdir. f,g € GR(4™)[x;d] sifirdan farkh polinomlari igin ézel

olarak g polinomunun bas katsayisi birimsel oldugu durumda
f=qg+r, der(r)<der(g)

olacak sekilde ¢,r e GR(4™)[x;#] polinomlari vardir ve tek tirlidir. r=0 ise g

polinomu f nin bir sag bélenidir. Sol bélme algoritmasi da benzer sekilde tanimlidir.
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Ornek 5.3 GR(4%)[x; 6] halkasinda x* —1 polinomunun indirgenemez ¢arpanlari

X' —1= (X+D(X+D(X+2E +1) (X +2£ +3)
= (X" +2E+1)(X* +2£+3)

seklindedir. Goruldugu tzere GR(4%)[x;8] halkasinda bir polinomun indirgenemez
carpanlarinin derecelerinin siralanisi tek tirli degildir [9].

Onceki bélimde F[Xx;8] skew polinom halkasi sag ve sol Oklidyen oldugundan F[x;&]
nin tim ideallerinin temel ideal oldugu gosterilmisti. GR(4™)[x; 8] halkasi sag veya sol

Oklidyen olmadigindan GR(4™)[x;8] halkasinin tiim sol(sag) idealleri temel ideal

olmayabilir. Bu nedenle [9] ve [10] nolu calismalarda monik polinomlar tarafindan

Uretilen temel ideallere karsilik gelen skew devirli kodlar tizerinde durulmustur.

D.Boucher vd. [9] ¢alismalarinda uzunlugu m|n olarak kisitlamis ve
GR(4m)[X;0]/<X”—l> halkasinin temel ideallerine karsilik gelen skew devirli kodlar
incelemiglerdir. m]n ise GR(4m)[X;t9]/<X” —1> halka belirtmez fakat bir sol

GR(4™)[x; 6] -modiildiir. M. Bhaintwal [10] ¢alismasinda uzunluk icin bir kisitlama
getirmeden GF\’(4m)[X;«9]/<Xn —1> modulinin serbest sol alt modidillerine karsilik gelen

skew devirli kodlari incelemistir.

Bu kisimda dncelikle m|n sarti altinda skew devirli kodlar incelenecektir. Daha sonra

[10] da verilen modiil yaklasimi agiklanacaktir.

5.2  GR(4™) Uzerinde Skew Devirli Kodlar

6, GR(4™) uzerinde tanimh bir otomorfizma ve C GR(4™) iizerinde tanimh n

uzunlugunda bir lineer kod olsun. Herhangi c=(c,,cC,..,C, ,)€C igin
(@(c,,),0(c,),....0(c, ,)) eC oluyorsa C, GR(4™) izerinde tanimli bir skew devirli
koddur.

Onerme 5.2 feZ,[x"], der(f)=n , ve f bir monik polinom olmak

tzere GR(4™)[x; 4] halkasinin f tarafindan iiretilen herhangi bir sol veya sag ideali ¢ift

51



tarafli temel idealdir. g € GR(4™)[X;d] polinomu f polinomunun bir sag béleni olsun.

Bu durumda g polinomu GR(4m)[x;6?]/< f> halkasinda bir temel sol ideal uretir [9].

min ise Xx"-1eZ,[x"] ve boylece GR(4m)[X;6’]/<X"—1> bir halkadir. 1,
GR(4m)[X;¢9]/<X"—1> halkasinin bir sol ideali ve | idealine karsilik gelen kod C olsun.

n-1

Herhangi a=(3,,8,,8,,...,8,,) €C icin p=a,+ax+a,x* +...+a,_Xx""el vel bir

sol ideal oldugundan xpel dir.

Xp = X(a, + X +...+a, ,x"")
=0(a,)+60(a)x+..+6(a,,)X"
=0(a,_,)+0(a)X+..+0(a,_,)X"" el;
boylece (0(a,,),0(a,),.....0(, ,)) €C elde edilir. Dolayisiyla C, GR(4™) Uzerinde
tanimh bir skew devirli koddur. GR(4"‘)[X;9]/<Xn —1> halkasinin her bir sol idealine

karsilik gelen bir skew devirli kod vardir. Fakat bu halkanin tim idealleri temel ideal

olmadigindan skew devirli kodlarin tamamini belirlemek zor bir problemdir.

Teorem 5.1 m|n olmak lzere g(X) eGR(4™)[x;] polinomu X" —1 in bir monik sag
béleni olsun. Bu durumda <g(x)> sol idealine karsilik gelen C kodu GR(4™) lzerinde

taniml bir skew devirli koddur [9].

Herhangi bir n tam sayisi icin GR(4™) (zerinde tanimli n uzunlugundaki skew devirli
kodlar [4] te oldugu gibi modiiller cinsinden ifade edilebilir. R=GR(4™)[X;8] olsun.
R(x"-1), R nin bir sol alt moduliidir ve R, ,=R/R(x"-1) bir sol R -modildir.

Skew devirli kodlar R, nin sol alt modiilleri cinsinden ifade edilebilir.
a(x) € R ve herhangi v(x) e R,, igin a(x)v(x) =v,(x)(x" —1) olacak sekilde V;(X) e R
polinomu varsa a(X) polinomu R, nin bir sifirlayicisidir (annihilator). Ozel durumda

v(X)=1 olarak alindiginda a(x).1=r(x)(x" —1) olacak sekilde r(x)eR vardir ve

a(x) e R(x" 1) dir. R, nin tim sifirlayicilarindan olusan kime | olsun. Bu durumda

|, R nin bir sol idealive 1 c R(x" ~1) dir. g(x) e R, , ise g(X) derecesi n den kigiik
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olan GR(4™) (zerinde bir polinomdur. a(x), b(x) € R iki polinom ve bu polinomlarin
dereceleri n den kiglk olsun. Her r(x)eR_, icin a(x)r(x) =b(x)r(x) saglaniyorsa
a(x)—b(x) el olur ve béylece a(x)—b(x) polinomu X"-1’in bir katidir. Fakat
dereceleri n den kicik oldugundan a(x)=b(x) elde edilir. Boylece
RR,, =R, ,R,, =R,, oldugu goriilir. Dolayisiyla C nin GR(4™) uzerinde tanimli n
uzunlugunda bir skew devirli kod olmasi icin gerek ve yeter kosul RC=R ,C=C

olmasi bagka bir deyisle C nin R, nin bir sol alt moduli olmasidir.[10]

Teorem 5.2 C, g(X)eGR(4m)[X]/<Xn —1> monik polinomu tarafindan tretilen skew

devirli kod olsun. C nin serbest GR(4™) —modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul g(X)

polinomunun X" —1’in bir sag boleni olmasidir [10].

n

Yukaridaki teoremde der(g(x))=r ise B={g(X),x*g(X),... X" *g(x)} kimesi
C'yi ureten minimal kimedir (bazidir). Dolayisiyla [9] nolu kaynakta m|n sarti ile
verilen 6nerme herhangi bir n uzunlugu icin gegerlidir.

Onerme 5.3 g=x"+g,_ X" +...+ g, X+ g, € GR(4™)[x; 8] monik polinomu X" -1 in

bir sag béleni olsun. Bu durumda ¢ polinomu GR(4™) zerinde [n,n—r]

parametrelerine sahip bir skew devirli kod Uretir. Bu kod igin Ureteg¢ matrisi;

9 -~ 9.4 1 0 0

0 6(g9,) ... 6(9,,) 1 0
G=|0 ‘. ", ", ", c. .

0

0 0 6"(g,) 0""(g,,) 1

seklindedir [9].

Onerme 5.4 h,g eGR(4")[x;d] ve X"—-1=hg olsun. GR(4") uzerinde g monik

polinomu tarafindan tretilen skew devirli kod C olsun. Bu durumda a € C olmasi igin

gerek ve yeter kosul a(x)h(x)=0 € GR(4”‘)[X;6’]/<Xn —1> olmasidir. Ayrica

h(x) =h, +hx+....+x" ise
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1 6(h.,) - o) 0 0
0 1 ez(hk—l) ekﬂ(ho) 0
0 0 e 1 0" (h_) - 6"*(h)

matrisi C kodu igin kontrol matrisidir [9].

Sonug 5.1 C, GR(4™) uzerinde g tarafindan Uretilen n uzunlugunda bir skew devirli
kod ve X"—1=hg olsun. g :zr:gixi ve h:nz_ihixi iken C nin duali, C* icin Ureteg
i=0 i=0
polinomu g*;
g =h_, +0(h,_ )X+..+0""(h)x"" dir.

C™* kodu bir skew devirli koddur. gl polinomu ayni zamanda C kodunun kontrol

polinomudur [9].

Ornek 5.4 x'—-1eGR(4%)[x;6] polinomunun derecesi 2 olan sag béleni GR(4%)

uzerinde n=4, k =2 parametrelerine sahip bir skew devirli kod uretir.
X' —1=(X*+2£ +D)(x* +2£+3) e GR(4%)[x; 4]
g(X) = X* +2& +3 polinomu tarafindan tiretilen skew devirli kod C olsun.

3+2& elemaninin 2-li temsili 1+2&% seklindedir.

. 1+2¢° 0 1 0 (14222 0 10
L0 o(1+22) 0 o) | 0 1+28 0 1

matrisi C kodu igin treteg matrisidir. h(x) = (x* —1)/g(x) = x> +1+2& oldugundan C
kodu icin kontrol polinomu g*(X) = X*(X? +1+2&) =1+ 6*(1+ 25)x* =1+ (1+2E)X°

olarak bulunur ve bdylece

gL 0 20
o1 0 1+2£

matrisi C nin kontrol matrisidir.
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53  GR(4°) Uzerinde Tanimli Monik Uretegli Skew Devirli Kodlardan Z, Uzerinde

Tanimli Lineer Kodlarin Eldesi

D.Boucher vd.[9] da bir déniisiim tanimlayarak GR(4°) tzerinde tanimli skew devirli

kodlardan Z, lzerinde tanimli lineer kodlar elde etmislerdir.

C, GR(4%) uzerinde tanimli bir skew devirli kod ve G matrisi C kodu icin treteg
matrisi olsun. GR(4%) ten Z, e tanimlanan déniisiim asagidaki gibidir.

i Urete¢ matrisinin her bir satinni & ile carpip yeni bir satir olarak ireteg

matrisine eklenir,

iii. Urete¢ matrisindeki a+ &b seklindeki her bir eleman 3ave a+b seklinde 2

eleman olarak degistirilir.

Neticede elde edilen trete¢ matrisi G', Z, tizerinde tanimli bir lineer kod tretir [9].

Ornek 5.5 Onceki érnekteki GR(4°) iizerinde tanimli C kodundan yukaridaki
dontsumi kullanarak Z, tzerinde tanimli bir kod elde etmek igin 6ncelikle G
matrisinin elemanlar a+b¢& olarak diizenlenmelidir.

G:[1+2§2 0 1oj_(3+2§ 0 10]

0 1+26 0 1) (L 0 1428 0 1

G matrisini tim satirlarini & ile carpip satir olarak eklendiginde asagidaki

genisletilmis matris elde edilir.

3+26 0 1 0
o |2t6 0 &0
0 1+2& 0 1
0 2436 0 &

ii. G’ matrisinin a+ &b seklindeki her bir elemani 3ave a+b seklinde 2 eleman

ile degistirildiginde bilegenleri Z, te olan asagidaki matris elde edilir.
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G”=

o o N
o O w B+
N W O O
 w O O
O O O Ww
o O - -
o w O o
 —k O O

G" matrisi Z, Uzerinde uzunlugu 2n =8 ve boyutu 2k =4 olan bir lineer kod Uretir.
Daha sonra Bolim 2 de tanimlanan Gray map kullanarak Z, uzerindeki bu koddan

treteg matrisi G, olan ikili lineer kod elde edilir.

1 000 1 01 1
0100 011 1
0 0

0010 110 1

G_0001 1110
2 1000 01 11
0100 101 1

0 0

0010 1110
000 1 110 1

G, tarafindan uretilen ikili lineer kod [16,8,4] parametrelerine sahiptir. Bu kod,

kendine dual kodlar icin bilinen en iyi parametrelere sahip bir kendine dual koddur.
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BOLUM 6

F . +UF ., HALKASI UZERINDE TANIMLI SKEW DEVIRLi KODLAR

Jitman vd. [12] de skew polinom halkasinda polinomlarin katsayilarini sonlu zincir
halkalarindan alarak sonlu zincir halkalari Gzerinde skew devirli kodlari

tanimlamislardir.

R birimli, degismeli ve sonlu bir halka ve R nin idealleri birbirini kapsiyor ise R ye

sonlu zincir halkasi denir. R nin ideallerinin zinciri

O=(r)cl e <t

# #

seklindedir. Sonlu zincir halkasinin tim idealleri temel idealdir ve maksimal ideali

tektir.
p bir asal say, m ve n pozitif tamsayilar ve q=p° olsun. Z ., GR(q™) ve

Fpm +qum +...+ue’1Fpm (u® =0 ) halkalari birer sonlu zincir halkasidir. Zpe halkasi

Galois halkasinin 6zel bir halidir. Onceki bolimde Galois halkalari izerinde tanimli skew

devirli kodlar incelenmisti. Bu bolimde Fpm+qum halkasi Uzerinde tanimli skew
devirli kodlar Gzerinde durulacak ve Fpm +qum Uzerinde tanimli skew devirli kodlarin

siniflandiriimasi verilecektir. Ayrica F, +UF, Gzerinde tanimli skew devirli kodlardan F,

Uzerinde lineer kodlar elde edilerek optimale yakin kod drnekleri verilecektir.
Fpm +qum ={a+ub|a,berm} kimesi standart toplama islemi ve u?=0 kurali ile

degiskeni u olan polinomlarin ¢arpma islemi altinda bir halkadir ve Fpm[u]/<u2>
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halkasina izomorftur. Fpm —i-qum degismeli ve birimli bir halkadir. Tim idealleri temel

idealdir ve <u> ideali bu halkanin tek maksimal idealidir.

Fpm +qum halkasi lizerinde skew polinom halkasini olusturmak igin bu halka lizerinde

otomorfizmalar grubu bulunmalidir. [13] te sonlu zincir halkalarinin otomorfizma

gruplari belirlenmistir.
Teorem 6.1 0 € Aut(F ,) ve S e Fp*m olsun.

Oy Fn+UF, > F, +uF,
0, ,(a+ub)=0(a)+ Bo(b)u

olarak tanimlanan ©® dénidsimi  bir otomorfizmadir ve Fpm+qum in

0.5

otomorfizmalar grubu Aut(Fpm +qum) :{®Hﬁ‘ 0e Aut(Fpm), pe F;m} dir [13].

Galois halkalari ve sonlu cisimler Gzerinde tanimli skew polinom halkalarina benzer

sekilde Fpm +qum Uzerinde skew polinom halkalari tanimlanabilir.

Tanim 6.1 @, Fpm + qum Uzerinde tanimli bir otomorfizma olsun.
(Fo +UF )X 0]={a, +ax+..+a,x"|a eF , +uF ., neN}

kiimesi standart toplama islemi ve Xa =0(a)X (ozerm +qum) kural ile belirli
¢arpma islemi altinda bir halkadir. Bu halkaya Fperqum Uzerinde tanimh skew
polinom halkasi denir. ® birim otomorfizma degilse Fpm +qum[x;®] halkasi degismeli
olmayan bir polinom halkasidir [12].

(Fpm +qum)[X;®] halkas! tek turli g¢arpanlarina ayrilabilen bir halka degildir. Ayrica
indirgenemez ¢arpanlarin dereceleri belli bir siralamadan sonra tek tirli degildir.
Ornek 6.1 O, ,(a+bu)=a+2bu olarak tanimli ©,, dénisimi F,+UuF, halkasi

tzerinde tanimli bir otomorfizmadir. Xx°—1 polinomunun (F, +UF,)[x;0,,]

halkasindaki 2 indirgenemez ayrisimi;
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x® —1=(x+1)°*(x+2)°

=(X* +ux+2)°

seklindedir. ilk ayrigimda birinci dereceden 6 indirgenemez carpan mevcutken

digerinde ikinci dereceden 3 indirgenemez carpan mevcuttur [12].

6.1 Fpm + qum Uzerinde Tanimh Skew Devirli Kodlarin Siniflandirmasi

Q, Fpm tizerinde taniml mertebesi m olan bir otomorfizma olsun. m|n ise x" -1
polinomu (Fpm +qum)[X;®] halkasinin merkezindedir ve X" —1 tarafindan iretilen
ideal ¢ift tarafli bir idealdir. Dolayisiyla (Fpm +qum)[X;®]/<X”—1> Uzerinde carpma

islemi iyi tanimhdir ve bir halka belirtir. [12] de skew devirli kodlar tanimlanirken

uzunluk m|n olarak kisitlanmistir. Fakat [4] te verilen modil yaklasimi kullanilarak

uzunluk igin bir kisitlama getirmeden skew devirli kodlar tanimlanabilir.
Teorem 6.2 C, Fpm +qum Uzerinde tanimh n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C

kodunun skew devirli kod olmasi igin gerek ve vyeter kosul C nin

(Fpm nLqum)[X;(B]/<Xn —1> modultndn bir sol (Fpm +qum)[X;®]-aIt moduli olmasidir.

(Fpm+qum)[x;®]haIka5| sol veya sag Oklidyen degildir. Fakat sag ve sol bélme

algoritmasi bazi polinomlar igin saglanir.

Teorem6.3 f,g e (Fpm +qum)[X;®] olsun, g polinomunun bas katsayisi birimsel ise
f=qg+r, der(r)<der(g)

olacak sekilde q,r (Fpm +qum )[X; ®] polinomlari vardir ve tek tirltdar [12].

(Fpm +qum)[X;®] halkasinin tiim sol(sag) idealleri temel ideal olmayabilir.

Onerme 6.1 g(x) e (Fpm +qum)[x;®] polinomu X" —1 in bir monik sag béleni ve C,

g(x) tarafindan Uretilen bir skew devirli kod olsun. Bu durumda C bir serbest

(Fpm +qum)[X;®]-modUIdUr ve C nin boyutu n—der(g(x)) dir.
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g(X) =gy + g, X+...+ g, X+ X" ise

9 - 9 1 0 0

0 0, .. 0(g,,) 1 0
G=|0 ‘. c. ", ", ‘. :

0

0 0 ©"7(gy) 0" (g) 1

matrisi C kodunun bir Grete¢ matrisidir [12].

Onerme 6.2 h.ge(F, +uF )X 0] ve x"—1=hg olsun. F . +UF, Uzerinde g

monik polinomu tarafindan Uretilen skew devirli kod C olsun. Bu durumda
ceC olmasi igin gerek ve yeter kosul (Fpm+qum)[X;®]/<x”—l> de c(x)h(x)=0

olmasidir.

h(x) =h, +hx+...+x“ ise

1 eh,) - O®h) 0 0
0 1 e, -~  0%nh) - 0
0 0 1 @”*k(hkfl) @“’1(h0)

matrisi C 'nin kontrol matrisidir [12].

Teorem 6.4 C, Fpm +qum uzerinde g tarafindan Uretilen n uzunlugunda bir skew
devirli kod ve X" —1=hg olsun. ¢ fonksiyonu go(zlr: ax') :Z: x'a olarak tanimli

ve g =Y g;x', h=> hx olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir [12].

i=0 i=0

i hy=x*®"oh(x))=h_ +0(h _, _)X+...+0""(h)x"" polinomu X" -1 in bir

sag bolenidir.

ii. h, polinomu dual kodun (C™*) treteg polinomudur ve C* bir skew devirli

koddur.

iii. Ny polinomu C nin kontrol polinomudur.
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Yukaridaki tanim ve teoremlerde X" —1 in monik sag bolenleri tarafindan iretilen skew

devirli kodlara deginilmisti. Fakat Fprn +UFpm Gzerinde tanimli iki polinom tarafindan ya
da monik olmayan polinomlar tarafindan uretilen kodlar da mevcuttur. [12] de m|n
sarti altinda (Fpm +qum)[X;®]/<X”—l> halkasinin tum idealleri siniflandirilmistir ve
boylece Fperqum Uzerinde tanimh n uzunlugundaki tim skew devirli kodlarin

yapisal ozellikleri belirlenmistir. [4] teki modil yaklasimi kullanilarak uzunluk icin
belirtilen kisitlama kaldirilabilir. Asagidaki teorem, [12] deki Teorem 4.1 in moddl

yaklasimiyla diizenlenmis halidir.
Teorem 6.5 C, (Fpm +ul:pm)[X;G)]/<Xn —1> moduliinin sifirdan farkl bir sol alt moduli
ve A kiimesi C deki en kiguk dereceli sifirdan farkl polinomlarin kiimesi olsun.

i. A kiimesinde bir g(x) monik polinomu varsa tektir ve C =(g(x)) dir.

ii. Eger C de monik polinom yoksa A kimesinde bas katsayisi uolan

g(x) =ug,(x) seklinde tek bir polinom vardir. Bu durumda C =(g(x)) dir.

iii. A kimesi monik polinom igermiyor, C igeriyorsa A kimesinde bas katsayisi
uolan  g(x)=ug,(X) seklinde tek bir polinom wvardr. C de
deg(f,(x)) <deg(g,(x)) olacak gsekilde en kiigik dereceli monik
f(x) = fo(x) +uf,(x) polinomu vardir ve tektir. Bu durumda C =(g(x), f(x))
dir.

Yukaridaki teoremde goruldugu UGzere (Fpm +qum)[x;®]/<x”—1> moduliinin sol alt

modiilleri Gg farkl tiptedir. Teorem 6.5’te i sartini saglayan alt modiiller ve sifir alt
moduili SM-1, ii sartini saglayan alt modduller SM-2 ve iii sartini saglayan alt modiiller

SM-3 tipindeki sol alt modiiller olarak adlandirilabilir.
Ornek 6.2 Sekil 6.1 de F +uF3[x]/<x2 —1> halkasinin ideallerinin latis semasi
verilmistir.  ©,,(a+ub)=a+2bu, F,;+uF, (Uzerinde mertebesi 2 olan bir

otomorfizmadir (a,beF,;). Sekil 6.2 de ise F3+uF3[X;®id'2]/<X2—1> halkasinin
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ideallerinin latis semasi verilmistir. 1,2 ve 3 indisleri sirasiyla SM-1,SM-2 ve SM-3

tipindeki alt idealleri belirtmektedir [12].

o

ux+2

X+1 /\ X+2
x+2

x+ﬂ

\ o /

Sekil6.1 F, +uF3[x]/<x2 —l> halkasinin ideallerinin latis semasi

u x+1



(x+2+u) (x+2+2u),

1

u(x+1) u(x+2)

o

Sekil 6.2 F, +uF3[X;®id’2]/<X2 —1> halkasinin ideallerinin latis semasi

6.2  F,+UF, Uzerinde Tanimli Skew Devirli Kodlardan F, Uzerinde Lineer Kod

Eldesi
Bu kissmda F,+UF, uzerinde tanimli skew devirli kodlardan agirhg koruyan bir
donisim tanimlanarak F, tzerinde lineer kodlar elde edilecektir. Bu yaklagimla

optimal kodlara ¢ok yakin kod &rneklerinin elde edilebilecegi gosterilecektir. F, +UuF,

Uzerinde tanimli 6 tane otomorfizma vardir. Fakat bu kisimda sadece asagidaki ®

otomorfizmasi kullanilacaktir.

®:F,+uF, - F, +uF,

a+ub —a*+ub® abeF,

©® otomorfizmasinin mertebesi 2 dir. F,+UF, n © altinda sabit kalan alt halkasi

F, +UF, dir. Herhangi a+ub € F, +UF, elemani igin Gray déntsiimu agagidaki gibidir.
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¢ F, +UF, > F/
(a+ub) > (b,a+b)

@ donusimi (F, +uF,)" icin su sekilde genisletilebilir: ce(F, +uF,)" ve a,beF/
olmak tzere ¢ =a+ub ise ¢(c)=(b,a+b) dir.
W, , F, tzerindeki bir kodun Hamming agirhgini, W, ise F, +UF, tzerindeki kodlar igin
tanimladigimiz Lee agirhgini temsil etsin. F, +UF, Gzerindeki bir elemanin Lee agirhg
asagidaki gibidir:

w, (a+ub)=w, (b,a+b).
F, +uUF, Gzerindeki bir kods6zln Lee agirligl koordinatlarinin Lee agirliklari toplamina

esittir. Herhangi iki kodsoz arasindaki Lee uzakhgi ise
d (X y)=w (x-Y), x,ye(F, +UF4)n
olarak hesaplanir.

Teorem 6.6 Yukarida tanimlanan ¢:(F, +UF,)" — F" dénisimi lineer ve agirhg

(uzakhg1) koruyan bir déntstimddr.

ispat: Herhangi x,y e (F, +UF,)" igin @(X+Y)=@(X)+¢(y) ve herhangi bir s € F, igin
@(sX) = sp(X) oldugu kolayca gérilir. Dolayisiyla ¢ lineer dontsimdir. Lee agirliginin

tanimindan
d, (% y) =w (x=y) =w, (p(x—y)) =w, ((x) —(y)) = d,, (¢(x), ¢(Y))
elde edilir. m

Ornek 6.3 (F, +UF,)[x;0] halkasinda Xx°—1 polinomunun derecesi 4 olan monik sag

bélenlerinden bazilari asagidaki gibidir.

X% —1=(1+U+X+X)A+u+x+ux’ + x> +x*)

=1+ (a® +?u)x+ X))+ (a® + a’u)x+ (a® + a’u)x® + x*).

g(X) =1+u+x+ux’+x*+x* tarafindan tretilen skew devirli kod C olsun.
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G_l+u 1 u 110
10 1+u 1 u 1 1

matrisi C nin bir Urete¢ matrisidir. C kodunun uzunlugu 6, boyutu ise 2 dir. C
kodunun minimum Lee uzakhgr d, (C)=6 dir. C nin Gray gorintisi ¢(C) F,
uzerinde [12,4,6] parametrelerine sahip bir lineer koddur. [5] e gore F, Uzerinde

[12,4,7] parametrelerine sahip kodlar optimaldir.
h(x) = (x* =1)/g(x) =1+u+x+x* ve h(X) in ters siralisi

he (X) = X* (X2 +x +1+u)
=*(A+u)x*+x+1

=(@1+u)x’ +x+1

. 1 .. . .
olarak bulunur. hy polinomu C~ kodunun Ureteg polinomu ayni zamanda C nin

kontrol polinomudur. Bu durumda

1+u O 0 0
1 1+u O 0
1 1 1+u O
0 1 1 1+u

O O O -
o O -

matrisi C nin bir kontrol matrisi ve C* kodunun irete¢ matrisidir. C* kodu 6
uzunlugunda boyutu 4 olan bir skew devirli koddur. C* kodunun minimum Lee
uzakligi d (C*)=3 tir. C* kodunun Gray gériintisi ise F, izerinde [12,8,3]
parametrelerine sahip lineer koddur. Brouwer’in tablosuna gore F, tzerinde [12,8,4]
parametrelerine sahip bir kod optimaldir [5].

Asagidaki teoremde F,+UF, Uzerinde tanmimh skew devrili kodlarin Gray

goruntulerinden F, tzerinde skew pargali devirli kodlar elde edildigi gosterilecektir.

Teorem 6.7 C, F,+UF, Gzerinde tanimh n uzunlugunda skew devirli kod ve C nin
Gray donlstimi altidaki géruntisi @(C) olsun. Bu durumda ¢(C), F, tzerinde 2n

uzunlugunda indeksi 2 olan skew pargali devirli bir koda denktir.
ispat: ¢=(c,,C,,...,C,,)€C, ¢, =a +ub ve a,b eF, (0<i<n-1) olsun.
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o(c) = (b,,b,,....b, ;,a,+b,,a, +b,....a _,+b ) ep(C)c F".

b=(b,,b,...b ,)eF' ve a+b=(a,+b,,a+b,..,a,,+b ,)eF, olsun. Boylece

() = (b,a+b) dir.

C bir skew devirli kod oldugundan c'=(®(c,,),0(c,),...0(,,)eC ve

0(c,) =a? +ub’ dir. Budurumda
p(c) = (bnz—l’ bozv---bnz—zi ar?—l + bnz—l’ a, +by, ..., arf—Z + bnz_z) ep(C)c I:42n ve
¢(c') =(o(b),c(a+b)) e p(C)

elde edilir. Tanim 4.2’den ¢(C), F, Uzerinde n uzunlugunda indeksi 2 olan skew

parcali devirli bir koda denktir. m
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BOLUM 7

F, +VF, HALKASI UZERINDE TANIMLI SKEW DEViRLi KODLAR

Bu bolimde 6ncelikle F4[V]/<V2 —V> = F, +VF, halkasinin yapisal 6zellikleri ve bu halka

uzerinde tanimli lineer kodlarin yapisi incelenecektir. Literaturde ilk olarak F, +VF,
halkasi Uzerinde skew devirli kodlar tanimlanacaktir. Ardindan F,+VF, halkasi

Uzerinde tanimh skew devirli kodlarin temel ideallere karsilik geldigi gosterilecek ve
idempotent Uretegleri belirlenecektir. Ayrica bu halka lzerinde tanimh optimal kod

ornekleri verilecektir.

F, +VF, :{a+bv|a,b e F,} kiimesi standart toplama islemi ve V> =V kurali ile belirli
degiskeni v olan polinomlarin ¢arpma islemi altinda 16 elemanh bir halkadir. Z,,
ve F, +UF, halkalarinin aksine sonlu zincir halkasi degildir. F, +VF, halkasi, maksimal

idealleri (v), (1+V) olan yari lokal bir halkadir.

F, +VF, halkasi Gizerinde tanimli asikar olmayan otomorfizmalar asagidaki gibidir.

0:F,+vF,>F,+vF, 0':F,+VvF, > F,+VF,

a+vbh —a’+vb’ a+vb —>a+(@1+v)b

6 ve @' otomorfizmalarinin mertebesi 2 dir. @ altinda sabit kalan alt halka

F, +VF, ={0,1v,1+V} ve &' altinda sabit kalan alt halka ise F, tur. & otomorfizmasi

F, cisminin elemanlari izerinde 8(a) = a* olarak etki etmektedir.
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Bu bolimde sadece & otomorfizmasi kullanilarak (F, +VF,)[X; ] skew polinom halkasi

ve F,+VF, halkasi Gzerinde tanimli skew devirli kodlar irdelenecektir.

(F,+VvF)[x;0]1={a, +..+a,Xx" |ai € F,,neN} kimesi 6nceki bélimlerdeki tanimlara
benzer olarak standart toplama islemi ve (ax')*(bx')=ad'(b)x"’, (a,beF, +VF,)

kurali ile belirli carpma islemi altinda degismeli olmayan polinom halkasidir. Bu halkaya

F, +VF, tzerinde tanimli skew polinom halkasi denir.

(F, +VF,)[x; 8] halkas sol(sag) Oklidyen degildir. Fakat sag ve sol bélme algoritmasi
bazi polinomlar icin tanimhdir.

Teorem 7.1 f,ge(F,+VF,)[X;6] olsun. f=#0 ve g polinomunun bas katsayisi

birimsel ise

f=qg+r, der(r)<der(g)
olacak sekilde q,r € (F, +VF,)[x;&] polinomlari vardir ve tek turltdir.

Yukaridaki teoremde r=0 ise g polinomu f nin bir sag bélenidir. Sol bélme

algoritmasi da benzer sekilde tanimhdir.

71 F, +VF, Uzerinde Tanimli Lineer Kodlar

[14] te F, +VF, halkasi Gzerinde taniml devirli kodlarin yapisi ve 6zellikleri incelenmis
ve bu halka Uzerinde tanimh devirli kodlarin tek eleman tarafindan retildigi
gosterilmistir. Bu calismadaki bulgulardan yararlanarak F, +VF, halkasi Uzerindeki
lineer kodlar incelenecektir. [14] te tanimlanan Gray doénisimiine benzer olarak

F,+VF, ten F42 Uzerine bir Gray donidsimi tanimlanabilir. Bu donldsim asagidaki
gibidir.

®:F,+VF, > F/
a+bv —(a,a+h)

@ birebir ve ortendir. @ donusumi F, +VF, Uzerindeki kodsozlere genisletilebilir.

ce(F,+VF,)" ve abeF olsun. c=a+vb ise ®d(c)=(a,a+b) dir. w,, F
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Uzerindeki bir kodun Hamming agirhgin, w, ise F,+VF, Gzerindeki kodlar igin
tanimladigimiz Lee agirhgini temsil etsin. F, +VF, in bir elemaninin Lee agirligi
w, (a+vb)=w, (a,a+b) dir.

F, +VF, Gzerindeki bir kodsoziin Lee agirligi koordinatlarinin Lee agirliklari toplamina

esittir. Herhangi iki kods6ziin arasindaki Lee uzakhgi,
d (x,y)=w (x-Y), x,ye(F, +VF4)n
olarak hesaplanir.

Teorem 7.2 d):(F4+VF4)”—>F42” donisimi lineer ve agirhg koruyan bir

dontstimddir.

ispat: Herhangi x,y e (F, +VF,)" icin ®(X+Y)=®D(X)+®D(y) ve herhangi bir SeF,
icin D(sX) =sd(X) oldugu kolayca gorulir. Dolayisiyla @ lineer déniisimdir. Lee

agirhginin tanimindan
d (% y) =w_ (X=y) =Wy, (D(x—y)) = Wy, (D(x) - D(y)) = dy; (D(x), D(y))
elde edilir. m

Tanim 7.1 A ve B herhangi iki lineer kod olsun. ® ve @ islemleri asagidaki gibi

tanimhdir.

A®B:{(a,b)|ae Abe B}
A®B={a+blac AbeB}

C, F, +VF, tzerinde tanimli n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Bu durumda

C,={xeF/

X+weC,yeF'}
C,={x+yeF/

X+vy eC}

olarak tanimlanan C, ve C, kodlar F, uzerinde lineer kodlardir. Bu bolimde

yukaridaki kimeler C, ve C, ile temsil edilecektir.
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Teorem 7.3 C, F,+VF, lzerinde n uzunlugunda bir lineer kod olsun. Bu durumda

®(C)=C, ®C, ve |C|=]|C,||C,| dir. Ayrica ®(C) lineerdir.

Ispat: ¢=(C,C,,....C,)€C ve ¢ =r+V(r,+q), 1<i<n olsun. @ birebir ve orten
oldugundan (r,t,...,1,,q;,0,,....q,) € ®(C) dir. Tanim geregi (I,I,,....,I,))€C, ve
(®,9,..,q,) €C, oldugundan (.0, 0, Oy G, ) €C, ®C, dir.

Dolayisiyla®(C) c C, ®C, dir.

Diger yandan r=(f,1,,....In)eC, ve q=(q,,d,,...0,) €C, olsun. Herhangi bir
(. r..r,0,0,..0,) €C, ®C, icin 8, =r +vm, ve b =0, +1+Vv)n,
(n,m eF, 1<i<n)olacak sekilde a=(a,a,,...,a,), b=(b,b,,..,b) eC vardir.

C bir lineer kod oldugundan ¢ =(1+Vv)a+vb=r+v(r+q)eC dir.

Buradan ®(c)=(r,r,...,r,,0,,0,,..,q,) oldugu gorilir ve C,®C, c ®(C) elde edilir.

Dolayisiyla @(C) =C, ®C, dir. ®(C)’nin lineer oldugu agiktir. m

Sonug 7.1 G, ve G, sirasiyla C, ve C, kodlarinin tGreteg matrisleri olsun. Bu durumda
1+Vv)G,
VG,
matrisi C kodunun bir treteg¢ matrisidir.

. G
ispat: ©(C) =C, ®C, lineer kodunun bir lreteg matrisi ( 01 j seklindedir. Teorem

2

1+Vv)G,

7.3'ten C nin Urete¢ matrisinin ( j oldugu goralir. m

2

C, ve C, nin tanimindan asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 7.2 ®(C)=C, ®C, ise C kodu C =(1+V)C, ®VC, olarak tek turlu belirlidir.

Onerme 7.1 C, F,+VF, uzerinde tanimli bir lineer kod olsun. d, ve d, sirasiyla

minumum Hamming uzakhg ve minimum Lee uzakligini temsil etmek Uzere

d_(C) =dy ((C)) = min{d,, (C,),d,, (C,)} dir.
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ispat: @, agirhigi koruyan bir dénisiim oldugundan,
d (C)=d,(®(C))=d,(C,®C,)=min{d, (C)),d,(C,)} dir.m

C birlineer kod ve G matrisi C nin ureteg¢ matrisi olsun. G matrisine elementer satir

ve slitun islemleri uygulanarak asagidaki formda bir matris elde edilebilir.

L, A B D, +VvD,
G'=| 0 vl 0 vC,
0 0 @+, @+v)E
G’ matrisi C koduna denk bir kod uretir. Bu matriste A, B, C,, D, D,,E alt

matrislerin bilesenleri F, tin elemanlarindan olusur.

Bu matriste ikinci satirdaki elemanlar v nin bir kati ve v F, +VF, halkasinda bir sifir
bélen oldugundan ikinci satin F, ={0,1, ,a?} in elemanlari ile carpmak yeterlidir.
Ayni sekilde Uglincl satirdaki elemanlar da 1+v nin bir kati ve 1+v bir sifir bélen
oldugundan F, Un elemanlari ile garpmak yeterlidir. Bir matriste birimsel eleman

icermeyen satirlar serbest olmayan (non-free row) en az bir tane birimsel eleman

iceren satirlar ise serbest satir (free row) olarak adlandirilir.

Dolayisiyla C nin eleman sayisi |C|=1644" olarak elde edilir. Ayrica, C koduna

(k;, k,,k;) tipindedir denir.

Sonug 7.3 C=(1+V)C, @®VC, kodu F, +VF, uzerinde uzunlugu n olan bir lineer kod
ve C, ve C, kodlarinin boyutu sirasiyla k; ve Kk, olsun. Bu durumda ®(C) kodu F,

uzerinde [2n,k;, +k,, min{d,, (C,),d,, (C,)}] parametrelerine sahip bir lineer koddur.

Onerme 7.2 C, F, +VF, {izerinde tanimli bir lineer kod ve C nin duali C* olsun. Bu

durumda ®(C*)=®(C)" dir. C kendine dual ise ®(C) de kendine dualdir.

ispat: ¢, =1, +vq, €C, c,=r,+vq, eC* ve 1,q,,1,,0, € F,' olsun. (c,,c,) =0 ise

<C11C2> = (1, +va,)(r, +va,) = nr, +v(rg, + g, +q,g,) =0 dir.
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Boylece I, =10, +q,, + 0,4, =0 elde edilir. d(c,)=(r,r,+0q,) ve ®(c,)=(r,,1,+0,)

oldugundan

(®(c,), D(C,)) = LT, + LL, + 10, + G,F, + 0,0, =0 dir.
Dolayisiyla ®(C*)c®(C)" dir. |C|=1644%4% ve C nin uzunlugu n olsun. Bu
durumda ®(C) kodunun parametreleri [2n, 2k, +k, +K,] tur. |CD(C)|:|C| oldugundan

‘(D(C)L‘ _ Q20—(2krko ) dir.

Ayrica |D(CH)|=|C|=16"/|C| =16™ terigferts = gor-hurartc oldugundan
®(C)=d(C)" olarak elde edilir. m

Teorem 7.4 C, F,+VF, uzerinde tanimhi n uzunlugunda bir lineer kod ve
®(C)=C,®C, olsun. Bu durumda @®(C")=C;®C, ve dolayisiyla
C* =(1+V)C, ®VC; elde edilir.

ispat: Bir onceki 6nermeden ®(C*)=(C,®C,)" oldugu gérilir. O halde
C,/ ®C, =(C,®C,)" oldugunu gdstermek yeterli olacaktir. C;®C; < (C,®C,)"
oldugu agiktir. Diger yandan C,ve C, nin parametreleri sirasiyla [n k| ve [n,k,]
olsun. Bu durumda ‘Cll(@Cj‘:‘CfHCZL‘:(C1®C2)L =4*"%" elde edilir. Dolayisiyla

C,,®C, =(C,®C,)" dir.Sonug 7.2’den C* = (1+V)C, ®VC; olarak elde edilir. m

7.2 F, +VF, Uzerinde Tanimli Skew Devirli Kodlar

Onceki bélimlerde oldugu gibi skew devirli kodlar sol (F,+VF,)[X;8]-alt modiller

cinsinden ifade edilebilir. Asagidaki teorem, [4] nolu ¢alismadaki Teorem 10 un bu

halka tzerindeki kodlar igin genellemesidir.

Teorem 7.5 C, F,+VF, Uzerinde tanimli n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C nin

F, +VF, Uzerinde bir skew devirli kod olmasi igin gerek ve yeter kosul C nin

(F, +VF4)[X;(9]/<X” —1> in bir sol (F, +VF,)[Xx; 8]-alt moduli olmasidr.
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(F, +VF,)[X; 8] halkasi sol veya sag Oklidyen olmadigindan (F, +VF,)[X;d] in tim sag
veya sol idealleri temel ideal olmayabilir. Bu ytzden F,+VF, tzerindeki skew devirli

kodlarin siniflandirilmasi zor bir problemdir. [14] nolu ¢alismada F, +VF, Gzerindeki
devirli kodlar degismeli olan (F2+VF2)[X]/<Xn —1> halkasinin idealleri cinsinden

belirlenmistir ve bu halka Uzerindeki devirli kodlarin tek bir polinom tarafindan
uretildigi gosterilmistir. Bu bolumde [14] nolu ¢alismada elde edilen bulgular F, +VF,

Uzerinde tanimh skew devirli kodlara uyarlanacaktir.

Teorem 7.6 C, F,+VF, tzerinde taniml bir lineer kod ve C =(1+V)C, @VC, olsun.
C nin F, +VF, tzerinde bir skew devirli kod olmasi igin gerek ve yeter kosul C, ve C,

nin F, Gzerinde birer skew devirli kod olmasidir.

Ispat: c=(c,,C,,....C, ;) €C ve ¢, =r, +vq, 0<i<n-1olsun.
r=(r,n..r.,) ve g=(d,,4,...d,,) ise reC, ve r+qeC, dir.
C, ve C, kodlar F, tzerinde tanimli birer skew devirli kod ise

o(r)=(0(r,,),0(r),...0(r, ;) = (rn2—17 roz""v rnz—z) €C, ve

o(r+q)=(0(r_,+q,,),0(r, +09,),....0(r,_, +q,,)) =(r’, +q’,, 17 +q,...r>, +q92,) € C,
dir.

Buradan o(c) =(+V)o(r)+vo(r+q) eC olarak elde edilir. Bu durumda C, F, +VF,

Uzerinde tanimli bir skew devirli koddur.

Diger yandan herhangi r=(I,,1...r,)eC ve d=(9,,,...q,,)€C, igin
c =r+v(r+g), 0<i<n-1 ise c=(c,,cC,...,C,,)eC dir. C, F,+VF, Uzerinde

tanimli bir skew devirli kod ise
(€)= (8(C,,), 0(Cy), -, 0(C, 5)) = (14 + V0o y, g +V0g,.. I, +V0, ;) €C
elde edilir. Neticede ®(o(C))=(o(r),o(q))eC,®C, olur. Oyleyse o(r)eC, ve

o(q) €C, dir. Dolayisiyla C, ve C,, F, tizerinde tanimli birer skew devirli koddur. m
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Sonug 7.4 C, F, +VF, tizerinde tanimli bir skew devirli kod ise C nin dual kodu C* de

bir skew devirli koddur.

Ispat: Teorem 7.4'ten C* =(1+V)C; ®VC, dir. F, tzerinde taniml bir skew devirli
kodun duali de skew devirli oldugundan C," ve C, de birer skew devirli koddur. Bu
durumda Teorem 7.6’nin bir sonucu olarak C* kodu skew devirlidir. m

Sonug 7.5 C nin F, +VF, lzerinde kendine dual bir skew devirli kod olmasi igin gerek

ve yeter kosul C, ve C, nin F, lzerinde kendine dual birer skew devirli kod olmasidir.

Sonug¢ 7.6 C, F,+VF, Uzerinde n uzunlugunda bir skew devirli kod olsun. Bu

durumda ®(C), F, tGzerinde 2n uzunlugunda indeksi 2 olan bir skew pargali devirli

koddur.
Ispat: Skew parcali devirli kodlarin tanimi ve Teorem 7.3’iin bir sonucu olarak gérliir.

Teorem 7.7 C =(1+V)C, ®VC,, F, +VF, lzerinde n uzunlugunda bir skew devirli kod

olsun. g, ve g, polinomlari sirasiyla C, ve C, kodlarinin trete¢ polinomlari ise

C =((1+V)g,(X),vg,(x)) ve [C|=42rerio-derta) gir,
ispat: C, =(g,(x)), C, =(g,(x)) ve C=(1+V)C, ®VC, oldugundan
C ={c(x) = L+ V)r(x)9,(x) + VE,(x) g, (X) |r,(x), 1, (x) € F,[x; 0T dir.
Buradan C < ((1+v)g,(X),vg, (X)) < (F, +VF,)[x 8]/ (X" -1) elde edilir.
Ote yandan ((L+V)g,(x),vg,(x)) nin bir elemani (1+V)k, (), (X) +Vk,(x)g,(X) ve
k (%), k, (x) € (F, +VF,)[x:6]/(x" ~1) olsun. Bu durumda (L+V)k (X)=(L+V)5,(x) ve
VK, (X) =Vvr,(x) olacak sekilde r(x),r,(X)eF,[X,68] polinomlari vardir. Dolayisiyla

((@+V)9,(x),vg,(x)) = C olur ve boylece C=((1+Vv)g,(x),vg,(x)) esitligi elde edilir.

Ayrica |C|=|C,||C,| oldugundan |C|=42"r(8)"¢r(%) glarak bulunur. m

Teorem 7.8 C, ve C,, F, lzerinde tanimli skew devirli kodlar, g, ve g, monik
polinomlari sirasiyla bu kodlarin iireteg polinomlari ve C =(1+V)C, @&VvC, olsun. Bu
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durumda g(X)|(x"-1) ve C=(g(x)) olacak sekilde bir g(x)e(F,+VF,)[x;d]

polinomu vardir ve tek tarltdir. Ayrica g(x) = (L+Vv)g,(x)+Vvg,(x) dir.

ispat: Teorem 7.7°den C =((1+V)g,(x),vg,(x)) dir. g(x)=1+Vv)g,(X)+Vvg,(x) ise
(g(x))=Coldugu agikga goraliir. Diger yandan (1+V)g,(X) =(L+Vv)g(x) ve

Vg, (X) =vg(x) oldugundan C = (g(x)) elde edilir. DolayisiylaC = (g(x)) dir.

g ve 0, polinomlart x"-1 in birer monik sag béleni oldugundan

X"=1=r(x)g,(X) =r,(x)g,(x) esitligini saglayan 1,(X),r,(X) e F4[X;«9]/<Xn —1> vardir.

Boylece

[A+ V)5 (X) +vr, ()19 (X) =[A+ V)R (X) + v, ()[A+V) 9, (X) + Vg, (X)]
= [(1+v)r1(x)gl(x)+vr2(x)g2(x)]
=[A+v)(x" -1 +v(x" -1)]
=x"-1

elde edilir. Dolayisiyla g(X) polinomu X" —1 in bir sag bélenidir. m

Sonug 7.7 (F, +VF4)[X;0]/<Xn —1> modulinin tim sol alt modulleri devirlidir.

F,[x;6] halkasinda x"—-1=hg ve C, g tarafindan uretilen skew devirli kod ise h
polinomunun C* kodunun iirete¢ polinomu oldugu gosterilmisti. Bu kisimda h

polinomunun ters siralisi olan h, polinomu kisaca h ile gésterilecektir.

Sonug¢ 7.8 C, ve C, F, lzerinde taniml skew devirli kodlar, g, ve g, monik

polinomlari sirasiyla bu kodlarin Grete¢ polinomlari ve F,[x;0] te x"-1=hg,,
X'-1=hg, olsun. C=(+V)C,®VC, ise C"=({@+V)(x)+vh,(x)) ve

‘CL‘ _ 4der(g1)+der(gz) dir.

Ispat: Teorem 7.4’(in sonucu olarak C* = (1+V)C," ®VvC; dir. C, :<ﬁl> ve C, = <~ >

2

oldugundan C* = <(1+ v)ﬁl(x) +vﬁz(x)> Teorem 7.8’in bir sonucu olarak elde edilir. m
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7.3 F,+VF, Uzerinde Tanimh Skew Devirli Kodlarin idempotent Uretegleri

C’, F, uzerinde n wuzunlugunda bir skew devirli kod olsun. Teorem 4.7 den
(n,m)=(n,2)=1 ve (n,q)=(n,4)=1ise C' kodunun bir idempotent lreteci vardir. O
halde n bir tek sayiise C' kodunun idempotent reteci vardir.

Teorem 7.9 n bir pozitif tek tamsayr olmak izere C, ve C,, F, Uzerinde n
uzunlugunda skew devirli kodlar olsun. C=(1+V)C, @VvC,, F,+VF, tzerinde tanimli
bir skew devirli kod ve € (X) ve €,(X) polinomlari sirasiyla C, ve C, nin idempotent
Uretegleri olsun. Bu durumda e(X)=(1+V)e,(x)+ve,(X) polinomu C nin bir

idempotent Uretecidir.

ispat: Oncelikle €(X) polinomunun C nin bir idempotent elemani oldugu

gosterilmelidir.

(€(x))* = ((L+V)ey(x) +Ve,(x))’
= 1+ v)e, () L+V)e, (x) + L+ Ve, () (v)e, (X)

+ ()&, () (L+V)e (x) + (V)e, (X)(v)e, (X).

1+v,ve Z((F, +VF,)[x;6]) ve (L+V)* =1+V , v’ =V oldugundan

(e(x))* = (L+V)(e,(x))* + V(e (x))*
elde edilir. e(X) ve &/(x) FIx60]/(x"-1) de idempotent ise

(F, +VF4)[X;0]/<Xn —1> ’de de idempotenttir.

Dolayisiyla  (e(x))* = (1+V)e,(x) +ve,(x) =e(x) ve e(X) C nin bir idempotent
elemanidir. €(X) ve &,(X) polinomlari sirasiyla C, ve C,nin Uretegleri oldugundan
Teorem 7.8'in bir sonucu olarak C :<e(x)> dir. Boylece e(x) polinomu C nin bir

idempotent uretecidir. m

n bir tek sayi ise F, Uzerinde n uzunlugundaki skew devirli kodlarin sayisi Teorem 4.5

de verilen formil yardimiyla hesaplanabilir. F, +VF, Uzerinde uzunlugu bir tek sayi

olan skew devirli kodlarin sayisi asagidaki teorem yardimiyla hesaplanabilir.
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Teorem 7.10 n bir tek sayi ve x"-1eF,[x;0] polinomunun indirgenemez

carpanlarina ayrihsi X" —1=Hir:1pis‘(x) olsun. Bu durumda F,+VF, Uzerinde n

uzunlugundaki skew devirli kodlarin sayisi 1_[::1(8i +1)? dir

ispat: n tek sayi ise Teorem 4.5 den F, (izerinde tanimli skew devirli kodlarin sayisi

H::l(si+1) dir. Buradan F,+VF, lzerinde n uzunlugundaki skew devirli kodlarin

sayisinin I_Lr:l(si +1) oldugu goriilir. m

Ornek 7.1 x®—1 polinomunun F,[x;0] daki indirgenemez garpanlarina ayriligi

X} —1=(x-1)(x* +x+1) dir. Bu durumda F,+VF, iizerine n=3 uzunlugunda sifirdan

farkh 15 adet skew devirli kod vardir.

C, ve C, F, iizerinde n=3 uzunlugunda skew devirli kodlar ve C, =(g,(x))=(1+X)
ve C,=(g,(X))=(1+x) olsun. Bu durumda C=(1+V)C, ®VC, kodu F,+VF,
Uzerinde tanimh n uzunlugunda bir skew devirli kod ve

C ={(1+V)g,(X) +Vvg,(x)) = (1+x) dir.

1+v 1+v O

G 1+v)G, _ 0 1+v 1+v
VG, v v 0

0 Vv Vv

matrisi C nin bir Urete¢ matrisidir. G matrisine elementer satir islemleri

1

uygulandiginda G’ =(0

0
J olarak elde edilir. G' matrisinin 2 satiri da serbest

oldugundan |C|=16 dir. C kodunun Gray déniisiimii altindaki goriintiisi ®(C) F,
uzerinde [6,4,2] parametrelerine sahip bir lineer koddur. [5] e gore GF(4) lzerinde
[6,4,2] parametrelerine sahip bu kod optimaldir.

C, =(1+x) kodu igin bir idempotent ireteg e (x) = x+x* ve C, =(1+X) kodu icin bir
idempotent Ureteg e,(X)=x+x° olarak bulunur. 0 halde
e(x) = (L+V)(X+X?) +V(X+X*) = X+ X* polinomu C nin bir idempotent tiretecidir.
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Cizelge 7.1 de F,+VF, tzerinde n=3 uzunlugunda sifirdan farkli tim skew devirli

kodlarin Girete¢ matisleri, Hamming uzakliklari (d, (C.)) ve @ altindaki gérintilerinin

parametreleri verilmigtir. Cizelgede verilen [6,6,1], ve [6,4,2], parametrelerine sahip

bu kodlar optimaldir.

Cizelge 7.1 F, +VF, tUzerinden =3 uzunlugundaki skew devirli kodlar

Ureteg matrisi | |C;| | Ureteg polinomu idempotent ureteci | d,, | ©(C)
1 00

C||0 10 16° |1 1 1 |[6,6,1],
0 01
1 10

C,||0 11 1624 1+(1+V)x vE@+vx+@A+vx® |1 | [6,51],
0 v
111

C, v 0 1647 1+ @+V)x+(1+V)X* | 1+ @+V)x+@+v)x*[ 1 | [6,4.1],
0 0 v
v 00

C4 0O v O 4° v v 1 [6,3,1]4
0 0 v
1+v 0 0

C, 0 1+4v O 4° 1+v 1+v 1 [6,3,1]4
0 0 1+v
1 1 O

C||01 1 1624 1+V+vx 14V + VX + VX2 1 |[6,51],
0 0 1+v
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1 1 1

C,l[1+v 0 0 | 164 1+vx+wx’ 1+ VX+ VX2 [6,4.1],
0 0 1+v
110 «

C (0 1 1) 162 | 1+x X+ X [6,4,2],
1 1 Vv

C 0 1oy 1av 16'4'| 1+ x+vx? V+ X+ X2 [6.3,2],
1 1 1+v ,

Collg v v 164 14 X+ (1+V)X 14V+ X+ X2 [6,3,2],

Chl (111 16" | 1+x+x? 1+ X+ X [6,2,3],

Col| @+v 1+v 1+v)| 4t @A+V) + @+ V)X + Q+V)X* | (L+V)+ @+ V)X + L+ V)X [6,1,3]4

Cal (v v V) 4| VAHVX+VX V+VX+ VX2 [6,1,3],
1+v 1+v O 1 )

Cul | o 14y 1ay)| 160 | @HV)+T+V)X (L+Vv)x+ (L+V)x [6,2,2],
v v 0

Cis (0 v V] 16" | V+VX VX+ VX [6,2,2],
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Ornek 7.2 x°—1 polinomunun F,[x;0] daki indirgenemez carpanlarina ayriligi
X =1=A+X)A+X+x*+x*+x*) dir. Bu durumda F,+VF, uzerinde n=5
uzunlugunda sifirdan farkli 15 adet skew devirli kod vardir. g,(x) =1+ x+ x>+ x* +x*

ve 0,(X) =1+X olsun.

Bu durumda g(x)=@+V)g,(X) +vg,(X) =1+ X+ @+V)X* +L+V)x* +([L+Vv)x* ve

C= <g(x)> F, +VF, tzerinde uzunlugu 5 olan bir skew devirli koddur.

1+v 1+v 1+v 1+v 1+v
v v 0 0 0

0 v v 0 0
0 0 v v 0
0 0 0 v v

matrisi bu kod igin bir Urete¢ matrisidir. G matrisine elementer satir islemleri

uygulanarak asagidaki matris elde edilir.

1 1 1+v 1 1
, 10v 0 0 v
G =

0 0 v 0 v

00 O v v

G' matrisinin serbest olan bir satiri serbest olmayan 4 satirn oldugundan

|C|=16'4>=4° tir. Boylece C nin Gray donisimi altindaki goriintisi ®(C),

[10,5,2], parametrelerine sahip bir lineer koddur.
Ornek 7.3 F,[x;0] da X' —1=(X* +X+a*)(X* + X +a) dir.

9,(x) = x> +x+a® ve g,(X)=x*+x+a olsun. Bu durumda g(X)=X+X+a’+V ve

C= <g(x)>, F, +VF, Gzerinde uzunlugu 4 olan bir skew devirli koddur.

a’+a®>v 1+v 1+4v O

Go 0 a+aov 1+v 1+v
aVv \Y; \; 0
0 a’v Vv v

80



matrisi C nin bir Grete¢ matrisidir. G matrisine elementer satir islemleri uygulanarak

asagidaki matris elde edilir.

oo a’*+v a*+v 0 1
0 a+v 1 1)

G' matrisinin 2 satin da serbest oldugundan |C|=16°=4" tir. ®(C), [8,4,3],

parametrelerine sahip bir lineer koddur.
Ornek 7.4 F,[x;0] da x* —1=(X* +ax+a’)(X* +ax+a) dr.
0,(X) =X’ +ax+a® ve g,(X) =X’ +ax+a olsun. Bu durumda

g(X) =X +ax+a’ +Vv ve C=(g(x)), F,+VF, lzerinde uzunlugu 4 olan bir skew

devirli koddur.

a’+a™v a+av  l+v 0

G 0 a+av a’+a’v l+v
av av Vv 0
0 a’v a’v v

matrisi C nin bir Urete¢ matrisidir ve G nin 4 satiri da serbest olmadigindan |C| =4*

tur Boylece ®(C), [8,4,3], parametrelerine sahip bir lineer koddur.

Ornek 7.5 F,[x0] da x'-1=(Xx+)(x+a’)(x+a)(x+1) dir. g,(X)=x+1 ve
g,(X)=X+a olsun. Bu durumda g(X)=(1+V)g,(X)+Vg,(X)=x+1+a’v ve
C=(g(x)), F,+VF, izerinde tanimh bir skew devirli koddur. C,=(g,(x)), F,
lizerinde boyutu k; =3 ve C,=(g,(x)), F, tzerinde boyutu k, =3 olan skew devirli
kodlardir. O halde C nin Gray dénusimu altindaki gorintisi ®(C) nin boyutu
k =k, +k, =6 dir. Dolayisiyla ®(C), [8,6,2], parametrelerine sahip bir lineer koddur.

[5] e gbre bu parametrelere sahip lineer kodlar optimaldir.
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Skew devirli kodlar cebirsel yapisi nedeniyle optimal kod elde etme agisindan avantajlh
ve arastirmaya agiktir. Bu tezde skew devirli kodlarla ilgili mevcut ¢alismalar irdelenmis

ve oOrneklendirilmistir. Skew devirli kodlarin bazi sartlar altinda sayilari idempotent

uretegleri belirlenmistir. Ayrica F,+VF, halkasi Uzerinde skew devirli kodlar

tanimlanmis ve bu halka Uzerinde taniml skew devirli kodlarin tek bir eleman

tarafindan Uretildigi gosterilmistir.
F, +VF, halkasinin daha genel hali olarak qu —i—VFqm halkasi tzerinde skew devirli

kodlar tanimlanabilir. Ayrica bu yapilar tUzerinde optimal kod bulma arastirmaya agik

bir problemdir.
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