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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Son yillarda Uzerindeki ¢alismalar artan sayisal yarigruplar, 6zellikle cebirsel geometri
ile bilgisayar gibi alanlarda uygulama bulmus bir konudur. En temel tanimi ile sayisal
yarigrup; sifiri kapsayan dogal sayilarin toplamsal kapali bir altkiimesinin tlimleyeni

sonlu olan kiimedir.

Sayisal vyarigruplar ilk olarak 19. Yizyilda Ferdinand Frobenius ve James Joseph
Sylvester tarafindan ele alinmistir. Tarihte “Frobenius coin-exchange problem” ve ayni
zamanda, “Frobenius’un lineer diyafont denklemi” olarak da adlandirilan bu problem
ilk olarak “ortak bir bolene sahip olmayan bozuk paralari kullanilarak elde edilemeyen
en buylk para miktari nedir?” sorusuyla ifade edilmistir [1]. Yani, temel olarak “ave b
negatif olmayan tamsayilar , p ile g sayilari 1 den biiyiik ve aralarinda asal olmak
Uzere; ap+bqg lineer kombinasyonu olarak ifade edilemeyen F(S) sayisi nedir?”

sorusu Frobenius problemi olarak bilinir. p ve q gibi iki adet sayi i¢in bu problemin
¢6ziimii; F(S)=pg—p—q olarak belirlidir [2]. Bu sekilde iki sayi icin [0,F(S)]
araligindaki sayilardan p ile g sayilarinin lineer kombinasyonu seklinde yazilabilen ve

F(S)+1

yazilamayan sayisi esit sayida oldugu ve tam olarak adet oldugu [2] da

belirlenmis ve bununla ilgili teoremin ispati, 1884 yilinda “Educational Times” da yine
Sylvester tarafindan yapiimistir [3].

Sayisal yarigruplarin olusmasinda temel olarak Diyafont denklemi vardir. "ax+by =c"
bicimindeki denklem sistemleri Diyafont denklemi olarak adlandirilir. Sayisal
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yarigruplarin Diyafont denklemlerinden farki ise, bu denklemlerin negatif olmayan
¢Ozlimlerinin dikkate alinmamasidir. Dolayisiyla bu denklemlerden genellemeye
varacak olursak, a,,a,,..,8, aralarinda asal pozitif tamsayilar olmak (zere,
n=aX +aX, +..a,%; X% =>0,i=12,..,k denkleminin negatif olmayan ¢oziimleri ile
olusturulan n dogal sayilarinin kiimesi herhangi bir sayisal yarigrubun elemanlarini
belirtir. Dolayisiyla, bu sayilarin lineer kombinasyonu olarak yazilabilen sayilarin sonsuz
tane oldugu tespit edilmistir. Bu konu Uzerinde ilgilenilen diger bir soru ise, bir sayisal

yarigrubun minimal Ureteg sisteminin ne olacagi ve bunlari belirleme sorusudur.

Bu konu Uzerinde yapilan calismalar , sayisal yarigruplara ait yeni tanimlarin da ortaya
¢itkmasini saglamistir. Sonradan tanimlanmis olan; Apery kiimeleri ve bu kiimelere ait
ozellikler, simetrik, pseudo-simetrik ve hemen hemen simetrik sayisal yarigrup cesitleri,
bosluklar, kutup noktalari ve temel bosluklardan yola ¢ikarak gruba yeni bir eleman
eklendiginde vya da sayisal yarigrubtan bir eleman cikarildiginda elde edilen yeni
kiimelerin sayisal yarigrup olma sartlarinin nelere bagh oldugu gibi konular, 6zellikle bu

konu lzerinde genis bir uygulama alani olmustur.

Bu konuyla ilgili J.C. Rosales, Numerical Semigroup kitabini [6] yazarak sayisal

yarigruplarla ilgili bilgileri derlemis ve bu konuyla ilgili Ghemli bir kaynak olmustur.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, oncelikle sayisal yarigruplarla ilgili genel 6zellikler ve bazi cesitleri ile ilgili
onbilgiler verilecek. Devaminda, Tanim 3.1.1 de bir sayisal yarigrup icin h-kath kiime
tanimi yapacagiz. Daha sonra Teorem 3.1.3 te bu kiimenin bir sayisal yarigrup
oldugunu ispatlayacagiz. Boylece, verilen bir S sayisal yarigrubu yardimiyla yeni bir
sayisal yarigrup insa edilecek. Elde edilen bu sayisal yarigrubu, h-kath sayisal yarigrup
olarak adlandirip, h®S ile gosterecegiz. Daha sonra, bu yeni sayisal yarigrubun
ozelliklerini, sayisal yarigruplarin ozellikleri agisindan karsilastirmak ve boylece yeni
insa edilen bu sayisal vyarigrubun anlamlandirilarak literatire kazandirma
hedeflenmistir. Bunun icin h=2 6zel degerlerlerini bazi 6zelliklerini inceleyerek bunu
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genellemeye calisacagiz. Ayrica h-katl sayisal yarigrubun idealleri ile ilgili de bazi

sonuglar verilecektir.

1.3 Hipotez

Bir sayisal yarigrubunun h-katli kiimesi tanimlanmis ve bu kimenin sayisal yarigrup
oldugu gosterilmistir. Elde edilen bu yeni sayisal yarigrupla ilgili bazi dnermeler

Ispatlanmis ve temel sonuglar elde edilmistir.



BOLUM 2

SAYISAL YARIGRUPLAR

2.1 Sayisal Yarigruplar

Tanim 2.1.1: S, N dogal sayilar kiimesinin her a,beS icin a+beS ve 0€S olacak

sekilde bir alt kiimesi olsun. Eger N\S kiimesi sonlu ise S ye sayisal yarigrup denir
[6].

Ornek 2.1.2: S= {O, 7,11,14,18,21,22,23, 24, —)} kiimesi sayisal yarigruptur.

Gergekten, S kimesi toplamaya gore kapali, 0€ S ve

N\S:{1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,13,15,16,17,19,20} kiimesi sonlu olup tanimdan bir
sayisal yarigrup oldugu gordilir.

Ayrica burada N\S kiumesi S sayisal yarigrubunun bogluklari olup G(S) ile gosterilir.

Bu kiimenin eleman sayisina da S nin sinifi denir ve g(S) ile gosterilir [11].
Yani Ornek 2.1.2 de,

G(S)=N\S= {1, 2,3,4,5,6,8,9,10,12,13,15,16,17,19, 20} olup g(S) =17 dir.
Ornek 2.1.2 yi biraz daha inceledigimizde S = {O, 7,11,14,18,21,22, 23,24, —)}

kiimesinde {7,11,23,24,26,27} sayilari disindaki tim sayilar, bu kiimenin

elemanlarinin lineer kombinasyonlari seklinde yazildigi gorulir.



Ornegin; 32=1.11+3.7, 40=1.26+2.7,...

Burada A={7,11,23,24,26,27} dersek, bu kiimeye S sayisal yarigrubunun lireteg

sisitemi denir. Ayrica eger S sayisal yarigrubu, A kiimesinin herhangi bir 6zalt kimesi

ile Uretilemiyorsa A ya minimal lirete¢ sistemi denir. Minimal Ureteg sisteminin

eleman sayisina da S sayisal yarigrubunun gémme boyutu denir ve e(S) ile gosterilir
[2].
Ornek 2.1.2 de; minimal iireteg sistemi: A={7,11,23,24,26,27} ve e(S)=6 dr.

Lemma 2.1.3: A bos kimeden farkli ve A N olsun. O halde, asagidaki ifadeler

denktir:

i) S= <A> bir sayisal yarigruptur.
ii) obeb(A) =1 dir [6].

Ispat: i) = ii) : (A) bir sayisal yari grup ve obeb(A)zd olsun, eger se(A)ise d|s
elde edilir. N—(A)sonlu oldugundan (A) sayisal yarigrubunda 6yle bir X elemani
vardir ki; d| X ve d| x+1olur. Buda d =1 olmasini gerektririr.

ii) =1i): obeb(A)=1 olsun. O zaman za, +...+ z,a, =1 olacak sekilde z,2,,...,z, ve

a,,8,,.., 8, € A bulunabilir. Bu esitligi z,a, + - +z,8, = 1-z,a;, — - —2,3;

seklinde duzenlersek s e(A) i¢in, s+1e(A) bulunabilir demektir. Eger
n>(s—1)s+(s—1) ise ne(A) olur. Ustelik, n=gs+r, 0<r<s olacak sekilde q ve
r tamsayilari bulunabilir. n>(s—1)s+(s—1) esitliginden r<s-1<q elde edilir.
Buradan n=(rs+r)+(q—r)s=r(s+1)+(q—r)se(A) bulunur. Yani, (A) bir sayisal
yarigruptur.

Teorem 2.1.4: S sayisal yarigrup ve A:{nl,nz,...,nk} kiimesi S sayisal yarigrubunun

minimal Ureteg sistemi ise;

S=(n,n,,...n)={an +an, +..+an :a eN,iefl,2,...k}} seklindedir [6].



Ispat: Her seS icin an +...+a.n, olacak sekilde a eN,ie{l2,..,k} bulunabilir.

Boylece, S ={an, +a,n, +..+an, :a eN,ie{l,2,...,k}} elde edilir. Diger taraftan,

P={an +a,n,+..+an:a eNie{l,2..k}} diyelim. Agkca O P oldugu gbriilir.
Simdi X,y e P alirsak,

X=an +an, +..+an,y=a’n+a’,n+..+a', n olacak sekilde

a,....8,8 ..., €N bulunur. Buradan,

X+y=(an+a',n)+(an,+a’,n)+..+(@n +a’,.n)
=(a +a'))n +(a,+a'’,)n, +..+(a, +a')n,

olup, Xx+Yy e P elde edilir. Son olarak, Az{nl,nz,...,nk} minimal Ureteg sistemi olup,
ebob(A:{nl,n?_,...,nk}):l olacagindan Lemmaya 2.1.3 gére P bir sayisal
yarigruptur. Boylece, S =P elde edilir.

Ornek 2.1.5: A={4,7,9} kiimesi verilsin. obeb(4,7,9)=1 oldugundan, S =(A) bir
sayisal yarigruptur. Gergekten, S=<A>:{0,4,7,8,9,11,12,13,14,15,—)} c N olup,
G(S)=N\S :{1, 2,3,5,6,10} ve ¢(S)=6 sonlu oldugundan S :<A> bir sayisal
yarigruptur.

Tanim 2.1.6: S sayisal yarigrup olsun. G(S) kimesinin en blylk elemanina S
sayisal yarigrubunun Frobenius Sayisi denir ve F(S) ile gosterilir [4].

Ornek 2.1.2de S :{0,7,11,14,18,21, 22,23, 24, —)} sayisal yarigrubu icin

G(S)= {1, 2,3,4,5,6,8,9,10,12,13,15,16,17,19, 20} olup, F(S)=20 elde edilir.

Tanim 2.1.7: S bir sayisal yarigrup ve n, S sayisal yarigrubunun bir elemani olmak

Uzere, S nin n ye gore Apery kiimesi su sekilde tanimlanir:
Ap(S,n)={seS:s—ngS} [15].

Lemma 2.1.8: S bir sayisal yarigrup ve n, S sayisal yarigrubunun bir elemani olsun. O

halde, w(i), S sayisal yarigrubunun modn ye gére i ye denk olan en kigik elemani

olmak Gzere,



Ap(S.,n)={seS:s—ngS}={w(0)=0,a(),»(2),...o(n—1)} seklindedir [15].

Ispat: i€{l,2,..,n-1} alaim. O halde her i€{L2,..,n-1} icin i+kneS olacak
sekilde k € N bulunur. Bu sekilde yazilan en kigik saylya (i) dersek, (i) € Ap(S,n)
elde edilir. Buradan {a)(O):O,a)(l),a)(Z),...,a)(n—l)}gAp(S,n) olur. Simdi bir
x € Ap(S,n) alalim. O halde Apery kiimesinin tanimina gére x—ng¢$S dir. Yani X, S
sayisal yarigrubunun bu Ozellikteki en kuglik elemanidir. Ayrica modn ye gore

{1,2,..., n—l} kiimesinin elemanlarindan birine denk olacagindan
x € {@(0) =0, w(1), &(2),..., o(n—1)} olur. Bdylece, , sonucuna varilir.

Lemma 2.1.9: S sayisal yarigrup ve S*=S—{0} olsun. O halde S*—(S*+S%*)
kiimesi S sayisal yarigrubunun bir lreteg sistemidir. Ustelik her iiretec¢ sistemi bu
kiimeyi kapsar [6].

Ispat: S€S* alalim. Eger x¢S*—(S*+S*) ise, 0 halde x,yeS* vardir dyle ki,
S=X+Y. Bunu sonlu adim igin tekrar ettirirsek, S=S +...+s , S, €S* esitligini elde
ederiz. Boylece, S*—(S*+S*) kimesi S sayisal yarigrubunun bir Urete¢ sistemi
olmus olur. Simdi, S sayisal yarigrubunun herhangi bir treteg sistemi olarak A kiimesi

verilsin ve bir xe S*—(S*+S*) alalim. O halde, X=4a, +4,3,...+ 4,8, olacak seklide
neN* , A,4,..4,€N ve a,a,,..a €A bulunabilir. Ayrica, X¢(S*+S*)
oldugundan, x=a, elde edilir. Yani, S*—(S*+S*)< A olup, béylece S*—(S*+S*)
Uretec sisteminin minimal oldugunu soyleyebiliriz.

Tanim 2.1.10: S sayisal yarigrubunun 0 dan farkh en kiiglik elemanin S nin kathihgi
denir ve m(S) ile gosterilir [8].

Onerme 2.1.11: S bir sayilsa yarigrup olsun. O halde,

i) m(S), minimal Greteg sisteminin en kiglk elemanidir.
ii) e(S) <m(S) esitsizligi saglanir [9].

Ispat: i) sikki kathhgin tanimindan direkt olarak elde edilir.



ii) icin her seS icin (k,w)e(N,Ap(S,m(S))) olmak iizere s=kn+w olacagindan

S= <(Ap(S, m(S)) u{m(S)})> yazabiliriz. S*—(S*+S*) minimal treteg sistemi olup
S*—(S*+S*) = {Ap(S, m(S)) u{m(S)}} ve #{Ap(S,m(S)) U{m(S)}} =m(S)
oldugundan e(S) <m(S) sonucuna varilr.

Ornek 2.1.12: $=(5,7,9)={0,5,7,9,10,12,14, >} sayisal yarigrubu iin,

Ap(S,n)={seS:s-ngS}={w(0)=0,a),o(2),..,on-1)}
Ap(S,5) = {(0) = 0, (1), &(2),..., o(4)} = {0,7,9,16,18}

e(S)=3 ve min{5,7,9} =m(S) =5 olup, e(S)<m(S) saglanir.

Onerme 2.1.13: S bir sayisal yarigrup ve n, S sayisal yarigrubunun bir elemani olsun.

O halde,

i) F(S)=max(Ap(S,n))—n

i) g(S)z%( > w)—(”T_lJ dir [6].
weAp(S,n)

Ispat:

i) Apery kiimesinin tanimindan max(Ap(S,n))—ngS dir. Eger

x>max(Ap(S,n))—n, ise x+n>max(Ap(S,n)) yazilabilir. we Ap(S,n) elemani

modn ye gore X+n ye denk olsun. W< X+n oldugundan bazi k pozitif tamsiyilar

icin X=w+kn seklinde yazilabilir. Buradan, x—n=w+(k—1)neS elde edilir. Yani

X €S olur. Béylece, Frobenius sayisinin tanimindan F(S)=max(Ap(S,n))—n
sonucuna varilir.

ii) Her we Ap(S,n) icin W, modn ye goére i ye kongrient ve i 6{1,2,...,n—1} oldugu
icin w=Kk; +1 olacak sekilde k; pozitif tamsayisi bulunabilir

Boylece Lemma 2.1.8 den,

Ap(S,n) ={0,w(l) =k, n+L,w(2) =k, n+1...,wn-1) =k, n+n—-1} elde edilir.



modn ye gore w(i) ye denk olan bir X tamsayisi S nin elemanidir ancak ve ancak

w(i) < x olmasidir. Boylece,
g(S) =k +...+Kk, ,

:%((k1n+1)+...+(kn_ln+n—l))—(n—_lj

2
gl

n weAp(S,n)

O halde buradan hareketle iki elemanla dretilen S=(a,b) sayisal yarigruplari igin bir

genelleme yapabiliriz:

Ap(S.a)=(0,b,2b,...,(a—1)b) oldugunundan asagidaki sonuca varabiliriz:
Sonug 2.1.14: aveb , ebob(a,b)=1 olacak sekilde iki pozitif tamsayi olsun.
i) F((a,b))=ab—a-b

_ab-a-b+1

i) o((ab))=

dir [6].

iki Gretecli sayisal yarigruplar icin bu genellemeler yapilmistir, fakat ii¢c ve daha fazla
sayida Uretegli sayisal yarigruplar igin bu ¢ok karmasik oldugundan bu sekilde bir

genelleme yapilamamistir.
Lemma2.1.15: S, {nl,..., np} ile Gretilen bir sayisal yarigrup olsun.

n
obeb(n,,..., np_l) =d olmak iizere, T = (%,...,#‘1, n,) kimesi verilsin. O zaman

Ap(S,n )=d(Ap(T,n )) olur[6].

Ispat: Hipotezde verilenleri kabul edelim.

n
Eger we Ap(S,n,) isewe(n,,...,n ) dir. Buradan %E(%,...,%)gT elde

G n N
edilir. $imdi we Ap(T,n,) alalim. O zaman We(j,...,T> ve wd e(n,..,n )= S
olur. Eger dW—np elemanida S’de ise ﬂl,...,/lp e N olmak Uzere,

dw-n =An +---+4 ,n , +4An_ seklindedir. S sayisal yarigrup oldugundan,



obeb(n,,...,n;)=1 dir. Buda obeb(d,n,) =1 demektir. Buradan
(A4, +Dn, =dw—(4n +---+4,n ;) oldugundan d| (4,+1) dir. Ama o zaman

A, N A, +1 A, +1
%+...+ pfa P2y pd n, ve ——— pozitif tamsayi olmali bu da we Ap(T,n,)

olmasi ile celisir. Sonuc olarak Ap(S,n_)=d(Ap(T,n )) elde edilir.

Lemma 2.1.16: S, {nl,..., np} ile Gretilen bir sayisal yarigrup olsun ve

obeb(n,,...,n, ;) =d

. n n,. . L
olmak Gzere, T :<El,...,f, np> kiimesi verilsin. O zaman,

i) F(S)=dF (T)+(d-Dn, ,
ii)g(S)=dg(T)+w dir [6].

Ornek 2.1.17: S =(20,30,17) olsun. obeb(20,30) =10 ve
T =(2,317)=(2,3)={0,2,3,—} olur. Buradan F(T)=1, g(T) =1,

F(S)=10F(T)+9.17 =10+153 =163 ve g(S)=1Og(T)+9'—;6:10+72:82 elde

edilir.

Ornek 2.1.18: S =(6,8,11) olsun. Obeb(6,8) =2 ve
T =(3,4,11)=(3,4)={0,3,4,6,7, >} olur. F(T) =5, g(T) =3,

F(S)=2F(T)+1.11=10+11=21ve g(S) = 2g(T)+9'—;'6 = 6+% =11 elde edilir.

Lemma 2.1.19: S sayisal yarigrup olsun. O halde,

g(S)> F(ST)H , esitsizligi saglanir [6].

Daha sonra bu ifadenin esitlik haline 6zel bir isim verecegiz.

S sayisal yarigrubu olsun. Frobenius sayisinin tanimdan her i e N* icin F(S)+ieS

oldugunu biliyoruz. Simdi benzer arglimanla yeni bir tanim verelim:
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Tanim 2.1.20: S sayisal yarigrup ve XxeG(S) olsun. Eger her S€S igcin Xx+se$S

oluyorsa X bir Pseudo Frobenius sayisidir. S nin tim Pseudo Frobenius sayilarinin
kimesi PF(S) ile gosterilir. PF(S) nin eleman sayisina S nin tipi denir ve t(S) ile

gosterilir.

NOT: max (PF(S))=F(S) oldugu goriilir.

Ornek 2.1.21: $=(5,7,9)={0,5,7,9,10,12,14,—} sayisal yarigrubu icin,
PF(S)={1113} ve bdylece t(S)=2 elde edilir. Ayrica F(S)=13 olup PF(S)
kiimesinin en biylik elemanidir.

A kiimesinde <, bagintisina gére maximal elemanlarin kiimesini maximals_q A
seklinde gosterecegiz.

Onerme 2.1.22 : S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman, asagidakiler saglanir:
i) PF(S)={xeZ-$:x e Maximals_}
i) XxeZ-S < f—xeS,bazi f € PF(S) igin [6].

Onerme 2.1.23: S bir sayisal yarigrup ve n bir pozitif tamsayi olsun. O halde,

PF(S) = {W—I’\ZWE Maximals_ Ap(S, n)} dir [6].

Ispat: x € PF(S) alalim. Buradan x¢ S ve X+neS veya bir bagka deyisle

X+ne Ap(S,n) yazabiliriz. Ayrica, Xx+n<, W olacak sekilde we Ap(S,n) alalim. O
halde, w—(x+n)=w—x—ne$S olur. Yani, bazit S€S igcin w—n=X+s elde edilir.

w—-n¢gS ve xe PF(S) oldugundan, s=0 olmaldir. Yani, W= X+n sonucuna varilr.

$imdi, we Maximals_ Ap(S,n) alalim. O zaman, w—ngS dir. Eger W—N+S¢3S
olacak sekilde 0#s e S bulunabiliyorsa, w+s e Ap(S,n) olur ki bu da W nin
maksimalligi ile gelisir.

Tanim 2.1.24: Bir S sayisal yarigrubu icin eger e(S)=m(S) oluyorsa, bu sayisal

yarigruba maksimal gdmme boyutlu sayisal yarigrup denir [6].

11



Onerme 2.1.25: S bir sayisal yarigrup ve {nl<n2 <...<ne} minimal Ureteg sistemi

olsun. O halde, S maksimal gomme boyutlu sayisal yarigruptur ancak ve ancak

Ap(S,n)={0,n,,n;,...,n,} olmasidir [6].

Ispat: Ap(S,n;) bir Ureteg sistemi oldugundan, {n,,n,,..,n,} < Ap(S,n,) yazabiliriz.
Ayrica, Ap(S,n;) kimesinin kardinalitesinin n, oldugunu biliyoruz. Boylece e=n,
ancak ve ancak Ap(S,n;) ={0,n,,n;,...,n,} olmasidir.

Simdi Onerme 2.1.14 ve Onerme 2.1.24 den edilen sonucu verelim:

Sonug 2.1.26: S bir sayisal yarigrup ve {n1 <n,<..< ne} minimal Ureteg sistemi olsun.

Asagidaki ifadeler saglanir:
i) Eger S maksimal gomme boyutlu ise F(S)=n, —n, dir.

ii) S maksimal gdmme boyutlu sayisal yarigruptur ancak ve ancak

g(S) zi(n2 +N,+.. 4N, ) — n12—1 olmasidir.
nl

iii) S maksimal gdmme boyutlu sayisal yarigruptur ancak ve ancak t(S)=n, -1
olmasidir [6].
Ornek 2.1.27: S =(4,5,11) ={0,4,5,8,9,10, -} sayisal yarigrubu igin

F(S)=n,—n, =11-4 saglanir. Fakat m(S)=4>3=e(S) olup, S maksimal gdmme

boyutlu degildir.

2.2 Simetrik ve Pseudo-simetrik Sayisal Yarigruplar

Tanim 2.2.1: Bir sayisal yarigrup, eger bu sayisal yarigrubu 6zkapsayan iki sayisal
yarigrubun kesisimi olarak yazilamiyorsa bu sayisal yarigruba indirgenemez Sayisal

Yarigrup denir [6].
Ornek 2.2.2: $=(4,6,7)={0,4,6,7,8,10,>} sayisal yarigrubu indirgenemezdir. Fakat
$=(5,7,9)={0,5,7,9,10,13 -} sayisal yarigrubu indirgenemez degildir.
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Lemma 2.2.3 : S =N bir sayisal grup verilsin. O zaman S U{F(S)} kiimesi bir sayisal

yarigruptur [6].

ispat: S—N sonlu oldugundan, S U{F(S)} kiimesinin de N ’deki tiimleyeni sonludur.
a,beSU{F(S)} alalim. Eger bir tanesi F(S) ise, a+b>F(S) yani
a+beSU{F(S)} olur. Eger a,beS ise a+beS ve S SU{F(S)} oldugundan,
a+beSU{F(S)} elde edilir. Ayrica 0 S = S U{F(S)} olup, SU{F(S)} kiimesi bir
sayisal yarigruptur.

Teorem2.2.4: S sayisal yarigrup olmak Uzere asagidaki ifadeler denktir:

i) S indirgenemez bir sayisal yarigruptur.
ii) S, Frobenius sayisi F(S) olan tiim sayisal yarigruplar icinde maksimaldir.
iii) S, Frobenius sayisi F(S) yi icermeyen tim sayisal yarigruplar iginde

maksimaldir [6].
Ispat: i)=ii) : T, ScT ve F(S)=F(T) olacak sekilde bir sayisal yarigrup olsun. O
halde S =(SU{F(S)})NT elde edilir. S indirgenemez bir sayisal yarigrup
oldugundan S=T elde edilir.

i)=iii) : T, ScT ve F(S)gT olacak sekilde bir sayisal yarigrup olsun. O halde

T U{F(S)+1, F(S)+2,—>} kiimesi S sayisal yarigrubunu kapsayan ve Frobenius

sayisi F(S) olan bir sayisal yarigruptur. Boylece S=T u{F(S)+l, F(S)+2,—>}
oldugundan S=T elde edilir.
iii)=1i): S;vesS,, S sayisal yarigrubunu kapsayan iki sayisal yarigrup olsun. O halde

hipotezden F(S)eS,veF(S)eS, olup boylece S#S NS, elde edilir. Yani S

indirgenemez bir sayisal yarigruptur.

Tanim 2.2.5: S sayisal yarigrubu eger indirgenemez ve Frobenius Sayisi tek tamsayi ise

S sayisal yarigrubu simetriktir [6].

Ornek 2.2.6: S =(4,6,7)={0,4,6,7,8,10, >} sayisal yarigrubu simetriktir.
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Tanim 2.2.7: S sayisal yarigrubu eger indirgenemez ve Frobenius Sayisi ¢ift tamsayi ise

S sayisal yarigrubu pseudo-simetriktir [6].

Ornek2.2.8: S = <3, 4, 5> = {O, 3 —>} sayisal yarigrubu pseudo-simetriktir.
. F(S)
Lemma 2.2.9: S sayisal yarigrupve h=max<xeZ—-S:F(S)—-x¢S ve x # —

olacak sekilde bir sayinin var oldugunu kabul edelim. O halde Su{h} kiimesi

Frobenius sayisi F(S) olan bir sayisal yarigruptur [6].

Ispat: Su{h} kiimesinin N igindeki timleyeni sonlu ve 0 € S oldugu agiktir.

H :{XEZ—S ‘F(S)—x¢S ve x# F(ZS)} olarak alalim. Eger x e H ise

F(S)—xeH.Buradan, h> F(ZS) elde edilir. $imdi bir s S —{0} alalim.

Eger h+s¢S ise h nin maksimalliginden ve h>

FO) g, FO)
5),

S# — oldugundan

F(S)—(h+s)=teS elde edilir. Buradan da F(S)—h=t+seS olr ki bu da h nin

tanimiyla gelisir.

Eger 2h¢S ise, yine h nin maksimalliginden, F(S)—2h=teS olup yukarida da
goruldugu gibi h+teS olur. Fakat, h+t=F(S)—h , S de olamayacagindan celigki

elde edilir.

Onerme 2.2.10: S sayisal yarigrup olsun.

i) S simetriktir ancak ve ancak F(S) tekve xeZ—-S iken F(S)—xeS
ii) S pseudo-simetriktir ancak ve ancak F(S) ¢ift ve XeZ-S
F(S)

ikenya F(S)—xe€S yada X:T olmasidir [8].

Ispat:i) (=) :Eger XxeZ—S fakat F(S)—x ¢S ise
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h:max{XeZ—S:F(S)—ngvex;t?} alirsak, SU{h} kiimesi Frobenius sayisi

F(S) olan bir sayisal yarigrup olur. Boylece S indirgenemez bir sayisal yarigrup
oldugundan Teorem 2.2.4 gére, “ S, Frobenius sayisi F(S) olan tiim sayisal yarigruplar

icinde maksimaldir” ifadesiyle gelisir.

(<): Teorem 2.2.4 kullanirsak, “ S, Frobenius sayisi F(S) yi icermeyen tim sayisal
yarigruplar icinde maksimaldir.” ifadesini gostermemiz yeterlidir. Bunun i¢in ; T,
T < S olacak sekilde bir sayisal yarigrup olsun. Simdi bir xeT —-S cZ—-S alalim. O
zaman hipotezden, F(S)—xeS ve boylece F(S)—xeT olur. Fakat bu da

F(S)=x+(F(S)—x)eT olamasini gerektirir. Bdylece, S, Frobenius sayisi F(S) yi

icermeyen tim sayisal yarigruplar icinde maksimaldir.

Sonug¢ 2.2.11: S sayisal yarigrup olsun. O halde, asagidaki denklikler vardir:

i) S simetriktir < g(S) = F(82)+1
ii) S pseudo —simetriktir < g(S) =M [6].

2

NOT: Simetrik ve pseudo-simetrik sayisal yarigruplar arasinda bir gecis yoktur. Clinkd,
simetrik sayisal yarigruplarin Frobenius sayisi tektir. Fakat pseudo-simetrik sayisal

yarigruplarin Frobenius sayisi gifttir.
Ornek 2.2.12: S =(5,8,19) = {0, 5,8,10,13,15,16,18,19, 20, 21, 23, —>} verilsin,
G(S)={12,3,4,6,7,9,11,12,14,17,22} ve F(S) =22 elde edilir. Eger her x € G(S) icin

F(S)—xeSsaglanir. Eger x¢G(S) ise X bir negatif tamsayidir. Dolayisiyla

F(S)—xeS sarti saglanir. Boylece S kiimesi bir pseudo-simetrik yarigruptur.

Sonug 2.2.13: Gomme boyutu 2 olan her sayisal yarigrup simetriktir [6].

Ornek 2.2.14: S= <4, 6, 7> = {0, 4,6,7,8,10,11, —>} sayisal vyarigrubu simetriktir.
<3, 4, 5> = {3, —>} sayisal yarigrubu ise pseudo-simetriktir. Ayrica, <5,7,9> sayisal

yarigrubu indirgenemez degildir.
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Sonug 2.2.15: S sayisal yarigrup ve nde sifirdan farkh bir elemani olsun. Eger X,y €S,

X+ Yy e Ap(S, n) olacak sekilde ise {x, y} = Ap(S,n) olur [6].

Sonug 2.2.16: S sayisal yarigrup, n de sifirdan farkl bir elemani ve
Ap(S,n)={a, <@ <..<a,,} olsun. O halde, S simetriktir ancak ve ancak her
ie{01..,n-1} icina+a,_ =a, olmasdir[6].

Ispat: (=): Onerme 2.1.11 den F(S)=a_,—n oldugunu biliyoruz. a, —ng¢$S ve S
simetrik oldugundan, F(S)—(a,—n)=a,,—a €S vyazabiliriz. Lemma2.2.13 ten,
a,,=a+a; olacak sekilde je{01,..,n-1} vardir. a,<a <..<a,, oldugundan,

j=n-1—i olmalidir.

(<): Hipotezden, {a,}=Maximals, Ap(S,n) yazabiliriz. Onerme2.1.19 dan

PF(S)={F(S)} ve dolayisiyla {F(S)}=Maximals, (Z—S) olur. Bu da eger

XeZ-S ise F(S)—xeS demektir. Bunun 6tesinde, eger F(ZS) bir tamsayi ise

F(S)

T =S dir. Boylece, Fs)-F8)_FE)

2

tek ve Onerme 2.2.8 den S simetriktir.

€ S olup bu bir geliskidir. Yani F(S)

Sonug 2.2.17: S sayisal yarigrup olsun. O halde asagidakiler denktir:

i) S simetriktir.

i) PF(S)={F(S)}

ii) t(S)=1 [6].

Ispat: ii) ve iii) agik¢a birbirine denktir. i) ve ii) arasindaki denlik de Sonug 2.2.14 Un
yeterlilik 1spatindan elde edilir.  Yani, PF(S)z{F(S)} ve dolayisiyla
{F(S)} =Maximals_ (Z—-S) olur. Bu da eger xeZ-S ise F(S)—xeS demektir.

F®)

y . . F(S . N
Bunun oOtesinde, eger bir tamsayi ise %EZ—S dir. Boylece,
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F(S)-

—F(S) F(ZS) S olup bu bir geliskidir. Yani F(S) tek ve Onerme 2.2.8 den S

2

simetriktir.

Sonug 2.2.18: S sayisal yarigrup ve nde sifirdan farkh bir elemani olsun. O halde S

simetriktir ancak ve ancak Maximals_ Ap(S,n) ={F(S)+n} olmasidir [6].

Ornek 2.2.19: S=(4,6,7)={0,4,6,7,8,10,—} olsun. O zaman, Ap(S,4)={0,6,7,13}

elde edilir ve boylece Maximals_ Ap(S,4) = {F(S) +4} = {13} dir.

Lemma 2.2.20: S bir pseudo-simetrik sayisal yarigrup ve n de sifirdan farkl bir

elemani olsun. O halde ?+n € Ap(S,n) dir [6].

F(S)

Ispat: TeS oldugundan,

+neS oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bunu

F(S)
2
gdstermek icin, tersini kabul edelim. Onerme 2.2.8 den

F(5)— [F(ZS) j F(ZS) oo

elde edilir. Fakat bu durum,

FO)_FO)
-

-n+nesS
olmasini gerektirir ki bu da imkansizdir.

Onerme 2.2.21: S, Frobenius sayisi ¢ift olan bir sayisal yarigrup ve ne S —{O} olsun.

O halde, S bir pseudo-simetrik sayisal vyarigruptur ancak ve ancak
F(S) : .

Ap(S,n)={ao<a1<...<an_2=F(S)+n}uT+n ve her Ie{O,l,...,n—Z} igin

a+a,_ a, , olmasidir [6].

Sonug 2.2.22: S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidaki kosullar denktir:

i) S pseudo-simetriktir.
i) PF(S):{F(S) F(S)} [6].
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Ornek 2.2.23: S=(5,7,8)={0,5,7,8,10,12,13,—} olsun. O halde PF(S)={9,11} olup

tipi t(S) =2 dir ancak bir pseudo-simetrik sayisal yarigrup degildir.

Ornek 2.2.24: $=(5,6,7,9)={0,5,6,7,9,10,12,13, >} olursa

Maximals_ Ap(S,5) ={9,13} olup PF(S)={4,8} = {F(ZS) F(S)} elde edilir. Yani, S

bir pseudo-simetrik sayisal yarigruptur.
Onerme 2.2.25: S, Pseudo-Simetrik bir sayisal yarigrup ise S sayisal yarigrubunun tipi,

t(S) =2 dir [6].

ispat: S sayisal yarigrup iken PF(S)kiimesinin eleman sayisinin 2 oldugunu

gostermeliyiz. Her S sayisal yarigrubu icin F(S) e PF(S) dir. X:? icin

F(S)

xePF(S) oldugunu gosterelim. X=—> iken her seS—{0} icin (x+s)eS

oldugunu gosterirsek, x=—-+= (S) € PF(S) olur. Kabul edelim ki (F(Zs)+s)s£8 olsun.

I:(S)

S pseudo-simetrik bir sayisal yarigrup oldugundan; F(S)—( +s)eS,

F(S)+S—s 'eS. Buradan S$+S'eS olacak sekilde bir s'e€S wvardir. Fakat

F(ZS) =S+s’ ve —F(ZS) ¢ S oldugundan celiski elde edilir. Dolayisiyla, (F(ZS) +s)eS

olmasi gerektigi sonucuna varilir. t(S) =2 oldugunu gostermek igin PF(S) kiimesinin

sadece F(S) Ve? den olustugunu gostermemiz gerekir. Kabul edelim ki;

x#F(S) ve x;t? icin xePF(S) olsun. S, pseudo-simetrik sayisal yarigrup

oldugundan, F(S)—xeS olmalidir. xe PF(S) oldugundan X elemaninin S sayisal

yarigrubunun sifirdan farkh her elemaniyla toplami sayisal yarigrubun elemani

olmalidir. S nin sifirdan farkli elemani olarak F(S)—xeS elemanini alahm, tanim

geregi; Xx+(F(S)—x)eS elde edilir. Yani F(S)eS elde edilir ki bu bir geliskidir.
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Sonug olarak; PF(S) kiumesinin sadece F(S) ve den olustugunu goririz.

F(S)
2
Boylece t(S) =2 elde edilmis olur.

Ornek 2.2.26: S=¢(5,8,19)={0,5,8,10,13,15,16,18,19,20,21,23,—} kimesinin bir
pseudo-simetrik yarigrup oldugunu biliyoruz. O zaman t(S)=2 olmal. Gergekten,
PF(S) ={11,22} ve dolayisiyla t(S) =2 elde edilir.

NOT: Yukaridaki 6nermenin tersi her zaman dogru olmayabilir. Yani t(S)=2 ise S bir
pseudo-simetrik yarigrup olmak zorunda degildir.

Ornek 2.2.27:

S =(5,13,21) ={0,5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 33,34, 35,36, 38, —)} sayisal
yari grubu icin, PF(S)={29,37} oldugundan tipi, t(S)=2 dir. Ancak, F(S)=37 tek
oldugundan, S sayisal yarigrubu Pseudo-Simetrik bir sayisal yarigrup degildir.

Ornek 2.2.28:

$=(7,9,11)={0,7,9,11,14,16,18,20,21,22,23,25,27,—}  sayisal ~yarigruba igin
PF(S)={24,26} ,t(S)=2 ve F(S)=26 cift olmasina ragmen, pseudo-simetrik

sayisal yarigrup degildir. Clinkii, 2¢ S fakat F(S)—2=26-2¢S olmasi gerekirken

24 ¢ S elde edilmis olur.

Sonug 2.2.29 : S sayisal yarigrup olsun,

S, Pseudo-Simetriktir olmasi icin gerek ve yeter kosul H(S) kiimesinin tek elemanli

olmasidir [17].

Ispat: (=>): S Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup oldugundan, F(S) cift sayi ve

F(S)
2

XeZ-S igin, F(S)—x ¢S sarti sadece x = icin saglanir.

H(S)={ze€Z:z¢S ve F(S)—z ¢S} olarak tanimlanmisti. X:?, kutup

noktalari kiimesinin sartini sagladigindan; x :? € H(S) olur. Kutup noktalari
. - F(S) . . .
kiimesinin X = > elemanindan farkli bir elemanin oldugunu kabul edelim.
F(S)

#2€H(S) olsun. z¢ S ve F(S)—z ¢S olacaktir. Budurum S sayisal
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yarigrubunun Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup olmasiyla gelisir. Dolayisiyla

H(S)= FG) tek elemanhdir.
2

(<):H(S) kimesinin tek elemanli olsun. Kabul edelim ki; S Pseudo-Simetrik sayisal
yarigrup olmasin. xeH(S)cG(S)=>x€Z-S ve F(S)—xg$S sarti saglanir.
a=F(S)—x sayisini ele alalm.ag¢S ve F(S)—a=F(S)—(F(S)—x)=xgS elde
edilir. Buradan a=F(S)-xeH(S) olur. Bu durum H(S) kiimesinin tek elemanl
olusu ile gelisir. Yani, XeZ-S icin F(S)—x¢g sartini saglayan tek sayi olmalidir. Bu

durum; Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup olma sartidir.

2.3 Hemen Hemen Simetrik Sayisal Yarigruplar

Tanim 2.3.1: S sayisal yarigrup olmak tzere, PF(S)=H(S) U{F(S)} sartini saglayan

sayisal yarigruplara hemen hemen simetrik yarigrup denir [14].

Ornek 2.3.2: S=(8,11,12,15) = {0,8,1112,15,16,19, 20,22,23,24,26,27,28,30, -}

sayisal yarigrubu icin; F(S)=29, PF(S)={4,2529}, H(S)={4,25} ve dolayisiyla
PF(S)=H(S)U{F(S)} oldugundan S bir hemen hemen sayisal yarigruptur.

Ornek 2.3.3: S=(7,12,13) = {O, 7,12,13,14,19, 20, 21, 24,25, 26, 27 , 28,31, —>} sayisal
yarigrubu icin; F(S)=30, PF(S) :{29,30} , H(S) :{1,8,15, 22, 29} olup

PF(S)=H (S)U{F(S)} elde edildiginden, S hemen hemen simetrik degildir.
Onerme 2.3.4 : S bir simetrik sayisal yarigrup ise ayni zamanda hemen hemen
simetrik sayisal yarigruptur [22].

ispat: S simetrik sayisal yarigrup ise H(S)=& oldugunu biliyoruz. Bu sebeple;

PF(S)z{F(S)} oldugunu gostermeliyiz. Yani S simetrik sayisal yarigrubanun F(S)
den baska bir pseudo frebenius sayisinin olmadigini gostermeliyiz. Kabul edelim ki;
F(S)#=xePF(S) olsun. xeG(S) ve S simetrik sayisal yarigrup oldugundan
F(S)—xeS olmahdir. xe PF(S) ise S’nin sifirdan farkli her elemaniyla toplami S

sayisal yarigrubanun elemani olmalidir. Oyleyse; S sayisal yarigrubunun sifirdan farkli
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elemani olarak F(S)—-xeS elemanini secelim. o halde
X+(F(S)—x)=Xx+F(S)—x=F(S)eS celiskisi elde edilir. Dolayisiyla, S simetrik
sayisal yarigrubanun Frobenius sayisindan baska Pseudo Frobenius sayisi

olmadigindan hemen hemen sayisal yarigrup sarti saglanir.

Ornek 2.3.5:

S=(6,14,17) = {O, 6,12,14,17,18, 20, 23, 24, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 34, 35, 36, 37, 38, 40, —>}
sayisal yari grubu verilsin;

G(S)= {1, 2,3,4,5,7,8,9,10,11,13,15,16,19, 21, 22, 25,27, 33, 39} ,PF(S)= {39} olup S
simetrik oldugundan H(S)=@ ve F(S)=39 oldugundan, PF(S)=H(S)U{F(S)}
sarti saglanir. Yani, S hemen hemen simetrik sayisal yarigruptur.

Onerme 2.3.6 : S, Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup ise ayni zamanda hemen hemen

simetrik sayisal yarigruptur [22].

ispat: S, Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup ise F(S) cift sayi ve PF(S) = {? F(S)}

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, H(S) = {?

} oldugundan;

PF(S)=H(S)U{F(S)} sarti saglanir. Yani, S ayni zamanda hemen hemen simetrik

bir sayisal yarigruptur.

Ornek 2.3.7:S=(3,7) = {O, 3,6, 7,9,—)} sayisal yarigruba icin G(S) = {l, 2,4, 5,8} ,

PF(S):{4,8} ve F(S)=8 dir. Buradan S, Pseudo-Simetrik sayisal yarigrup oldugu
gorilur. Boylece, xeG(S) igin F(S)—xgS sarti sadece x=4 i¢in saglandigindan
dolayi H(S)={4} tar. Boylelikle, PF(S):H(S)U{F(S)} sarti saglanmis olup,
S hemen hemen sayisal yarigruptur.

Onerme 2.3.8: S bir sayisal yarigrup olmak lizere;
29(S) > F(S) +t(S)
esitsizligi saglanir. Genel olarak, S sayisal yarigruba hemen hemen simetrik ise;
29(S) =F(S) +t(S) esitligi saglanir [22].
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Sonug 2.3.9: S hemen hemen sayisal yarigrup ise, t(S) =2g(S)—F(S) esitligi

saglanir. Ozel olarak, Ssimetrik sayisal yarigrup ise t(S)=1 ve S pseudo simetrik

sayisal yarigrup ise t(S) =2 dir [22].

2.4 Arf Sayisal Yarigruplar ve Saturated Sayisal Yarigruplar

Tanim 2.4.1 : Bir sayisal yarigrup S, eger her X,y,z€S igin X>y >z olmak lzere

X+Yy—zeS ozelligini saghyorsa S bir Arf sayisal yarigruptur [24].

Lemma 2.4.2: S, N nin toplamsal kapal, 0 € S olmak tizere bir altkiimesi olsun. O
halde,

S' :{X+ Yy—Z:X,Y,Z€S, X>2y> Z} kiimesi N ’nin toplamsal kapah bir alt kiimesidir
ve S < S'dir[24].
Ispat: XeS olsun. O zaman X+X—XeS',yani ScS'. S'cN oldugu aciktir. Simdi
a,beS' alam. S' kiimesinin tanimindan, % >y, >z, i€{12} ve
a=x-+Yy,—z,b=x,+y,-2z, olmak Gzere x,X,,¥,,Y,,2,2Z, €S vardir. Buradan,
a+b=0X+X%)+(y,+Y,)—(z,+2,) elde edilir. Agikga, X +X,,¥;+VY,,Z,+2,€S ve
X, +X, 2V, +Y, =2 +2, oldugu gorilebilir. Buda a+beS" demektir. Boylece istenen

elde edilmis olur.

Tanim 2.4.3: S, N nin toplamsal kapal, 0 €S olmak Uzere bir altkiimesi olsun ve bir

neN igin, S" su sekilde tanimlanir:
S°=S ve S™ =(S")' [24].

Onerme 2.4.4 : S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman S* = Arf (S) olacak sekilde

k eN vardir [24].

Ispat: n lzerine tiimevarim yéntemiyle S" < Arf (S), vneN oldugu kolayca

gosterilebilir. Bir dnceki lemmadan S" = S"™ ve Sc<S",VneN. Eger bazi ke N

icin S*=S*" ise S sonludur. Bu da S* bir Arf sayisal yarigrup demektir.
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S¥c Arf(S) ve Arf(S), S vyi iceren en kiiciik Arf sayisal yarigrup oldugundan
S* = Arf (S) elde edilir.

Tanim 2.4.5 : Bir sayisal yarigrup S, eger S=s ,Vie{l,...,n} olacak sekilde
$,S,...5, €S ve 7 €Z,Vie{l,..,n} olacak sekilde zs,+---+2,5,>0 oldugunda

S+2,8,+---+2,S, €S oluyorsa saturated yarigrup denir [6].

Ornek 2.4.6: S=(57,8911)={0,57,89,10,11,—} sayisal vyarigruba saturated
oldugunu gosterelim:
$=9,5=8,5,=7,8=5 ve z=-12,=12,=2 olsun. @) halde

zS,++25,=8(-1)+7.1+52=9>0 saglandigindan ve

S+2,8,+--+2,S,=9+9=18€ S oldugundan S bir saturated yarigruptur.

2.5 Apery Kiimesinin Altkiimeleri

Tanim 2.5.1: S bir sayisal yarigrup olsun, eger X,y €S igin y—xeS oluyorsa x ve y
kismi siralidir denir ve X < y ile gésterilir ve y blyuktir x seklinde okunur. Boylece,
Ap(S)’in i(mod(m(S))’ e kongriient olan en kiglk elemanini (i) ve Ap(S)’in en
blyik elemanini @' ile gosterecegiz.

Ayrica, F(S)+m(S) = @' oldugu acikca gorulir [6].

Ornek 2.5.2: S=(6,8,11) = {O, 6,8,11,12,14,16,17,18,19, 20, 22, —)} verilsin.

Burada 11<17¢inki 17-11=6€S . Fakat 11X, 20¢inki 20-11=9¢S.

m(S) = min{6,8,11}=6ve F(S)=21 dir.

Ap(S)={seS:s-m(S) ¢S} ={seS:s-6¢S}={0,81116,19,27} Ayrica,
@(0)=0 her zaman dogrudur, ©(1)=19 , w(2)=8 , w(3)=27=w', ©(4)=16,
o(5) =11
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Ornek 2.5.3:

S=(6,14,17) = {O, 6,12,14,17,18, 20, 23, 24, 29, 30, 31, 34, 35, 36, 37, 38, 40, —>} verilsin.
Ap(S) = {0,14,17, 28,31, 45} olup, 0 = w(0)(mod 6) ,14 = (2)(mod 6) ,
17 = w(5)(mod 6) ,28= w(4)(mod6) ,31l=w(l)(Mmod6) ,45=w(3)(mod6) elde edilir.
Ayrica, F(S)=39 ve m(S)=6 olup, F(S)+m(S)=39+6=45=w" esitligi saglanir.
Tanim 2.5.4: S bir sayisal yarigrup olsun,

S'={XeZ: X¢Sve x+seS her 0<SeS} kiimesi seklinde tanimlanir [6].

Tanim 2.5.5: S bir sayisal yarigrup olsun. S’nin kutup noktalari, H(S), su sekilde
tanimlanir:
H(S)={zeZ:z¢S ve F(S)—z¢S}, ayrica H(S) c Z dir [5].

Ornek 2.5.6: S=(7,9,11)={0,7,9,11,14,16,18,20,21,22,23,25,27,—} ise o zaman,
G(S):{1,2,3,4,5,6,8,10,12,13,15,17,19,24,26} ve dolayisiyla S'={24,26} olur.
Boylece H(S)={2,13,24} olarak elde edilir.
Onerme 2.5.7: S bir sayisal yarigrup olmak tizere asagidakiler saglanir:
i)S'\H(S):{F(S)}
i)H(S)’in en buylik eleman, S' kiumesinin ikinci biyltk elemanidir.

iii) S simetriktir < S'={F(S)} & H(S)=2 [6].

Tanim 2.5.8 : S bir sayisal yarigrup olmak Uzere, Ap'(S) ve Ap*(S) kimeleri su

sekilde tanimlanir:

Ap'(S)={we Ap(S): < bagnnisina gére w maksimal}

Ap*(S)={we Ap(S): 0 £ '} Bl

NOT: Ap'(S) \Ap*(S) ={w'} dir.
Ornek2.5.9: S =(8,11,12,15) ={0,8,11,12,15,16,19, 20, 22, 23, 24, 26, 27, 28,30, >}

G(S)={12,3,4,5,6,7,9,10,1314,17,18,21,25,29}, F(S) =29, m(S) =8
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Ap(S) ={0,11,12,15,22, 26,33,37)
Ap'(S) ={w € Ap(S) :< bagintisina gore w maximal} ={12,33,37}
Ap*(S)={we Ap(S): w £, w'} ={12,33}

Ap'(S) \Ap*(S) =37 =’

Lemma 2.5.10 : S bir sayisal yarigrup ve S'={XeZ: XgSvex+seS her 0<s eS}

olsun. O zaman, zeS'< z+m(S) € Ap'(S) dir [5].

Ornek 2.5.11: Bir 6nceki drnekten S =(8,11,12,15) icin S' hizlica hesaplanabilir:
S'= {4, 25, 29}

Lemma 2.5.12: S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman, S simetriktir << Ap'(S) = {a)}
[5].

Lemma 2.5.13 : S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman, S simetriktir << Ap*(S)=J
(5].
Ornek 2.5.14: S =(2,3) sayisal yarigruba simetriktir, ¢tinkii Ap(S) ={0,3},

Ap'(S)={3} ve ®'=3 dolayisiyla Ap'(S)={@'} dir. Ayrica Ap*(S) = dir.

Teorem 2.5.15 : S bir sayisal yarigrup ve 0#neS olsun. O halde,

PF(S) ={w—n:we Ap(S,n) ve we maximals_;Ap(S,n)} dir [6].

ispat: xePF(S) olsun . O zaman X¢S ve X+neS , yani x+neAp(S,n) .
X+n<, W olacak sekilde we Ap(S,n) alalim . O halde w—(X+n)=w—n—-XxeS, yani
bazi s€S iginw—n=x+s elde edilir. w—ngS ve xe PF(S) iken s=0 olmali bu da
w=X+n demektir. Simdi, bir wemaximals_ Ap(S,n). O zaman w—ngS. Eger
W—n+s¢S , bazi 0#seS igin, ise w+se Ap(S,n) elde edilir ki bu da W nin
maximalligi ile gelisir. Su halde istenen elde edilir.

Ornek 2.5.16: S =(5,7,9) olsun. O zaman maximal_sAp(S,5) ={16,18}. Buradan
PF(S) ={11,13} elde edilir.

Ornek 2.5.17: Eger S =(a,b) seklinde bir sayisal yarigrup ise
Ap(S,a)={0,b,2b,...,(a-1)b} buda maximal_;Ap(S,a) ={(a—1)b} ve
PF(S)={ab—a—b} elde edilir.
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Onerme 2.5.18: S sayisal yarigrup olsun. O halde,

t(S) <m(S) -1, esitsizligi saglanir [6].

Ornek 2.5.19: S =(5,7,9) ={0,5,7,9,10,12,14,15, —} verilsin,

PF(S)={1113} ise t(S) =2 dir. m(S)=5 oldugundan yukaridaki esitsizlik saglanir.
Ornek 2.5.20:n>2, r >3n+2 ve s =r(3n+2) +3 olmak lizere

S=(s,5+3,5+3n,5s+3n+2) olsun. O zaman S’nin tipi t(S)=2n+3 elde edilir.

e S . . o
Onerme 2.5.21: peN* ve —={xeN:pxeS} olmak iizere asagidakiler saglanir:
p
. S .
i) — bir sayisal yarigruptur.

ii) SgE dir [6].
p

2.6 Temel Farklar ve Sayisal Yarigrubun Elde Edilmesi
Tanim 2.6.1: S bir sayisal yarigrup olmak lzere; G(S) =N-—S kiimesi S 'nin bogluklar
olarak adlandiriimisti. Eger x € G(S) igin yeNu{O} ve y| X (ybéler x) sartini

saglayan bir tamsayi ise ; y elemani da G(S) kiimesine aittir. Bu sebeple, S sayisal
yarigrubu; G(S), S’nin bosluklar olmak lGzere kx ¢ G(S), k>2 sartini saglayan X

elemanlarindan olusur. Yani, S’nin bogluklari kiimesinde ' | '(b6lme) islemine gére
maksimal olan elemanlari bilmemiz vyeterlidir. Dolayisiyla; bu sartlari saglayan

elemanlara S sayisal yarigrubunun temel farklari(bosluklari) denir [23].

Ornek 2.6.2:

S=(51321) = {O, 5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 33,34, 35, 36, 38, —)} sayisal
yarigrubu icin, G(S)={12,3,4,6,7,8,9,11,12,14,16,17,19, 22,24,27,29,32,37}  dir.

Buna gére S ’nin temel farklari(bosluklari) kiimesi; {14,17,19,22,24,27,29,32,37}
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Tanim 2.6.3 : S bir sayisal yarigrup ve S’nin temel farklari {Xi,...,xr} olsun. D
(X, X, ) ={xeN:xbolerx,ie{l,2,..,r}  olarak tanimlayahm.  D(X,..,X,)
kiimesinin S sayisal yarigrubunun bosluklar kiimesi agiktir. Bu durumda, S=N—- D
(X, X,) dir. [24]

Sonug 2.6.4: ©(0,,0,)=D(g9,) uD(g,) ifadesisaglanir.

ispat: xe®(0,,d,) olsun. Bu durumda, x | g, veya X | g, < xe D(g,) veya

xe D(9,).

Sonug 2.6.5: D(0,, 0, 09,)=D(9,) vD(g,)v---uD(d,)

Onerme 2.6.6: S bir sayisal yarigrup ve X ; G(S) kiimesinin bir alt kiimesi olmak

Uzere, asagidaki kosullar denktir:

X; S sayisal yarigrubunun bosluklarini belirler.
Her aeN icin; eger acG(S) ve {2a,3a} =S ise ae X tir. [6]

ispat: ()= (ii): Eger; X, S’nin bosluklarini belirliyorsa, yukaridaki tanimdan,
S=N- D(X,...,X,) ve sonug olarak G(S)=D(X) olur. Eger, acG(S) ise;
al x sartini saglayan en az bir x € X vardir ve bir k e N sayisi icin, ka =X tir. Ayrica,

{2a,3a} €S kabillimizden dolayi , VI>1 tamsayisi icin laeS oldugundan,
k=1lvea=xeX tir.

(ii)= (i): S=N- D(X) oldugunu gosterirsek , temel bosluk tanimindan, X ’in,
S’nin bosluklarini belirledigini gostermis oluruz. Kabulden dolay;; X < G(S)

oldugundan, D (X) c G(S) dir. Boylece, ScN- D(X) oldugu sonucuna varilr.

Eger a; S sayisal yarigrubuna ait olmayan negatif olmayan bir tamsayi ise, a e G(S)

dir. k:max{neN:naeG(S)} olsun. G(S) sonlu ve 0g¢G(S) oldugundan,

k eN—{O} dir. Buradan, ka e G(S) ve {2ka,3ka} < S olacagindan, hipotezden dolayi;

kae X ve sonug olarak ae®(X)olur. Buradan S=N-D(X) oldugu sonucuna

varilir.
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Tanim 2.6.7 : Bir S sayisal yarigrubunun temel farklari kiimesi bir 6nce 6nermeye
gore FG(S)={xeG(S):{2x,3x} =S} olarak tanimlanir. Eger X,y € FG(S) ve XY

ise, o zaman X1y (X bdélmez y ) dir [24].

Ornek 2.6.8: X ={5,8,12,13} olmak iizere, D (X) kiimesini ve S sayisal yarigrubunu

olusturalim:

D (X) kimesi, tanim geregi; X kimesine ait olan elemanlardan ve bu elemanlarin
bolenlerinden olusmaktadir. Yani, D(X)= ZD(5,8,12,13):{1,2,3,4,5,6,8,12,13}

seklindedir. Cunka, 1| 5, 2|8, 3112, 412, 6/ 12 oldugundan S sayisal
yarigrubunun farklari kimesine dahil edilirler. Simdi S sayisal yarigrubunu olusturalim:

D (X) kiimesi S sayisal yarigrubunun farklari kiimesi oldugundan negatif olmayan

tamsayilar kiimesiyle D (X) kimesinin farkini aldigimizda S sayisal yarigrubunu elde
ederiz. Yani, $={0,7,9,10,11,14, >} elde edilir. Bu kiime de negatif olmayan

tamsayilar kimesinin, 0 elemanini kapsayan, toplamsal kapali bir alt kimesi

oldugundan bir sayisal yarigruptur.

Ornek 2.6.9: FG(S):{7,10,13,16} olan S sayisal yarigrubunu belirleyelim:

D(FG(S))= 1)(7,10,13,16):{1, 2,4,5,7,8,10,13,16} ve buradan da sayisal yarigrubu

olusturursak; S =N— (D(7,10,13,16))={0,3,6,9,11,12,14,15,17,—} olur.

2.7 Sayisal Yarigruplann idealleri

Tanim 2.7.1 : S bir sayisal yarigrup ve | S olmak tizere, | +S < | oluyorsa, | =S

alt kimesine S sayisal yarigrubunun ideali denir. Eger, AcS icgin, | =A+S

oluyorsa; |, S sayisal yarigrubunun A alt kiimesi ile iiretilen ideali adini alir. Eger |

tek eleman ile uretiliyorsa, temel ideal denir. Yani, temel ideal X,€S igin,

| ={X,}+S ={X,+s:5€S} seklinde ifade edilir ve | =[x,] ile gésterilir [26].

Sonug 2.7.2: Yukaridaki tanima gére 0= X, €S igin | :[XO] ideali bir sayisal yarigrup

degildir. Clinku sayisal yarigrubun tanimindan dolayr Oe | =[XO] olmali. Fakat 0= X,
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oldugundan, VseS igin 0#X,+$ olur. Yani 0¢ | =[x,] ve dolayisiyla 1 =[x,] bir
sayisal yarigrup degildir.

Ornek 2.7.3: $=(4,7,9)={0,4,7,8,9,11,—} sayisal yarigrubu icin temel ideal

ornekleri olusturalim:

| = [4] =4+S= {4,8,1L12,13,15,—>} ,m(1)=4, F(1)=14, G(I) = {0,7,9,14}
J=[7]=7+S={7,11,14,15,16,18, —»}, m(1) =7, F(I) =17, G(J) ={0,4,8,9,12,13,17}

K =[9]=9+5={9,13,16,17,18,20,—}, m(l) =9, F(l) =19, G(K) ={0,4,7,8,11,12,14,15,19}
Lemma 2.7.4: |, S sayisal yarigrubunun temel ideali olsun. O halde | U{O} kiimesi

bir sayisal yarigruptur.

Ispat: |, S sayisal yarigrubunun temel ideali olsun. P =1 u{O} alalim. |, S sayisal
yarigrubunun temel ideali ise X,€Sigin | ={x}+S={x+s:5€S} seklinde

yazabiliriz. Boylece, S sayisal yarigrubunun tim elemanlarina X, € S eklenmis olur.
Not: |, S sayisal yarigrubunun temel ideali olsun. P =1 U{O} alalim. O halde,

i) F(1)=F(S)+x,

i) m(1)=m(S) +x,

Tanim 2.7.5: | ve J , S sayisal yarigrubunun iki ideali olsun;
ideal toplami: 1+J ={i+j:iel,jeJl}
ideal kesisimi: | nJ ={x:xel ve xeJ}

ideal birlesimi: 1 UJ ={x:xel veya xeJ} seklinde tanimlanir [14].
Ornek 2.7.6:Bir dnceki 6rnekten 1,J, K idealleri icin,
| +J+K =[20] =20+ S = {20,24,27,28,29,31 >}
1UJ ={4,7,811, -} 21 +J+K, | K ={131516,17,18,20, -]

Onerme 2.7.7: S bir sayisal yarigrup ve 1,J iki ideali olsun. O halde

1+J,1ud,ve |l nJ bireridealdir.

ispat: |+J’ nin ideal olmas icin; (I1+J)cSve(l+J)+Scl+J oldugunu
gostermeliyiz. Bunun igin, i+ jel+J alalim. Burada iel, jeJ,lcSveJcS

oldugundan i+ jeS dir. Yani 1 +J =S olur. Diger kapsami gostermek igin, yine
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iel, jeJ olmak Uzere I+jel+J alahm.  Bir seS icin

(i+j)+s=1+ (Jj+s) €1 +J olur. Dolayisiyla,
el Jide?I old.

(I+J)+S < 1+J elde edilir. Boylece 1 +J, S’nin bir idealidir.

UJ’ nin ideal olmasi igin; (luJ)cSve(luJ)+Sclud oldugunu
gostermeliyiz.

l=cSveJcS oldugundan lwJcS dir. Ayrica, ieluwld alalim, burada
ielveyaield , bir seS igin i+sel veya i+SeJ olmali. Dolayisiyla,
i+seluld. Yani, (1UJ)+ScluUJ elde edilmis olur. Boylece 1UJ, S’nin bir
idealidir.

INJ’ nin ideal olmasi igin; (INJ)cSve(INnJ)+ScInNJ oldugunu
gostermeliyiz:

l=cSveJcS oldugundan InNJ<S dir. Ayrica, ielnJ alalim, burada
ielveield, bir seS icin i+sel ve i+SeJ olmal. Buradan i+SelnJelde
edilir ki bu da (InJ)+S <l nJ demektir. Boylece, | nJ S sayisal yarigrubunun
bir idealidir.

Tanim 2.7.8: S bir h-kath sayisal yarigrupve | —Z olsun. | +Sc | vebazi s€S igin
| +s< S oluyorsa | ya relative ideali denir. S sayisal yarigrubu tarafindan kapsanan

relative ideallere S sayisal yarigrubunun integral ideali adi verilir. Z— 1 ’nin en biyulk

elemani, | ’'nin Frobeius sayisi olarak adlandirihir ve F(1) ile gosterilir [26].

Tanm 2.7.9: |veJ,S sayisal yarigrubunun relative idealleri olmak (zere;
|+J={i+j:iel,jed} ve I-J={zeZ:z+J |} olarak tanimlanir. Eger z €Z
ise, Z+S={z+s:5€S} kiimesi, z ile Uretilen temel relative ideal denir. Bir idealin
I =(b,...b ) ile dretilmesi, I=(b,...b)=(O+S)u---U(d +S) anlamina gelir
[14].

Ornek 2.7.10: S =¢(8,10,11,13) h-kath sayisal yarigrubu icin, 1=(2,4) ve J =(15)

ideallerini olusturalim:
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S$=(810,1113) = {O, 8,10,11,13,16,18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, —>}

7

F(S)=25ve m(S)=8
| =(2+S)U(4+8S)={2,4,10,12,13,14,15,17,18, 20, —>} , F(1)=19 ve m(1)=2

J=(+S)U(5+S)={159,11 -}, F(J)=10 ve m(J) =1

Tanim 2.7.11: Bir S h-katli sayisal yarigrubunun 6zel bir relative ideali olan kanonikal
ideali; Q sembolii ile gosterilir ve Q={F(S)—x:xe(Z-S)} seklinde tanimlanir.
Boylece;, Q , z=F(S)-—x seklinde h-kath sayisal yarigrubun bosluklarina gore

simetrik olan z tamsayilarini kapsiyorsa , z tamsayisi X e gore simetrik olarak

adlandirilir [26].

Ornek 2.7.12: S =(4,7,13) ={0,4,7,8,11,12,—} sayisal yarigrubu i¢in

F(S)=10ve Z—-5={10,9,6,53,21,-1,-2,..} olarak bulunur. Kanonik ideal

tanimindan, Q={F(S)-x:xe(Z-S)}={0,14,57,89,11 —}

Teorem 2.7.13: S sayisal yarigrup olmak tizere, asagidaki ifadeler saglanir;
(i) ScQcN
(ii) S’nin her | relative ideali igin, Q—1 :{F(S)—X:Xe (Z- I)}
(iii) Eger | ve J, S’'nin | < J sartini saglayan relative idealleri ise, 0 zaman
#(J—1)=#[(Q—1)—(Q~-J)] saglanir [26].
Ispat: (i) Eger seS ise, o zaman Xx=F(S)-s¢S saglanir. Bu yizden,

s=F(S)—(F(S)-5s) = F(S)—xeQ olacagindan S c Q elde edilir.

Eger, zeZ ve z<0 ise, o zaman F(S)—z>F(S), bu yizden F(S)—z€S ve z¢Q

elde edilir. Dolaisiyla Q < N olur. Boylece S < 2 < Nsaglanmis olur.

(i) S’nin her | relative ideali igin, xel=(F(S)—x)gQ-I veya
xgl = (F(S)—x)eQ—1 oldugunu goéstermeliyiz. Bunun igin Xel alalim. Eger
(F(S)-x)eQ—1 ise, o zaman F(S)-x+1cQ olur. Ozel olarak;
F(S)—x+x=F(S)eQ olur ki bu bir geliskidir. Eger, (F(S)—x) g Q—1 ise, o zaman

F(S)—x+igQ olacak sekilde i el vardir. Buradan, (F(S)—x+i) elemaninin S nin
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bir elemanina gére simetrik oldugu sonucuna varilir. Ozel olarak,

F(S)—(F(S)—x+i)=x+ieS ve boylece xei+S c | celiskisi elde edilir.

(i) zeZ olsun. (i) den, zeJ-1 < (F(S)-2)e[(Q-1)-(Q-J)] bu

sebepten iki kiime arasinda bire-bir esleme vardir ve ayni eleman sayisina sahiptirler.
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BOLUM 3

h-KATLI SAYISAL YARIGRUPLAR

3.1 h-Katli Sayisal Yarigruplar

Tanim 3.1.1: S bir sayisal yarigrup ve h>2 bir tamsayi olsun. " =S\{0} olmak
tzere, h®S ={sl+s2 +..+8,:5€S,i :1,2,...,h}u{0} kiimesine S sayisal

yarigrubunun h-kath kiimesi denir [27].

Ornek 3.1.2: S :<3,5> ={3,5,6,8,—} sayisal yarigrubu ve h=3 icin, h-katl kiime:
30S={s+s,+..+5,:5€S",i=12..,h}U{0} ={0,9,11,13,1516,17,18 >}

seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.3: S sayisal yarigrubunun h-kath kiimesi:

hoS ={sl+s2 +..+8,:5€S,i e{l,2,...,h}}u{0} , bir sayisal yarigruptur [27].
Ispat: S sayisal yarigrup ve h>2 bir tamsayi olsun. 0eh®S#J ve hOScN
oldugundan birlesme 6zelligini saglanir. Simdi x,yeh®S alallm. O halde,
s.,S,'eS*ie{l2,..,h} olmak Ulzere, Xx=s+S,+..+S, ve y=S'|+S,+..+S)

seklinde yazilabilir.

Bu durumda,
X+Y=(5,+S,+..45, ) +(s"+5,+..+5")
X+y=(s+s")+(S,+S",)+..+(s, +S",)

S sayisal yarigrup oldugundan,
s;+s,'eS*ie{l2,..,h} olup, s +s;'=t yazarsak;

X+y=t+t,+.t ,t eS* ie{l,2,..,h} ve boylece x+yeh®S elde edilir.
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Simdi G(h®S)=N\h®S kimesinin sonlu olup olmadigina bakalim:

S sayisal yarigrup ve F(S) nin tanimindan F(S)+1=seS™* oldugunu biliyoruz.
Ayrica, her ieN igin s+ie€S™* olup, (h—Ds+(s+i)eh®S elde eldir. Buradan, her
ieN icin hs+ieh®S oldugu gorilir. Yani G(h®S)=N\h®S kimesi sonludur.
Boylece, h®S bir sayisal yarigruptur.

Teorem 3.1.3 yardimiyla, artik verilen bir S sayisal yarigrubu icin S nin h-kath sayisal
yarigrubu: h®S :{31+s2 +..+5,:5, €S ,i :1,2,...,h}u{0} seklinde elde edilir.

Onerme 3.1.4: S sayisal yarigrup ve h®S de h-katl sayisal yarigrubu olsun. O halde
asagidakiler saglanir:

i) m(h®S) =h.m(S)
ii) F(S)<F(h®S)
i) 9(S)<g(hoS)
iv) e(S)<e(h®S) [27].
Ispat: i) S sayisal yarigrubunun kathhg m(S) olsun. S sayisal yarigrubunun h-kath

sayisal yarigrubu,

hoS={s+s,+..+5,:5eS",i=12..,h}U{0} seklinde oldugundan,
s,€S7,i={12,...,.h} olmak uzere

mM(h®S) =s, +5, +...+5, seklindedir. Kathhgin tanimindan,

m(h@S)zmin(hQS—{O}) olacagindan her ie{l,2,...,h} icin s, =m(S) olmahdir.

Boylece m(h®S) =s,+s, +...+5, =h.m(S) olarak bulunur.

i) S sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi F(S) ve minimal Urete¢ kimesi
A:{ai,ag,...,ak} olsun. F(S) sayisi hOS sayisal yarigrubunun elemani olamaz. Yani
F(S)>F(h®S) olamaz. Fakat hOSNA=C oldugundan F(S)<F(h®S) elde
edilir.

iii) S sayisal yarigrubunun minimal Urete¢ kiimesi A:{ai,az,...,ak}olmak Uzere
h©SNA=Y oldugundan, G(S) cG(h®S) olur ve boylece g(S)<g(h®S) elde
edilir.
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iv) S:<a1,a2,...,ak> minimal Ureteg sistemi olsun. Yani e(S)=k olsun. Ayrica S
sayisal yarigrubunun minimal Urete¢ kimesi Az{ai,a,z,...,ak}olmak Uzere

h©SNA=Y oldugundan, e(h®S) >k olmalidir.

3.2 2-kath Sayisal Yarigruplar
20S ={s,+5,:5,,5, € S*}U{0} kiimesinin sayisal yarigrup oldugunu biliyoruz.

Lemma3.2.1: S=(a,,a,,..,8,) sayisal yarigrubuve S nin 2-kath sayisal yarigrubu,
20 S igin asagidaki ifadeler dogrudur:

i) 20S=S\{a,a,,....a,}

i) 9(20S8)=9(S)+e(S)

iii) 2S5 ={2s:5€S} olmakiizere, 25c20ScS dir[27].
Ispat: i) {ai,az,...,an} minimal Ureteg sistemi oldugundan hig biri digerlerinin lineer
kombinasyonu  seklinde yazilamaz. Béylece 20S={s,+s,:s,,5, € S*}U{0}

tanimindan, her i €{1,2,....n} i¢cin 8 20S elde edilir. Yani,

20ScS\{a,a,,..,a,} elde edilir. $imdi bir xeS\{a,,a,,...,a,} alalim. Bu eleman
minimal Ureclerden en az ikisinin lineer kombinasyonu seklinde yazilabileceginden

xe20S bulunur. Bdylece 208 =S\{a,,a,,...,a,} sonucuna varilr.

i) 20S :S\{ai,az,...,an} oldugunu kuIIanlrsak,G(ZOS):G(S)u{al,az,...,an} elde
edilir. Buda, g(20S) =9g(S)+e(S) demektir.
iii) xe2S alalim. se€S olmak tzere, X=2s seklinde yazabiliriz. Boylece Xx€2®S

olur. Buradan 2S —2®S bulunur. Ayni zamanda Xe€ S oldugundan 2GS < S elde

edilir. Sonug olarak, 2S<2®S < S bulunur.

Lemma3.2.2: S :<a1,a2,...,an> sayisal yarigrubuve a, <a, <...<a, olsun. Eger her
je{l,2,...n} icin F(S)>a, ise F(2OS)=F(S) dir[27].

Ispat: &,a,,...,a,; S sayisal yarigrubunun minimal Uretegleri olsun. Bu durumda,

a,a,,...,a, £20S ve her je{l,Z,...,n} icin F(S)>a; oldugundan F(S)g20GS elde
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edilir. Ayrica, her 1eN* igin F(S)+ieS ve her je{1,2,...,n} icin F(S)>aj

oldugundan p; € N sayilarindan en az kisi sifirdan farkli veya en az bir p; =2 olmak
uzere, F(S)+i=pa +p,a,+..+p,a, seklinde yazilableceginden F(S)+ie20S

elde edilir.

Boylece, F(2©®S) = F(S) sonucuna varilir.

NOT: Eger en az bir je{1,2,...,n} icin a, > F(S)oluyorsa, F(20S) =F(S)

saglanmaz.

Ornek 3.2.3: $=(2,7)={0,2,4,6,7,8,—} sayisal yarigrubu icin, F(S)=5 dir. Fakat
S sayisal yarigrubunun 2-katli sayisal yarigrubu 20 S :{0,4,6,8,—>} icin F(20S) =7
elde edilir. Yani, F(2®S) = F(S) olur [27].

Lemma 3.2.4: S=(a,,4,,...,a,) sayisal yarigrup ve & <a, <..<a, olmak lizere, eger

enazbir je{l,2,..,n} icin a, > F(S) ise F(20S)=a, olur [27].

Ispat: S =<a1,a2,...,an> ve 8 <a, <..<a, olup, enazbir je {1,2,..., n} icin
a; > F(S) oldugundan XxeS icin eger her je{l, 2,...,n} icin x>a; ise X, minimal
Ureteg sisteminin en az iki elemanin lineer kombinasyonu seklinde yazilir. Dolayisiyla

her je{1,2,...,n} icin x>a, ise Xe20®S elde edilir. Ayrica, a,a,,...,.a, 2035
oldugundan, Frobenius sayisinin tanimindan F(20S)=a, elde edilir.

Lemma 3.2.5: S=<a1,a2,...,an> sayisal yarigrup ve her je{l,Z,...,n} icin F(S) > a;
olsun. O halde 2GS simetrik degildir [27].

Ispat: Verilen kosullarda F(2®S)=F(S) oldugunu biliyoruz. Simdi, S sayisal
yarigrubunun simetrik olup olmama durumuna goére inceleyelim:

i) S sayisal yarigrubu simetrik olsun.

F(S)+l: F(20S)+1

O hald S)=
alde g(S) 5 5

olup, diger taraftan;
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920S)=g(S)+e(S) >':(2®#S)+1 olur ki boylece g20S) = —2O9)*L 40
edilir. Yani, 20 S simetrik degildir.

ii) S sayisal yarigrubu simetrik olmasin.

Kabul edelim ki 2GS simetrik olsun. O halde,

g(S)+e(S)=g(208) = F(ZQZS)”: FO)I*L e boylece g(s) < F(32)+1 olur ki

bu da kabuliimizle gelisir. Yani, 20 S simetrik degildir.

Lemma 3.2.6: S =<a1,a2,...,an> sayisal yarigrup ve her je{l, 2,...,n} icin F(S) > a;

olsun. O halde 2® S pseudo-simetrik degildir [27].

Ispat: Verilen kosullardan F(2®S)=F(S) oldugunu biliyoruz. Simdi, S sayisal

yarigrubunun pseudo-simetrik olup olmama durumuna gore inceleyelim:

i) S sayisal yarigrubu pseudo-simetrik olsun.
O halde g(S) = F(SZ) 2 = F@ OZS) 2 olup, diger taraftan;
9209)=g(S) +e(S) > FEOS*2Z ki boylece g2S) = — 2O *2 4o
edilir. Yani, 20 S pseudo-simetrik degildir.
i) S sayisal yarigrubu pseudo-simetrik olmasin.
Kabul edelim ki 2 S simetrik olsun. O halde,
F(20S)+2 F(S)+2 F(S)+2

olur ki

g(S)+e(S)=g(2o9S) = ve boylece g(S)<

2 2
bu da kabuliimuzle gelisir. Yani, 20 S pseudo-simetrik degildir.

Onerme 3.2.7: S :(ai,az,...,an) indirgenemez sayisal yarigrup ve her je{l, 2,...,n}
icin F(S)>a, olsun. O halde, 20 S indirgenemez degildir [27].

Ispat: S indirgenemez oldugundan Frobenius sayisi F(S) olanlar arasinda
maksimaldir. Ayrica, F(2®S)=F(S) oldugundan 20®S 2-kath sayisal yaribunun

Frobenius sayisi da F(S) oldugundan, 2GS Frobenius sayisi F(S) olanlar arasinda

maksimal degildir. Dolayisiyla, 2© S indirgenemez degildir.
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Onerme 3.2.8: S =<a1,a2,...,an> sayisal yarigrubu ve 2-kath sayisal yarigrubu 2GS

olmak Uzere, 2©S 2-katli sayisal yarigrubunun minimal Ureteg¢ sistemi M olsun. O

halde asagidakiler saglanir:

i) Mc(a+a;,a+a;+a:i jkefl2..1)
ii) e(S)=n olup, e(2OS) < n*(n+1) dir [27].

Lemma3.2.9: S=(a,,a,,..,8,) sayisal yarigrubu ve 2-katli sayisal yarigrubu 20'S

olsun. O halde,

@={X€N12XEZQS}=S dir [27].

Ispat: x alalim. 2xe€2®S olup 2x=X+X , seklinde yazilacagindan xeS*

208
—cC

ve dolayisiyla X € S olmalidir. Buradan, S elde edilir. Diger tarafatan,

seS alalim. Eger s=0 ise acikca SeN ve 2s€2®S olup se 2053 elde edilir.

Eger s#0ise SCN olup seN ve s+5=25€20OS olupyine se 2053 elde edilir.

3.3 h-kath Sayisal Yarigruplarin idealleri
Lemma 3.3.1: |,S sayisal yarigrunun ideali iken h®Il, h®S h-kath sayisal

yarigrubunun idealidir.

Ispat: |,S sayisal yarigrunun idealiise | +S < | yazabiliriz. 1*=1 —{0} olsun.

hot ={i,+i,+.+i 1 ij,i,,...i, €1 *}U{0} olup xeh®lalirsak, i,i,,...,i, €™
olmak tizere, X =1, +1, +...+1, seklinde ifade edilebilir. Ayrica bir seh®S alirsak, bu
elemanida s;,S,,...,S, € S™* olmak lizere, s=S,+S, +...+5, yazabiliriz. Boylece,
X+S=(,+i,+...+1,)+(S,+S,+...+S,)

=(, +s)+(,+8,)...+ (i, +s,)
olup 1 +S < | oldugundan her je{1,2,...,h} igin, i, +s; €l olup X+s€201 elde

edilir. Dolayisiyla 201+20S <201 elde edilir. Yani, h©1 , h®S h-kath sayisal

yarigrubunun idealidir.
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Lemma 3.3.2: |, S sayisal yarigrunun ideali olsun. O halde |, h® S h-katl sayisal
yarigrubunun idealidir.

Ispat: hOS<S oldugundan, I+h®Sc|+S vyazabiliriz. Ayrica, 1,S sayisal
yarigrunun ideali oldugundan, 1+S c | vardir. Boylece 1+h®Scl+Scl elde

edilir ki bu da I, h®S h-kath sayisal yarigrubunun ideali demektir.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERILER

S sayisal yarigrubu yardimiyla yeni bir sayisal yarigrup elde edilir. Bu yeni sayisal
yarigrup ile S sayisal yarigrubu arasindaki iliskiler incelenmeye devam edilecektir. Bu
yapinin algoritmasi GAP programinda yazilabilir. Boylece genellemeye daha kolay

gidilebilir.
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