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Tez Danışmanı: Doç. Dr. Reyhan KAYA 
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Bu tez çalışmasında (2+1) boyutta torsiyon terimi içeren spinör ve skaler alanlar ile 
kütleçekimi arasındaki etkileşim incelenmiş ve sonuçlar tartışılmıştır. Eylemin metrik ve 
kontorsiyona göre varyasyonu alınarak Einstein ve Cartan denklemleri bulundu.  Spinör 
alan için bulunan denklemlerin çözümünde, spinör alan ile spinör alanın kompleks 
eşleğinin çarpımı sabit olarak bulundu. Skaler alan için bulunan denklemler analitik 
olarak çözülemediğinden dolayı Runge-Kutta yöntemiyle nümerik olarak çözüldü. Elde 
edilen grafiklerden konuma bağlı olan skaler alanın sonsuzda sıfıra gittiği 
görülmektedir.   
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In this thesis, we study spinor and scalar fields, coupled to gravity with torsion 
(Einstein-Cartan model) in (2+1) dimensions. To find the Einstein and Cartan equations, 
we take the variation of the action with respect to metric and contortion. We solve 
these equations for the spinor field and find the product of the spinor field and its 
complex conjugate to take a constant value.  We were not able to solve these 
equations analytically when a scalar field is coupled to gravity. We, instead, plot the 
solutions to these equations using the Runge-Kutta method. We find that the space 
dependent scalar field goes to zero as we approach infinity. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

  Literatür Özeti 

Özel görelilik teorisi 1905 yılında Einstein tarafından yayınlandıktan sonra Einstein dört 

temel etkileşmeden biri olan kütleçekimini özel görelilik teorisine katmak için yaptığı 

çalışmaları 1915 yılında tamamladı ve genel görelilik teorisini yayınladı. Genel görelilik 

teorisi Riemann geometrisi ve Christoffel sembollerine dayanmaktadır. Christoffel 

sembolleri 1869 yılında Gustav Dirichlet’in öğrencisi olan Elwin Bruno Christoffel 

tarafından bulunmuştur. Bu teori Gregorio Ricci-Curbastro ve onun öğrencisi Tullio 

Levi-Civita tarafından geliştirilmiştir. Riemann eğrilik tensörü, Bernhard Riemann ve 

Elwin Bruno Christoffel tarafından bulunmuştur. Bu iki tensör genel görelilik teorisinde 

çok önemli rol oynamaktadır [1, 2]. 

Genel görelilik teorisinde afin bağıntısına torsiyon tensörü eklenerek Einstein-Cartan 

(EC) teorisi elde edilmiştir. EC teorisi 1922 yılında Elie Cartan tarafından bulunmuştur. 

Bu teori genel göreliliğin genişletilmiş hali olarak kabul edilmektedir [3, 4]. EC teorisi 

uzay-zaman ile torsion arasında bağlantı kurulmasını mümkün kılmaktadır. Torsiyon 

terimi hesaba katılmadığı zaman EC teorisi Einstein teorisine indirgenmektedir. 

Einstein'ın genel göreliliği makrofizik alanındaki tüm deneysel gerçeklerle uyumludur. 

Bununla birlikte, mikroskobik düzeyde, uzay-zamanın bir torsiyona sahip olması ve 

dolayısıyla mikroskopik kütleçekim etkileşimlerinin EC teorisi tarafından tanımlanması 

gerektiği savunuldu [5]. Torsiyonun, kütleçekiminin tam bir teorisi için gerekli olduğu 

da gösterilmiştir [6]. Maddenin spini ve kütlesi, EC teorisinde önemli bir rol 

oynamaktadır [7, 8].  Spin-kütleçekim etkileşmesi ilgi çekmektedir. Madde alanları 



2 

 

(skaler, ayar, spinor) ile çalışan birçok yazarın makalesinde spin-kütleçekim etkileşmesi 

bulunmaktadır [9, 10].  

ArXiv’de Einstein-Cartan teorisi üzerine yazılmış en yeni yayınlardan biri olan Ivanov ve 

Wellenzohn'un makalesinde torsiyon alanının kozmolojik sabit veya karanlık enerji 

yoğunluğunun kaynağı gibi davrandığı gösterilmiştir [11]. 

Son zamanlarda, skaler alan ve kütleçekiminin minimal olmayan bağlanımının bir 

torsiyon oluşturduğu gösterilmiştir. Skaler alan ve kütleçekiminin minimal olmayan 

bağlanımları genel relativistik kütleçekim teorileri için ilgi çekicidir ve enflasyonist 

kozmolojide önemli rol oynamaktadır [12]. Skaler alan ve kütleçekiminin minimal 

olmayan etkileşmelerini içeren açık Friedmann modelleri için EC denklemlerinin tam 

genel çözümleri elde edilmiştir [13]. Galiakhmetov bu alanda çalışmaya devam etti ve 

torsion ve eğriliği birleştiren skaler alanın ilginç sonuçlar doğurduğunu gösteren 

çalışmalar yaptı [14, 15]. Eğrilik ve torsiyonlu minimal olmayan metrik-skaler kuplajların 

kullanıldığı çok yeni çalışma bir çalışma vardır [16]. Burada karanlık enerji, torsiyonlu 

metrik-skaler kuplajlarla açıklanmaktadır. 

 (2 + 1) boyutlardaki genel görelilik, kütleçekimi dinamiklerinin temel özelliklerini 

anlamak için gittikçe yaygınlaşan bir model haline gelmiştir. 2+1 boyutta kütleçekim ile 

ilgili çalışmalar çok sayıda belirgin sonuçlara neden olmuştur. Bu sonuçlardan önemli 

olanlardan biri Banados, Teitelboim and Zanelli (BTZ)  kara deliğinin keşfidir [17, 18]. 

Skaler alanla etkileşen (2 + 1) boyutlardaki Einstein kütleçekimi literatürde 

incelenmiştir [19-22].  

Genel görelilik teorisinde torsiyon tensörü tanımlanmadan önce afin bağıntısı 

Christoffel sembolüne eşit olarak tanımlanıyordu. Christoffel sembolleri simetrik 

olduğu için afin bağıntısı da simetrik olmaktadır. Bu yüzden torsiyon tensörü sıfır 

olmaktadır [23, 24]. Christoffel sembolleri metrik veya tetrad tensörüne, afin bağıntısı 

Christoffel sembolleri ve torsiyon tensörüne bağlıdır. Afin bağıntısının antisimetrik 

kısmı torsiyon tensörünü oluşturur [25, 26, 27].  Afin bağıntısından yararlanarak 

Riemann eğrilik tensörü elde edilir. Eylem Riemann eğrilik tensörü skaler alan veya 

spinör alana bağlı olarak elde edilir. Kontorsiyon tensörü, torsiyon tensörüne bağlıdır. 

Einstein denklemleri, eylemin metrik tensörü veya tetrad tensörüne göre varyasyonu 
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alınarak elde edilir. Cartan denklemleri, eylemin kontorsiyon tensörüne göre 

varyasyonu alınarak elde edilmektedir. Eylemin skaler alana göre varyasyonu alınarak 

Klein-Gordon (KG) ve spinöre göre varyasyonu alınarak Dirac denklemleri elde edilir. 

Spinör alan için Cartan denklemlerinden yararlanarak kontorsiyon tensörünün 

bileşenleri hesaplanır. Bu bileşenleri Dirac denklemlerinde yerlerine yazılır ve Dirac 

denklemlerinden yararlanarak spinör alanın bileşenlerinin türevleri bulunur. Spinör 

alanın bileşenlerinin türevleri Einstein denklemlerinde yerlerine yazılır ve Einstein 

denklemlerinden metrik tensörünün bileşenleri hesaplanır. Metrik tensörünün 

bileşenlerinden yararlanarak ise Dirac denklemleri çözülür ve spinör alanın bileşenleri 

hesaplanır. 

Skaler alan için Cartan denklemlerinden yararlanarak kontorsiyon tensörünün 

bileşenleri hesaplanır. Bu bileşenleri KG denklemlerinde yerlerine yazılır ve KG 

denklemlerinden yararlanarak skaler alanın türevi bulunur. Skaler alanın türevi Einstein 

denklemlerinde yerlerine yazılır ve Einstein denklemlerinden metrik tensörünün 

bileşenlerinin türevleri hesaplanır. Skaler alanın ve metrik tensörünün bileşenleri 

Runge-Kutta (RK) yöntemiyle nümerik olarak çözülerek skaler alan ve metrik 

tensörünün bileşenlerinin grafikleri bulunur. Skaler alanın büyük ve küçük değerleri için 

yaklaşım yapılarak açık çözümler bulunur. 

 Tezin Amacı 

Genel görelilik içinde yer alan genel bağıntılar tanımlanacaktır. İlk olarak spinör alan 

için tanımlanan eylemin varyasyonu alınarak Einstein-Cartan ve Dirac denklemleri 

bulunacaktır. Denklemler çözüldükten sonra spinör alan ve metrik tensörü 

hesaplanacaktır. Spinör alan ve metrik tensörü için analitik çözümler bulunacaktır.  

İkinci olarak skaler alan için tanımlanan eylemin varyasyonu alınarak Einstein-Cartan ve 

Klein-Gordon denklemleri bulunacaktır. Denklemler analitik olarak çözülemediği için 

Runge-Kutta yöntemi kullanılarak nümerik olarak çözülecektir. Skaler alan üzerinde 

belirli koşullar tanımlayarak skaler alanın analitik çözümü bulunacaktır. 
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 Hipotez 

Spinör alan ile kütleçekim alanının etkileşmesinde açısal momentum sıfır alındığında ve 

torsiyon tensörü alan denklemlerine katılmadığında bulunan çözümler bütün Einstein-

Cartan denklemlerini sağlamamaktadır. Skaler alan ile kütleçekim alanın 

etkileşmesinde, etkileşme terimi sıfır alındığı zaman bütün Einstein denklemlerini 

sağlayan çözüm bulunmasına karşın torsiyon tensörünün bileşenleri sıfır olmaktadır. Bu 

sonuç, etkileşme teriminin Einstein-Cartan denklemlerinin çözümünde etkin olduğunu 

göstermektedir. 
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BÖLÜM 2 

EINSTEIN-CARTAN TEOREMİ 

Modern spin kavramı bulunmadan önce torsiyon ile maddenin kendine özgü açısal 

momentumu arasında bir bağlantı olduğu Cartan tarafından önerilmişti. Bu teoriye 

Dennis Sciama ve Tom Kibble tarafından katkıda bulunulduğu için Einstein–Cartan–

Sciama–Kibble teorisi de denilmektedir. 

Eylem aşağıdaki gibi tanımlanır. 

𝑆 = ∫ ⅆ 3𝑥 √−𝑔 ((
1

2𝑘
(𝑅 − 2𝛬) + 𝐿𝑚 + 𝐿𝑖𝑛𝑡)        (2.1) 

Ricci eğrilik skaleri, 

𝑅 = 𝑔μν𝑅μν        (2.2) 

şeklindedir. 

Ricci tensörü, 

𝑅μν = 𝑅μρν
𝜌

        (2.3) 

şeklindedir. 

Riemann eğrilik tensörü, 

𝑅σμν
𝜌

= 𝜕𝜇𝛤νσ
𝜌

− 𝜕𝜈𝛤μσ
𝜌

+ 𝛤μλ
𝜌

𝛤νσ
𝜆 − 𝛤νλ

𝜌
𝛤μσ

𝜆         (2.4) 

olarak tanımlanır. 

Afin bağıntısı ve torsiyon aşağıdaki gibi tanımlanır. 

𝛤μν
𝜌

= {μν
𝜌

}-𝐾μν
    𝜌

                                                                                                                         (2.5) 
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𝑇μν
𝜌

=
1

2
(𝛤μν

𝜌
− 𝛤νμ

𝜌
)                                                                                                                  (2.6) 

olarak tanımlanır. 

Torsiyon iz vektörü, 

𝑇μ = 𝑇μ𝜌
    𝜌

        (2.7) 

olarak ifade edilir [28]. 

Kontorsiyon ile torsiyon arasındaki bağıntı, 

𝐾μν
    𝜌

= −𝑇μν
    𝜌

+𝑇μ  ν
 𝜌

− 𝑇    μν
𝜌

        (2.8) 

olarak verilir. 

Christoffel sembolü, 

{μν
𝜌

} = 𝑔𝜌𝜎(𝑔νσ,𝜇 + 𝑔μσ,𝜈 − 𝑔μν,𝜎)                                                                                      (2.9) 

olarak tanımlanır. 

Metrik bağıntısı, 

ⅆs2 = −(𝑣 +
𝐽2

𝑟2)ⅆt2 + 𝑤2ⅆr2 + (𝑟ⅆϕ +
J

𝑟
ⅆt)2                                                             (2.10) 

olarak tanımlanabilir. Torsiyon içermeyen Einstein denklemleri bu metrik için boşluk 

durumunda çözüldüğünde (2+1) boyuttaki kara delik çözümüne karşılık gelmektedir. 

Burada 𝑣, 𝑤 ve 𝐽 r’ye bağlıdır. 

(2.5), (2.6), (2.8) ve (2.10) bağıntılarından aşağıdaki denklemler bulunur. 

−𝐽2(𝐾11
1 + 𝐾13

3 − 𝐾31
3 ) − 𝑟2𝐾11

1 𝑣 + 𝐽(𝐾13
1 − 𝐾31

1 )𝑣 = 0                                               (2.11) 

−𝑤2𝐾11
2 + 𝐽(−𝐾12

3 + 𝐾21
3 ) + (𝐾12

1 − 𝐾21
1 )𝑣 = 0                                                            (2.12) 

−𝐽2𝐾11
3 + 𝐽(−𝐾13

3 + 𝐾31
3 )𝑣 + 𝑣(−𝑟2𝐾11

3 + (𝐾13
1 − 𝐾31

1 )𝑣) = 0                                  (2.13) 

−𝐽2(𝐾12
1 + 𝐾21

1 + 𝐾23
3 − 𝐾32

3 ) − 2𝑟2𝐾21
1 𝑣 + 𝐽(𝑟2(−𝐾12

3 + 𝐾21
3 ) +                             

(𝐾23
1 − 𝐾32

1 )𝑣 + (−𝐾13
2 + 𝐾31

2 )𝑤2) = 0                                                                           (2.14) 

−2𝐽2𝐾21
3 + 𝐽(−𝐾12

1 + 𝐾21
1 − 𝐾23

3 + 𝐾32
3 )𝑣 + 𝑣(−𝑟2(𝐾12

3 + 𝐾21
3 ) + 

(𝐾23
1 − 𝐾32

1 )𝑣 + (−𝐾13
2 + 𝐾31

2 )𝑤2) = 0                                                                           (2.15) 
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−𝐽2𝐾13
1 + 𝑟2𝐽(−𝐾13

3 + 𝐾31
3 ) − 𝑟2𝐾31

1 𝑣 = 0                                                                     (2.16) 

𝑟2(−𝐾12
3 + 𝐾21

3 ) + 𝐽(−𝐾12
1 + 𝐾21

1 + 𝐾23
3 − 𝐾32

3 ) + (−𝐾23
1 + 𝐾32

1 )𝑣 

−(𝐾13
2 + 𝐾31

2 )𝑤2 = 0                                                                                                            (2.17) 

−𝐽2𝐾31
3 − 𝑟2𝐾13

3 𝑣 + 𝐽(−𝐾13
1 + 𝐾31

1 )𝑣 = 0                                                                      (2.18) 

𝐾12
2 = 0                                                                                                                                   (2.19) 

−(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝐾22
1 + (𝑟2(−𝐾12

2 + 𝐾21
2 ) + 𝐽(−𝐾23

2 + 𝐾32
2 ))𝑤2 = 0                                (2.20)                                                       

𝐾22
2 = 0                                                                                                                                   (2.21) 

−(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝐾22
3 + (𝐽(𝐾12

2 − 𝐾21
2 ) + (−𝐾23

2 + 𝐾32
2 )𝑣)𝑤2 = 0                                     (2.22) 

−2𝐽2𝐾23
1 + 𝑟2𝐽(−𝐾12

1 + 𝐾21
1 − 𝐾23

3 + 𝐾32
3 ) − 𝑟2(𝑟2(𝐾12

3 − 𝐾21
3 ) + 

(𝐾23
1 + 𝐾32

1 )𝑣 + (𝐾13
2 − 𝐾31

2 )𝑤2) = 0                                                                              (2.23) 

𝐾32
3 = 0                                                                                                                                   (2.24) 

𝐽2(𝐾12
1 − 𝐾21

1 − 𝐾23
3 − 𝐾32

3 ) − 2𝑟2𝐾23
3 𝑣 + 𝐽(𝑟2(𝐾12

3 − 𝐾21
3 ) + (−𝐾23

1 + 

𝐾32
1 )𝑣 + (𝐾13

2 − 𝐾31
2 )𝑤2) = 0                                                                                            (2.25) 

−𝐽2𝐾13
1 + 𝑟2𝐽(−𝐾13

3 + 𝐾31
3 ) − 𝑟2𝐾31

1 𝑣 = 0                                                                     (2.26) 

−(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝐾33
1 + 𝑟2(𝐽(−𝐾13

1 + 𝐾31
1 ) + 𝑟2(−𝐾13

3 + 𝐾31
3 )) = 0                                 (2.27) 

𝐽(𝐾23
1 − 𝐾32

1 ) + 𝑟2(𝐾23
3 − 𝐾32

3 ) − 𝐾33
2 𝑤2 = 0                                                                 (2.28) 

−(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝐾33
3 + 𝐽(𝐽(𝐾13

1 − 𝐾31
1 ) + 𝑟2(𝐾13

3 − 𝐾31
3 )) = 0                                          (2.29) 

(2.5), (2.6), (2.8) ve (2.10) bağıntılarından bulunan denklemler çözülürse aşağıdaki 

sonuçlar elde edilir. 

𝐾11
1 =

𝐽𝐾13
1

𝑟2
, 

𝐾12
2 = 0, 

𝐾11
2 =

𝑣𝐾12
1 − 𝐽𝐾12

3

𝑤2
, 

𝐾11
3 =

𝑣 𝐾13
1

𝑟2
, 

(2.30) 
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𝐾13
2 = −

𝐽 𝐾12
1 − 𝑟2𝐾12

3

𝑤2
, 

𝐾13
3 = −

𝐽𝐾13
1

𝑟2
, 

𝐾21
1 =

𝐽𝐾23
1

𝑟2
, 

𝐾21
3 =

𝑣 𝐾23
1

𝑟2
, 

𝐾22
1 =

𝑤2(𝑟2𝐾21
2 − 𝐽𝐾23

2 )

𝐽2 + 𝑟2𝑣
, 

𝐾22
2 = 0, 

𝐾22
3 =

𝑤2(𝐽 𝐾21
2 + 𝑣𝐾23

2 )

𝐽2 + 𝑟2𝑣
, 

𝐾23
3 = −

𝐽𝐾23
1

𝑟2
, 

𝐾31
1 =

𝐽𝐾33
1

𝑣
, 

𝐾32
1 =

𝑤2(𝑟2𝐾31
2 − 𝐽𝐾33

2 )

𝐽2 + 𝑟2𝑣
, 

𝐾32
2 = 0, 

𝐾32
3 = −

𝑤2(𝐽 𝐾31
2 + 𝑣𝐾33

2 )

𝐽2 + 𝑟2𝑣
, 

𝐾33
1 =

𝑟2𝐾31
3

𝑣
, 

𝐾33
3 = −

𝐽𝐾31
3

𝑣
. 
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BÖLÜM 3 

(2+1) BOYUTTA SPİN ½ PARÇACIĞIN KÜTLEÇEKİM ALANI İLE ETKİLEŞMESİ 

Eylem ve Lagranjiyen, 

𝑆 = ∫ ⅆ 3𝑥 √−𝑔 𝐿, 

𝐿 =
1

2𝑘
(𝑅 − 2𝛬) +

ⅈ

2
(𝛹

_

𝛾𝜇𝛻𝜇𝛹 − (𝛻𝜇𝛹
_

)𝛾𝜇𝛹) − 𝑀𝛹
_

𝛹                                                  (3.1) 

olarak tanımlanır.  Burada 𝛹 ve 𝛹
_

 r’ye bağlıdır. 

Spinör ve spinörün kompleks eşleniği, 

𝛹 = (
𝜓11

𝜓12
), 

𝛹
_

= (𝜓21 𝜓22)                                                                                                                     (3.2) 

olarak gösterilir. 

C  “yük eşlenik matris” olmak üzere spinör ve spinörün kompleks eşleniği arasındaki 

bağıntı; 

𝛹
_

= 𝛹 𝐶                                                                                                                                   (3.3) 

olarak tanımlanır. 

Spinör bağıntı terimi, 

𝛤𝜇 =
1

8
[𝛾𝑎, 𝛾𝑏]𝑒𝑎

𝜌
(𝑒ρb,𝜇 − 𝛤𝜇ρ

𝜏 𝑒𝜏b)                                                                                        (3.4) 

olarak gösterilir. 
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Latin alfabesinin harfleri ile belirtilen indisler Minkowski uzayında, Yunan alfabesinin 

harfleri ile belirtilen indisler eğri uzayda kullanılacaktır. 

Spinörün kovaryant türevi, 

𝛻𝜇𝛹 = 𝜕𝜇𝛹 + 𝛤𝜇𝛹, 

𝛻𝜇𝛹
_

= 𝜕𝜇𝛹
_

− 𝛹
_

𝛤𝜇                                                                                                                  (3.5) 

olarak gösterilir. 

𝜂𝑎𝑏 = (−, +, +) olmak üzere metrik ve eğri uzaydaki gama matrisleri tetrad formunda, 

𝑔𝜇𝜈 = 𝑒𝜇
𝑎𝑒𝜈

𝑏𝜂𝑎𝑏                                                                                                                        (3.6) 

𝛾𝜇 = 𝑒𝛼
𝜇

𝛾𝛼                                                                                                                                (3.7) 

olarak gösterilir. 

Dirac gama matrisleri aşağıdaki gibi seçilebilir. 

𝛾1 = (
1 0
0 −1

),   𝛾2 = (
0 ⅈ
ⅈ 0

) ,     𝛾3 = (
0 1

−1 0
) .                                                         (3.8) 

Metrik, 

ⅆs2 = −(𝑣 +
𝐽2

𝑟2)ⅆt2 + 𝑤2ⅆr2 + (𝑟ⅆϕ +
J

𝑟
ⅆt)2                                                                (3.9) 

olarak yazılabilir. 

Metriğin cotetrad alanları cinsinden diğer bir ifadesi aşağıdaki gibidir. 

ⅆs2 = −(𝑒1)2 + (𝑒2)2 + (𝑒3)2.                                                                                        (3.10) 

(3.9) ve (3.10) karşılaştırılırsa cotetrad alanları, 

𝑒1 =
√𝐽2 + 𝑟2𝑣

𝑟
ⅆt, 

𝑒2 = 𝑤ⅆr, 

𝑒3 = 𝑟 ⅆϕ +
𝐽

𝑟
ⅆt                                                                                                                   (3.11) 

olarak bulunur. 

𝑒𝑎 = 𝑒𝜇
𝑎ⅆx𝜇  bağıntısından tetrad matrisi, 
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𝑒𝜇
𝑎 = (

√𝐽2+𝑟2𝑣

𝑟
0 0

0 𝑤 0
𝐽

𝑟
0 𝑟

)                                                                                                        (3.12) 

elde edilir. 

Eylemin kontorsiyona göre varyasyonu alınarak Cartan denklemlerini veren ifade 

bulunur. 

𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕𝐾𝜇𝜈
𝜌 − 𝜕𝜎

𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕(𝜕𝜎𝐾𝜇𝜈
𝜌

)
= 0    (3.13) 

(3.13) bağıntısından Cartan denklemleri aşağıdaki gibi bulunur. 

𝐾22
1 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) − (𝑟2(𝐾21

2 + 𝐾31
3 ) − 𝐾33

1 𝑣)𝑤2 = 0                                                        (3.14) 

𝐽(𝐾23
1 + 𝐾32

1 ) + 𝑟2(−𝐾21
1 + 𝐾22

2 + 𝐾32
3 ) = 0                                                                   (3.15) 

2𝐽𝐾33
1 + 𝑟2(𝐾23

2 − 𝐾31
1 + 𝐾33

3 ) = 0                                                                                   (3.16) 

−2(𝐾21
1 − 𝐾22

2 )(𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑘 U𝐽√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2(𝐽𝐾31
2 + 𝐾33

2 𝑣)𝑤2 = 0               (3.17) 

−𝐾22
1 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + (𝑟2𝐾21

2 − 𝐽𝐾23
2 )𝑤2 = 0                                                                     (3.18) 

−2𝐾23
1 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑘𝑟2 U√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2(𝑟2𝐾31

2 − 𝐽𝐾33
2 )𝑤2 = 0                          (3.19) 

𝐾22
3 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + (𝐽(𝐾21

2 + 2𝐾31
3 ) + (−𝐾31

1 + 𝐾33
3 )𝑣)𝑤2 = 0                                      (3.20) 

𝑤(2𝑟2𝐾21
3 + 2𝐽(𝐾22

2 − 𝐾23
3 + 𝐾32

3 ) − 2𝐾32
1 𝑣 − 𝑘 U√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤) = 0                       (3.21) 

𝐽𝐾23
2 + 𝑟2𝐾31

3 − 𝐾33
1 𝑣 = 0                                                                                                   (3.22) 

−2𝐾12
1 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) − 𝑘 U𝐽√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2(𝑟2𝐾11

2 − 𝐽𝐾31
2 )𝑤2 = 0                            (3.23) 

𝑟2(−𝐾11
1 + 𝐾12

2 ) + 𝐽(𝐾13
1 + 𝐾31

1 − 𝐾32
2 ) + 𝐾33

1 𝑣 = 0                                                     (3.24) 

−2𝐾32
1 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) − 𝑘𝑟2 U√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2(𝑟2𝐾13

2 − 𝐽𝐾33
2 )𝑤2 = 0                          (3.25) 

𝐾11
1 − 𝐾12

2 + 𝐾31
3 = 0                                                                                                            (3.26) 

(𝐾12
1 + 𝐾32

3 )(𝐽2 + 𝑟2𝑣) + (−𝑟2𝐾11
2 + 𝐽(𝐾13

2 + 𝐾31
2 ) + 𝐾33

2 𝑣)𝑤2 = 0                        (3.27) 

𝐾13
1 − 𝐾32

2 + 𝐾33
3 = 0                                                                                                           (3.28) 

−2𝐾12
3 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) − 𝑘 U𝑣√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 − 2(𝐽𝐾11

2 + 𝐾31
2 𝑣)𝑤2 = 0                             (3.29) 
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−𝑟2𝐾11
3 + 𝐽(−𝐾12

2 + 𝐾13
3 + 𝐾31

3 ) + (−𝐾32
2 + 𝐾33

3 )𝑣 = 0                                              (3.30) 

−2𝐾32
3 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑘 U𝐽√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 − 2(𝐽𝐾13

2 + 𝐾33
2 𝑣)𝑤2 = 0                              (3.31) 

𝑟2𝐾11
3 + 𝐽𝐾21

2 − 𝐾13
1 𝑣 = 0                                                                                                   (3.32) 

2𝑟2𝐾1 2
3 + 2𝐽(𝐾1 2

1 − 𝐾2 1
1 + 𝐾22

2 ) − 2𝐾23
1 𝑣 + 𝑘 U√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 = 0                            (3.33) 

𝐾22
1 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + (𝑟2(−𝐾11

1 + 𝐾13
3 ) + 𝐽(2𝐾13

1 + 𝐾23
2 ))𝑤2 = 0                                    (3.34) 

−2𝐾21
3 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑘 U𝑣√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 − 2(𝐽𝐾11

2 + 𝐾13
2 𝑣)𝑤2 = 0                             (3.35) 

−𝐾22
3 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) − (𝐽𝐾21

2 + 𝐾23
2 𝑣)𝑤2 = 0                                                                       (3.36) 

2(𝐾22
2 − 𝐾23

3 )(𝐽2 + 𝑟2𝑣) − 𝑘 U𝐽√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2(−𝑟2𝐾11
2 + 𝐽𝐾13

2 )𝑤2 = 0             (3.37) 

−2𝐽𝐾11
3 + (𝐾11

1 − 𝐾13
3 + 𝐾21

2 )𝑣 = 0                                                                                  (3.38) 

𝐽(𝐾12
3 + 𝐾21

3 ) − (𝐾12
1 + 𝐾22

2 − 𝐾23
3 )𝑣 = 0                                                                        (3.39) 

𝐾22
3 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + (−𝑟2𝐾11

3 + (𝐾13
1 + 𝐾23

2 )𝑣)𝑤2 = 0                                                     (3.40) 

(2.30) bağıntılarından yararlanarak Cartan denklemleri çözülürse kontorsiyon 

tensörünün sıfırdan farklı bileşenleri, 

𝐾12
1 = −𝑘

𝑤𝐽

4𝐹
𝑈, 

𝐾12
3 = −𝑘

𝑣𝑤

4𝐹
𝑈, 

𝐾13
2 = 𝑘

F

4𝑤
𝑈, 

𝐾21
1 = 𝑘

𝑤𝐽

4𝐹
𝑈, 

𝐾21
3 = 𝑘

𝑣𝑤

4𝐹
𝑈, 

𝐾23
1 = 𝑘

𝑟2𝑤

4𝐹
𝑈, 

𝐾23
3 = −𝑘

𝑤𝐽

4𝐹
𝑈, 

𝐾31
2 = −𝑘

𝐹

4𝑤
𝑈, 

(3.41) 
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𝐾32
1 = −𝑘

𝑟2𝑤

4𝐹
𝑈, 

𝐾32
3 = 𝑘

𝑤𝐽

4𝐹
𝑈, 

𝑈 = 𝜓11𝜓21 + 𝜓12𝜓22, 

𝐹 = √𝑟2𝑣 + 𝐽2 

olarak bulunur. 

(2.5), (2.6) ve (3.41) den yararlanarak torsiyon tensörünün sıfırdan farklı bileşenleri 
aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑇12
1 =

𝑘𝐽𝑤

4√𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑈, 

 𝑇12
3 =

𝑘𝑣𝑤

4√𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑈, 

𝑇13
2 = −

𝑘√𝐽2 + 𝑟2𝑣

4𝑤
𝑈, 

𝑇21
1 = −

𝑘𝐽𝑤

4√𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑈, 

𝑇21
3 = −

𝑘𝑣𝑤

4√𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑈, 

𝑇23
1 = −

𝑘𝑟2𝑤

4√𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑈, 

𝑇23
3 =

𝑘𝐽𝑤

4√𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑈, 

𝑇31
2 =

𝑘√𝐽2 + 𝑟2𝑣

4𝑤
𝑈, 

𝑇32
1 =

𝑘𝑟2𝑤

4√𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑈, 

𝑇32
3 = −

𝑘𝐽𝑤

4√𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑈. 

(3.42) 
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(2.7) ve (3.42) denklemlerinden torsiyon iz vektörünün bütün bileşenleri sıfır bulunur. 

(3.4) bağıntsından spinör bağıntı teriminin bileşenleri aşağıdaki gibi bulunur. 

𝛤1 = (

ⅈ(𝑘𝑈√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2𝐽′)

8𝑟𝑤
−

ⅈ(𝑘𝑈𝐽√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2𝐽𝐽′ + 2𝑟2𝑣′)

8𝑟√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤

ⅈ(𝑘𝑈𝐽√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2𝐽𝐽′ + 2𝑟2𝑣′)

8𝑟√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤
−

ⅈ(𝑘𝑈√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2𝐽′)

8𝑟𝑤

) (3.43) 

𝛤2 = (

0
−4𝐽 + 𝑘𝑟c4√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2𝑟𝐽′

8𝑟√𝐽2 + 𝑟2𝑣

−4𝐽 + 𝑘𝑟c4√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 + 2𝑟𝐽′

8𝑟√𝐽2 + 𝑟2𝑣
0

) (3.44) 

𝛤3 = (

ⅈ

2𝑤
−

ⅈ(4𝐽 + 𝑘𝑟c4√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 − 2𝑟𝐽′)

8√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤

ⅈ(4𝐽 + 𝑘𝑟c4√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤 − 2𝑟𝐽′)

8√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤
−

ⅈ

2𝑤

) (3.45) 

Eylemin tetrada göre varyasyonu alınarak Einstein denklemlerini veren ifade bulunur. 

𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕𝑒𝑎
𝜇 − 𝜕𝜌

𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕(𝜕𝜌𝑒𝑎
𝜇

)
+ 𝜕𝜌𝜕𝜎

𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕(𝜕𝜌𝜕𝜎𝑒𝑎
𝜇

)
= 0 

  

(3.46) 

𝑒1
1,  𝑒2

2,  𝑒3
3, 𝑒1 

3  ve 𝑒3
1 bileşenleri sırasıyla (3.46) bağıntısına yerleştirilir ve işlem yapılırsa 

aşağıdaki Einstein denklemler elde edilir. 

8𝑘𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤2𝜓21
3 (𝜓12)′ + 8𝑘𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤2𝜓22(−𝑈 + 𝜓12𝜓22) 

(𝜓21)′ − 8𝑘𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤2𝜓21(−𝜓22𝑈′ + 𝜓22
2 (𝜓12)′ + 𝑈(𝜓22)′) + 

𝜓21
2 (𝑤(−8𝐹𝐽3𝑘𝑈𝑤 − 8𝐹𝐽𝑘𝑟2𝑈𝑣𝑤 + 𝐽4𝑟𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 16𝛬) + 

𝑟5𝑣2𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 16𝛬) + 2𝐽2𝑟𝑣(8 + 𝑟2𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 

16𝛬))) + 4𝑟(−𝑤((𝐽2 − 𝑟2𝑣)(𝐽′)2 + 𝐽𝑟𝐽′(6𝑣 + 𝑟𝑣′) + 𝐽(𝐹𝑘(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝑈′ 

−2𝐽𝑟𝑣′)) − 2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(2𝑟𝑣 + 𝐽𝐽′)𝑤′ − 2𝑘(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤2𝜓12(𝜓21)′ + 

2𝐽(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝐽′′)) = 0 

(3.47) 

𝐹2𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 16𝛬) + 4(𝐽′)2 + 8𝑟𝑣′ = 0 (3.48) 

(8𝐹4𝑘𝑟2𝑤2𝜓21
3 (𝜓12)′ + 8𝐹4𝑘𝑟2𝑤2𝜓22(−𝑈 + 𝜓12𝜓22)(𝜓21)′ − 

8𝐹4𝑘𝑟2𝑤2𝜓21(−𝜓22𝑈′ + 𝜓22
2 (𝜓12)′ + 𝑈(𝜓22)′) + 𝜓21

2 (𝑤(−16𝐹𝐽3𝑘𝑟𝑈𝑤 

−16𝐹𝐽𝑘𝑟3𝑈𝑣𝑤 + 2𝐽2𝑟4𝑣𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 16𝛬) + 𝑟6𝑣2𝑤2 

(3.49) 



15 

 

(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 16𝛬) + 𝐽4(−16 + 𝑟2𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 16𝛬))) 

−4𝑟(3𝐹2𝑟𝑤(𝐽′)2 + 𝑟5𝑤(𝑣′)2 + 2𝑟2𝑣′(−2𝐽2𝑤 + 𝐹2𝑟𝑤′) + 𝐽′(−2𝑤(2𝐽3 − 

2𝐽𝑟2𝑣 + 𝐹3𝑘𝑟𝑈𝑤) + 4𝐽𝑟3𝑤𝑣′ + 4𝐹2𝐽𝑟𝑤′) + 2𝐹2(𝐹2𝑘𝑟𝑤2𝜓12(𝜓21)′ − 

2𝐽(𝐽𝑤′ + 𝑟𝑤𝐽′′) − 𝑟3𝑤𝑣′′)))) = 0 

4 3(𝑤 − 𝑟𝑤′) − 2𝐽𝑟2(−𝑤(𝐽′)2 + 𝑟𝑤𝑣′ + 2𝑟𝑣𝑤′) + 𝐽2𝑟(𝐽′(−4𝑤 + 2𝑟𝑤′) 
+𝑤(𝐹𝑘𝑤(2𝑈 + 𝑟𝑈′) − 2𝑟𝐽′′)) + 𝑟3(𝐽′(𝑟𝑤𝑣′ + 2𝑣(𝑤 + 𝑟𝑤′)) + 
𝑣𝑤(𝐹𝑘𝑤(2𝑈 + 𝑟𝑈′) − 2𝑟𝐽′′)) = 0 

(3.50) 

8𝐹4𝐽𝑘𝑟𝑤2𝜓21
3 (𝜓12)′ + 8𝐹4𝐽𝑘𝑟𝑤2𝜓22(−𝑈 + 𝜓12𝜓22)(𝜓21)′ − 

8𝐹4𝐽𝑘𝑟𝑤2𝜓21(−𝜓22𝑈′ + 𝜓22
2 (𝜓12)′ + 𝑈(𝜓22)′) + 𝜓21

2 (𝐽𝑤(−8𝐹𝐽3𝑘𝑈𝑤 − 

8𝐹𝐽𝑘𝑟2𝑈𝑣𝑤 + 𝐽4𝑟𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 16𝛬) + 𝑟5𝑣2𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 

3𝑘𝑈) + 16𝛬) + 2𝐽2𝑟𝑣(8 + 𝑟2𝑤2(𝑘𝑈(16𝑀 + 3𝑘𝑈) + 16𝛬))) − 4𝐽𝑟(𝐽2 − 

3𝑟2𝑣)𝑤(𝐽′)2 + 4𝑟𝐽′(−3𝐹2𝑟𝑤(2𝑣 + 𝑟𝑣′) − 2(𝐽4 − 𝑟4𝑣2)𝑤′) − 

4𝑟(𝐹5𝑘𝑤2𝑈′ + 𝐽𝑟4𝑤(𝑣′)2 + 𝑟𝑣′(𝑤(−2𝐽3 + 2𝐽𝑟2𝑣 + 𝐹3𝑘𝑟𝑈𝑤) + 

2𝐹2𝐽𝑟𝑤′) + 2𝐹2(2𝐽𝑟𝑣𝑤′ + 𝐹2𝑤(𝐽𝑘𝑤𝜓12(𝜓21)′ − 𝐽′′) − 𝐽𝑟2𝑤𝑣′′))) = 0 

(3.51) 

Eylemin spinöre göre varyasyonu alınarak Dirac denklemleri bulunur. 

𝛿𝐿

𝛿𝛹
= 0 

𝛿𝐿

𝛿𝛹
_ = 0 

(3.52) 

(3.52) bağıntısından Dirac denklemleri bulunur. 

4𝐹𝐽𝑈 − 𝑟𝑈(3𝐹2𝑘𝑈 + 8𝑀(𝐽2 + 𝑟2𝑣))𝑤 − 2𝐹𝑟𝑈𝐽′ + 𝜓12(𝜓22(−4𝐹𝐽 + 

𝑟(8𝑀 + 3𝑘𝑈)(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤 + 2𝐹𝑟𝐽′) + 2𝑟𝜓21(2𝑟𝑣 + 2𝐽𝐽′ + 𝑟2𝑣′)) − 

8𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝜓21(𝜓12)′ = 0 

(3.53) 

𝜓12𝜓21
2 (4𝐹𝐽 − 𝑟(8𝑀 + 3𝑘𝑈)(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤 − 2𝐹𝑟𝐽′) − 8𝑟(−𝐹2𝑈 + (𝐽2 + 

𝑟2𝑣)𝜓12𝜓22)(𝜓21)′ + 2𝑟𝜓21(2𝑈(𝑟𝑣 + 𝐽𝐽′) − 4(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑈′ + 𝑟2𝑈𝑣′ + 

4(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝜓22(𝜓12)′ + 𝜓12(−𝜓22(2𝐽𝐽′ + 𝑟(2𝑣 + 𝑟𝑣′)) + 4(𝐽2 + 

𝑟2𝑣)(𝜓22)′)) = 0 

(3.54) 

𝜓21(−4𝐹𝐽 + 𝑟(8𝑀 + 3𝑘𝑈)(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤 + 2𝐹𝑟𝐽′) + 2𝑟𝜓22(2𝑟𝑣 + 2𝐽𝐽′ + 

𝑟2𝑣′) − 8𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(𝜓22)′ = 0 
(3.55) 
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𝜓22(−4𝐹𝐽 + 𝑟(8𝑀 + 3𝑘𝑈)(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤 + 2𝐹𝑟𝐽′) + 2𝑟𝜓21(2𝐽𝐽′ + 

𝑟(2𝑣 + 𝑟𝑣′)) − 8𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(𝜓21)′ = 0 
(3.56) 

Dirac denklemlerinden, 

(𝜓12)′ =
1

8𝐹2𝑟𝜓21
(−𝐹𝑈(−4𝐽 + 𝐹𝑟(8𝑀 + 3𝑘𝑈)𝑤 + 2𝑟𝐽′) + 

𝜓12(𝐹𝜓22(−4𝐽 + 𝐹𝑟(8𝑀 + 3𝑘𝑈)𝑤 + 2𝑟𝐽′) + 2𝑟𝜓21(2𝐽𝐽′ + 𝑟(2𝑣 + 

𝑟𝑣′)))), 

(3.57) 

(𝜓22)′ =
1

8𝐹2𝑟𝜓12𝜓21
(𝐹𝜓12𝜓21

2 (−4𝐽 + 𝐹𝑟(8𝑀 + 3𝑘𝑈)𝑤 + 2𝑟𝐽′) − 

2𝑟𝜓21(2𝐽𝑈𝐽′ − 4𝐹2𝑈′ + 𝑟𝑈(2𝑣 + 𝑟𝑣′)) + 𝐹(𝑈 − 𝜓12𝜓22)(𝜓22(−4𝐽 + 

𝐹𝑟(8𝑀 + 3𝑘𝑈)𝑤 + 2𝑟𝐽′) − 8𝐹𝑟(𝜓21)′)), 

(3.58) 

(𝜓21)′ =
1

8𝐹2𝑟(𝑈 − 𝜓12𝜓22)
(−𝐹𝜓22(−𝑈 + 𝜓12𝜓22)(−4𝐽 + 𝐹𝑟(8𝑀 + 

3𝑘𝑈)𝑤 + 2𝑟𝐽′) + 2𝑟𝜓21(2𝑟𝑈𝑣 + 2𝐽𝑈𝐽′ − 4𝐹2𝑈′ + 𝑟2𝑈𝑣′ + 

𝜓12𝜓22(2𝐽𝐽′ + 𝑟(2𝑣 + 𝑟𝑣′)))), 

(3.59) 

U = 𝐶1 𝐹 (3.60) 

elde edilir. 

 (3.48) denkleminin çözümünden, 

𝑣′ = −
(16𝛬 + 𝐹𝑘𝐶1(16𝑀 + 3𝐹𝑘𝐶1))𝐹2𝑤2 + 4𝐽′2

8𝑟
 (3.61) 

olarak bulunur. 

(3.61) bağıntısın r‘ye göre türevi alınarak 𝑣'' bulunur.  𝑣' ve 𝑣'' (3.47)’de yerlerine 

konulur ve bulunan denklem çözülürse, 

𝐽′′ =
1

32𝐹2𝐽𝑤
(−3𝐹6𝐽𝑘3𝑟𝑤4𝐶1

3 + 2𝐹4𝑘2𝑤3𝐶1
2(12𝐽2 + 6𝑟2𝑣 − 8𝐹𝐽𝑀𝑟𝑤 

−3𝐽𝑟𝐽′) − 4𝐹2𝑘𝑤2𝐶1(−4𝐽(𝑟𝑣 + 4𝐹𝐽𝑀𝑤 − 𝐹2𝑟𝑤2𝛬) − 4(𝐹2 + 𝐽2 − 

2𝐹𝐽𝑀𝑟𝑤)𝐽′ + 𝐽𝑟(𝐽′)2) − 8𝑤(8𝑣(𝐽2 + 𝐹2𝑟2𝑤2𝛬) + 𝐽′(4𝐽𝑟(−3𝑣 + 

𝐹2𝑤2𝛬) + 𝐽′(2𝐹2 − 6𝐽2 + 𝐽𝑟𝐽′))) + 32𝐹2(2𝑟𝑣 + 𝐽𝐽′)𝑤′) 

(3.62) 
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olarak bulunur. 

𝑣' , 𝑣'' ve 𝐽′′ (3.49)’da yerlerine konulur ve bulunan denklem çözülürse, 

𝑤′ =
1

16
𝑤(8𝐽𝑘𝑤𝐶1 + 𝑟𝑤2(16𝛬 − 3𝐹2𝑘2𝐶1

2) − 4𝑘𝑟𝑤𝐶1𝐽′ + 

4(−2𝐽 + 𝑟𝐽′)2

𝐹2𝑟
) 

(3.63) 

ifadesi elde edilir. 

𝑣',𝑣'', 𝑤' ve 𝐽′′ (3.50)’de yerlerine konulur ve bulunan denklem çözülürse  

𝑆1 = ∓1 olmak üzere; 

𝐽′ =
4𝐽 + 𝑆1𝐹√16 − 𝑟2𝑤2(16𝛬 + 𝐹𝑘𝐶1(16𝑀 + 3𝐹𝑘𝐶1))

2𝑟
 (3.64) 

olarak bulunur. 

(3.64)’de bulunan 𝐽′ ifadesinin r ye göre türevi (3.62) ifadesinden çıkarılırsa,  

(2𝛬 + 𝑘𝑀 𝐶1𝐹)𝐹𝑤2 = 0                                                                                                    (3.65) 

bulunur. 

(3.65) denkleminden, 

𝐹 = −
2𝛬

𝐶1𝑘𝑀
 (3.66) 

elde edilir. 

(3.41) ve (3.66) denkleminden, 

𝑣 =
(

2𝛬
c1𝑘𝑀

)
2

− 𝐽2

𝑟2
 

(3.67) 

olarak bulunur. 

 (3.63)  denklemi çözülerek 𝐶2 sabit ve 𝑆2 = ∓1 olmak üzere aşağıdaki ifade bulunur. 

w =
𝑆2𝑀 r

√𝐶2
2 + 𝐶2𝑟2𝛬 − 𝑟4𝛬(𝑀2 − 𝛬)

 (3.68) 



18 

 

(3.64)  denklemi çözülerek 𝐶3sabit olmak üzere, 

𝐽 = 𝑟2𝐶3 −
(𝑟2𝛬 + 2𝐶2)𝑆1

√𝐶2√
(𝑟2𝛬 + 2𝐶2)2

𝑟4𝛬(−𝑀2 + 𝛬) + 𝑟2𝛬𝐶2 + 𝐶2
2

 
(3.69) 

olarak bulunur. 

Açısal momentumun r-> ∞ iken sonlu bir değere gitmesi için, 

𝐶3 =
𝛬𝑆1

√ 𝛬
−𝑀2 + 𝛬

√𝐶2

 
(3.70) 

Lⅈm 
𝑟→∞

𝐽 = −
1

2
√

𝛬

−𝑀2 + 𝛬
√𝐶2𝑆1 (3.71) 

ifadesi elde edilir. 

Aşağıdaki dönüşümü yapılırsa, 

𝑄′ =
𝑀(𝑤 − 𝑟𝑤′)

2𝑟2𝛬𝑤2
 (3.72) 

Dirac denklemleri, 

𝜓21𝑄′ + 𝜓12
′ = 0                                                                                                                 (3.73) 

𝜓22𝑄′ + 𝜓21
′ = 0                                                                                                                 (3.74) 

(2𝛬 + 𝑘𝑀𝜓12𝜓22)𝑄′ + 𝑘𝜓21𝜓12
′ = 0                                                                            (3.75) 

olarak bulunur. 

(3.73), (3.74) ve (3.75) denklemlerinden 𝐶4 sabit olmak üzere, 

𝜓21 = 𝑆3𝜓22, 

𝜓22 = ⅇ−𝑆3𝑄𝐶4, 

𝜓12 = −
𝛬

𝐶4𝑘𝑀
ⅇ𝑆3𝑄, 
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𝜓11 = −
𝛬𝑆3

𝐶4𝑘𝑀
ⅇ𝑆3𝑄 

𝑆3 = ∓1                                                                                                                                  (3.76) 

bulunur. 

(3.72) ve (3.76)’dan yararlanarak;  

Q = 𝐶5 −
1

4𝑆2
(Log[

−2𝐶2 − 𝑟2𝛬 − 2
𝑀𝑟𝑆2

𝑤
𝐶2𝑟2

] + 

2ⅈ√𝑀2 − 𝛬Log[
ⅈ√𝛬(𝐶2 + 2𝑟2(−𝑀2 + 𝛬))

√𝑀2 − 𝛬
+ 2

𝑀𝑟𝑆2

𝑤 ]

√𝛬
) 

(3.77) 

bulunur. 

r-> ∞ iken; 

Lⅈm 
𝑟→∞

𝑄 = −
ⅈ𝑆2√Sⅈgn[𝑀2 − 𝛬]

√Sⅈgn[𝛬]
∞ (3.78) 

(EK-A.29) ‘dan yararlanarak Ricci eğrilik skaleri, 

𝑅 = 2𝛬 

bulunur. 

Metriği tekil yapan değerler aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑟1,2 = ∓√2√
𝐶2

−𝛬 + √−𝛬√−4𝑀2 + 3𝛬
 

𝑟3,4 = ∓√2√−
𝐶2

𝛬 + √−𝛬√−4𝑀2 + 3𝛬
 

(3.79) 
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BÖLÜM 4 

(2+1) BOYUTTA SKALER ALANIN KÜTLEÇEKİM ALANI İLE ETKİLEŞMESİ 

Eylem ve Lagranjiyen, 

𝑆 = ∫ ⅆ 3𝑥 √−𝑔 𝐿                                                                                                                  (4.1) 

𝐿 = (
1

2𝑘
((1 − 𝑘𝜉𝜑2)𝑅 − 2𝛬) −

1

2
𝛻𝜇𝜑𝛻𝜇𝜑)                                                                      (4.2) 

olarak tanımlanır.  

(2.30) ve (3.13) bağıntısından Cartan denklemleri aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑣𝑤2(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)𝐾23
2 = 0                                                                                                     (4.3) 

𝑤2(1 − 𝑘𝜉𝜑2)𝐾33
2 + 2𝑘𝑟2𝜉𝜑𝜑′ = 0                                                                                  (4.4) 

𝐽3(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)𝐾23
1 + 𝑟2𝐽(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(𝑣𝐾23

1 − 𝑤2𝐾31
2 ) + 2𝑘𝑟2𝜉𝐽2𝜑𝜑′ 

+ 𝑟2𝑣(𝑤2(1 − 𝑘𝜉𝜑2)𝐾33
2 + 2𝑘𝑟2𝜉𝜑𝜑′) = 0                                                                   (4.5) 

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝐾23
1 + 𝑤2(−𝑟2𝐾31

2 + 𝐽𝐾33
2 ) = 0                                                                       (4.6) 

(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)((𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝐾23
1 − 𝑟2𝑤2𝐾31

2 ) + 2𝐽𝑘𝑟2𝜉𝜑𝜑′ = 0                                     (4.7) 

𝐽𝐾12
1 + 𝑟2𝐾12

3 + 𝑤2𝐾31
2 = 0                                                                                                  (4.8) 

(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)𝐾31
3 = 0                                                                                                            (4.9) 

𝐽𝐾13
1 + 𝑟2𝐾31

3 = 0                                                                                                                 (4.10) 

−𝑣𝐾13
1 + 𝐽𝐾31

3 = 0                                                                                                                (4.11) 

(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)𝐾13
1 = 0                                                                                                          (4.12) 

𝑣𝑤2(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)𝐾21
2 = 0                                                                                                  (4.13) 
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(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(−𝐽𝑟2𝐾12
1 − 𝑟4𝐾12

3 + (𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝐾23
1 ) − 2𝐽𝑘𝑟2𝜉𝜑𝜑′ = 0                    (4.14) 

𝑟2𝐾12
3 − 𝑣𝐾23

1 = 0                                                                                                                (4.15) 

(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(𝑟2𝐾12
1 − 𝐽𝐾23

1 ) + 2𝑘𝑟2𝜉𝜑𝜑′ = 0                                                             (4.16) 

(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(𝑣𝐾12
1 − 𝐽𝐾12

3 ) + 2𝑘𝑣𝜉𝜑𝜑′=0                                                                    (4.17) 

Cartan denklemleri çözülürse kontorsiyon tensörünün sıfırdan farklı bileşenleri 

aşağıdaki gibi bulunur. 

𝐾11
2 = −

𝑣

𝑤2
𝐻, 

𝐾12
1 = −𝐻, 

𝐾13
2 =

𝐽

𝑤2
𝐻, 

𝐾31
2 =

𝐽

𝑤2
𝐻, 

𝐾32
3 = −𝐻, 

𝐾33
2 =

𝑟2

𝑤2
𝐻, 

𝐻 =  
2𝑘𝜉𝜑𝜑′

(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)
 

(4.18) 

(2.5), (2.6) ve (4.18)’den yararlanarak torsiyon tensörünün sıfırdan farklı bileşenleri 
elde edilir. 

𝑇12
1 = −

𝐻

2
, 

 𝑇23
3 = −

𝐻

2
, 

𝑇32
3 =

𝐻

2
. 

(4.19) 

(2.7) bağıntısından torsiyon iz vektörünün sıfırdan farklı bileşeni aşağıdaki şekilde 
bulunur. 

𝑇2 = 𝐻                                                                                                                                    (4.20) 

Eylemin metriğe göre varyasyonu alınarak 
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𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕𝑔𝜇𝜈
− 𝜕𝜌

𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕(𝜕𝜌𝑔𝜇𝜈)
= 0 (4.21) 

Einstein denklemlerini veren ifade bulunur. 

𝑱 ≠ 𝟎 Durumu 

𝑃 = −1 + 𝑘𝜉𝜑2 olmak üzere  𝑔11, 𝑔22, 𝑔33 ve 𝑔13 bileşenleri sırasıyla (4.21) 

bağıntısına yerleştirilir ve işlem yapılırsa aşağıdaki Einstein denklemler elde edilir. 

4𝑤(𝑃𝑟4𝑣𝑤2𝛬 + 𝐽2𝑃(−𝑃 + 𝑟2𝑤2𝛬)) + 𝑟(4𝐽𝑃2𝑤𝐽′ − 𝑃2𝑟𝑤(𝐽′)2 + 2(𝐽2 + 

𝑟2𝑣)(2𝑃𝑤′(𝑃 + 2𝑘𝑟𝜉𝜑𝜑′) + 𝑘𝑤(𝜑′(−4𝑃𝜉𝜑 + 𝑟(−1 + 4𝜉 + 𝑘𝜉(1 + 4𝜉) 

𝜑2)𝜑′) − 4𝑃𝑟𝜉𝜑𝜑′′))) = 0 

(4.22) 

𝑃(−4(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2𝛬 + 𝑃(𝐽′)2 + 2𝑃𝑟𝑣′) + 4𝑘𝑃𝜉𝜑(2𝐽𝐽′ + 𝑟(2𝑣 + 𝑟𝑣′))𝜑′ 

+2𝑘(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)(𝜑′)2 = 0 
(4.23) 

𝑃2𝑣𝑤(𝐽′)2 − 2𝐽𝑃2𝑤𝐽′𝑣′ − 𝑃2𝑟2𝑤(𝑣′)2 − 2𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑣′(𝑃𝑤′ − 2𝑘𝑤𝜉𝜑 

𝜑′) − 2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(4𝑘𝑃𝑣𝜉𝜑𝑤′𝜑′ + 𝑤(𝑘𝑣(−1 + 4𝜉 + 𝑘𝜉𝜑2 + 4𝑘𝜉2𝜑2) 

(𝜑′)2 − 𝑃(−2𝑣𝑤2𝛬 + 𝑃𝑣′′ + 4𝑘𝑣𝜉𝜑𝜑′′))) = 0 

(4.24) 

−𝐽𝑃2𝑤(𝐽′)2 − 𝑃𝐽′(2𝑃𝑟𝑣𝑤 + 𝑃𝑟2𝑤𝑣′ + 2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(𝑃𝑤′ − 2𝑘𝑤𝜉𝜑𝜑′)) 

−2(−𝐽𝑃2𝑟𝑤𝑣′ + (𝐽2 + 𝑟2𝑣)(4𝐽𝑘𝑃𝜉𝜑𝑤′𝜑′ + 𝑤(𝐽𝑘(−1 + 4𝜉 + 𝑘𝜉(1 + 4 𝜉 

)𝜑2)(𝜑′)2 − 𝑃(−2𝐽𝑤2𝛬 + 𝑃𝐽′′ + 4𝐽𝑘𝜉𝜑𝜑′′)))) = 0 

(4.25) 

Eylemin skaler alana göre varyasyonu alınarak 

𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕𝜑
− 𝜕𝜌

𝜕(√−𝑔𝐿)

𝜕(𝜕𝜌𝜑)
= 0 (4.26) 

Klein-Gordon denklemini veren ifade bulunur. 

(4.26) bağıntısından Klein-Gordon denklemi bulunur. 

−𝑃2(𝐽2 − 3𝑟2𝑣)𝑤𝜉𝜑(𝐽′)2 − 𝑃2𝑟4𝑤𝜉𝜑(𝑣′)2 + 2𝐽𝑃𝐽′(−2𝑃𝑟𝑤𝜉𝜑(2𝑣 + 𝑟𝑣′) − 2 

𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝜉𝜑𝑤′ + (𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)𝜑′) + 𝑃𝑟𝑣′(2𝑃(3𝐽2 + 

𝑟2𝑣)𝑤𝜉𝜑 + 𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−2𝑃𝜉𝜑𝑤′ + 𝑤(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)𝜑′))  + 2(2𝐽2𝑃2 

𝑣𝑤𝜉𝜑 + 𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤′(−2𝑃𝑟𝑣𝜉𝜑 − (𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)𝜑′) − 

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤(−𝑃𝑟𝑣(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)𝜑′ + 8𝑘(𝐽2 + 𝑟2𝑣) 𝜉2𝜑(𝜑′)2 + 

(4.27) 
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𝑃(−𝑃𝜉𝜑(2𝐽𝐽′′ + 𝑟2𝑣′′) − (𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)𝜑′′))) = 0 

(4.22) denkleminden; 

φ′′ =
1

8𝑘𝑃𝑟2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝜉𝜑
(4𝑤(𝑃𝑟4𝑣𝑤2𝛬 + 𝐽2(𝑃𝑟2𝑤2𝛬 − 

(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2)) + 𝑟(4𝐽𝑃2𝑤𝐽′ − 𝑃2𝑟𝑤(𝐽′)2 + 2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(2𝑃2𝑤′ + 4𝑘 

𝜉𝜑(𝑤 − 𝑘𝑤𝜉𝜑2 + 𝑃𝑟𝑤′)𝜑′ + 𝑘𝑟𝑤(−1 + 4𝜉 + 𝑘𝜉(1 + 4𝜉)𝜑2)(𝜑′)2))) 

(4.28) 

elde edilir.  

(4.23) denkleminden 𝑆1 = ∓1 olmak üzere, 

𝑣′ =
1

2𝑃𝑟(𝑃 + 2𝑘𝑟𝜉𝜑𝜑′)
(𝑃(4(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2𝛬 − 𝑃(𝐽′)2) − 8𝑘𝜉𝜑(𝑟𝑣(−1 

+𝑘𝜉𝜑2) + 𝐽𝑃𝐽′)𝜑′ − 2𝑘(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)(𝜑′)2) 

(4.29) 

veya 

𝜑′ =
√2√𝑢 − 2𝑘𝑃𝜉𝜑(2𝐽𝐽′ + 𝑟(2𝑣 + 𝑟𝑣′))

2𝑘(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)
 

𝑢 = −8𝑘𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)(−4(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2𝛬 + 𝑃(𝐽′)2 

+2𝑃𝑟𝑣′) + 16𝑘2𝜉2𝜑2(2𝐽𝑃𝐽′ + 𝑟(2𝑃𝑣 + 𝑃𝑟𝑣′))2 

(4.30) 

olarak bulunur. 

(4.28) ve (4.29)’da bulunan sonuçlardan yararlanarak (4.25) denklemi çözülürse; 

𝑤′ = −
1

(4𝑃𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−2𝐽 + 𝑟𝐽′)(𝑃 + 2𝑘𝑟𝜉𝜑𝜑′))
(𝑤(8(−𝐽𝑃𝑟4𝑣𝑤2𝛬 

+𝐽3(−𝑃𝑟2𝑤2𝛬 + (−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2)) + 𝑟(6𝐽𝑃2𝑟(𝐽′)2 − 𝑃2𝑟2(𝐽′)3 + 2𝐽′ 

(2(𝐽2(𝑃𝑟2𝑤2𝛬 − 2(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2) + 𝑟2𝑣(𝑃𝑟2𝑤2𝛬 + (−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2)) − 

𝑘𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝜑′(4𝜉𝜑(−1 + 𝑘𝜉𝜑2) + 𝑟(−1 + 𝑘𝜉(1 + 16𝜉)𝜑2)𝜑′)) + 

4(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(𝐽𝑘𝜑′(8𝜉𝜑(−1 + 𝑘𝜉𝜑2) + 𝑟(−1 + 𝑘𝜉(1 + 16𝜉)𝜑2)𝜑′) − 

𝑃𝑟(𝑃 + 2𝑘𝑟𝜉𝜑𝜑′)𝐽′′)))) 

(4.31) 

elde edilir. 
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(4.28), (4.29) ve (4.31)’de bulunan sonuçlardan yararlanarak (4.24) ve (4.27) denklemi 

çözülürse; 

𝐽'' =
1

𝑃2𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(𝑃 + 2𝑘𝑟𝜉𝜑𝜑′)
(−6𝐽𝑘𝑃2𝑟2𝜉𝜑(𝐽′)2𝜑′ + 𝑘𝑃2𝑟3𝜉𝜑 

(𝐽′)3𝜑′ + 2𝐽𝑘𝑟(12(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2𝛬𝜉2𝜑2(−1 + 𝑘𝜉𝜑2) + 𝜑′(4𝑟𝜉𝜑(𝐽2𝑤2𝛬 

(−1 + 𝑘𝜉(1 + 6𝜉)𝜑2) + 𝑣((−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2 + 𝑟2𝑤2𝛬(−1 + 𝑘𝜉(1 + 6𝜉) 

𝜑2))) + (𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝜑′((−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(−1 + 2𝜉 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2) + 4𝑘𝑟𝜉2 

𝜑𝜑′))) − 𝐽′((𝐽2 + 𝑟2𝑣)(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(−1 + 𝑘𝜉𝜑2(2 + 12𝑟2𝑤2𝛬𝜉 − 

𝑘𝜉𝜑2)) + 𝑘𝑟𝜑′(2𝜉𝜑(𝐽2(−5(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2 + 2𝑟2𝑤2𝛬(−1 + 𝑘𝜉(1 + 6𝜉) 

𝜑2)) + 𝑟2𝑣((−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2 + 2𝑟2𝑤2𝛬(−1 + 𝑘𝜉(1 + 6𝜉)𝜑2))) + 𝑟(𝐽2 + 

𝑟2𝑣)𝜑′((−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(−1 + 2𝜉 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2) + 4𝑘𝑟𝜉2𝜑𝜑′)))) 

(4.32) 

olarak bulunur. 

Bulunan değerler (EK-A.54), (EK-A.55), (EK-A.56), (EK-A.57), (EK-A.58) ve (EK-A.59) 
bağıntılarında yerlerine yerleştirilirse, 

𝑅11 =  
2𝛬𝑣

−1 + 𝑘𝜉𝜑2
, (4.33) 

𝑅22 =  
2𝛬𝑤2 + 𝑘𝜑′2

1 − 𝑘𝜉𝜑2
, (4.34) 

𝑅33 =
2𝑟2𝛬

1 − 𝑘𝜉𝜑2
, (4.35) 

𝑅31 =  
2𝛬𝐽

1 − 𝑘𝜉𝜑2
, (4.36) 

𝑅13 =  
2𝛬𝐽

1 − 𝑘𝜉𝜑2
, (4.37) 

𝑅 =  
6𝛬𝑤2 + 𝑘𝜑′2

𝑤2(1 − 𝑘𝜉𝜑2)
 (4.38) 

bulunur. 

Aşağıdaki değerler kullanılarak 

𝑘 = 1, 𝛬 = 10−8, 𝜉 =
1

8
, 𝜑(1) = 10, 𝜑′(1) = −2.065, 𝑣(1) = 102, 𝑣′(1) = 𝛬, 𝑤(1) = 10−1 

𝐽(1) = 10−2, 𝐽′(1) = 10−4. 
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(4.28), (4.29), (4.31) ve (4.32) denklemleri 4. seviye Runge-Kutta yöntemiyle ile 

nümerik olarak çözülebilir.  Böylece sırasıyla skaler alanın, skaler alanın birinci 

türevinin, metrik bileşenlerinin, açısal momentumun, açısal momentumun birinci 

türevinin ve Ricci skalerinin r’ye göre grafikleri aşağıda verilmiştir. 

 

Şekil 4. 1 J(r)≠0 için skaler alanın r’ye göre grafiği 

 

Şekil 4. 2 J(r)≠0 için skaler alanın r’ye göre birinci türevinin grafiği 
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Şekil 4. 3 J(r)≠0 için v(r)’nin r’ye göre grafiği 

 

Şekil 4. 4 J(r)≠0 için w(r)’nin r’ye göre grafiği 

 

Şekil 4. 5 J(r)’nin  r’ye göre grafiği 
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Şekil 4. 6 J(r)’nin r’ye göre birinci türevinin grafiği 

 

Şekil 4. 7 J(r)≠0 için Ricci skalerinin r’ye göre grafiği  

𝑱 = 𝒂 𝒓𝟐 + 𝒃 Durumu 

Şekil 4. 5 ve Şekil 4. 6 grafiklerinden açısal momentum için tahminde bulunarak 
yaklaşık bir çözüm bulabiliriz. (4.28)’den yararlanarak, 

𝜑′′ −
𝜑′

𝑟
−

(−1 + 2𝜉 + 𝑘𝜉(1 + 10𝜉)𝜑2)𝜑′2

2𝜉𝜑(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)
= 0 (4.39) 

bulunur. 

𝑘𝜉𝜑2≫1 durumu için (4.39) denklemi çözülürse C7 ve C8 sabit olmak üzere, 

𝜑 = 𝐶7(𝑟2(1 + 8𝜉) − 4𝜉𝐶8)
−

2𝜉

1+8𝜉                                                                                  (4.40) 

olarak bulunur. 
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1≫𝑘𝜉𝜑2>0 durumu için (4.39) denklemi çözülürse C7 ve C8 sabit olmak üzere, 

𝜑 = 𝐶7(𝑟2(1 − 4𝜉) − 4𝜉𝐶8)
2𝜉

−1+4𝜉      (4.41) 

elde edilir. Skaler alanın çok küçük değeri için bulunan çözüm aynı zamanda torsiyon 

içermeyen çözüm ile aynıdır [21]. 

𝑱 = 𝟎 Durumu 

(4.28) , (4.29) ve (4.30) denklemleri 𝐽 = 0 için aşağıdaki gibi bulunur. 

φ′′ =
1

𝑟(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2
(𝜑′(−(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2 + 𝑘𝑟𝜉𝜑(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)𝜑′ − 

2𝑘𝑟2𝜉𝜑′2
) + 2𝑟𝛬𝑤2(𝑟𝜑′ + 𝜉𝜑(3 − 𝑘𝜑(3𝜉𝜑 + 𝑟(1 + 6𝜉)𝜑′)))) 

 (4.42) 

𝑣′ =
1

(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(−1 + 𝑘𝜉𝜑(𝜑 + 2𝑟𝜑′))
𝑣(2𝑟𝛬𝑤2(−1 + 𝑘𝜉𝜑2) + 

𝑘𝜑′(𝑟𝜑′ + 𝜉𝜑(4 − 𝑘𝜑(4𝜉𝜑 + 𝑟(1 + 8𝜉)𝜑′)))) 

(4.43) 

𝜑′ =
𝑘𝜉𝜑(2𝑣 + 𝑟𝑣′) − 𝑘2𝜉2𝜑3(2𝑣 + 𝑟𝑣′) + sk√𝑢

𝑘𝑟𝑣(−1 + 𝑘𝜉(1 + 8𝜉)𝜑2)
 (4.44) 

𝑢 = 𝑘(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(𝑘𝜉2𝜑2(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)(2𝑣 + 𝑟𝑣′)2 − 𝑟𝑣(−1 + 𝑘𝜉(1 + 

8𝜉)𝜑2)(−2𝑟𝑣𝑤2𝛬 + (−1 + 𝑘𝜉𝜑2)𝑣′)) 
(4.45) 

(4.42) ve (4.43) den yararlanarak (4.25) denklemi çözülürse; 

𝑤′ = (
1

2(−1 + 𝑘𝜉𝜑2)2(−1 + 𝑘𝜉𝜑(𝜑 + 2𝑟𝜑′))
(𝑟𝑤(−𝑘(𝜑′)2(1 − 4𝜉 + 

𝑘𝜉𝜑(𝜑(−2 + 𝜉(4 + 𝑘𝜑2)) + 8𝑟𝜉𝜑′)) + 2𝑤2𝛬(−1 + 𝑘𝜉𝜑(4𝑟𝜑′ + 𝜑(2 + 

12𝜉 − 𝑘𝜉𝜑(𝜑 + 12𝜉𝜑 + 4(𝑟 + 6𝑟𝜉)𝜑′)))))) 

 (4.46) 

olarak bulunur. 

(4.42), (4.43) ve (4.46) denklemleri nümerik olarak 4. seviye Runge-Kutta yöntemiyle ile 

nümerik olarak  çözülebilir. 

𝑘 = 1, 𝛬 = 10−8, 𝜉 =
1

8
, 𝜑(1) = 10, 𝜑′(1) = −2.39, 𝑣(1) = 102, 𝑣′(1) = 𝛬, 𝑤(1) = 10−1 

değerleri kullanılarak sırasıyla  skaler alanın, skaler alanın birinci türevinin, metrik 

bileşenlerinin ve Ricci skalerinin r’ye göre grafikleri aşağıda verilmiştir. 



29 

 

 

Şekil 4. 8 J(r)=0 için skaler alanın r’ye göre grafiği 

 

Şekil 4. 9 J(r)=0 için skaler alanın r’ye göre birinci türevinin grafiği 

 

Şekil 4. 10 J(r)=0 için v(r)’nin r’ye göre grafiği 
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Şekil 4. 11 J(r)=0 için w(r)’nin r’ye göre grafiği 

 

Şekil 4. 12 J(r)=0 için Ricci skalerinin r’ye göre grafiği 

𝑱 ≠ 𝟎 ve 𝑱 = 𝟎 Durumlarının Karşılaştırılması 

Şekil 4.8 ve Şekil 4.12‘den yararlanarak aşağıdaki şekil elde edilebilir. 
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Şekil 4. 13 J(r)≠0 ve J(r)=0 için skaler alanın r’ye göre grafiği 

Şekil 4.13’de üste yer alan grafik J(r)≠0 ve altta yer alan grafik J(r)=0 durumunu 

göstermektedir. Grafikten, açısal momentum sıfır olduğu durumda skaler alanın 

değerinin azaldığı görülmektedir. 

Şekil 4.3 ve Şekil 4.10’dan yararlanarak aşağıdaki şekil elde edilir. 

 

Şekil 4. 14 J(r)≠0 ve J(r)=0 için v(r)’nin r’ye göre grafiği 

Şekil 4.14’de üste yer alan grafik J(r)=0 ve altta yer alan grafik J(r)≠0 durumunu 

göstermektedir. Grafikten, açısal momentum sıfır olduğu durumda v(r)’nin mutlak 

değerinin azaldığı görülmektedir. 

Şekil 4.4 ve Şekil 4.11’den yararlanarak aşağıdaki şekil elde edilir. 
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Şekil 4. 15 J(r)≠0 ve J(r)=0 için w(r)’nin r’ye göre grafiği 

Şekil 4.15’de üste yer alan grafik J(r)≠0 ve altta yer alan grafik J(r)=0 durumunu 

göstermektedir. Grafikten, açısal momentum sıfır olduğu durumda w(r)’nni değerinin 

azaldığı görülmektedir. 

 

Şekil 4. 16 J(r)≠0 ve J(r)=0 için R’nin r’ye göre grafiği 

Şekil 4.16’da üste yer alan grafik J(r)≠0 ve altta yer alan grafik J(r)=0 durumunu 

göstermektedir. Grafikten, açısal momentum sıfır olduğu durumda Ricci eğrilik 

skalerinin mutlak değerinin arttığı görülmektedir. 
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BÖLÜM 5 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada (2+1) boyutta Einstein-Cartan kütleçekim teorisini inceledik. Eylemin 

varyasyonunu alarak Einstein-Cartan denklemlerini veren ifadeleri elde ettik. Bu 

ifadelerden yararlanarak Einstein-Cartan denklemlerini bulduk. Denklemleri çözdükten 

sonra metrik bileşenleri, skaler alan ve spinör bileşenlerini heapladık. Spinör için açık 

çözüm bulunmasına karşın skaler alan için nümerik çözüm bulduk ve Runge-Kutta 

yöntemi ile hesaplayarak metrik bileşenlerinin ve skaler alanın grafiğini çizdik. 

Beklendiğini gibi spinör alan ve skaler alanın r sonsuza giderken sıfıra gittiğini 

görülmektedir. Spinör alan çözümlerinde Ricci eğrilik skaleri kozmolojik sabitin 2 katı 

olarak bulundu. Vakum çözümünde bu değer kozmolojik sabitin 6 katıdır.  Bu sonuç 

spinör alan olduğu zaman eğriliğin azaldığını göstermesi açısından önemlidir. Skaler 

alanın çok küçük değeri için bulunan çözüm aynı zamanda torsiyon içermeyen çözüm 

ile aynıdır [21]. 
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EK-A  

RIEMANN VE  RICCI TENSÖRÜ  

A-1 (2+1) Boyutta Spin ½ Parçacığın Kütleçekim Alanı ile Etkileşmesi 

(2.4), (2.5), (2.6), (2.9) ve (2.10) bağıntılarından Riemann tensörününü sıfırdan farklı 

bileşenleri aşağıdaki şekilde bulunur. 

𝑅111
 3 =

𝐽(𝑘2𝑈2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′))

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
  (EK-A.1) 

𝑅113
1 = −

𝐽(𝑘2𝑈2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′))

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
  (EK-A.2) 

𝑅122
1 =

1

16
(−𝑘2𝑈2𝑤2 +

4𝐽𝑘𝑤𝑈′

√𝐽2 + 𝑟2𝑣
− 

2𝑟(−𝑟𝑣(𝐽′)2 + 2𝑟2𝑣′(2𝑣 + 𝑟𝑣′) + 𝐽𝐽′(𝑣 + 6𝑟𝑣′))

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2
+ 

−2(𝐽𝐽′ + 𝑟2𝑣′)𝑤′ + 2𝑤(−2(𝐽′)2 + 𝐽𝐽′′ + 𝑟(𝑣′ + 𝑟𝑣′′))

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤
) 

 (EK-A.3) 

𝑅122
3 =

1

4
(

𝑘𝑟2𝑤𝑈′

√𝐽2 + 𝑟2𝑣
+

𝑟2 (2𝐽(−2𝑣 + 𝐽′2
− 𝑟𝑣′) + 𝑟𝐽′(6𝑣 + 𝑟𝑣′))

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2
+ 

4𝐽(𝑤 − 𝑟𝑤′) + 2𝑟(𝐽′(−2𝑤 + 𝑟𝑤′) − 𝑟𝑤𝐽′′)

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤
) 

 (EK-A.4) 

𝑅123
2 =

1

4
(−

𝑘𝑟2𝑤𝑈′

√𝐽2 + 𝑟2𝑣
−

𝑟2 (2𝐽(−2𝑣 + 𝐽′2
− 𝑟𝑣′) + 𝑟𝐽′(6𝑣 + 𝑟𝑣′))

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2
+  (EK-A.5) 
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−4𝐽(𝑤 − 𝑟𝑤′) + 2𝑟(𝐽′(2𝑤 − 𝑟𝑤′) + 𝑟𝑤𝐽′′)

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤
) 

𝑅131
3 =

𝑟2(𝑘2𝑈2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′))

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
  (EK-A.6) 

𝑅133
1 = −

𝑟2(𝑘2𝑈2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′))

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
  (EK-A.7) 

𝑅211
2 =

1

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3
(𝑘2𝑈2𝑣(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3 + 4(𝑣′(2𝐽𝑤𝐽′ + 𝑟2𝑤𝑣′ + 

2𝐽2𝑤′) − 2𝐽2𝑤𝑣′′ − 𝑣(−2𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
+ 2𝑟2𝑣′′)))) 

 (EK-A.8) 

𝑅212
1 =

1

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3
(−𝑘2𝑈2𝑣(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3 + 4(−𝑣′(2𝐽𝑤𝐽′ + 

𝑟2𝑤𝑣′ + 2𝐽2𝑤′) + 2𝐽2𝑤𝑣′′ + 𝑣(−2𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
+ 2𝑟2𝑣′′)))) 

 (EK-A.9) 

𝑅212
3 =

1

16
(𝑘2𝑈2𝐽 +

1

𝑤3
4(𝑘√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤2𝑈′ + 2𝐽′𝑤′ − 2𝑤𝐽′′ + 

𝑤(
𝐽′(2𝑟𝑣 + 𝐽𝐽′) + 𝑟(−2𝐽 + 𝑟𝐽′)𝑣′

𝐽2 + 𝑟2𝑣
))) 

(EK-A.10) 

𝑅213
2 =

1

16
(−𝑘2𝑈2𝐽 +

1

𝑤3
4(−𝑘√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤2𝑈′ − 2𝐽′𝑤′ + 2𝑤𝐽′′ + 

𝑤(
−𝐽′(2𝑟𝑣 + 𝐽𝐽′) + 𝑟(2𝐽 − 𝑟𝐽′)𝑣′

𝐽2 + 𝑟2𝑣
))) 

(EK-A.11) 

𝑅231
2 =

1

16
(−𝑘2𝑈2𝐽 +

1

𝑤3
4(𝑘√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤2𝑈′ − 2𝐽′𝑤′ + 2𝑤𝐽′′ + 

𝑤(
−𝐽′(2𝑟𝑣 + 𝐽𝐽′) + 𝑟(2𝐽 − 𝑟𝐽′)𝑣′

𝐽2 + 𝑟2𝑣
))) 

(EK-A.12) 

𝑅232
1 =

1

16
(𝑘2𝑈2𝐽 +

1

𝑤3
4(−𝑘√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤2𝑈′ + 2𝐽′𝑤′ − 2𝑤𝐽′′ + 

𝑤(
𝐽′(2𝑟𝑣 + 𝐽𝐽′) + 𝑟(−2𝐽 + 𝑟𝐽′)𝑣′

𝐽2 + 𝑟2𝑣
))) 

(EK-A.13) 

𝑅232
3 =

1

16
𝑘2𝑟2𝑈2 −

(−2𝐽 + 𝑟𝐽′)2

4(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
+

𝑟𝑤′

𝑤3
 (EK-A.14) 
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𝑅233
2 = −

1

16𝑤3
(

1

𝐽2 + 𝑟2𝑣
𝑤(𝑘2𝑟4𝑈2𝑣𝑤2 + 𝐽2(−16 + 𝑘2𝑟2𝑈2𝑤2) + 

16𝑟𝐽𝐽′ − 4𝑟2𝐽′2
) + 16𝑟𝑤′) 

(EK-A.15) 

𝑅311
3 =

𝑣(𝑘2𝑈2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′))

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
 (EK-A.16) 

𝑅313
1 = −

𝑣(𝑘2𝑈2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′))

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
 (EK-A.17) 

𝑅321
2 =

1

4
(−

𝑘𝑣𝑤𝑈′

√𝐽2 + 𝑟2𝑣
+

2𝐽𝑣(𝐽′)2 − 𝐽𝑟𝑣′(2𝑣 + 𝑟𝑣′) + 𝑟𝑣𝐽′(2𝑣 + 3𝑟𝑣′)

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2
 

−
2(𝐽𝑣′𝑤′ + 𝐽′(𝑤𝑣′ − 𝑣𝑤′) + 𝑣𝑤𝐽′′ − 𝐽𝑤𝑣′′)

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤
) 

(EK-A.18) 

𝑅322
1 =

1

4
(

𝑘𝑣𝑤𝑈′

√𝐽2 + 𝑟2𝑣
+

−2𝐽𝑣(𝐽′)2 + 𝐽𝑟𝑣′(2𝑣 + 𝑟𝑣′) − 𝑟𝑣𝐽′(2𝑣 + 3𝑟𝑣′)

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2
 

+
2(𝐽𝑣′𝑤′ + 𝐽′(𝑤𝑣′ − 𝑣𝑤′) + 𝑣𝑤𝐽′′ − 𝐽𝑤𝑣′′)

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤
) 

(EK-A.19) 

𝑅322
3 =

1

16
(−𝑘2𝑈2𝑤2 −

4𝐽𝑘𝑤𝑈′

√𝐽2 + 𝑟2𝑣
− 

2𝑟(−𝑟𝑣(𝐽′)2 + 2𝑟𝑣(𝑣 + 2𝑟𝑣′) + 𝐽𝐽′(3𝑣 + 2𝑟𝑣′))

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2
+ 

16𝑣𝑤 − 4𝑤(𝐽′)2 + 8𝑟𝑤𝑣′ − 16𝑟𝑣𝑤′ − 8𝐽𝐽′𝑤′ + 8𝐽𝑤𝐽′′

𝐽2𝑤 + 𝑟2𝑣𝑤
) 

(EK-A.20) 

𝑅323
2 =

1

16
(𝑘2𝑈2𝑤2 +

4𝐽𝑘𝑤𝑈′

√𝐽2 + 𝑟2𝑣
+ 

4𝑟(−2𝑟𝑣(𝐽′)2 + 2𝑟𝑣(2𝑣 + 𝑟𝑣′) + 𝐽𝐽′(6𝑣 + 𝑟𝑣′))

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2
+ 

4(𝑤(𝐽′)2 + 2𝐽𝐽′𝑤′ − 2(2𝑣𝑤 + 𝑟𝑤𝑣′ − 2𝑟𝑣𝑤′ + 𝐽𝑤𝐽′′))

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤
) 

(EK-A.21) 

𝑅331
3 = −

𝐽(𝑘2𝑈2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′))

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
 (EK-A.22) 
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𝑅333
1 =

𝐽(𝑘2𝑈2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′))

16(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
 (EK-A.23) 

(2.3) ve (2.4) bağıntılarından Ricci tensörünün sıfırdan farklı bileşenleri aşağıdaki 
şekilde bulunur. 

𝑅11 =
1

8(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3
(−𝑘2𝑈2𝑣(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3 + 2(−𝑣′(2𝐽𝑤𝐽′ + 𝑟2𝑤𝑣′ + 

2𝐽2𝑤′) + 2𝐽2𝑤𝑣′′ + 2𝑣(−𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
+ 𝑟(𝑣′ + 𝑟𝑣′′))))) 

(EK-A.24) 

𝑅22 =
1

8(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤
(𝑘2𝑈2𝐽4𝑤3 + 8𝐽3(𝐽′𝑤′ − 𝑤𝐽′′) + 8𝑟𝐽(𝐽′(𝑟𝑤𝑣′ + 

𝑣(2𝑤 + 𝑟𝑤′)) − 𝑟𝑣𝑤𝐽′′) + 𝑟2(𝑘2𝑟2𝑈2𝑣2𝑤3 + 2𝑟2𝑤𝑣′2
+ 8𝑟𝑣2𝑤′ − 

4𝑣(−𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
+ 𝑟2𝑣′′))) + 2𝐽2(𝑣(−4𝑤 + 𝑘2𝑟2𝑈2𝑤3 + 4𝑟𝑤′) + 

2(𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
− 𝑟(2𝑣′ + 𝑟𝑣′′))))) 

(EK-A.25) 

𝑅33 =
1

(𝐽2 + 𝑟2𝑣)8𝑤3
(𝑤(𝐽2(−8 + 𝑘2𝑟2𝑈2𝑤2) + 8𝑟𝐽𝐽′ + 𝑟2(𝑘2𝑟2𝑈2 

𝑣𝑤2 − 4(𝐽′2
+ 𝑟𝑣′))) + 8𝑟(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤′) 

(EK-A.26) 

𝑅31 =
1

8𝑤3
(𝑘2𝑈2Jw3 + 2(−𝑘(𝐽2 + 𝑟2𝑣)

3
2√𝐽2 + 𝑟2𝑣𝑤2𝑈′ + 𝑟𝑤(2𝑣𝐽′ + 

(−4𝐽 + 𝑟𝐽′)𝑣′) + (𝐽2 + 𝑟2𝑣)(2𝐽′𝑤′ − 2𝑤𝐽′′))) 
(EK-A.27) 

𝑅13 =  
1

8𝑤3
(𝑘2𝑈2𝐽𝑤3 + 2(𝑘(𝐽2 + 𝑟2𝑣)

3
2𝑤2𝑈′ + 𝑟𝑤(2𝑣𝐽′ + (−4𝐽 + 

𝑟𝐽′)𝑣′) + (𝐽2 + 𝑟2𝑣)(2𝐽′𝑤′ − 2𝑤𝐽′′))) 

(EK-A.28) 

 (2.2) bağıntısından Ricci skaleri aşağıdaki elde edilir. 

𝑅 =
1

8(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤3
(3𝑘2𝑈2𝐽4𝑤3 + 16𝐽3(𝐽′𝑤′ − 𝑤𝐽′′) + 16𝑟𝐽(𝐽′(𝑟𝑤𝑣′ 

+𝑣(2𝑤 + 𝑟𝑤′)) − 𝑟𝑣𝑤𝐽′′) + 2𝐽2(𝑣(−8𝑤 + 3𝑘2𝑟2𝑈2𝑤3 + 8𝑟𝑤′) + 

2(2𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
− 2𝑟(3𝑣′ + 𝑟𝑣′′)))) + 𝑟2(3𝑘2𝑟2𝑈2𝑣2𝑤3 + 

4(𝑟2𝑤𝑣′2
+ 4𝑟𝑣2𝑤′ − 𝑣(−2𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(3𝐽′2

+ 2𝑟(𝑣′ + 𝑟𝑣′′)))))) 

(EK-A.29) 
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A-2 (2+1) Boyutta Skaler Alanın Kütlçekim Alanı ile Etkileşmesi 

(2.4), (2.5), (2.6), (2.9) ve (2.10) bağıntılarından Riemann tensörününü sıfırdan farklı 

bileşenleri aşağıdaki şekilde bulunur. 

𝑅111
3 = −

1

4𝑃2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤2
𝐽(𝑃2(𝐽′2

+ 2𝑟𝑣′) + 4𝑘𝜉𝑃𝜑(2𝑟𝑣 + 2𝐽𝐽′ + 

𝑟2𝑣′)𝜑′ + 16𝑘2𝜉2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝜑2𝜑′2
) 

(EK-A.30) 

𝑅113
1 = −𝑅111

3  (EK-A.31) 

𝑅121
2 =

1

4𝑃2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤
(16𝑘2𝑟4𝜉2𝑣2𝑤𝜑2𝜑′2

+ 2𝐽3𝑃(𝐽′(𝑃𝑤′ − 

2𝑘𝜉𝑤𝜑𝜑′) − 𝑃𝑤𝐽′′) + 𝑟𝐽𝑃(𝐽′(𝑃(3𝑟𝑤𝑣′ + 2𝑣(𝑤 + 𝑟𝑤′)) − 4𝑘𝑟𝜉𝑣𝑤𝜑𝜑′) 

−2𝑟𝑃𝑣𝑤𝐽′′) + 𝑃2(𝑟4𝑤𝑣′2
− 𝑣(−2𝑟4𝑣′𝑤′ + 𝑟2𝑤(𝐽′2

+ 2𝑟2𝑣′′))) + 

8𝑘𝜉𝐽4(𝜑′(𝑃𝜑𝑤′ − 𝑤(𝑃 − 2𝑘𝜉𝜑2)𝜑′) − 𝑃𝑤𝜑𝜑′′) − 4𝑘𝑟4𝜉𝑃𝑣(𝜑′ 

(−2𝑣𝜑𝑤′ + 𝑤(𝜑𝑣′ + 2𝑣𝜑′)) + 2𝑣𝑤𝜑𝜑′′) + 𝐽2(32𝑘2𝑟2𝜉2𝑣𝑤𝜑2𝜑′2
+ 

𝑃2(2𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
− 2𝑟(𝑣′ + 𝑟𝑣′′))) − 4𝑘𝑟2𝜉𝑃(𝜑′(−4𝑣𝜑𝑤′ + 𝑤(𝜑𝑣′ 

+4𝑣𝜑′)) + 4𝑣𝑤𝜑𝜑′′))) 

(EK-A.32) 

𝑅122
1 = −𝑅121

2  (EK-A.33) 

𝑅122
3 =

1

4𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤
(4𝐽3(𝑃(𝑤 − 𝑟𝑤′) + 2𝑘𝑟𝜉𝑤𝜑𝜑′) + 2𝑟2𝐽 

(𝑃(𝑤(𝐽′2
− 𝑟𝑣′) − 2𝑟𝑣𝑤′) + 4𝑘𝑟𝜉𝑣𝑤𝜑𝜑′) − 2𝑟𝐽2(𝐽′(𝑃(2𝑤 − 𝑟𝑤′) + 

2𝑘𝑟𝜉𝑤𝜑𝜑′) + 𝑟𝑃𝑤𝐽′′) + 𝑟3(𝐽′(𝑃(𝑟𝑤𝑣′ + 2𝑣(𝑤 + 𝑟𝑤′)) − 4𝑘𝑟𝜉𝑣𝑤𝜑𝜑′) 

−2𝑟𝑃𝑣𝑤𝐽′′)) 

(EK-A.34) 

𝑅123
2 = 𝑅122

3  (EK-A.35) 

𝑅131
3 =

𝑟2𝑅1,1,1
3

𝐽
 (EK-A.36) 

𝑅133
1 = −

𝑟2𝑅111
3

𝐽
 (EK-A.37) 

𝑅211
2 = −𝑅212

1  (EK-A.38) 
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𝑅212
1 =

1

4𝑃2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3
(−16𝑘2𝜉2𝑣(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝜑2𝜑′2

+ 

𝑃2(−𝑣′(2𝐽𝑤𝐽′ + 𝑟2𝑤𝑣′ + 2𝐽2𝑤′) + 2𝐽2𝑤𝑣′′ + 𝑣(−2𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
+ 

2𝑟2𝑣′′))) + 4𝑘𝜉𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)(𝜑′(−2𝑣𝜑𝑤′ + 𝑤(𝜑𝑣′ + 2𝑣𝜑′)) + 

2𝑣𝑤𝜑𝜑′′)) 

(EK-A.39) 

𝑅212
3 =

𝑅121
2 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑟2𝑅212

1 𝑤2

𝐽𝑤2
 (EK-A.40) 

𝑅213
2 = −

𝑅121
2 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑟2𝑅212

1 𝑤2

𝐽𝑤2
 (EK-A.41) 

𝑅231
2 = −

𝑅121
2 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑟2𝑅212

1 𝑤2

𝐽𝑤2
 (EK-A.42) 

𝑅232
1 =

𝑅121
2 (𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑟2𝑅212

1 𝑤2

𝐽𝑤2
 (EK-A.43) 

𝑅232
3 =

(𝑟2𝑅1,2,1
2 − 𝐽𝑅1,2,2

3 )(𝐽2 + 𝑟2𝑣) + 𝑟4𝑅2,1,2
1 𝑤2

𝐽2𝑤2
 (EK-A.44) 

𝑅233
2 = −

𝑟4𝑅212
1

𝐽2
+

(−𝑟2𝑅121
2 + 𝐽𝑅122

3 )(𝐽2 + 𝑟2𝑣)

𝐽2𝑤2
 (EK-A.45) 

𝑅311
3 =

𝑅1,1,1
3 𝑣

𝐽
 (EK-A.46) 

𝑅313
1 = −

𝑅111
3 𝑣

𝐽
 (EK-A.47) 

𝑅321
2 =

𝑅121
2 𝑣 + 𝑅212

1 𝑤2

𝐽
 (EK-A.48) 

𝑅322
1 = −

𝑅121
2 𝑣 + 𝑅212

1 𝑤2

𝐽
 (EK-A.49) 

𝑅322
3 =

1

𝐽2
(−𝐽2𝑅121

2 + 𝐽𝑅122
3 𝑣 − 𝑟2(𝑅121

2 𝑣 + 𝑅212
𝑎 𝑤2)) (EK-A.50) 

𝑅323
2 =

1

𝐽2
(𝐽2𝑅121

2 − 𝐽𝑅122
3 𝑣 + 𝑟2(𝑅121

2 𝑣 + 𝑅212
𝑎 𝑤2)) (EK-A.51) 
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𝑅331
3 = −𝑅111

3  (EK-A.52) 

𝑅333
1 = 𝑅111

3  (EK-A.53) 

(2.3) ve (2.4) bağıntılarından Ricci tensörünün sıfırdan farklı bileşenleri aşağıdaki 
şekilde bulunur. 

𝑅11 =
1

4𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3
(𝑃(−𝑣′(2𝐽𝑤𝐽′ + 𝑟2𝑤𝑣′ + 2𝐽2𝑤′) + 2𝐽2𝑤𝑣′′ + 

2𝑣(−𝑟2𝑣′𝑤′ + 𝑤(𝐽′2
+ 𝑟(𝑣′ + 𝑟𝑣′′)))) + 4𝑘𝜉(𝜑′(𝜑(𝑤(2𝑣(𝑟𝑣 + 𝐽𝐽′) + 

(𝐽2 + 2𝑟2𝑣)𝑣′) − 2𝑣(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤′) + 2𝑣(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝜑′) + 2𝑣(𝐽2 + 

𝑟2𝑣)𝑤𝜑𝜑′′)) 

(EK-A.54) 

𝑅22 =
1

4𝑃2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤
(4𝐽3𝑃(𝐽′(𝑃𝑤′ − 2𝑘𝜉𝑤𝜑𝜑′) − 𝑃𝑤𝐽′′) + 

4𝑟𝐽𝑃(𝐽′(𝑃(𝑟𝑤𝑣′ + 𝑣(2𝑤 + 𝑟𝑤′)) − 2𝑘𝑟𝜉𝑣𝑤𝜑𝜑′) − 𝑟𝑃𝑣𝑤𝐽′′) + 

16𝑘𝜉𝐽4(𝜑′(𝑃𝜑𝑤′ − 𝑤(𝑃 − 2𝑘𝜉𝜑2)𝜑′) − 𝑃𝑤𝜑𝜑′′) + 

𝑟2(32𝑘2𝑟2𝜉2𝑣2𝑤𝜑2𝜑′2
+ 𝑃2(𝑟2𝑤𝑣′2

+ 4𝑟𝑣2𝑤′ − 2𝑣(−𝑟2𝑣′𝑤′ + 

𝑤(𝐽′2
+ 𝑟2𝑣′′))) − 4𝑘𝑟𝜉𝑃𝑣(𝜑′(𝑟𝑤𝜑𝑣′ + 2𝑣(𝜑(𝑤 − 2𝑟𝑤′) + 2𝑟𝑤𝜑′)) + 

4𝑟𝑣𝑤𝜑𝜑′′)) − 2𝐽2(−32𝑘2𝑟2𝜉2𝑣𝑤𝜑2𝜑′2
+ 𝑃2(−𝑟2𝑣′𝑤′ + 2𝑣(𝑤 − 

𝑟𝑤′) + 𝑤(−𝐽′2
+ 2𝑟𝑣′ + 𝑟2𝑣′′)) + 2𝑘𝑟𝜉𝑃(𝜑′(𝑟𝑤𝜑𝑣′ + 

2𝑣(−4𝑟𝜑𝑤′ + 𝑤(𝜑 + 4𝑟𝜑′))) + 8𝑟𝑣𝑤𝜑𝜑′′))) 

(EK-A.55) 

𝑅33 = −
1

2𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3
(−2𝑟𝐽𝑤𝐽′(𝑃 − 2𝑘𝑟𝜉𝜑𝜑′) + 2𝐽2(𝑃(𝑤 − 𝑟𝑤′) + 

2𝑘𝑟𝜉(𝜑′(−𝑟𝜑𝑤′ + 𝑤(𝜑 + 𝑟𝜑′)) + 𝑟𝑤𝜑𝜑′′)) + 𝑟2(𝑃(𝑤(𝐽′2
+ 𝑟𝑣′) − 

2𝑟𝑣𝑤′) + 2𝑘𝑟𝜉(𝜑′(𝑟𝑤𝜑𝑣′ + 2𝑣(2𝑤𝜑 − 𝑟𝜑𝑤′ + 𝑟𝑤𝜑′)) + 2𝑟𝑣𝑤𝜑𝜑′′))) 

(EK-A.56) 

𝑅31 =
1

4𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3
(𝑃(−4𝑟𝐽𝑤𝑣′ + 𝑟2𝑤𝐽′𝑣′ + 2𝐽2(𝐽′𝑤′ − 𝑤𝐽′′) + 

2𝑟𝑣(𝐽′(𝑤 + 𝑟𝑤′) − 𝑟𝑤𝐽′′)) + 4𝑘𝜉(𝜑′(𝜑(−𝑤(3𝐽2𝐽′ + 𝑟2𝑣𝐽′ + 𝑟𝐽(2𝑣 + 

𝑟𝑣′)) + 2𝐽(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤′) − 2𝐽(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝜑′) − 2𝐽(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝜑𝜑′′)) 

(EK-A.57) 

𝑅13 =
1

4𝑃(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤3
(𝑃(−4𝑟𝐽𝑤𝑣′ + 𝑟2𝑤𝐽′𝑣′ + 2𝐽2(𝐽′𝑤′ − 𝑤𝐽′′) + 

2𝑟𝑣(𝐽′(𝑤 + 𝑟𝑤′) − 𝑟𝑤𝐽′′)) + 4𝑘𝜉(𝜑′(𝜑(−𝑤(3𝐽2𝐽′ + 𝑟2𝑣𝐽′ + 𝑟𝐽(2𝑣 + 

𝑟𝑣′)) + 2𝐽(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤′) − 2𝐽(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝜑′) − 2𝐽(𝐽2 + 𝑟2𝑣)𝑤𝜑𝜑′′)) 

(EK-A.58) 
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(2.2) bağıntısından Ricci skaleri aşağıdaki gibi elde edilir. 

𝑅 =
1

2𝑃2(𝐽2 + 𝑟2𝑣)2𝑤3
(−4𝐽3𝑃(4𝑘𝜉𝑤𝜑𝐽′𝜑′ + 𝑃(−𝐽′𝑤′ + 𝑤𝐽′′)) + 

4𝑟𝐽𝑃 (−4𝑘𝑟𝜉𝑣𝑤𝜑𝐽′𝜑′ + 𝑃(𝑟𝑤𝐽′𝑣′ + 𝑣(2𝑤𝐽′ + 𝑟𝐽′𝑤′ − 𝑟𝑤𝐽′′))) + 

16𝑘𝜉𝐽4 (𝑘𝜉𝑤𝜑2𝜑′2
− 𝑃 (𝑤𝜑′2

+ 𝜑(−𝑤′𝜑′ + 𝑤𝜑′′))) + 

𝑟2(16𝑘2𝑟2𝜉2𝑣2𝑤𝜑2𝜑′2
+ 𝑃2(𝑟2𝑤𝑣′2

+ 4𝑟𝑣2𝑤′ − 𝑣(−2𝑟2𝑣′𝑤′ + 

𝑤(3𝐽′2
+ 2𝑟(𝑣′ + 𝑟𝑣′′)))) − 8𝑘𝑟𝜉𝑃𝑣(𝑟𝑤𝜑𝑣′𝜑′ + 2𝑣(−𝑟𝜑𝑤′𝜑′ + 

𝑤(𝑟𝜑′2
+ 𝜑(𝜑′ + 𝑟𝜑′′))))) + 𝐽2(32𝑘2𝑟2𝜉2𝑣𝑤𝜑2𝜑′2

+ 𝑃2(2𝑟2𝑣′𝑤′ − 

4𝑣(𝑤 − 𝑟𝑤′) + 𝑤(𝐽′2
− 2𝑟(3𝑣′ + 𝑟𝑣′′))) − 8𝑘𝑟𝜉𝑃(𝑟𝑤𝜑𝑣′𝜑′ + 

2𝑣(−2𝑟𝜑𝑤′𝜑′ + 𝑤(2𝑟𝜑′2
+ 𝜑(𝜑′ + 2𝑟𝜑′′)))))) 

(EK-A.59) 
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