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kontorsiyona gore varyasyonu alinarak Einstein ve Cartan denklemleri bulundu. Spinor
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TORSION
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In this thesis, we study spinor and scalar fields, coupled to gravity with torsion
(Einstein-Cartan model) in (2+1) dimensions. To find the Einstein and Cartan equations,
we take the variation of the action with respect to metric and contortion. We solve
these equations for the spinor field and find the product of the spinor field and its
complex conjugate to take a constant value. We were not able to solve these
equations analytically when a scalar field is coupled to gravity. We, instead, plot the
solutions to these equations using the Runge-Kutta method. We find that the space
dependent scalar field goes to zero as we approach infinity.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Ozel gorelilik teorisi 1905 yilinda Einstein tarafindan yayinlandiktan sonra Einstein dort
temel etkilesmeden biri olan kiitlecekimini 6zel gorelilik teorisine katmak icin yaptigi
calismalari 1915 yilinda tamamladi ve genel gorelilik teorisini yayinladi. Genel gorelilik
teorisi Riemann geometrisi ve Christoffel sembollerine dayanmaktadir. Christoffel
sembolleri 1869 yilinda Gustav Dirichlet’in 6grencisi olan Elwin Bruno Christoffel
tarafindan bulunmustur. Bu teori Gregorio Ricci-Curbastro ve onun 6grencisi Tullio
Levi-Civita tarafindan gelistirilmistir. Riemann egrilik tensorli, Bernhard Riemann ve
Elwin Bruno Christoffel tarafindan bulunmustur. Bu iki tensér genel gorelilik teorisinde

¢ok 6nemli rol oynamaktadir [1, 2].

Genel gorelilik teorisinde afin bagintisina torsiyon tensori eklenerek Einstein-Cartan
(EC) teorisi elde edilmistir. EC teorisi 1922 yilinda Elie Cartan tarafindan bulunmustur.
Bu teori genel goreliligin genisletilmis hali olarak kabul edilmektedir [3, 4]. EC teorisi
uzay-zaman ile torsion arasinda baglanti kurulmasini mimkin kilmaktadir. Torsiyon
terimi hesaba katilmadigi zaman EC teorisi Einstein teorisine indirgenmektedir.
Einstein'in genel goreliligi makrofizik alanindaki tim deneysel gerceklerle uyumludur.
Bununla birlikte, mikroskobik diizeyde, uzay-zamanin bir torsiyona sahip olmasi ve
dolayisiyla mikroskopik kitlecekim etkilesimlerinin EC teorisi tarafindan tanimlanmasi
gerektigi savunuldu [5]. Torsiyonun, kitlecekiminin tam bir teorisi icin gerekli oldugu
da gosterilmistir [6]. Maddenin spini ve kitlesi, EC teorisinde 6nemli bir rol

oynamaktadir [7, 8]. Spin-kitlegekim etkilesmesi ilgi ¢ekmektedir. Madde alanlar



(skaler, ayar, spinor) ile galisan birgok yazarin makalesinde spin-kiitlecekim etkilesmesi

bulunmaktadir [9, 10].

ArXiv'de Einstein-Cartan teorisi izerine yazilmis en yeni yayinlardan biri olan Ivanov ve
Wellenzohn'un makalesinde torsiyon alaninin kozmolojik sabit veya karanlik enerji

yogunlugunun kaynagi gibi davrandigi gosterilmistir [11].

Son zamanlarda, skaler alan ve kitlegekiminin minimal olmayan baglaniminin bir
torsiyon olusturdugu gosterilmistir. Skaler alan ve kitlecekiminin minimal olmayan
baglanimlari genel relativistik kitlecekim teorileri igin ilgi ¢ekicidir ve enflasyonist
kozmolojide 6nemli rol oynamaktadir [12]. Skaler alan ve kiitlegekiminin minimal
olmayan etkilesmelerini iceren agik Friedmann modelleri icin EC denklemlerinin tam
genel ¢oziimleri elde edilmistir [13]. Galiakhmetov bu alanda galismaya devam etti ve
torsion ve egriligi birlestiren skaler alanin ilging sonuclar dogurdugunu gosteren
calismalar yapti [14, 15]. Egrilik ve torsiyonlu minimal olmayan metrik-skaler kuplajlarin
kullanildigi ¢cok yeni ¢alisma bir ¢alisma vardir [16]. Burada karanlik enerji, torsiyonlu

metrik-skaler kuplajlarla agiklanmaktadir.

(2 + 1) boyutlardaki genel gorelilik, kiutlegekimi dinamiklerinin temel o6zelliklerini
anlamak icin gittikce yayginlasan bir model haline gelmistir. 2+1 boyutta kitlecekim ile
ilgili calismalar ¢ok sayida belirgin sonuclara neden olmustur. Bu sonuglardan énemli
olanlardan biri Banados, Teitelboim and Zanelli (BTZ) kara deliginin kesfidir [17, 18].
Skaler alanla etkilesen (2 + 1) boyutlardaki Einstein kitlecekimi literatiirde

incelenmistir [19-22].

Genel gorelilik teorisinde torsiyon tensorii tanimlanmadan oOnce afin bagintisi
Christoffel semboliine esit olarak tanimlaniyordu. Christoffel sembolleri simetrik
oldugu icin afin bagintisi da simetrik olmaktadir. Bu ylzden torsiyon tensori sifir
olmaktadir [23, 24]. Christoffel sembolleri metrik veya tetrad tensoriine, afin bagintisi
Christoffel sembolleri ve torsiyon tensoriine baglidir. Afin bagintisinin antisimetrik
kismi torsiyon tensorinl olusturur [25, 26, 27]. Afin bagintisindan yararlanarak
Riemann egrilik tensori elde edilir. Eylem Riemann egrilik tensori skaler alan veya
spinor alana bagl olarak elde edilir. Kontorsiyon tensoér, torsiyon tensoriine baghdir.

Einstein denklemleri, eylemin metrik tensori veya tetrad tensoriine gére varyasyonu



alinarak elde edilir. Cartan denklemleri, eylemin kontorsiyon tensoriine gore
varyasyonu alinarak elde edilmektedir. Eylemin skaler alana gore varyasyonu alinarak
Klein-Gordon (KG) ve spindre gore varyasyonu alinarak Dirac denklemleri elde edilir.
Spindr alan igin Cartan denklemlerinden vyararlanarak kontorsiyon tensoriinin
bilesenleri hesaplanir. Bu bilesenleri Dirac denklemlerinde yerlerine yazilir ve Dirac
denklemlerinden yararlanarak spindr alanin bilesenlerinin tirevleri bulunur. Spinér
alanin bilesenlerinin tlrevleri Einstein denklemlerinde yerlerine yazilir ve Einstein
denklemlerinden metrik tensoriniin bilesenleri hesaplanir. Metrik tensérinin
bilesenlerinden yararlanarak ise Dirac denklemleri ¢6zlliir ve spindr alanin bilesenleri

hesaplanir.

Skaler alan icin Cartan denklemlerinden vyararlanarak kontorsiyon tensoriinin
bilesenleri hesaplanir. Bu bilesenleri KG denklemlerinde yerlerine yazilir ve KG
denklemlerinden yararlanarak skaler alanin tiirevi bulunur. Skaler alanin tiirevi Einstein
denklemlerinde vyerlerine yazilir ve Einstein denklemlerinden metrik tensoriinin
bilesenlerinin tlrevleri hesaplanir. Skaler alanin ve metrik tensoriinin bilesenleri
Runge-Kutta (RK) yontemiyle nimerik olarak ¢o6zllerek skaler alan ve metrik
tensorinidn bilesenlerinin grafikleri bulunur. Skaler alanin blyiik ve kligik degerleri igin

yaklasim yapilarak agik ¢é6ztimler bulunur.

1.2 Tezin Amaci

Genel gorelilik icinde yer alan genel bagintilar tanimlanacaktir. ilk olarak spinér alan
icin tanimlanan eylemin varyasyonu alinarak Einstein-Cartan ve Dirac denklemleri
bulunacaktir. Denklemler c¢o6zildikten sonra spindér alan ve metrik tensori
hesaplanacaktir. Spinér alan ve metrik tensorit icin analitik ¢oziimler bulunacaktir.
ikinci olarak skaler alan icin tanimlanan eylemin varyasyonu alinarak Einstein-Cartan ve
Klein-Gordon denklemleri bulunacaktir. Denklemler analitik olarak ¢ozilemedigi icin
Runge-Kutta yontemi kullanilarak nimerik olarak c¢oziilecektir. Skaler alan (zerinde

belirli kosullar tanimlayarak skaler alanin analitik ¢6zim{ bulunacaktir.



1.3 Hipotez

Spinor alan ile kitlegekim alaninin etkilesmesinde agisal momentum sifir alindiginda ve
torsiyon tensori alan denklemlerine katilmadiginda bulunan ¢éziimler bitin Einstein-
Cartan denklemlerini saglamamaktadir. Skaler alan ile kitlecekim alanin
etkilesmesinde, etkilesme terimi sifir alindigi zaman bdtlin Einstein denklemlerini
saglayan ¢6zim bulunmasina karsin torsiyon tensorinin bilesenleri sifir olmaktadir. Bu
sonug, etkilesme teriminin Einstein-Cartan denklemlerinin ¢dziiminde etkin oldugunu

gostermektedir.



BOLUM 2

EINSTEIN-CARTAN TEOREMI

Modern spin kavrami bulunmadan Once torsiyon ile maddenin kendine 6zgi agisal

momentumu arasinda bir baglanti oldugu Cartan tarafindan énerilmisti. Bu

teoriye

Dennis Sciama ve Tom Kibble tarafindan katkida bulunuldugu icin Einstein—Cartan—

Sciama—Kibble teorisi de denilmektedir.

Eylem asagidaki gibi tanimlanir.

1

S:f d3x\/—_g((§(R_2A)+Lm+Lint)

Ricci egrilik skaleri,
R = g“"Rw
seklindedir.

Ricci tensord,

_ pP
Ry = Rypy
seklindedir.

Riemann egrilik tensord,

Rguv = a#rvl; - avru% + Ful;\ajclr - F\;/;\Fu/}r

olarak tanimlanir.

Afin bagintisi ve torsiyon asagidaki gibi tanimlanir.

p _ (P p
Fuv - uv}_Kp.v

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)



T =5 (6 = L) (2.6)
olarak tanimlanir.

Torsiyon iz vektord,

W =Ty (2.7)
olarak ifade edilir [28].

Kontorsiyon ile torsiyon arasindaki baginti,

K.’ =-T, +Tf, —T",, (2.8)
olarak verilir.

Christoffel sembol(,

v} =97 Gvou + Guoy — Guvo) (2.9)

olarak tanimlanir.

Metrik bagintisi,

ds? = —(v+ i_j)dtz + w2dr? + (rdd + L dt)? (2.10)

olarak tanimlanabilir. Torsiyon icermeyen Einstein denklemleri bu metrik icin bosluk
durumunda c¢ozildagiinde (2+1) boyuttaki kara delik ¢oziimiine karsilik gelmektedir.

Burada v, w ve J r'ye baghdir.

(2.5), (2.6), (2.8) ve (2.10) bagintilarindan asagidaki denklemler bulunur.

—]2(K111 + K133 - K331) - r2K11117 +](K113 - K311)17 =0 (2.11)
~W2KP + (=K + K31) + (Kip — K3)v =0 (2.12)
—J?K1 + (=K + K3)v + v(=1?K{; + (Ki5 — K3)v) =0 (2.13)

—J*(Kiy + K3y + K55 — K35) — 2r2K31v + J(r? (=K, + K31) +
(Kzls - Ks’lz)v + (_K123 + K321)W2) =0 (2.14)
—2J?K3; +J(—=Kiy + K31 — K35 + K))v + v(—r?(Ki, + K3,) +
(K33 — K3,)v + (K& + K5H)w?) =0 (2.15)



—J2KL + r?J(—K3 + K3) —r?KLv =0 (2.16)

rz(_Kfz + K231) +](_K112 + K211 + K233 - K332) + (_K213 + K312)v

—(Kfs + K3)w? = (2.17)
—J2K3, —r?KEv+ J (KL + K3)v =0 (2.18)
K% =0 (2.19)
—(? +r*v)K3, + (r?(—Ki, + K3) +J(—KZ5 + KH)w? =0 (2.20)
K% =0 (2.21)
—(? +1r*0)K3, + (KD, — K31) + (K35 + KH)v)w? = 0 (2.22)

_2]2K213 + 7‘2](_1(112 + Kél1 - K233 + K332) - TZ(TZ(K132 — K231) +
(K33 + K3p)v + (K5 — K§)w?) = 0 (2.23)

K3 =0 (2.24)

]2(K112 - K211 - K233 - K332) = 27‘21(23377 +](TZ(K132 - K231) + (_Kil3 +

K3)v + (K — K§)w?) = 0 (2.25)
—J2KL + r?J(—K& + K3) —1r?KLv =10 (2.26)
—U? + r*0)K35 + 12 (K5 + K31) + 13 (=Ki5 + K351)) = 0 (2.27)
J(K33 = K3p) + 12(K35 — K3,) — K§sw? =0 (2.28)
—(? +r*v)K35 + JJ(Ki3 — K31) + 72 (K5 — K31)) = 0 (2.29)

(2.5), (2.6), (2.8) ve (2.10) bagintilarindan bulunan denklemler ¢ozilirse asagidaki

sonuclar elde edilir.

Kl _]K113
11="2
K% =0,
(2.30)
5 vKi, _]K132
11 — WZ ’
s VK
Kll rz ,



_ w2(r?K3; — JK35)
JP+riv

)

=0,

WZU K221 + VK223)
J? +r2v

)

1
JK33
— -r-_Z’

JK33

v

WZ(T2K321 —]K323)
JP+riv

)

=0,

w2(J K3, + vK33)

J2+r?v

253
K3

)

v

JK3,

4

)



BOLUM 3

(2+1) BOYUTTA SPiN % PARGACIGIN KUTLEGEKiM ALANI iLE ETKILESMESI
Eylem ve Lagranjiyen,

S=[dx./—glL,

L= % (R = 24) + 5 (PYHT ¥ — (TP "¥) — MPY (3.1)
olarak tanimlanir. Burada ¥ ve ¥ r'ye baglidir.

Spindr ve spinérin kompleks eslenigi,
1/J11)
v =(U)
Y12
V= Pz2) (3.2)

olarak gosterilir.

C “yik eslenik matris” olmak lizere spinor ve spindriin kompleks eslenigi arasindaki

baginti;

Y=yC (3.3)
olarak tanimlanir.

Spindr baginti terimi,

121 = [ya’ )’b]eg (epb,y - I;fpe‘cb) (3-4)

@ |+

olarak gosterilir.



Latin alfabesinin harfleri ile belirtilen indisler Minkowski uzayinda, Yunan alfabesinin

harfleri ile belirtilen indisler egri uzayda kullanilacaktir.
Spindriin kovaryant tirevi,

WY =0,¥Y+1,%,

V¥ =a,¥ — VI,

olarak gosterilir.

Nap
Juv = eﬁell;nab
vH = egr®

olarak gosterilir.

Dirac gama matrisleri asagidaki gibi segilebilir.

1 _(1 0 2 0 i 3,0 1

Metrik,
ds? = —(v + 5)dt? + w2dr? + (rdg + L do)®

olarak yazilabilir.

Metrigin cotetrad alanlari cinsinden diger bir ifadesi asagidaki gibidir.

ds? = —(e1)? + (e?)? + (e3)2.
(3.9) ve (3.10) karsilastirilirsa cotetrad alanlari,

L _\/]2+r2v

r

e dt,
e? = wdr,

3 _ J
e’ =rdop + ;dt
olarak bulunur.

e® = ejdx* bagintisindan tetrad matrisi,

10

(3.5)

(=, +, +) olmak tizere metrik ve egri uzaydaki gama matrisleri tetrad formunda,

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)



T
e, =( 0 w 0)

S I~
(@]
=

elde edilir.

(3.12)

Eylemin kontorsiyona gore varyasyonu alinarak Cartan denklemlerini veren ifade

bulunur.
0/—91) _, a(=gL) _
GLo 7 0(0,K7,)

(3.13) bagintisindan Cartan denklemleri asagidaki gibi bulunur.
K3 (J? + r2v) — (r®(K3; + K31) — K3zv)w? = 0
J(K33 + K35) +12(=K3; + K3 + K35) =0

2JK33 +1%(K$3 — K31 + K33) = 0

—2(K31 — KZ)(J? +1r20) + k UJ\/J2 + r2vw + 2(JKZ, + K&v)w? =0

—K3,(J? +r%v) + (r’K3, — JK3Z)w? =0

—2KL(J% + 120) + kr2 UJJ? + r2ow + 2(r2k3 — JKZ)w? = 0
K3 (% +12v) + (J(K3; + 2K3,) + (K31 + K)v)w? = 0
w(2riK3, + 2] (K3 — K33 + K3,) — 2KL,v — k Uy/J%2 + r2vw) = 0
JK35 +12K3; — K330 =0

—2KL(J% + r2v) — k UJ\J? + r2vw + 2(r2 K3 — JKZ)w? = 0
r?(=Kiy + Kfp) + J(Kis + K31 — K3,) + K330 =0

—2KL(J2 + %) — kr2 U\J? + r2vw + 2(r2K% — JKZ)w? = 0
Ki — K122 + K331 =0

(Kiy + KH)U? +720) + (-r2Kfy + ] (Kfs + K§1) + KHv)w? = 0
Ki3; =K + K35 =0

—2K3,(J? + r%v) — k UvyJ?2 + r2vw — 2(JK34 + K4 v)w? =0
11

(3.13)

(3.14)
(3.15)
(3.16)
(3.17)
(3.18)
(3.19)
(3.20)
(3.21)
(3.22)
(3.23)
(3.24)
(3.25)
(3.26)
(3.27)
(3.28)

(3.29)



_r2K131 +J(—Kf, + Kf3 + K331) + (—K3, + K333)U =0

—2K3,(J2 + %) + k UI\JJ? + r2vw — 2(JK% + KZv)w? = 0

r2KP +JK3 — Kz =0

2r2K3, + 2J (KL, — K}, + K%) — 2Kkv + k U\J2 + r2ow = 0

K3, +12v) + (r*(—Kiy + Ki3) + J(2K{s + K33))w? = 0

—2K3,(J2 + %) + k Uvy[J2 + r2ow — 2(JK4 + KZv)w? = 0
—K3(J? + %) — JK4 + K&Zv)w? =0

2(K% — KL)%+ 12v) — k UJJJ2 + r2vow + 2(—r2KZ + JKZ)w? = 0
—2JK$) + (Kiy — K5 + K3)v =0

](K132 + K231) — (Kiy + K3, — K233)17 =0

K232(]2 + T‘Zv) + (—T2K131 + (K113 + K223)U)W2 = 0

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
(3.38)
(3.39)

(3.40)

(2.30) bagintilarindan vyararlanarak Cartan denklemleri c¢o6zillirse kontorsiyon

tensorindn sifirdan farkh bilesenleri,

KL = -k—=U,
12 AF
K3, = kva
Y
K2 =k f U
B " aw
wf
KL =k-—=U,
21 4F
K3 —kUWU
21 — 4‘F )
K} —er—WU
Y
wj
K33 =—k—=U,
23 4F
K2 = —k F U
31 — 4’W )

12

(3.41)



kL= k" y
32 — 4F )

wj
K3 =k—=U,
32 4F
U =vY11¥21 + Y1222,
F=.\r2v+]j?

olarak bulunur.

(2.5), (2.6) ve (3.41) den yararlanarak torsiyon tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri
asagidaki gibi bulunur.

Th=—-———7F7—U,

T211 =
T231 = -
(3.42)

1 _
T23—_

3
T3 =

13



(2.7) ve (3.42) denklemlerinden torsiyon iz vektdrinin biitin bilesenleri sifir bulunur.

(3.4) bagintsindan spinér baginti teriminin bilesenleri asagidaki gibi bulunur.

i(kUJ? + r2vw + 2]") B i(kUJJ? + r2vw + 2]]' + 2r%v")

L= Brw 8ry/J? + r2vw ) (3.43)
! i(kUJ\JJ? + r2vw + 2]]' + 2r2%v") i(kumw_l_zjl)
8ry/J? + rZvw 8rw
0 —4] + krc4.J? + r2vw + 2r]’
8ry/J% + v
Iz =( g ) (3.44)
—4] + krc4]J% + r2vw + 2r]’ .
8ryJ?+r%v
L i(4] + krcdJJ% + r2vw — 2r)")
L= ( 2w 8\/J% + rrvw )
7N + krcd T2 2w — 2r)") ; (3.45)
8./J% + r2vw 2w

Eylemin tetrada gore varyasyonu alinarak Einstein denklemlerini veren ifade bulunur.

9(/—gL) 3 0(\/—_9L)_Ira 3 0(/—gL) _

dey " 3(9,ek) T "7 0(3,00¢h) (3.46)

el, e2, e3, e3 ve el bilesenleri sirasiyla (3.46) bagintisina yerlestirilir ve islem yapilirsa

asagidaki Einstein denklemler elde edilir.

8kr(J? + r2v) w3, (Y12) + 8kr(J% + r?v)2w2 iy, (= U + 155)

(21)" = 8kr(J? + r?v)2w?y; (=PpoU" + 5, (1) + U(22)") +

Y3, (W(—8FJ3kUw — 8FJkr?Uvw + J*rw?(kU(16M + 3kU) + 16A) +
r5v2w2(kU(16M + 3kU) + 164) + 2J2rv(8 + r2w2(kU(16M + 3kU) +  (3:47)
16A))) + 4r(—w((J? = r2v)(J")% + Jr)' (6v + rv') + J(Fk(J? + r2v)wU’

=2Jrv")) = 2(J% + r*v)2rv + J] )W’ = 2k(J* + r20) w1, (Y1) +

2]J% +r2v)w]") =0

F2w2(kU(16M + 3kU) + 164) + 4(J)? + 8rv' = 0 (3.48)

(8F4kT2W2¢§1(¢12), + 8F4kr2W21/)22 (U +Y12922) @21)" —
BFkr2wihyy (—P22U" + Y2 (15) + U,)") + 93 (w(=16FPkruw  (3:49)
—16FJkr3Uvw + 2J%r*vw?(kU(16M + 3kU) + 16A) + r®v?w?

14



(kU(16M + 3kU) + 164) + J*(—16 + r2w?(kU(16M + 3kU) + 164)))
—4r(BF2rw()? + riw®@’)? + 2r2v'(=2J?w + F2rw") + J'(—2w(2)3 —

2]7%v + F3krUw) + 4Jr3wv’ + 4F?Jrw") + 2F2(F2krw?y,(YP51) —

2Jgw' +rw]") = r3wv’)))) =0

4 3(w—rw")=2Jr2(—w(y")? + rwv’ + 2rvow’) + J2r(J' (—4w + 2rw’)
+w(FkwQU +rU") = 2r]")) + r3(J ' (rwv’ + 2v(w + rw")) + (3.50)
vw(Fkw(U +rU") = 2r]")) =0

8F T krw?3,(12)" + 8F Jkrw? Yo, (=U + P12125) (P21)" —

BF*Tkrw?i,1 (—Y2U" + 935, (12)" + UW2)") + 95, Jw(—8F*kUw —
8FJkr2Uvw + J*rw?(kU(16M + 3kU) + 164) + r>v?w?(kU(16M +

3kU) + 164) + 2J%rv(8 + r*w?(kU(16M + 3kU) + 164))) — 4Jr(J* — (3.51)
3r2v)w(J)? + 4r] (-3F*rw(2v + rv') — 2(J* — r*vH)w') —

4r(FPhw?U' + Jrtw(@")? + rv' (w(=2J3 + 2Jr%v + F3krUw) +

2F%Jrw") + 2F2(2Jrow’ + F2w(Jkwi1,(Yo1) —J'") — Jr2wv'))) =0

Eylemin spindre gore varyasyonu alinarak Dirac denklemleri bulunur.

6L 0
oY
(3.52)
oL
_— = O
rd

(3.52) bagintisindan Dirac denklemleri bulunur.

AFJU —rU(3F?kU + 8M(J2 + r2v))w — 2FrU]" + Y1, (Po (—4F] +

r(8M + 3kU)(J% + r?v)w + 2Fr]') + 21, RQrv + 2]]" + r?v")) — (3.53)
8r(J2 + r2v) P, (W12) = 0

1,02, (4F] — r(8M + 3kU)(J? + r2v)w — 2Fr]") — 8r(=F2U + (J% +
r20)P102) Wo1)' + 21, RQUOv +]]') — 4% + r2v)U’ + r2Uv' +

(3.54)
42 + 200 (P12)" + Y12 (Y22 2)) + rQu + V")) + 4% +
7"277)(11’22)')) =0
Va1 (—4F] +1(8M + 3kU)(? + r?v)w + 2F1]") + 2155 (2rv + 2] + (3.55)

r2v") —8r(J% + r?v)(Y,,) =0

15



Yoy (—4F] + 7(8M + 3kU)(J? + r2v)w + 2Fr]") + 2r,, (2]]" +

(3.56)
rRQuv+1v") = 8r(J2 + r?v)(P,1) =0
Dirac denklemlerinden,
1
(Py) = S (=FU(—4] + Fr(8M + 3kU)w + 2rJ') + o
Y12 (FY,(—4] + Fr(8M + 3kU)w + 2r]") 4+ 21,1 (2] + Qv + .
Tv)))),
(P22) = 8F2rigtin (F1295, (4] + Fr(8M + 3kU)w + 2r]") —
2051 (U] — 4F2U" + 17U Q20 + 1)) + F(U = 15022) W2 (—4) + (3.58)
Fr(8M + 3kU)w + 2r]") — 8Fr(y,1)"),
1
(Y21)" = 8F2r (U — Pigthny) (=F22(=U + 12922) (—=4/ + Fr(8M +
3kU)w + 21]") + 21, (2rUv + 2JU]" — 4F?U' + r2Uv' + (3:59)
Y1222 (2)] + 1(2v + 1v")))),
U=C,F (3.60)
elde edilir.
(3.48) denkleminin ¢dziminden,
o (164 + FkCy(16M + 3FkC,))F*w? + 4]'* (3.61)

8r

olarak bulunur.

(3.61) bagintisin r‘ye gore tlrevi alinarak v'" bulunur. v' ve v" (3.47)'de yerlerine

konulur ve bulunan denklem ¢ozillrse,

1
J = 272w (=3FCJk3rw*C + 2F*k?*w3C?(12)? + 61%v — 8F]Mrw

=3Jr]") — 4F?kw?C,(—4J (rv + 4F]Mw — F?rw?A) — 4(F? + J? — (3.62)
2F]Mrw)]" + Jr(J")?) — 8w(8v(J? + F?r?w?A) + J'(4Jr(—3v +
F2w?A) + J'(2F? — 6J% + Jr]"))) + 32F?(2rv + J])w")

16



olarak bulunur.

v', v" ve J" (3.49)'da yerlerine konulur ve bulunan denklem ¢ozllirse,

1
w' = EW(Sjkal + rw?(16A — 3F?k%C%) — 4krw(CyJ' +
(3.63)
4(=2] +1J')?
F2r
ifadesi elde edilir.

v, w ve J' (3.50)'de vyerlerine konulur ve bulunan denklem ¢ozilirse

S; = +1 olmak tzere;

J= 4] + SlF\/16 —1r?2w?(16A + FkC,(16M + 3FkC,))
9 2r

(3.64)

olarak bulunur.

(3.64)’de bulunan J' ifadesinin r ye gore tirevi (3.62) ifadesinden cikarilirsa,

(2A + kM C,F)Fw? = 0 (3.65)
bulunur.

(3.65) denkleminden,

F= 24 (3.66)
kM '

elde edilir.
(3.41) ve (3.66) denkleminden,

24 \*
_ (car) —/ (3.67)
v = B E—
olarak bulunur.

(3.63) denklemi ¢ozulerek C, sabit ve S, = +1 olmak Uizere asagidaki ifade bulunur.

SoM r
w = (3.68)

\/sz + Cr2A — 4 A(M? — A)

17



(3.64) denklemi g¢oziilerek Cssabit olmak Uzere,

(r2A + 2C,)S;

J=1%C3—
/G (124 + 2C,)?
2 [1*A(=M? + A) + 12AC, + C?

olarak bulunur.

Agisal momentumun r-> oo iken sonlu bir degere gitmesi igin,

AS,
C3 = A
e aVe
_ 1] 4
L) = =3 [T a2 V&S

ifadesi elde edilir.

Asagidaki donlisimu yapilirsa,

,_ Mw—rw')
= 2r2Aw?

Dirac denklemleri,

21Q" + P12 =0

220" + 1!’21’ =0

(2A + kM1525)Q" + k11, =0

olarak bulunur.

(3.73), (3.74) ve (3.75) denklemlerinden C, sabit olmak Uzere,

Y21 = S35z,

Py, = e753¢C,,

= ——e 3
P12 CokM ’

18

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)
(3.74)

(3.75)



T CkM €

S;=+1 (3.76)

bulunur.

(3.72) ve (3.76)'dan yararlanarak;

MrS,
w

1 —2C, — 121 -2
—— (L
5 452( ogl C,12

Q=C 1+

(3.77)

M2 — ALo [i\/Z(CZ + 2r2(=M? + A)) 42 MrSZ]
8 M2 — A w

VA

)

bulunur.

r-> oo iken;

iS,+/Sign[M? — A]

Lim Q = — oo (3.78)
ro0 Sign[A]

(EK-A.29) ‘dan yararlanarak Ricci egrilik skaleri,
R =2A

bulunur.

Metrigi tekil yapan degerler asagidaki gibi bulunur.

G,
—A +V=AV=4M? + 34

7‘1,2 = i\/z\/

(3.79)

G
A +N—=AV—-4M? + 34

r3‘4 = ;\/E\/_

19



BOLUM 4

(2+1) BOYUTTA SKALER ALANIN KUTLEGEKiM ALANI iLE ETKILESMESI
Eylem ve Lagranjiyen,
S=[d%x/-gL (4.1)
L = (- (A — kip?)R — 24) — = VoV, p) (4.2)
olarak tanimlanir.
(2.30) ve (3.13) bagintisindan Cartan denklemleri asagidaki gibi bulunur.
vw?(—1+ képH)KZ; =0 (4.3)
w2(1 — kép?KL + 2kr?Epe’ =0 (4.4)

P (=14 kEp*) K3 + 2] (=1 + kE@?) (VK35 — w?K$) + 2kr?E]% @’

+ r2v(W2(1 — kE@?)KZ + 2kr?&pe’) = 0 (4.5)
J? +r2v)K); + wi(—r2K# + JK&) =0 (4.6)
(=1 + kEp?)((? + r2v)K}3 — r?w?K2) + 2Jkrépe’ =0 (4.7)
JK& +12K3, + w?K2 =0 (4.8)
(—1+ k&EpHK3, =0 (4.9)
JKi +1%K3, =0 (4.10)
—vK +JK3, =0 (4.11)
(—1+kEpHK{; =0 (4.12)
vw?(—1+ kEp?)KZ =0 (4.13)

20



(—1+ kE@?) (—Jr?Kiy — KDy + (J? + r2v)Kp3) — 2]kr?épe’ =0 (4.14)

2K, —vKy3 =0 (4.15)
(=1 + k§@*)(r2K{, — JK33) + 2kr?Ep@’ = 0 (4.16)
(=1 + k&E@*)(vK{, — JKD) + 2kvépe'=0 (4.17)

Cartan denklemleri ¢ozilirse kontorsiyon tensorinin sifirdan farkh bilesenleri

asagidaki gibi bulunur.

K4 ~H,
Kllz —_ _H,
J
J
2
ks =3 H, (4.18)
K332 —_ _H,
2 rz
K2 ~H,
Pl
(—1+ké9p?)

(2.5), (2.6) ve (4.18)’den yararlanarak torsiyon tensorinin sifirdan farkli bilesenleri
elde edilir.

(4.19)

(2.7) bagintisindan torsiyon iz vektoriinin sifirdan farkh bileseni asagidaki sekilde
bulunur.

Eylemin metrige gore varyasyonu alinarak

21



a(/=gL) ; 0(/—gL) _ 0 (4.21)

09y *0(9pguv)

Einstein denklemlerini veren ifade bulunur.
J # 0 Durumu

P=—1+kép? olmak Uzere gi1, g22, g33Ve gi3 bilesenleri sirasiyla (4.21)

bagintisina yerlestirilir ve islem yapilirsa asagidaki Einstein denklemler elde edilir.

4w (Prtvw?A + J2P(—P + r?w?A)) + r(4/P*w]’ — P2rw(J")? + 2(J* +
r20)(2PW' (P + 2krép@') + kw(@' (—4Pép + r(—1 + 4& + k&E(1 + 4¢) (4.22)
@*)p") — 4Prépe’))) = 0

P(—4(? + r2v)w?A + P(J')? + 2Prv’) + 4kPé@(2]])' + rQQv + 1v")) ¢’

(4.23)
+2k(J% + r2v) (=1 + k(1 + 8892 (¢ )2 =0

P2vw(J")? — 2JP?w]'v' — P?r2w(v')? — 2P(J? + r?v)v'(Pw’ — 2kwég
@) —2(J% + r2v) (4kPvépw' @' + w(kv(—1 + 4& + ké@? + 4k&E?¢?) (4.24)
(¢")? — P(—2vw?A + Pv" + 4kvépp'"))) = 0

—JP2w(J")? — PJ'(2Prvw + Priwv’ + 2(J? + r2v)(Pw' — 2kwé@g"))
—2(—JP2rwv’ + (J2 + r2v) (4TkPEQw' @' + w(Jk(—1+ 4 + k(1 +4¢  (4.25)
)P?)(@")? = P(=2Jw?A + P]" + 4]kip¢')))) = 0

Eylemin skaler alana gore varyasyonu alinarak

0G/~gL) _ 0G/=gL) _

e 7 a(0,0)

(4.26)

Klein-Gordon denklemini veren ifade bulunur.

(4.26) bagintisindan Klein-Gordon denklemi bulunur.

—P2(J? = 3r2v)wép(J")? — P2riwép(v')? + 2JP] (—2Prwép(2v + rv') — 2

P(J? +r2v)éow’ + (J?2 + r?2v)w(—1 + kE(1 + 88)9p?) ") + Prv'(2P(3]% +

r20)wép +r(J% + r2v)(=2PEew’ + w(—1 + kE(1 + 88)p?2)p")) + 2(2J2P? (4.27)
vwép + P(J? + r2v)w’(=2Prvép — (J? + r?v)(—1 + k&(1 + 88)p?) ') —

J? + r2v)w(—Prv(—1 + k&(1 + 85)9p?) @’ + 8k(J2 + r?v) E2¢(p')? +
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P(—=P§p(2)]" +r%v") — J* + r®v) (=1 + k§(1 + 88)0?*)¢"))) = 0
(4.22) denkleminden;

"= ! (4w (Prtvw?A + J?(Pr?w?A —
8kPr2(J? + r2v)wéep
(=14 k&Ep?)?) + r(4/P*w]' — P2rw(J)? + 2(J? + r?v) 2P*w' + 4k

Sp(w — kwép? + Prw)o" + krw (=1 + 4¢ + kE(1 + 48)9?) (9)?)))

(4.28)

elde edilir.

(4.23) denkleminden S; = +1 olmak uzere,

1
V' = b w2ty C AU T IIWIA = PU)?) = kg (rv(-1

+kEp?) + JP])¢" — 2k(J* + 120) (=1 + k(1 + 88)9?) (¢)?)

(4.29)

veya

, V2vu—2kP¢p(2]]' + r(2v + 1v"))
T 2k(J2 +1r20) (=1 + kE(1 + 88)¢?)

Y

(4.30)
u=—8kP(J?+r?v)(—1+ké(1+88)p?)(—4(J? + r*v)w?A + P(J')?

+2Prv") + 16k?&%2¢9?(2JP]' + r(2Pv + Prv'))?

olarak bulunur.

(4.28) ve (4.29)'da bulunan sonuglardan yararlanarak (4.25) denklemi ¢oziillrse;

1
w = — P2 + 120)(=2] + 1] (P £ 2krEgp) (w(8(—JPrivw?A
+3(=Pr?w?A + (=1 + kE@?)?) + (6] P?r(J")* — P2r2(J')® + 2/’
2J*(Pr?w2A — 2(—1 + kE9p®)?) + r2v(Priw?A + (-1 + kE@p?)?)) — (4.31)
kr(J? + r2v)@" (48p(—1 + k§@?) + r(—1 + k§(1 + 16§)9*)9") +
4% + r*v)(Jke' (85p(—1 + k&p?) + r(—1+ k{1 + 16§)9*)¢") —
Pr(P + Zkrépe")]"))))

elde edilir.
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(4.28), (4.29) ve (4.31)’de bulunan sonuglardan yararlanarak (4.24) ve (4.27) denklemi
¢Ozlllrse;
= P2r(J? + rzv)tP + 2krép@’) (—6JkP*r*p (') " + kP
U3+ 2Jkr(12(J% + r2v)w?AE2%(—1 + kéE@?) + @' (4rép(J*w?A
(—1+ k& +68)9?) + v((—1 + kE@®)* + r*w2A(—=1 + k&(1 + 6§)
@*))) + (2 +r*v)e (=1 + k§p?) (=1 + 2§ + k§(1 + 8)p?) + 4krs? (4.32)
99))) —J' (U +1r2v) (1 + k§@*)(—1 + kp? (2 + 12r°w? A —
k&) + kro' 2Ep(J2(=5(—1 4+ kE@?)? + 2r2w2A(—1 + ké(1 + 6§)
0?) + r2v((—1 + kE@?)? + 2r*w2A(—1 + kE(1 + 68)9?))) + r(J* +
r2 )" ((—1+ k§@*) (=1 + 2§ + k&(1 + 88)9?) + 4kré?p9"))))

olarak bulunur.

Bulunan degerler (EK-A.54), (EK-A.55), (EK-A.56), (EK-A.57), (EK-A.58) ve (EK-A.59)
bagintilarinda yerlerine yerlestirilirse,

2Av

Rii= —— 98 433
1T T 1 kEg? (4.33)
o2
R — 2Aw? + ko (4.34)
225 T jEo? KEp?
Ry = A (4.35)
33 — 1 _ kfgoz' .
R, = 24 (4.36)
31 — 1 _ kfgoz’ .
R,» = 24 (4.37)
13 — 1 _ kf(pz’ .
2 12
w2(1 — k&p?)
bulunur.

Asagidaki degerler kullanilarak

1
k=1,A=10"¢ =2 ¢(1) = 10,¢'(1) = ~2.065,v(1) = 10%,v'(1) = A, w(1) = 107!

J(1) =1072,J'(1) = 1074,
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(4.28), (4.29), (4.31) ve (4.32) denklemleri 4. seviye Runge-Kutta yontemiyle ile
nimerik olarak c¢ozilebilir. Bdylece sirasiyla skaler alanin, skaler alanin birinci
tirevinin, metrik bilesenlerinin, agisal momentumun, agisal momentumun birinci

tlrevinin ve Ricci skalerinin r'ye gore grafikleri asagida verilmistir.

40+
38}
3.6

34-

32 E x

gy

0 2000 4000 6000 8000 10000
r

Sekil 4. 1 J(r)#0 icin skaler alanin r’'ye gore grafigi

0.000F" -~~~ T T T T

: 0.001;
: o.oozé
: o.oosf—
: 0.004;

- 0.005 |

- 00060, &
0 2000 4000 6000 8000 10000

r

Sekil 4. 2 J(r)20 icin skaler alanin r'ye gore birinci tlrevinin grafigi
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Sekil 4. 3 J(r)#0 igin v(r)'nin r'ye gore grafigi
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Sekil 4. 4 )(r)#0 igin w(r)'nin r'ye gore grafigi
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Sekil 4. 5 J(r)’'nin r'ye gore grafigi
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Sekil 4. 6 J(r)’nin r'ye gore birinci tirevinin grafigi
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0 2000 4000 6000 8000 10000
r

Sekil 4. 7 J(r)#0 icin Ricci skalerinin r'ye gore grafigi

J = ar?+ bDurumu

Sekil 4. 5 ve Sekil 4. 6 grafiklerinden acisal momentum icin tahminde bulunarak
yaklasik bir ¢6ziim bulabiliriz. (4.28)'den yararlanarak,

! — 25,12
¢ CLH2 A+ 1009997 4.39)

T 28p(—1+ kép?)

bulunur.

k&@?>1 durumu icin (4.39) denklemi ¢éziiliirse C, ve Cg sabit olmak iizere,

2§
@ = C,(r2(1 + 88) — 4&Cy) 1+8¢ (4.40)

olarak bulunur.
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1>>k&@?>0 durumu igin (4.39) denklemi ¢éziiliirse C, ve Cg sabit olmak iizere,
2§
@ = C(r*(1 — 4&) — 4ECg)~1+4¢ (4.41)

elde edilir. Skaler alanin ¢ok kiiclik degeri icin bulunan ¢6ziim ayni zamanda torsiyon

icermeyen ¢ozim ile aynidir [21].
J = 0 Durumu

(4.28), (4.29) ve (4.30) denklemleri J = 0 igin asagidaki gibi bulunur.

"o_ re_(_ 232 _ 2 r__
¢ = Tt kD)2 (@' (—(—1+ kp?)* + krép(—1 + k§p*)o (4.42)

2kr2E@"") + 2rAw?(ro’ + (3 — ko (389 + r(1+ 6§)¢"))))

1
= 2raw?(—1 + k&) +
N kE@?)(—1 + kEp(op + 2r¢")) veraly 59 (4.43)

ko'(ro"+ Ep(4 — kp(4§p + (1 +85)¢"))))

_ ko +1v") — k28203 (2v +rv") + skvu

, (4.44)
lrv(—1 + k(1 + 88)p?)
u=k(—1+kéEp?)(kE*p?(—1+ k&Ep*)(2v +rv")* —rv(—1+ kE(1 + (4.45)
88)p?) (—2rvw?A + (—1 + kép?)v")) '
(4.42) ve (4.43) den yararlanarak (4.25) denklemi ¢oziiliirse;
- ! —k(p")2(1 — 4§ +
M T keeD2(—1 + keg(q + 2rn) T WO
(4.46)

kEp(p(—2+ E(4 + kp?)) + 8r&@’)) + 2w2A(—1 + kép(4r’ + (2 +
12§ — k§p(p + 128¢ + 4(r + 615)90"))))))
olarak bulunur.
(4.42), (4.43) ve (4.46) denklemleri nimerik olarak 4. seviye Runge-Kutta yontemiyle ile
niimerik olarak c¢ozilebilir.

1
k=1,4=107¢ =2, ¢(1) = 10,¢'(1) = ~2.39,v(1) = 10%,v'(1) = 4, w(1) = 10"

degerleri kullanilarak sirasiyla skaler alanin, skaler alanin birinci tlrevinin, metrik
bilesenlerinin ve Ricci skalerinin r'ye gore grafikleri asagida verilmistir.
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Sekil 4. 10 J(r)=0 icin v(r)'nin r'ye gore grafigi
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Sekil 4. 11 J(r)=0 icin w(r)’nin r'ye gore grafigi
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Sekil 4. 12 J(r)=0 igin Ricci skalerinin r’'ye gore grafigi

J # 0 ve J = 0 Durumlarinin Karsilagtiriimasi

Sekil 4.8 ve Sekil 4.12‘den yararlanarak asagidaki sekil elde edilebilir.
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2000 4000 6000 8000 10000

Sekil 4. 13 J(r)#0 ve J(r)=0 igin skaler alanin r'ye gore grafigi
Sekil 4.13'de Uste yer alan grafik J(r)20 ve altta yer alan grafik J(r)=0 durumunu
gostermektedir. Grafikten, agisal momentum sifir oldugu durumda skaler alanin
degerinin azaldigi gortlmektedir.

Sekil 4.3 ve Sekil 4.10’dan yararlanarak asagidaki sekil elde edilir.
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: : : — T
4000 6000 8000 10000

200000 |-
400000 |

600000
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-1 108 F

Sekil 4. 14 J(r)20 ve J(r)=0 icin v(r)'nin r'ye gore grafigi

Sekil 4.14’de uste yer alan grafik J(r)=0 ve altta yer alan grafik J(r)#0 durumunu
gostermektedir. Grafikten, acisal momentum sifir oldugu durumda v(r)’'nin mutlak

degerinin azaldigi gorulmektedir.

Sekil 4.4 ve Sekil 4.11’den yararlanarak asagidaki sekil elde edilir.
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Sekil 4. 15 J(r)#0 ve J(r)=0 igin w(r)'nin r'ye gore grafigi
Sekil 4.15’de Ulste yer alan grafik J(r)20 ve altta yer alan grafik J(r)=0 durumunu
gostermektedir. Grafikten, agisal momentum sifir oldugu durumda w(r)’'nni degerinin

azaldig1 gorulmektedir.
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15"

Sekil 4. 16 J(r)20 ve J(r)=0 icin R'nin r'ye gore grafigi

Sekil 4.16’da Uste yer alan grafik J(r)20 ve altta yer alan grafik J(r)=0 durumunu
gostermektedir. Grafikten, acisal momentum sifir oldugu durumda Ricci egrilik

skalerinin mutlak degerinin arttigi gérilmektedir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu calismada (2+1) boyutta Einstein-Cartan kitlecekim teorisini inceledik. Eylemin
varyasyonunu alarak Einstein-Cartan denklemlerini veren ifadeleri elde ettik. Bu
ifadelerden yararlanarak Einstein-Cartan denklemlerini bulduk. Denklemleri ¢6zdiikten
sonra metrik bilesenleri, skaler alan ve spinér bilesenlerini heapladik. Spindér igin agik
¢6zUim bulunmasina karsin skaler alan igin nimerik ¢6zim bulduk ve Runge-Kutta
yontemi ile hesaplayarak metrik bilesenlerinin ve skaler alanin grafigini c¢izdik.
Beklendigini gibi spindr alan ve skaler alanin r sonsuza giderken sifira gittigini
gorilmektedir. Spindr alan ¢ézimlerinde Ricci egrilik skaleri kozmolojik sabitin 2 kati
olarak bulundu. Vakum ¢6ziimiinde bu deger kozmolojik sabitin 6 katidir. Bu sonug
spindr alan oldugu zaman egriligin azaldigini gostermesi agisindan onemlidir. Skaler
alanin c¢ok kigik degeri icin bulunan ¢6ziim ayni zamanda torsiyon icermeyen ¢6zim

ile aynidir [21].
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EK-A

RIEMANN VE RICCI TENSORU

A-1 (2+1) Boyutta Spin % Pargacigin Kiitlecekim Alani ile Etkilesmesi

(2.4), (2.5), (2.6), (2.9) ve (2.10) bagintilarindan Riemann tensoérinini sifirdan farkl

bilesenleri asagidaki sekilde bulunur.

R _JK2UR(? + rPv)w? — 477 + 2rv"))
nL 16(J? + r2v)w?

J(k2U2(J% + r2v)w? — 4(J'% + 2rv"))

Rl =—
113 16(J? + r2v)w?

T N
2r(—=rv(J)? + 2r2v' Qv +rv') +J]'(v + 61v")) N
(J? + r2v)?
=2(JJ" +r*2vHw’ + 2w(=2(J"N*+J]" +r(v' + 1rv"))
J? + r2v)w )

5 1 kriwy' 12 (2](—217 +]’2 — rv’) +r]'(6v + rv’))

e =3 U7 +r7v)? ’

4w —rw") +2r(J' (2w +rw") —rwj'")
(J? + r2v)w

)

1 kriwy' @ r? (2](—217 +J% —rv') + 1) (6v + rv’))

AN G2+ 770)?

Riy; = +

4
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(EK-A.1)

(EK-A.2)

(EK-A.3)

(EK-A.4)

(EK-A.5)



—4w—-rw') +2r(J'QCw —rw') + rwj'")
J? + r2v)w )

r2(k2U2(J% + r2v)w? — 4(J'* + 2rv"))

R = EK-A.6
131 16(J? + r2v)w? ( )

r2(k2U2(J% 4+ r2v)w? — 4(J"* + 2rv"))

16(J? + r2v)w? (EK-A.7)

Riz3 = —

R}y, = kK2Uv(J? + r?v)w? + 4" (2Jw]’ + r?wy’ +
211 16(/2+r2v)w3( v(Jc +rev)w W' 2Jw]" + réwv EKAS)

2w") = 2]2wv" — v(=2r2v'w’ +w('? + 2r?v"))))

RY, = L (—k2U%v(J? + r2v)w? + 4(—v'(2Jw]' +
16(J2 + r2v)w3 (EK-A.9)

r2wv’ + 2J2w") + 2J2wv"” + v(=2r2v'w’ + w(J'? + 2r?v"))))

R3, = —(k2 2] + 4(k\/]2 + r2ow?U’' + 2)'w’ = 2w]" +

(EK-A.10)
J' (2rv+]])+r( 2] +r]"Hv’
w( A= )
R}13 = 1_16(_k2U2] + %4(—:’{\/12 +r2vw?U’' —2]'w’ +2w]" +
(EK-A.11)
—J'QCrv+]]) +r2) 1]V’
w( = )
R3;, = —( kU 2]+ 4(k\/]2 +r2ow?U’ = 2J'w’ + 2w]" +
(EK-A.12)
—J'Qrv+]]") +r(2] -]’
w( Ty )
R332 = 1_16(k2U2] + %4(—/(\/]2 + r2vw?U’ + 2J'w’ - 2w]" +
) ) s (EK-A.13)
J'Qrv+]])+r(=2]+7r])v
J? +rv )
— N2 l
R3,, = 1_16kz 27 _ 4((/2211%1# +rWM; (EK-A.14)
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1
- ( w(k?r*U?vw? + J2(—16 + k?r2U%w?) +
16w3 J2 + r2yp (EK-A.15)

167]] — 4r%)'*) + 16rw")

2 —
R233 -

2772/72 2 2 _ 12 '
RS, = v(k?U~(J* + r°v)w* —4(J'" + 2rv")) (EK-A.16)
16(J% + r2v)w?

v(k2U2(J% + r2v)w? — 4(J'% + 2rv"))

RL . — _ EK-A.17
313 16(J% + r2v)w? ( )
R2 1 ( kvwU' N 2Jv(J)?%2 = Jrv'Qu + rv') + rv]' (2v + 3rv’)
321 — 47—
4> 12342 (J? +r2v)?
JoAr (EK-A.18)
200v'w' +J'(wv' —vw") + vw]" — Jwv")
J? +r2v)w )
Rl 1 ( kvwU' . —2Jv(JN2 + Jrv' Qv+ rv") —rv]' Qv + 3rv’)
322 =7
4° [12 5 2 (J? +r2v)?
JoHrt (EK-A.19)
N 20v'w' + J'(wv" —vw") + vw]" — Jwv")
J? +r2v)w )
1 AkwU’
R3.. — — (—k2U?w? — _
322 16( w T2t 20
_ "2 ! ! !
27"( rv(J)* + 2rv(v + 2rv’) + JJ'Bv + 2rv )) N (EK-A.20)
(J? + r2v)?
16vw — 4w (J)? + 8rwv’ — 16rvw’ — 8JJ'w’ + 8Jw]"”
J?w + r2vw )
1 4TkwU’
R3,3 = — (k*U?w? + —+
3237 16 2+ 12y
_ "2 ! ! !
4r( 2rv(J))c + 2rvQQu+rv') + JJ'(6v + rv )) N (EK-A.21)
(J? + r2v)?
4w+ 2]]'w' = 2Qvw + rwv’ = 2rvw’ + Jwj"))
(J? + r2v)w )
2772072 2 2 _ 12 '
RS, = _](k U(Jc +r<v)w= —4(J'" + 2rv")) (EK-A.22)

16(J? + r2v)w?
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- _JK2UR(? + riv)w? — 477 + 21v"))
333 16(J% + r2v)w?

(EK-A.23)

(2.3) ve (2.4) bagintilarindan Ricci tensorinin sifirdan farkli bilesenleri asagidaki

sekilde bulunur.

R11

- 8(J? + r2v)w?3

2J2w") 4 2)2wv" + 2v(—r2v'w + w('? + (v’ +1v"))))

RZZ

= 802 + r2v)2w (K2U?*w3 + 813(J'w' —w]'") + 8r](J' (rwv’ +

v(2w + rw")) — row]") + r2(k2r2U2v2w3 4 2r2wv'? + 8rv2w’ —
4u(—r2v'w’ + w('? +r20"))) + 22 (v(—4w + k2r2U%w3 + 4rw’) +
2r2v'w’ + w(J'? —r2v' + 1v")))))

R33 (—8 + k?2r2U%w?) + 8rJ]’ + r?(k?*r?U?

- (J? + r2v)8w3 w(?

vw? — 4(J"? + 1v")) + 8r(J2 + rZv)w’)

1 3
R3; = ﬁ(k2U2]w3 + 2(=k(J? + r*v)2/J2 + r2ow?U’' + rw(2v]’ +
(=4 + 7))+ U2+ r)(2'w = 2w]")))

1 3
Ris = m(1<2U2]w3 +2(k(J? + r2v)zw?U’ + rw(2v]’ + (-4 +
") + (2 +r*v)(2)'w' = 2w]")))
(2.2) bagintisindan Ricci skaleri asagidaki elde edilir.

R

= 8(J2 + r2v)2w3 (3k2U2]4W3 + 16]3(],W’ —w]") +16r](J ' (rwv’

+v2w + rw’)) —rvw]'") + 2J2(v(—8w + 3k*r2U%w3 + 8rw’) +
22r2v'w’ + w(J'? = 2r(3v' +rv'")))) + r2(3k2r2Uv2w3 +

4r2wu'? + 4rvPw’ —v(=2r2v'w’ + w(3)'? + 2r(v' +1v"))))))
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(=k?U?v(J? + r2v)w? + 2(—v' (2Jw]' + riwv’ +

(EK-A.24)

(EK-A.25)

(EK-A.26)

(EK-A.27)

(EK-A.28)

(EK-A.29)



A-2 (2+1) Boyutta Skaler Alanin Kiitlcekim Alani ile Etkilegsmesi

(2.4), (2.5), (2.6), (2.9) ve (2.10) bagintilarindan Riemann tensorinlni sifirdan farkli

bilesenleri asagidaki sekilde bulunur.

R3,, =— PZ(J'? + 2rv') + 4kEP@(2rv + 2J] +
111 4P2(]2 + T'ZU)WZI( (] rv ) f (p( rv ]] (EK-A30)
r2ve’' + 16k*E%2(J% + r2v)@2@'?)

Rii3 = —Riy (EK-A.31)

R%,, = (16k2r*&2v2we2¢'* + 2J3P(J' (PwW' —

4P2(J? + r?v)w
2kéwp@") — Pw]'") + rJP(J'(P(3rwv’ + 2v(w + rw')) — 4krévwe ")

—2rPvw]"") + P2(r*wv’? — v(=2r*v'w’ + r2w(J"* + 2r2v"))) +

8kéJ* (' (Pow' — w(P — 2kE@p?)@') — Pwo") — 4kr*&Pv (¢’ (EK-A.32)
(—2vew' + w(ev' + 2v9") + 2vwee") + J2(32k*r2&2vwee'* +
Pz(zrzvlwl + W(]IZ _ ZT(U’ + T"U”))) il 4kr2§-P((pl(_4v(pW, + W((pU’
+4vp")) + 4vwee")))
1 _ _p2
fizz = ~hi (EK-A.33)

R3,, = PO T 1200w (473 (P(w —rw") + 2kréwee’) + 21?]

(P(W(/’2 —rv') = 2row’) + 4krévwee’) — 2r]?2(J'(P2w —rw’) + (EK-A.34)
2kréwee") + rPw]") + r3(J'(P(rwv’ + 2v(w + rw")) — dkrévwee’)
—2rPvw]"))

R%,3 = R3y, (EK-A.35)
r?R3
R}y, = —== (EK-A.36)
J
r2R3
Rizy = ——4 (EK-A.37)
]
R3, = —R3, (EK-A.38)

40



1 —
R212 -

PR T s (6K V0P F rwete’ +

P2(—v' (2Jw]’ + 2w’ + 2J2w") + 22wv" + v(=2r2v'w’ + w('* + (EK-A.39)
2r2v'")) + 4kEP(J? + r2v) (@' (—2vew’ + w(pv' + 2ve")) +

2vwe ™))
R?,,(J? + r%v) + r?Ri ,w?
R31, = T (EK-A.40)
R2,.(J* + r?v) + r?R1,, w?
RZ,, = — 1210 ) 212 (EK-A41)

Jw?

2 (12 2 2pl 2
RE— Ri,1(J° +71°v) + r°R3.,W (EK-A42)
231 Tw?

_ RL (2 +1%0) + 2Ry ,w?

RL I (EK-A.43)
i _ PREa0 = JR25) (2 + 12v) + 1R W (EK-A.44)
232 = '
J2w?2
RZ.. — _T4R%12 (=1?Rfz1 + JR3;2) (% + 12v) (EK-A.45)
233 ]2 ]ZWZ
R3,,v
R3,, = 1,]1,1 (EK-A.46)
R};1v
Rl = — : (EK-A.47)
R%,1v + R} w2
RZ,, = 121V ; 212V (EK-A.48)
R%,,v + R} ,w?
RL,, = — 121V ; 212W (EK-A.49)
3 1 2p2 3 2(p2 a .2
R332 :]_2(—] R};1 + JR32,v — 12(RE,qv + RS ,w?)) (EK-A.50)
2 1 oop2 3 2/p2 a .2 (EK-A.51)
R323 :]_2(] Riz1 = JRi22V + r°(Ri21V + R31,w")) :
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R331 = —Rin (EK-A.52)
R3ss = Riy (EK-A.53)

(2.3) ve (2.4) bagintilarindan Ricci tensorinin sifirdan farkl bilesenleri asagidaki
sekilde bulunur.

Rll

— P_I2 ! 2 ! 22 ! 22 "
4P(/2+r2v)w3( (=v'CJw]" +rewv’ + 2]°w') + 2]°wv" +

20(—=r2v'w' + w2 + (v’ +1v")))) + 4kE(@ (pWRv(rv +J]) +  (EK-A.54)
J? + 2r2v)v") — 2v(J2 + r2v)w’) + 2v(J? + r2v)we’) + 2v(J? +
r2v)wee’))

RZZ

= 127 5 r2pyey (U PUI(PW' = 2kEwee’) — Pw)") +

4r]P(]’(P(rwv’ +v(2w + rw’)) — Zkrfvwgo(p’) — erW]”) +

16k&]* (@' (Pow' — w(P — 2kEp?)@") — Pwpo") +

r2(32k%r282v2wele’? + P2(r2wv'? + 4rviw’ — 2v(—r2v'w’ + (EK-A.55)
w(J'? + 1r2v"))) — 4kréPv(@’ (rwev’ + 2v(p(w — 2rw’) + 2rwe")) +

4rowe@')) — 2J2(—=32k*r2E2vwele’® + P2(—r2v'w’ + 2v(w —

rw') + w(—=J"? + 2rv’ + r2v"")) 4 2kréP (@' (rwev’ +

2v(—4rew’ + w(p + 4r@'))) + 8rvwee')))

R33 = (=2rJw]' (P — 2krépe") + 2J*(P(w —rw') +

B 2P(J? + r2v)w3
, ) , " 5 2 , (EK-A.56)
2kré(@' (—row’ +w(p +re")) + rwee)) +r<(P(w('" +rv') —

2row’) + 2kré (@' (rwev’ + 2vR2we — rew’ + rwe')) + 2rowee')))

R31

= 4PUZ + rZU)W?’ (P(_4T]Wv’ + TZW],U, + 2]2(],W’ _ W]”) +

2rv(J'(w + rw’) —rw]")) + 4k& (@' (p(—w(3J?] + r?v]" + rJ(2v +
rv") + 2J(J?2 + r2v)w’) — 2J(J% + r2v)we’) — 2] (J? + r2v)wee’))

(EK-A.57)

1
s + r2v)wd (P(=4rjwv’ +r2w]'v' + 2]2(J'w' —w]") +

T 4P()2

200 (J (W + rw") — rwJ")) + 4kE (@' (0 (—w(3J%) + 1r2v]’ + 1] (20 + (EK-A.58)

rv')) + 2J(J% + r2v)w’) — 2J(J? + r2v)we’) — 2J(J? + r2v)wee’))
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(2.2) bagintisindan Ricci skaleri asagidaki gibi elde edilir.

1

R = _43P4k N P_II "

TP T rEyE (A PUkEwe) @' + P(~]'w +w]") +
4rJP (—4kr€vw<p]’<p’ +P(rw]'v' +vew)' +1J'w’ — rw]”))) +
16kéj* (kfwgz)z(p’z —-P (W(p’2 +o(—w'p’ + W(p”))) +
r2(16k2r282v2we2@'? + P2(r2wv'? + 4rviw’ — v(=2r2v'w’ + (EK-A.59)
w(3]’2 + 2r(v' +rv")))) — 8kréPv(rwev’ @’ + 2v(—rew’e’ +
W(rgo’2 + (@' +19'"))))) +]2(32.1c2rzfsz<p2<p’2 + P22r#v'w’ —
4o(w —rw") +w(J'? = 2r(3v' + rv"))) — 8kréP (rwev' ¢’ +

2v(=2rew'e’ + w2re'? + ¢(¢' + 2re"))))))
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