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OZET

BAZI GRUP HALKALARINDA KODLARIN YAPISI

Mehmet Emin KOROGLU

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Dijital iletisimin dneminin artmasiyla birlikte cebirsel kodlama teorisi bilim alani yaygin
ve hizli bir sekilde gelismektedir. Bu anlamda kodlar icin yeni insa yontemleri, yeni
parametreler bulmak veya kodlarin minimum uzakligi ya da boyutlar (zerinde bazi
sinirlar bulmak biyik 6nem arz etmektedir.

Grup halkasi kavrami ilk olarak Arthur Cayley tarafindan (bkz. [1]) tanitildi. Grup
halkalari birimsel elemanlar ve sifir boélenlerce zengin olduklarindan yeni kod
parametreleri elde etmek icin oldukca elverisli cebirsel yapilardir. Kodlarin bircok
ozelligi grup halkalarinin kavramlari yardimiyla ¢ok rahat bir sekilde ifade edilebilir
(bkz. [2], [3]). Grup halkalari Uzerinde kodlarin yapisini inceledigimiz bu calisma
asagidaki sekilde diizenlenmistir.

Birinci bélim literatiir 6zeti, tezin amaci ve hipoteze ayrilmistir. ikinci ve Ugiinci
bolimlerde tezin devami icin gerekli olan grup halkalari ve cebirsel kodlama teorisi
hakkindaki kavram ve notasyonlar bir araya getirilmistir. Dordiincti bélimde devresel
sifir bolen kodlarin yapisi bir grup halkasi ailesinde ¢alisiimistir. Ayrica elde edilen bu
kodlarin eleman sayilari ile dual kodlari verilmistir.

Besinci bolimde literatlirde bir ilk olarak sabit devirli kodlar ile grup cebirleri arasinda
iliski kurulmus ve bu kodlarin yapisi calisiimistir. Ayrica grup cebirlerindeki sifir bolenler
kullanilarak sabit devirli kodlar icin bir insa yontemi verilmistir. Bunlara ek olarak
Onerilen insa metodu yardimiyla sabit devirli kodlar icin bazi iyi kod parametreleri
tablolar halinde verilmistir. Daha sonra bu kodlar icinde kendine dik ve kendine dual

Xi



olan kodlar belirlenmistir. Bu kodlara bagh olarak kuantum hata dizelten kodlar igin
bazi iyi kod parametreleri elde edilmistir.

Buna ek olarak (Iﬁ‘q +vIE‘q)G grup halkasindaki sabit devirli kodlardan kendine dik ve

kendine dual olan kodlar belirlenmistir. Belirlenen bu kodlar i¢in uygun bir Gray
doénidsimi tanimlanarak IFq sonlu cismi (zerinde bircok kuantum hata diizelten kod

parametresi elde edilmistir.
Altinci bélimde grup halkalari Gzerinde LCD (dualleri ile kesisimi sifir vektori olan

lineer kodlar) kodlar icin bazi gerek ve yeter kosullar belirlenmistir. Son bolim ise
sonug ve Onerilere ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Grup halkalari, lineer kodlar, devresel kodlar, sabit devresel kodlar,
LCD kodlar
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ABSTRACT

THE STRUCTURE OF CODES OVER GROUP RINGS

Mehmet Emin KOROGLU

Department of Mathematics

PhD. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

Due to the increasing importance of digital communications, the area of research in
algebraic coding theory is broad and fast developing. In this sense, finding new
construction methods, new parameters for codes or finding bounds on minimum
distance or dimension of codes have a great importance.

The notion of group rings was introduced by Arthur Cayley (see [1]) for the first time.
Since group rings are rich in units and zero divisors, they are quite suitable algebraic
structures to obtain new code parameters. Many code properties may more easily be
expressed in terms of group ring properties (see [2], [3]). This work, in which we study
the structure of codes over group rings, is organized as the following.

The first section is devoted to the literature review, aim of the thesis and the
hypothesis. Section 2 and Section 3 collects the notions and notations needed in the
rest of the dissertation about group rings and algebraic coding theory. In Section 4 we
study the structure of cyclic zero divisor codes over a family of group rings. In addition,
we determine the number of elements of these codes and we introduced the dual
codes.

In Section 5 for the first time in the literature, we establish a relation between
constacyclic codes and group algebras and study their algebraic structures. Further, we
give a method for constructing constacyclic codes by using zero-divisors in group
algebras. Some good parameters for constacyclic codes which are derived from the
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proposed construction are also listed. Then, we determine self dual and self
orthogonal codes arising from constacyclic codes over group algebras. Also, based on
these codes we obtained some good parameters for quantum error-correcting codes.
Moreover, we determine self dual and self orthogonal codes arising from negacyclic

codes over the group ring (IE‘q+vIFq)G. By taking gray image of these codes we

obtained many parameters for quantum error-correcting codes over the finite field IFq .

In Section 6 we derive some necessary and sufficient conditions for LCD codes (linear
codes with complementary duals) from group rings. The last section is reserved for the
conclusions and future research directions.

Keywords: Group rings, linear codes, cyclic codes, constacyclic codes, LCD codes

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Grup halkalari (zerinde kodlarin arastirilmasi temelde iki esasa dayanmaktadir.
Bunlardan birincisi grup halkalarinin ilkel idempotentler (primitive idempotents)
yardimiyla ayristirilarak ayrisimin basit (simple) parcalarina karsilik gelen en kigik
kodlarin (minimal codes) elde edilmesidir. Bu yaklasim da kendi icinde farkl cebirsel
metotlar kullanmaktadir. Kimi calismalar RG grup halkasinin lzerine insa edildigi
grubun karakterleri yardimiyla ilkel idempotenleri bulurken, kimi calismalar s6z konusu
grubun alt gruplar yardimiyla istenen ilkel idempotentleri bulmaktadir. Bu yaklasima
ornek olarak su calismalari siralayabilirizz Berman [4]'te abelyan kodlarin yapisini,
[5]'de ise yari basit (semisimple) devirli ve abelian kodlari calismistir. MacWilliams
[6]'da grup cebirleri Gzerinde kodlar ve ideallerin yapisini ve [7]'de ise degismeli
(abelian) bir grup lzerine insa edilen cebirin ideali olan ikili kodlarin (binary codes)

yapisini irdelemistir. Miller [8]’de belli kisitlamalar altinda ,G (G degismeli bir grup)

grup cebirinde iki minimal kodun ayni Hamming agirlik dagilimina (weight distrubution)
sahip oldugunu gostermistir. Drensky ve Lakatos [9])'da grup cebirlerinin radikallerini
arastirmislardir. Sabin [10] ve [11]'de grup halkalari Gizerinde yari devirli (quasi cyclic)
kodlarin cebirsel yapisini arastirmistir. Forney ve Trott [12]'de abelian grup kodlari ve
dual kodlarini ele almislardir. Ayni yazarlar [13]'te grup kodlarin kafes yapisi (trellis
structure) ve minimal kodlama yapilarini ele almislardir. Biglieri ve Elia [14]'te grup
blok kodlarin yapisini incelemislerdir. Pruthi ve Arora [15]'te ilkel idempotentlerini

hesaplamak suretiyle grup halkalarinda uzunlugu bir asalin kuvveti olan minimal



kodlari ve [16]'da de uzunlugu 2p" olan devirli kodlar (cyclic codes) belirlemislerdir.

Bakshi v.d. [17] ve [18]'de sirasiyla uzunlugu 2" ve p"g olan minimal devirli kodlar
belirlemislerdir. Dutra v.d. [19]'da F'G grup halkasinda ilkel idempotentleri (primitive
idempotents) G grubunun alt gruplar yardimiyla hesaplayarak minimal kodlar elde
etmislerdir. Ayrica elde edilen bu minimal kodlarin boyut ve agirhklari da
hesaplanmistir. Ferraz ve Milies [20]'de yari basit degismeli bir grup cebirinin basit
bilesenlerinin (simple components) sayisini hesaplayarak minimal abelian kodlar elde
etmislerdir. Pillado v.d. [21]'de bazi 6zel durumlar icin grup kodlarin abelian olmalar
icin gerek ve yeter kosullari vermislerdir. Milies v.d. [22]'de grup halkalar {izerindeki
p" uzunluklu devirli kodlarin minimum agirlik ve boyutunu hesaplamislardir. Chalom
v.d. [23])'te grup halkalari Gzerinde ikili minimal kodlarin lirete¢ idempotentlerini
hesaplamislardir. Schafer [24]’te iki tarafli abelian grup halkasi kodlarin yapisini

calismigtir. Ranjeet ve Pruthi [25]'te p"¢™ uzunluklu indirgenemez devirli quadratik

kalan (quadratic residue) kodlarin yapisini ¢calismislardir.

ikinci yaklasimda ise grup halkasinin elemanlarini sol ételeme (left translation) temsili
(representation) yardimiyla matrislerle esleyip, matrislerin ranki yardimiyla sifir bélen
ve birimsel elemanlar tespit edildikten sonra bu elemanlar kullanilarak kodlar elde
edilmektedir. Bu yaklasim Ted Hurley ve arkadaslari tarafindan ortaya konmustur. Bu

yaklasimin literatlirli asagidaki gibidir:

Hurley tarafindan [26]'da mertebesi n olan bir G grubu (zerinde insa edilen grup

halkasinin elemanlari ile nxn tipinde girdileri R halkasindan olan matrisler halkasi

M, (R)’nin bir alt kiimesi arasinda bire-bir bir esleme kurularak matrislerin ranki

yardimiyla RG grup halkasinin birimsel elemanlari ve sifir bolenlerinin tespit edilmesi
kolaylastiriimistir. Paul Hurley ve Ted Hurley [2] ve [3]'te grup halkalarinin sifir bélen ve
birimsel elemanlari yardimiyla yeni bir kodlama yontemi gelistirmislerdir. Gelistirilen
bu yontem yardimiyla grup halkalarinin sifir bélen ve birimsel elemanlari yardimiyla
yeni kodlar elde etmek mimkindir. Ted Hurley [27] ve [28]'de grup halkalarindaki
birimsel elemanlarin matris temsilleri yardimiyla konvoliisyon kodlar (convolutional
codes) icin genel bir insa yontemi vermistir. Bu yontem [29]'da daha detayli olarak ele

alinmistir. OShaughnessy tarafindan [30]'da grup halkalar Uzerinde konvoliisyon
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kodlari icin bir insa yontemi verilmistir. Fu ve Feng [31]'de bazi grup halkalari
Uzerindeki kendine dik (self orthogonal) kodlarin yapisini arastirmislardir. McLoughlin,
[32])'de diizglin n-genin simetri grubu (dihedral group) Uzerine insa ettigi grup halkasi

Uzerinde [3] calismasindaki yontemi kullanarak [48,24,12]2 parametrelerine sahip

kendine dik kodu grup halkalari yardimiyla yeniden elde etmistir. Barry Hurley ve Ted
Hurley [33]'te birimsel ve idempotent elemanlar yardimiyla MDS (maximum distance

separable) kod elde etmek icin bir yontem vermislerdir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tezde, ilk olarak Fan grup halkalari Gizerinde tanimlanan sifir bolen kod (bkz. [3])

kavrami Z,C, grup halkalarina genellestirilecektir. Ayrica grup halkalari Gzerinde

henlz tanimi yapilmayan sabit devirli (constacyclic) kodlar icin bir insa yontemi
verilecektir. Bu insa yontemi yardimiyla elde edilmesi mimkin olan sabit devirli
kodlarin parametreleri arastirilacaktir. Daha sonra elde edilen bu sabit devirli
kodlardan kuantum kod parametreleri elde etmek icin kendine dik ve kendine dual
olma sartlari arastirilacaktir. Ayrica iki kullanicili ikili kanallar icin en uygun (optimal)
dekodlama yetenegine sahip olan LCD (dual kodu ile arakesiti sifir vektori olan lineer

kod) kodlarin bazi 6zel grup halkalari tGizerinde varlik kosullari belirlenecektir.

1.3 Hipotez

Grup halkalarinin grup, halka, cisim gibi cebirsel yapilar ile karsilastirildiginda daha
genel cebirsel yapilar olduklari gorilecektir. Dolayisiyla bu yapilar tGzerinde farkl 6zellik
ve parametrelere sahip kodlarin arastirilmasi daha anlamh hale gelmektedir. Ayrica
grup halkalari sifir bolenleri cok olan cebirsel yapilardir. Bu 6zellik asikdr olmayan yeni

kodlarin elde edilmesi icin oldukga elverislidir.



BOLUM 2

HATA DUZELTEN KODLAR

Bu boliimde hata diizelten kodlar hakkinda gerekli dnbilgiler verilecektir. Hata diizelten
kodlarla ilgili bilgiler “The theory of error correcting codes” (1977) [34], “Coding Theory:
A First Course” (2004) [35], “The Art of Error Correcting Coding” (2006) [36] ve

“Quaternary codes” (1997) [37] isimli kitaplardan yararlanilarak hazirlanmistir.

2.1 Hata Diizelten Kodlar
Tanm 2.1 F, ¢ (burada g asal bir sayinin kuvveti) elemanli sonlu bir cisim olmak
uzere, ¥ uzerinde n-uzunlugunda ve eleman sayis M olan bir C kodu, IF; uzayinin

bir alt kiimesidir. Boyle bir kod (n,M)q parametreleriyle gosterilir.

Tanim 2.2 (Lineer Kod) F, Uzerinde »n-uzunlugunda ve boyutu k olan bir C lineer
kodu, IF; vektor uzayinin bir alt uzayidir. Boyle bir kod [n,k]q parametreleriyle
gosterilir.

Ozel olarak g =2 igin alfabesi F, olan bir koda ikili (binary) kod, ¢ =3 igin alfabesi T,

olan bir koda Ui¢li (ternary) kod denir.



Tanim 2.3 C alfabesi, IFq olan bir lineer kod olsun.

i) C lineer kodunun dual kodu C* ile gésterilir ve C* :{erFq" :<x,c>:0,VceC}

seklinde tanimlanir. Burada <x,c> ile x ve c vektorlerinin ic carpimi

gosterilmektedir.

ii) C lineer kodunun boyutu, C’nin vektor uzay! olarak boyutudur ve boy(C) ile

gosterilir.

Teorem 2.1 C, F, Uzerinde 7n-uzunlugunda ve boyutu & olan bir lineer kod olsun. Bu

durumda;
i) |C|=qb”y(c) yani M =q"* dir.
ii) C* bir lineer koddur ve boy(C)+boy(C*)=n dir.
iii) (C*) = C dir.
Tanim 2.4 C, F, cismi tizerinde bir lineer kod olsun. Eger C = C* ise C’ye kendine

dik kod, eger C = C* ise C’ye kendine dual kod denir.

2.1.1 Ureteg ve Kontrol Matrisleri
Tanim 2.5 C, [n,k]q parametrelerine sahip lineer kodun bir alt vektor uzayi oldugunu

ve bu alt vektor uzayinin {c,,cz,...,ck} seklinde bir tabana sahip oldugunu daha 6nce

soylemistik. Tabandaki vektorleri satir kabul eden G matrisine, C lineer kodun dreteg

matrisi denir. Yani

matrisine [n,k]q parametrelerine sahip C lineer kodunun lrete¢ matrisi denir.



Bir C lineer kodunun kendine dik oldugunu gostermek icin Urete¢ matrisindeki

satirlarin ikiserli birbirlerine dik oldugunu gostermek yeterlidir.

Tanim 2.6 Bir C lineer kodunun parite kontrol matrisi C* dual kodun tiretec matrisidir

ve genellikle H ile gosterilir. Yani C={xe IFq” Hx" = 0} dir.

Tanim 2.7 [n,k]q parametreli C lineer kodun lirete¢ matrisi G':[[k|A} olsun. Bu

durumda G''nin standart formda oldugu soylenir. Burada I, kxk tipinde birim

matris, 4 ise kx(n—k) tipinde bir matristir.
Teorem 2.2 Bir [n,k]q parametreli C lineer kodunun lrete¢ matrisi standart formda
verilmisse H = [—AT |In_k} matrisi, C icin bir kontrol matrisidir.

C-> [n,k]q lineer kodunun Ureteg ve kontrol matrisleri sirasiyla asagidaki gibi olsun.

—c, — —h, —
Go| 27| me| TR
% i i -

(n—k)xn

Budurumda GH™ =0 dir. Burada 0, kx(n—k) tipinde sifir matristir.

2.1.2 Hamming Uzakhk ve Hamming Agirlik

Tanim 2.8 (Hamming Uzakhg) x=(x,x,....x,), ¥=(3,)5-»,)€F olsun.
d:F)xF) >N, d,(x,y)= ‘{i:xl. #y,i= 1,2,...,n}‘ seklinde tanimlanan fonksiyona
Hamming uzakhdi denir.

Teorem 2.3 d:F'xF' - N, d, (x,y):‘{i:xl. £y, :1,2,...,n}‘ seklinde tanimlanan

fonksiyon IF; vektor uzayi Gizerinde bir metriktir.



Tanim 2.9 Bir C kodunun minimum Hamming uzakhigi C’nin birbirinden farkli

mimkiin tim kod so6z ciftleri arasindaki en kiicik Hamming uzakhgidir ve d(C) ile
gosterilir. Yani d(C):min{dH(x,y):xiy,x,yeC} olarak tanimlanir. Minimum

uzakligi d olan bir [n,k]q lineer kod [n,k,d]q parametreleri ile gosterilir.

Tanim 2.10 (Hamming Agirhgl) Bir xeF, vektorinin Hamming agirhg w, (x) ile
gosterilir ve x vektorinin sifirdan farkh koordinatlarinin sayisi olarak tanimlanir. Yani

w, (x):‘{i:xl. iO,xz(xl,xz,...,xn)eF;}

. Bir C kodunun minimum Hamming agirligi
w(x)=min{i:x, #0,x=(x,%,....x,) € C}| dir.

Teorem 2.4 x,y e F icin d, (x,y)=w, (x—y) dir.

Teorem 2.5 Eger C c I/’ bir lineer kod ise d(C)=w(C).

Teorem 2.6 C lineer kodunun minimum uzakhginin d olabilmesi icin gerek ve yeter

sart C’nin kontrol matrisinin en az d tane sitununun lineer bagimh ve herhangi

(d —l) tane sttununun lineer bagimsiz olmasidir.

2.1.3 Lineer Kodlarda Kodlama

Tanim 2.11 C [n,k,d]q parametrelerine sahip bir lineer kod ve G = : C’nin
Urete¢ matrisi olsun. Bu durumda bir u=(u,,u2,...,uk)eIFqk icin u(_?:cngIF;

seklindeki ifadeye bir # s6ziinin kodlanmasi ve ¢ € C vektoriine de bir kod séz denir.



2.1.4 Deuvirli Kodlar

Tanim 212 CcF' bir lineer kod olsun. Eger c¢=(c;.¢.c,,.c,)€C  iken

c=(¢,,¢45¢sesC,, ) € C oluyorsa C’ye bir devirli kod denir.

2.1.4.1 Devirli Kodun Polinom ile Temsili

Cc IFq" bir devirli kod olmak tzere;

(ﬁ:C—)F‘f[%n 1>:Rn, ?(c)=0(cysCpyenC, )=y +ex+.otc, X" (2.1)
X —

seklindeki donidsim her devirli koda bir polinom karsilik getirir. Burada

K, [%n _1> =R, bdlum halkasi ve <x" —1> ise I, [x] polinom halkasinin bir idealidir.

Her devirli kodun ¢ altindaki géruntiisi bir ideal olusturur ve her ideale karsilik bir

devirli kod gelir.
Teorem 2.7 3(C), F, [%n 1> =R, bolim halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun.
x —_—

Bu durumda bir en kiigik dereceli monik g(x)e@(C) polinomu vardir ve
g(x)‘(x" —1) dir.
Tanim 2.13 Teorem 3.7‘de verilen g(x)e@(C) polinomuna @(C)’nin ve dolayisiyla

C devirli kodun (reteg polinomu denirve C = <g(x)> seklinde gosterilir.

Tanim 2.14 ¢(C), K, [%n 1>:Rn bélim halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve
x —

g(x)

C= <g(x)> ’ der(g(x)) =r olmak lzere, G = xgs(x) ile verilen matrise C

devirli kodunun trete¢ matrisi denir.



2.1.5 Singleton Siniri ve MDS Kodlar

Tamim 2.15 (Lineer kodlar igin Singleton simin) C, F, cismi izerinde [n,k,d]q

parametrelenine sahip lineer bir kod olsun. Bu durumda k<n—-d+1 esitsizligi

saglanir. Bu esitsizlige lineer kodlar i¢in Singleton siniri denir.

Tanim 2.16 (MDS Kodlar) C, IFq cismi lzerinde [n,k,d]q parametrelenine sahip lineer

bir kod olsun. Eger k+d =n+1 oluyorsa C lineer koduna MDS (maximum distance

separable code) kod denir.

2.1.6 Z, Lineer Kodlar

Tanm 2.17 Z, ={O,1,2,3} modilo 4 kalan siniflarinin kiimesi ve n pozitif tam sayi

olmak uzere ZZ:{(al,az,...,an)aie%} olsun. @ = CcZ, alt kimesine Z,-kod

denir. Ozel olarak, eger C devirliise Z, -devirli kod ve C, Z] nin bir alt grubu ise Z, -

lineer kod denir.

_ [Ikl A B

Teorem 2.8 Herhangi bir C, Z,-lineer kodu G = matrisi tarafindan
0 2/, 2D

Uretilen koda permuitasyon denktir.

Teorem 2.8’deki &, tam sayisina C kodunun serbest boyutu ve &, tam sayisina daC

kodunun serbest olmayan boyutu denir. Dolayisiyla C kodunun eleman sayisi

|C|=4%2% dir. Bir C, Z,-lineer kodun serbest boyutunu dim (C) ve serbest

olmayan boyutunu da dim_ (C) ile gésterecegiz.



BOLUM 3

GRUP HALKALARI

Bu baslik altinda grup halkalari hakkinda verilen 6n bilgiler “An introduction to group
rings” ([38]) ve “The algebraic structure of group rings” ([39]) isimli kitaplari esas

almaktadir.

3.1 Grup Halkalari

G={g1,g2,...,gn} sonlu bir grup ve R halka olmak Uzere; RG grup halkasi

o =Zaigl., (al. €ER, g € G) seklindeki tim elemanlarin kimesidir. Toplama ve
i=1

carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanirsa;

n

a+ﬂ=zaigi+zbigi=Z(ai+bi)gi (3.1)
i=l i=1

i=l

“ﬁ=[i%&][ib}.g}}=iiaibjgigj (3.2)

i=1 j=I
RG bir halka olur. Eger R ve G degismeliise RG degismeli ve eger R birimliise RG

birimli olur. Ayrica bir A€ R igin skaler ile carpim l.a:l[ZagJ:Z(iani ile

i=] i=1

tanimlidir. RG bir R modiil olarak da dastnilebilir [33,34].

Ornek 3.1: C, =(g)={1,g} mertebesi 2 olan carpimsal devirli grup ve F, ={0,1,2}
karakteristigi 3 olan sonlu cisim olmak Gzere,
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F.C, ={a0+a1g|a0,al € E}={O,l,2,g,2g,1+g,2+g,1+2g,2+2g}

9 elemanli, degismeli bir grup halkasidir. Bu grup halkasinin islem tablolar Cizelge 3.1

ve Cizelge 3.2'de verilmistir.

Cizelge 3. 1 [F,C, grup halkasi i¢in toplama iglemi

+ 0 1 2 g 2g9 1+g | 1+2g | 2+g | 2+2g
0 0 1 2 g 29 1+g | 1+2g | 2+g | 2+2g
1 1 2 0 1+g | 1+2g | 2+g | 2+2g g 2g
2 2 0 1 2+g | 2+2g g 29 1+g | 1+2g
g g 1+g | 2+g 29 0 1+2g 1 2+2g 2
2g 2g | 1+2g | 2+2g 0 g 1 1+g 2 2+g
1+g | 1+g | 2+g g 1+2g 1 2+2g 2 2g 0
1+2g | 1+2g | 2+2g | 29 1 1+g 2 2+g 0 g
2+g | 2+g g 1+g | 2+2g 2 2g 0 1+2g 1
2+2g | 2+2g | 2g | 1+2g 2 2+g 0 g 1 1+g
Cizelge 3. 2 IF,C, grup halkasi i¢in ¢carpma islemi
X 0 1 2 g 2g 1+g | 1+2g | 2+g | 2+2g
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 g 29 1+g | 1+2g | 2+g | 2+2g
2 0 2 1 2g g 2+2g | 2+g | 1+2g | 1+g
g 0 g 2g 1 2 1+g | 2+g | 1+2g9 | 2+2g
2g 0 2g g 2 1 2+2g | 1+2g | 2+g | 1+g
1+g 0 1+g | 2+2g | 1+g | 2+2g | 2+2g 0 0 1+g
1+2g| 0 |1+2g| 2+g | 2+g | 1+2g 0 1+g | 1+2g 0
2+g 0 2+g | 1+2g | 1+2g | 2+g 0 1+2g | 2+g 0
2+2g| 0 |2+42g | 1+g |2+2g | 1+g | 1+g 0 0 |2+2g

Tanim 3.1 R degismeli bir halka ve 0#a,be R olsun. ab=0 oluyorsa a ve b

elemanlarina R halkasinda sifir bolendir denir. Bir halkanin sifir bolenlerinin kiimesi

ZD(R) ile gésterilir.

Ornek 3.2 Ornek 3.1’de verilen F,C, grup halkasinin sifir bolenleri

ZD(F,C,)={1+g,2+g,1+2g,2+2g} dir.
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Tanim 3.2 R birimli, degismeli bir halka ve 0# a,b € R olsun. ab=1 oluyorsa a ve b
elemanlarina R halkasinda birimseldir denir. Bir halkanin birimsel elemanlarinin

kiimesi U (R) ile gésterilir.

Ornek 3.3 Ornek 3.1’de verilen F,.C, grup halkasinin birimsel elemanlari

U(FC,)={1,2,g,2g} dir.

Sonlu bir grup halkasinda RG={0}\UZD(R)UU(R) olur. Ayrica |RG

, RG grup
halkasinin eleman sayisini gostermek Uzere |RG|=|R|‘G‘ seklindedir. Ornegin;

IFC,|=[F,[* =32 =0.

3.2 Grup Halkalari ve Matrisler

{gl,gz,...,gn} mertebesi n olan bir G grubunun elemanlarinin siral bir listesi olsun.

u=2aigl.eRG elemani bir temsil yardimiyla M, (R) nin bir elemanina karsilik

i=]

getirilebilir. M(RG,u) veya U ile gosterecegimiz bu matris asagidaki gibi tanimhidir.

(CZ 1 a el a o )
81 & 81 & 81 &n
. a el a o
82 &1 82 &2 82 8&n
a a e a o
\_ & & & & &n & )

Bu temsil RG grup halkasinin elemanlari ile girdileri R halkasindan olan nxn

tipindeki matrisler halkasinin bir alt kiimesi arasinda birebir bir eslemeyi miimkiin kilar

[26].

Ayrica 6:RG —> R", 9[2%&]=(a1’a2’---’an) doénisimd ile RG 'nin elemanlari ve
i=1

R" nin elemanlari arasinda bir bire-bir esleme kurulabilir.

Ornek 3.4 F,.C, grup halkasinda u=1+2g elemanina karsilik gelen matris

1 2
U=[ j dir.
2 1
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Eger G grubu devirli ise bir a € RG igin M(RG,a) devresel (circulant) bir matris

olur.

Tanm 3.3 o = Z a,g € RG elemanin transpozu a' = Z agg‘l € RG dir.

geG geG

Ornek 3.5 F,C, grup halkasinda a =1+2g elemanin transpozu a’ =1+2golur.

3.3 Grup Halkasi Kodlamasi ile Elde Edilen Kodlar

Bu alt baslik altinda verilen 6nbilgiler [2] ve [3] numarali kaynaklardan alinmistir.

RG, G grubunun R halkasi Gzerindeki grup halkasi olsun. G={g1,g2,...,gn}, G

grubunun elemanlarinin sirali bir listesi olsun. W < RG alt modil ve u € RG olsun.

Tanim 3.4 Grup halkasi kodlamasi f:W — RG, f(x)=xu (yada f(x)=ux)kuraliile
verilen bir déniisimddr. ilk durum sol kodlama, ikinci durum ise sag kodlama olarak
adlandirilir. Eger G grubu degismeli ise sol ve sag kodlama birbirine esittir.

Dolayisiyla secilen bir u € RG icin grup halkasi kodlamasindan elde edilen bir C kodu
C= {ux|x € W} veya C= {xu|x € W} kiimelerinden birisidir. W alt modiliniin

boyutu 7 olsun. r<n dir.

Tanim 3.5 u € RG sifir bolen olsun. Yani en az bir 0#ve RG icin uv=0 olsun. W,
RG grup halkasinin bir Sc G alt kiimesi tarafindan uretilen alt modili olsun.

C= {ux|x € W} veya C= {xu|x € W} kiimelerine sifir bolen kod denir.

Dolayisiyla C kodunun insast u€ RG sifir boleni, W alt modili ve RG grup
halkasinin degismeli olup olmamasina baghdir. u € RG elemanina C=Wu kodunun

W alt modiline gore (reteci denir.
eBu calismada kullanilan grup halkalari degismeli oldugundan

C= {ux|x € W} = {xu|x € W} olacaktir.

Tanim 3.6 7' RG olmak Ulzere Zaxx=0 (a, eR, xeT) iken a,=0 oluyorsa T

xeT

kiimesine lineer bagimsizdir denir. Aksi halde T' kiimesi lineer bagimhidir denir.
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T kiimesinin lineer bagimsiz elemanlarinin maksimum sayisina T ’'nin ranki denir ve

rank (T) ile gosterilir,

W, RG grup halkasinin bir S < G alt kiimesi tarafindan uretilen alt modili olsun.

Dikkat edilirse u € RG sifir boleni tarafindan uretilen C = Wu kodu Zaggu seklindeki

ges
bitlin elemanlarin kimesidir. Dolayisiyla bu alt modilin boyutu rank(Su) olur.
Ornek 3.6 F,C, = {0,1, g, g 1+gl+g° g+g°, 1+g+g2} grup halkasinda
u=1l+g ve v=1+g+g* alalim. Ayrica W, RG grup halkasinin S={l,g} alt kiimesi
tarafindan  Uretilen alt modili  olsun.  Yani W ={0,1,g,1+g} olsun.
(Su)={Lg}(1+g)= {1+g,g+ gz} buradan  rank(Su)=2  olur.  Ayrica

C=Wu= {0,1+ g1+ gz,g+g2} olmak tizere 6(C) bir [3,2,2], lineer kod belirler.

Tanim 3.7 {gl,gz,...,gn} mertebesi n olan bir G grubunun elemanlarinin sirali bir
listesi olsun. u € RG sifir bélen ve rank (U) = rank (Gu)=k olsun. Bir 0#ve RG igin
uv=0 ve rank (V')=rank(Gv)=n—k oluyorsa u € RG sifir bdlenine esas sifir blen

denir.

Ornek 3.7 u=1+g ve v=1+g+g’ eF,C, elemanlan esas sifir bélen olurlar.

1 1 0 1 11
1 10
Gercekten de U=|0 1 1|~ ve V=111[|~(1 1 1) olup
01 1
1 0 1 1 11

rank(U)= 2 iken rank(V)=3—2=l.

Teorem 3.1 C={xu|er} olmak iizere (Su) lineer bagimsiz ve |S|=rank(U)=r

diyelim. Ayrica uv=0 ve rank(V) =n—r olsun. y € RG nin kods6z olmasi igin gerek

ve yeter sart yv=0 olmasidir.
ve RG elemanina C= {xu|xe W} kodunun kontrol elemani denir.

Ornek 3.8 v=1+g+ g’ e F,C, Ornek 3.6'da verilen kodun kontrol elemanidir.
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Teorem 3.2 ueRG ve rank(U)=1t olmak izere ScG ve |S|=¢+1 olsun. Bu
durumda (Su) lineer bagimlidir.

Ornek 3.9 F,C, grup halkasi igin S={l,g,g2} ve u=1+g olarak alinirsa
(Su)= {1+ g, g+ g2,1+g2} kiimesi lineer bagimli olur. Glnkd
1.(1+g)+1.(g+ g2)+1.(1+g2)= 0 drr.

Sonu¢ 3.1 C= {xu|xe W} kodunun tek kontrol elemaninin olmasi icin gerek ve yeter
sart u € RG elemaninin esas sifir bélen olmasidir.

Tanim 3.8 x=Zagg ve y=ZbggeRG olmak (zere <x,y>=2agbg ile

geG geG

tanimlanan toplama x ve y elemanlarinin i¢ garpimi denir.
Tanm 3.9 C= {xu|x € W} kodunun duali C* = {y € RG|(xu,y)=0 Vxe W} dir.

Teorem 3.3 u,ve RG esas sifir bolenler olmak tzere rank(U)=r ve rank(V)=n—r

olsun. Ayrica, S <G igin W =(S) alt modiiliniin ranki » olacak sekilde (Su) lineer

bagimsiz ve Wl=<G—S> olsun. Bu durumda C={xu|er} kodunun duali

Ct= {xvr‘x € Wl} = {y € RG|yu" = 0} kiimesidir.

ispat: v/ sifir bélen ve rank(V)=n—r oldugundan W* alt modili igcin xv' =0
olacak sekilde xe W™ yoktur. Dolayisiyla W+ alt modiilii ile {xvr‘erl} kiimesi

arasinda bire-bir esleme vardir.
Simdi {xvr‘erl} kiimesinin C={xu|er} kiimesine dik oldugunu gosterelim.
Bunun icin 0¢ze{xvr‘erl} olsun. Her xeW igin (xu,z)=0 oldugunu

gostermeliyiz. X,y € RG olmak uzere z=p' alalim.

0:RG— R", QLZn:aigi]=(al,a2,...,an) iken 0(x)=(x.x,,....x,) ve
i=1
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0(»)=(»,¥25ee0s7,) alalim. o] halde
(xu,z) = (" )= 0(x)U (8 (»)V") =60(x)Ur6 () =0 elde edilr.
Tersine her xeWW icin <xu,z>=0 olsun. Genelligi bozmadan 1e W alabiliriz. Bu

durumda (u,z)=0 ise zu’ =0 demektir. u", V' tarafindan uretilen kodun kontrol

elemani oldugundan en az birtane y e W' igin z= " olur.

Ornek 3.10 F,C, grup halkasi veS={g,g5,g6}c C, ile S* ={l,g2,g3,g4}c C, alt
kimeleri verilsin. Ayrica uv=0 ve rank(u)+rank(v)=3+4=7 olacak sekilde

u,v € IF,C, agagidaki gibi verilsin.

u=1+gz+g3+g4 uT=1+g3+g4+g5

v=1+g>+g’ vVi=l+g'+ g’

Bu durumda Wu ve W+ (vT) alt moduilleri asagidaki gibi elde edilir.

Alt Modul Eleman Sayisi
o OITE T e gt g gt He g gt g e .
U= 2
I+g+g'+g'l+g’+g°+¢%, g’ +g* +g°+¢°
O,1+g+g3,g+g2+g4,1+g2+g3+g4,1+g+g2+g5,
‘+@+ g gt v g g+ gt v 2 1+ gt + gf,
pr(r)={8 FE T e e g gl g .

g+g+g’+g l+g+g'+g’. g +g'+g’. g+ g +¢°,
1+’ +g’+g°. ¢ +g'+g°+g l+g+g’+g’+g' +g’ +¢°

6 dénisuimi yardimiyla 6 (Wu)=C ve Q(Wl (vr)) = C* asagidaki gibi elde edilir.

C= {0000000,1011100,1110010,0101110,0111001,1 101010,10010110,0010111}

. _ ]0000000,1101000,0110100,1011100,1110010,0011010,1000110,0101110,
1010001,0111001,1100101,0001101,0100011,1001011,0010111,1111111 |
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BOLUM 4

Z,C, DEVIRLi KODLAR

Bu bolimde [3] numarali referansta verilen grup cebirleri tzerindeki sifir bolen kod

kavrami Z,C, grup halkalarina genisletildi. Elde edilen bu kodlarin eleman sayilar,

dual kodlari ve dual kodlarinin eleman sayilari belirlendi.

4.1 Z,C, Devirli Kodlar
Tanim 4.1 G=C, =(g) mertebesi n olan devirli bir grup, R=7,={0,1,2,3} dért
elemanli halka, n tek tam sayi ve ueZ,C, bir sifir bolen olsun. u sifir bélen

elemaninin rankini rank(u) =n—boy ((Z4Cn)u) seklinde tanimlansin.

Ornek 4.1 C, = {l,g,gz} olmak uzere u =g’ +3g e Z,C, elemaninin ranki agagidaki
gibi bulabiliriz.
(0.3+g,2+2g,1+3g,3+ g% 2+ g+ g% 1+2g+ g%,

Z,C,(3g+g")=43g+g".2+2¢" 1+ g+2¢" . 2g+2g°,3+3g +2¢’,
1+3g2,g+3g2,3+2g+3g2,2+3g+3g2

kiimesinin eleman sayisi (Z4C3)(3g+g2)‘=42 oldugundan dim((Z4C3)(3g+g2))=2

ve rank(u) =3—boy;, ((Z4C3)u) =3-2=1 dir.

¢ 7,C, grup halkasinda sifir bélen kodlarin dual kodlarini ve bu kodlarin eleman

sayilarini kontrol edebilmek icin asagidaki tanimlama ve kisitlamalar verilmistir.
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G={1,g,...,g"'l}, G grubunun elemanlarinin sirali bir listesi ve u,v,we RG igin
uvw=0 olmak Uzere rank(u)+ rank(v)+rank(w)=n sarti saglansin. Ayrica, S (uw),
S(2uv)cRG alt kiimeleri lineer bagimsiz olacak sekilde bir S < G alt kiimesi icin
w=(S), Ww'=(G-S)c RG alt modiillerini olusturalim.

Tanim 4.2 u,v,we RG elemanlar igin uwvw=0 ve rank(u)+rank(v)+rank(w)=n
sarti saglansin. Ayrica W, Z,C, grup halkasinin S(uw)ve S(2uv) lineer bagimsiz
olacak sekilde bir ScC, alt kimesi tarafindan dretilen alt modili olsun.
C:W(uw)+W(2uv):{xuw+y2uv| x,yeW} kimesine bir Z,C, -grup halkasi kod
denir.

Teorem 4.1 C:W(uw)+W(2uv):{xuw+y2uv| x,yeW} ile verilen Z,C, -grup

halkasi kodunun eleman sayis |C| = 472" dir.

ispat: Dikkat edilirse C=W (uw)+W (2uv) ile verilen kiime

Zagg(uw)+2bgg(2uv) seklindeki lineer toplamlardan olusmaktadir. Ayrica

ges ges

W (uw) W (2uv) =W (2uvw)={0} dir. Dolayisiyla bu kiimenin eleman sayisi
S (uw)[$ (2uv)| dir. O halde |C|=[W (uw)[[ (2uv)] =S (uw)]|$ (2uv)] = 472
elde edilir.

Teorem 4.2 C =W (uw)+W (2uv)={xuw+y2uv| x,y W} ile verilen Z,C,-grup
halkasi kodunun dual kodu
Ct= {x(vaT)+y(2uTvT)

C* kodunun eleman sayisi ‘Cl‘ = 47enk (0 rank(w) iy

X,y € Wl} =W+ (vaT)+ wt (2uTvT) seklindedir. Ayrica,

ispat: Sifir bolen kodun dualinin tanimindan (Wu)l =wt (VTWT) yazilabilir. W (uw) ve
W(2u)cW(u) oldugundan  C=W (uw)+W (2uv)cW(u) dir. Bu da

(W(u))lcCl kiime kapsamasini gerektirir. Bu yizden WJ'(VTWT)QCJ'. Benzer
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sekilde W+ (2uTvT) cwtv') = (W(uw))l olur. Ayrica W+ (2uTvT) c (W(2uv))l dir.
Bu  yiizden w+ (2uT1/T)g(W(W/))l m(W(2uv))l =C". Sonu¢  olarak
wt (vaT)+ wt (2uTvT) c C* elde edilir.

Diger taraftan |C|= 42" "™ ve ‘Wl (VTWT)+WJ' (2uTvT)

— 4rank(u)2rank(w) — ‘CJ.‘
oldugundan Ct =W+ (vaT)+ wt (2uTvT).

Ornek 4.2 R=7, halkasi ve G=C, =<g>={l,g,g2} mertebesi 3 olan devirli grup

iken asagida verilen u,v,we Z,C; sifir bélen elemanlarini digtinelim.

u=g’ +3g u' =g+3g’
v=g'+g+1 Vi=g?+g+1
w=1 WT=1

Bu durumda asagida verilen elemanlar hesaplanabilir.

uw=g’ +3g
uw+2uv=g’+3g

2uv =10

vViw =gt +g+1

vViw' +2u'v =gt + g +1
2uv =0

Bazi hesaplamalardan sonra uvw=0 ve rank(u)+rank(v)+rank(w)=1+2+0=3

oldugu gorilir. Aynica, S={l,g}cC, igin W=(S) alahm. Bu durumda

w*=(C,~S) olur.

i {0,3+g,2+2g,1+3g,3+g2,2+g+g2,1+2g+g2,3g+g2,2+2g2, }
uw) =

1+ g+2g*2g+2g%,3+3g+2g°,1+3¢g°,g+3g°,3+2g+3g",2+3g+3g"

kiimesi 4™k (") = 42 =16 elemanlidir.
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Ayrica, Wl(vaT)={0,1+g+g2,2+2g+2g2,3+3g+3g2} olarak bulunur. Dikkat
edilirse VeeW (uw) ve Ve'e Wt (vaT) icin (c,c)=0 ve

‘WJ' (VTWT)

= 47k = 4 = 4 dir. Bu durumda W (uw) ve W* (vaT) kiimeleri

birbirlerini dik timleyeni olurlar. Bu kiimelerin her biri birer Z,C,-grup halkasi kodu

belirler.

Ornek 4.3 R=Z, ve G=C, =<g>={l,g,gz,g3,g4,g5,g6} mertebesi 7 olan devirli

grup iken asagida verilen u,v,we Z,C, sifir bélen elemanlarini disinelim.

u=g2+3g uT=3g6+g5
v=g5+2g4+g3+3g2 vT=3g5+g4+2g3+g2
w=gé+3gS+2g4+3g3 WT=3g4+2g3+3g2+g

Bu durumda asagida verilen elemanlar ve alt moddller hesaplanabilir.

uw=2+g+g*+g’ +3g°

uw+2uv=g+2g’ +g* +3g° + g°
Quv=2+2g"+2g" +2g°

Viw' =l+g+g’+g’+g'+g’ +¢°
vViw' +2u"V =343g43g°+ g’ +3g  + 2’ + g°

2u'v' =242g+2g> +2g"

Alt Modl Boyut Alt Modil Boyut
W(uw) 43

W(uw)+W(2uv) 4393
W(2uv) 23
wt (VTWT) 4!

wt (VTWT)+ wt (2uTvT) 4'93
wt (2uTvT) 23
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Bazi aritmetik islemlerden sonra uvw =0 ve rank(u)+rank(v)+rank(w)=1+3+3=7

olarak hesaplanir. Ayrica, S={1,g,g2}cC7 icin W=<S> olsun. Bu durumda

w*=(C,~S) olur. W (uw)+W (2uv) kiimesi

21 001 1 3 1 001 1 10
1 0011 3 2 01 00111
- (0 0 1 1 3 2 1 001 11 01
G=2002022~0002OO2
00202 22 000020 2
0202220 000 O0O0 2 2

matrisi tarafindan tretilen 42" = 4°2° = 512 elemanli bir Z, -devirli lineer kod

belirler. Ayrica, W+ (VTWT)+ wt (Zurvr) kiimesi de

1111111y (1 111111
2220200020022 2
H=lo 2 2202000020220
0022202000202 2

matrisi tarafindan dretilen 42" ™ = 42° =32 elemanli bir Z,-devirli lineer kod
belirler. Dikkat edilirse VceW (uw)+W (2uv) ve Vc'e Wl(vaT)+Wl(2uTvT) icin
(c,c')=0 sarti saglanir. Bu durumda W (uw)+W (2uv) ve Wl(vaT)+ Wl(2urvr)

kiimeleri birbirlerinin dik timleyeni olurlar.
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BOLUM 5

SABIT DEVIiRLi KODLAR

Sabit devirli kodlar (constacyclic codes) verimli kodlama islemleri sayesinde bircok
muihendislik uygulamasinda tercih edilir. Sabit devirli kodlar sinifi devresel ve nega
devresel kodlari icerir. Bu boliimde grup halkalarinin sifir bolenleri yardimiyla grup
cebirleri {izerinde sabit devresel kodlar icin bir insa yéntemi verildi. insa edilen bu

yontem ile su ana kadar bilinen en iyi kod parametrelerinden bazilari dogrudan elde
edildi.
5.1 Sabit Devirli (Constacyclic) Kodlar

Sabit devirli kodlarin cebirsel yapisi [40] numarali referansta verilmistir. Bu alt baslik

altinda devirli kodlarin tanimi verilecektir.

Tanim 5.1 n pozitif tam sayi ve 0¢0¢qu olsun. Ayrica C, n-uzunlugunda bir IFq
lineer kod olsun. Her (co,cl,...,cn_l)eC icin (acn_,,co,cl,...,cn_z)eC oluyorsa C

lineer koduna « -sabit devirli kod denir.

5.2 Grup Halkalarinda Sabit Devirli Kodlarin Yapisi
Bu boliim boyunca asagidaki gdsterim ve kisitlamalar vardir.

p tekasal sayi,

[F,, g elemanlisonlu cisim

p*+1#0,1(mod g) ve ebob(q,n)=1 olmak tizere n=2p"
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Sabit devirli kodlarin grup halkalari Gzerindeki yapisini vermeden 6nce bunu bir 6érnek

ile aciklayalim.

Z]O={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} modilo 10 kalan  siniflarinin kiimesi  ve
G=2ZT0={2,4,6,8}CZ10 olsun. Bu durumda G klUmesi birimi 6 olan ¢arpimsal

devirli bir grup belirler. Bu grubun islem tablosu asagidaki gibidir.

Cizelge 5.1 G grubu icin islem tablosu
2|14|6|8

N IR O

| AN [N|Xx
DN |00 | N
AN |IN|O

2
4
6
8

Dolayisiyla, devirli grup tanimindan en az birge G igin g*=e ve g' #e i=1,2,3 dir.

IF, karakteristigi 7 olan sonlu cisim olsun. Bu durumda IF,G grup halkasinin elemanlari

3
i=0,1,2,3 i¢in a e€F, olmak Uzere Zaigi seklindedir. u=1+3g+g",

i=0

v=1+4g+g’eF,G icin uv=0 ve rank(u)+rank(v)=4 sarti saglanir.
(EG)u = {xu|xe EG} kiimesi ;G nin vektér uzayi olarak 2 boyutlu bir alt uzayidir.

Dolayisiyla 9((F7G)u) de IF;‘ vektor uzayinin 2 boyutlu bir alt uzayi olur. Magma

o = (1 0 6 4 -
programi yardimiyla 9((F7G)u) kimesinin G = 01 3 1 matrisi tarafindan

Uretilen ve [4,2,3]7 parametrelerine sahip bir 6—sabit devirli lineer kod oldugu
gorulir. Bu kodun dual kodu ise (EG) v ={xvr‘xe EG} kiimesi ile verilen ;G grup

halkasinin  iki tarafli idealidir. Ayni zamanda 9((IE‘7G)VT) kimesi de

1 0 6 3
H=[0 | 4 1] matrisi tarafindan dretilen ve [4,2,3]7 parametrelerine sahip bir

sabit devirli lineer koddur. Bu kodlarin her ikisi de singleton sinirini esitlik hali icin

sagladiklarindan birer MDS kod belirler.
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Yukarida verilen 6rnekte gorildigu gibi G=2Z: kiimesinin ne zaman ¢arpimsal bir

grup oldugu n uzunlugundaki sabit devirli kodlarin varligi icin 6nem arz etmektedir.

Asagida verilecek lemmalar dizisi yardimiyla n=2p" icin G=2Z: kiimesinin birim
elemani e= p* +1 olan devirli bir grup oldugu gosterilecektir.

Lemma 5.1 p tek asal sayl ve bir & pozitif tam sayisi icin n=2p" olsun. Bu durumda

G= 2Z: kiimesi carpma islemi altinda kapahdir.

ispat: p tek asal sayi ve bir k pozitif tam sayisiicin n=2p* olsun. n=2,4, p* ve 2p*
icin Gauss Teoremi’den biliyoruz ki Z: kiimesi devirli bir gruptur. Buradan n=2p" igin

*

gw(z"v)sl(mod2pk) sartini - saglayan bir geZ, vardr. O halde (g)=Z

n

={1,g,g2,...,g¢(p )_]} yazariz. Ayrica G=2Z, kimesini G=2Z:={ann|p,{a}

={aeZn|eb0b(a,2p")=2}={2,2g,2g2,...,2g¢(pk)_1} seklinde ifade edebiliriz. Keyfi
x,y€G=2Z alahm. Bu durumda OSi,quo(Zpk) olacak sekilde x=2g' ve
y=2g’ dir. Eger xy=2g'2g’ =4g'g’ € G=27Z, ise p|4g'g’ olur. Ancak (4,p)=1
ve (4,gigj)=1 oldugundan bu bir celiskidir. Sonu¢ olarak pjJ4g'g’ ve

0<t Sq0(2p") sartini saglayan bir ¢ tam sayisiigin xy=2g' € 2ZZ dir.Buda G= 2Z:

kiimesinin carpma islemi altinda kapali oldugunu gosterir.

Lemma 5.2 p tek asal sayi ve bir k pozitif tam sayisi icin n=2p" olsun. Bu durumda

G= 2Z: kiimesinin carpimsal birimi e = p* +1 dir.

ispat: xeG={ann|eb0b(a,2pk):2}:{2,2g,2g2,...,2g(p(pk)_l} olsun. O halde

03i£q0(2p") icin x=2g"' oldugundan xe=2gi(p"+1)s2gi(mod Zpk) elde edilir.

Buradan e= p* +1 elemaninin G = 2Z: kiimesinin ¢arpimsal birimi oldugu gordldr.

Sonug 5.1 p tek asal sayi ve bir k pozitif tam sayisiicin n=2p" olsun. Ayrica G = 2Z:

kiimesinin ¢arpimsal birimi e= p“ +1 olsun. Bu durumda e=1(mod p) dir.
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Lemma 5.3 p tek asal sayl ve bir k pozitif tam sayisi icin n=2p" olsun. Bu durumda
r|q0(p") sayisiigin 2" = p* +1(mod 2p") denkligi saglanir.
ispat: Tanimdan dolayi 2e G olur. Eger 2 elemani G kimesinde ilkel ise

2‘”(’7') Ep"+1(mod 2pk) olur. Diger taraftan, eger 2 elemani G kiimesinde ilkel

eleman degilse r|q0(p") icin 2" = p* +1(mod 2p") dir.

Lemma 5.4 p tek asal sayl ve bir k pozitif tam sayisi icin n=2p" olsun. Bu durumda

G= 2Z: kiimesindeki her elemanin ¢arpimsal tersi vardir.

ispat: G={2,2g,2g2,...,2g(p(pk)_l} oldugunu biliyoruz. O halde G kiimesindeki her

bir y elemani OSqu0(2pk) icin y=2g’ seklindedir. G kiimesinin tim

elemanlarini by ile carpalim. Bu durumda

xG={2.2gi,2g.2gi,2g2.2gi,...,2g(p(pv)_l.2gi} yazariz. G kimesi carpma islemine

gore kapali oldugundan keyfi bir zexG igin z=2g' OSZS¢(2p") veya

z=p'+1=e olur. Son durum G = 2Z: kiimesindeki her elemanin ¢arpimsal tersinin

oldugunu gosterir.

Sonug 5.2 p tek asal sayl ve bir k pozitif tam sayisi icin n=2p* olsun. Ayrica
OSi,quo(Zp") olacak sekilde x=2g' ve y=2g’ icin xy=p"+1(mod 2p") olsun.
Bu durumda x=2g’ elemaninin carpimsal tersi r|q0(p") icin 2" = p* +1(mod 2p")
olmak lizere y= 2r“g¢(2pk)_i_] dir.

Teorem 5.1 p tek asal sayi ve bir k pozitif tam sayisi icin #n=2p* olsun. Bu durmda
G = 2Z, kiimesi birimi e=1(mod p) olan devirli bir gruptur.

ispat: G=2Z: kiimesinin birimi e= p* +1 olan bir grup oldugunu yukarida verilen
lemmalar serisinde gosterdik. G = 2Z: kiimesinin bir Gretecinin oldugunu gostermek

yeterlidir. Gauss Teoremi’nden n=2p" icin g(,,(z,,') El(mod2pk) sartini saglayan bir
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geZ, vardr. Yani (g)=Z, ={1,g,g2,...,g¢(pv)_]} dir. Ayrica (2, p)=1 aldigimizdan

2V 2 l(modpk) dir. Sonug olarak bir he G =2Z, igin (h)=2Z, olur.

Sonug 5.3 p tek asal sayi ve bir k£ pozitif tam sayisi i¢cin n=2p olsun. Bu durumda
G = 2Z, kiimesi birimi e=1(mod p) olan devirli bir gruptur.

[F, cismi Gzerinde q0(2p") uzunluklu bir e=(p" +1)-sabit devirli kod G =2Z olmak
Uzere IFqG grup cebirinin bir ideali olarak gordlebilir.

Teorem 5.2 IFq, g elemanl sonlu cisim ve k pozitif tam sayisi icin n=2p* iken
G =27, olsun. Ayrica (q,go(pk)) =1 alalm. u,ve F G asal sifir bolenler olmak tzere
(IE‘qG)u kiimesi q0(2p") uzunluklu ve boyutu rank(u) olan bir e=(p" +1)-sabit
devirli kod belirler.

ispat: Teorem 5.1 ve sifir bélen kodun tanimindan rahatlikla gorilir.

Sonug 5.4 Teorem 5.2’de verilen kodun duali q0(2p") uzunluklu ve boyutu rank(v)

olan bir (pk +1)_] (modq) -sabit devirli kod belirler.

Verilen her q0(2p") uzunlugu icin s‘go(2p") olacak sekilde IFq Uzerinde s -uzunluklu

e -sabit devirli kodlar elde edilebilir. Burada e= p" +1(modg) dur. Asagidaki sonug bu

durumu ifade etmektedir.
Sonug 5.5 p tek asal sayl ve bir k pozitif tam sayisi icin n=2p* olsun. Ayrica

(q,qo(p")):l olacak sekilde I, ¢ elemanl sonlu cisim alalim. Bu durumda

q0(2p")'i bélen her s icin F, tizerinde s -uzunluklu bir e= p" +1(mod ¢)-sabit devirli
kod vardir.

Ornek 5.1 p=3,k=6 ve ¢g=7 olsun. Bu durumda qo(2p")=qo(p")
=p(729)=3°-3" =486 ve e=p*+1=730=2(mod7) oldugundan

1,2,3,6,9,18,27,54,81,162,243,486 uzunluklu 2 -sabit devirli kodlar vardir.
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Eger p=5,k=5 ve g="7 olarak alirsak qo(2p")=qo(p") =q0(55)=55 —5*=2500 ve
e=p*+1=3126=4(mod7) oldugundan 1,2,4,5,10,20,25,50,100,125,250,500, 625,

1250,2500 uzunluklu 4 -sabit devirli kodlar vardir.

5.3 Baz Segilmis Ornekler

Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2’de verilen parametrelerin ¢cogu Grassl'in Kod Tablosu’nda
(bkz. [41]) verilen ve su ana kadar bilinen en iyi kod parametreleri ile aynidir. Grassl'in
Kod Tablosu’nda bircok adimda verilen parametreler bizim verdigimiz insa yontemiyle
dogrudan elde edilmektedir. Bu boéliimdeki bitiin hesaplamalar MAGMA (bkz. [42]) ile

yapimistir. Cizelgelerde "*" ile isaretlenen parametrelere sahip kodlar MDS dir.

Ornek 5.3 I, karakteristigi 11 olan sonlu cisim ve G =2Z,,={2,4,6,8} = Z,, olsun.

Ayrica u=7+5g+g° ve v=T7+6g+g’> F,G grup halkasinda iki sifir bélen olsun. Bu
durumda rank(u)+rank(v)=4 sarti saglanir. (F,,G)u={xu|xeF, G} kimesi F,G
nin iki tarafli bir idealidir. Dolayisiyla 9((E]G)u) de F' vektér uzayinin 2 boyutlu bir

alt vektor uzayr olur. Magma programi yardimiyla 9((E]G)u) kiimesinin

— (1 0 3 10
G=[0 L7 8] matrisi tarafindan Uretilen ve [4,2,3]” parametrelerine sahip bir

6 -sabit devirli lineer kod oldugu gorilebilir. Bu kodun dual kodu ise

(IE‘”G)VT ={xvr‘er]G} kiimesi ile verilen F,,G grup halkasinin iki tarafli idealidir.

1 0 4 2

T . . _
Ayni zamanda 9((E]G)v ) kimesi de H—[O { 6 7

] matrisi tarafindan Gretilen

ve [4,2,3]” parametrelerine sahip bir 2 -sabit devirli lineer koddur. Bu kodlarin her

ikisi de Singleton sinirini esitlik hali icin sagladiklarindan birer MDS kod belirler.
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Cizelge 5.2 [, cismi lizerinde 12 -uzunluklu bazi 3 -sabit devirli kodlar ve dual kodlari

u v C ct
Y+8g” +6g°+2g” +9g°
¢ ) y \ £ , &8 g +3g+3 [12,2,10] |[16,10,2]
+6g" +4g +3g" +g+10
’+9g%+5g" +6g°+ ¢’ . .
y ) s X . , &8 g +2g +10g+4 [12,3,10] | "[12,9,4]
+6g" +9g" +6g°+6g+2
*+9g" +2g° +5¢°
8 3g zg £ g +2g° +2g° +6g+9 [12,4,8] [12,8,3]
+7g"+4g" +10g+7
8 7 6 5
g +6g" +8g°+8¢g
N g +5¢° +6g° +4g+9 [16,4,6] | [16,8,4]
+9g° +5g°+3g+7
+g*+6g" +7¢g°
y 3g zg g g’ +10g° +6g+4 [12,3,8] | [12,9.2]
+5¢"+5g"+8g+2
8 7 6
g +8g +3g .
+3g° +6g°+9g+9 12,4,6 12,8,2
+6g”> +4g+7 ¢ & 4 [ I ]
6 5 4
g’ +5g° +3g .
+6g°+4g’ +10g+5 12,6,4 12,6,4
+2g° +10g +6 " 4B [12.6.4] | [12.6.4]
7 6 5 4
g +9g°+9g” +8g . s
3 ) 2’ +2g'+6g° +8g° +8g+1 [12,5,8] [12,7,6]
+4g°+8g" +2g+8
*+2g°+10g* *+9g’ +5g" +
y 2g ¢ g X £ , £ [12,6,6] | [12,6,4]
+3g°+4g+6 10g"+4g" +4g+5

Ornek 5.4 T, karakteristigi 11 olan sonlu cisim ve G =2Z;, ={2,4,6,8,10,12} c Z,,
olsun. Ayrica u=4+3g+7g°+4g’+g* ve v=9+7g+g’ F,G grup halkasinda iki
sifir  bélen olsun. Bu durumda  rank(u)+rank(v)=6 sarti  saglanr.
(E]G)u={xu|er]G} kimesi [ ,G nin iki tarafli bir idealidir. Dolayisiyla

9((E]G)u) de IFf, vektdr uzayinin 3 boyutlu bir alt vektor uzayr olur. Magma

) o 1 0 6 10 5 6 o
programi yardimiyla 9((E]G)u) kimesinin G = 01910 13 matrisi

tarafindan (retilen ve [6,2,5]” parametrelerine sahip bir 8-sabit devirli lineer kod
oldugu gériilebilir. Bu kodun dual kodu ise (E]G)vr={xvr‘er]G} kimesi ile

verilen [F,G grup halkasinin iki tarafl idealidir. Ayni zamanda 9((E]G)VT) kiimesi de
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1 00 0 8 5

01 0 0 0 6 o o ]
H = matrisi tarafindan Uretilen ve [6,4,3] parametrelerine

001 011 =

0 00 1 25

sahip bir 7 -sabit devirli lineer koddur. Bu kodlarin her ikisi de Singleton sinirini esitlik

hali icin sagladiklarindan birer MDS kod belirler.

Cizelge 5. 3 ¥, cismi tzerinde 16-uzunluklu bazi 4 -sabit devirli kodlar ve dual kodlari

u v C Cc*
gl4+5gl3+6g12+5g11+2g10
g +2g+5 +6g” +6g"° +5g° +4g° [16,14,2] | [16,2,14]
+2g*+4g’ +3g° +2g+2

gl3+4gll+6g10+2g9
g +3g+1 +6g° +2g" +g° +2g° [16,13,3] | [16,3,12]
+2g* +6g> +5g+3

g]2+4g]]+2g]0+2g9
g +3g°+6g+3 |  +2g°+5g"+2g° +4g° [16,12,4] | [16,4.8]
+g'+5¢° +4g* +5g+1

"+3g" +6g° +3¢g°
g’ +4g* +3g° & & i &

s +g’+2g° +5¢ + ¢ [16,11,4] | [16,5,10]
+6g° +
& +3g° +6g° +2
Sty o g +2g*+6g" +
+5¢" +
§ 78T 26° +g°+2g" + [16,10,5] | [16.6.8]
+2g°+2g+6 ; )
5g°+3g" +g+4
o t3g t g +6g°+5¢" +
4 N 4g6+g5+5g4+ [163936] [16,7,8]
g +2g +g+4 ; )
5S¢ +3g°+2g+6
gt +5g"+g° gt +2g" +3g°+
+2g°+3g" + 2¢" +4g" +4g° [16,8,6] | [16,8.6]
3g°+2g+5 +5g° +2g+2
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5.4 IFqG Grup Cebirinde Kendine Dik ve Kendine Dual Sabit Devirli Kodlarin Yapisi

Bu baslik altinda IFqG grup cebiri Gzerinde tanimladigimiz sabit devirli kodlarin kendine

dik ve kendine dual olabilmesi icin gerek ve yeter kosullar verilmistir.
Lemma 5.5 C= 9((IFqG)u) Teorem 5.2’de verilen sabit devirli bir kod olsun. Eger C

kodu kendine dual bir kod ise dual kodu C* = 9((FqG)vT) da bir (p" +1) -sabit devirli
koddur.

ispat: Kendine dual kodun taniminin bir sonucudur.

Teorem 5.3 C = 9((IFqG)u) Teorem 5.2°de verilen qo(p") -uzunlugunda ve dual kodu
Cl=9((IFqG)vT) olan (p"+1) -sabit devirli kod olsun. Bu durumda C kendine
dualdir ancak ve ancak e’ =1(mod ¢) ve u=v" olmasidir.

ispat: Acik bir sekilde C=9((IFqG)u)=9((IFqG)vT)= Ct ise u=v' ve
e=¢ "' (mod q) oldugundan e’ =1(mod ¢) saglanr.

Tersine, eger ¢’ =1(mod q) ve u=1v" ise C= 9((IFqG)u) = «9((IFqG)vT) =C?t dir.

Sonug 5.6 C=9((FqG)u) Teorem 5.2’de verilen qo(p")-uzunlugunda ve dual kodu

Ct= 9((FqG)vT) olan (p" +1) -sabit devirli kod olsun. Bu durumda p* =-2(mod q)

denkligi saglanir.

ispat: Teorem 5.3’ten (pk +1)2 =p*+2p +1= l(mod q) dir.  Buradan

p* =0(mod q) veya p* =-2(mod q) yazilr.
Teorem 5.4 C = 9((IFqG)u) Teorem 5.2°de verilen qo(p") -uzunlugunda ve dual kodu

Ct= 9((FqG)vT) olan (p" +1) -sabit devirli kod olsun. Bu durumda C kendine diktir

ancak ve ancak e’ = l(mod q) veenazbir weF G i¢in u= wv' olmasidir.
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ispat: Acik bir sekilde C=9((FqG)u)c9((IFqG)vT)= C* ise en az bir weF,G igin
u=wv' ve e=e"'(mod q) oldugundan e’ =1(mod q) saglanir.
Tersine, eger e’=1(mod q) ve en az bir weFG ign u=w' ise

c=6((F,G)u)<6((F,G)v")=C* oldugundan C=0((F,G)u)kendine diktir.

5.5 IFqG Grup Cebirinde Kendine Dik ve Kendine Dual Sabit Devirli Kodlardan Elde

Edilen Kuantum Kodlar

IF, cismi uzerindeki klasik kodlardan kuantum kodlarin elde edilmesi ilk olarak 1996

yiinda Calderbank ve Shor [43] ve Steane [44] tarafindan verilmistir. Daha sonra bu

yontem Ketkar v.d. tarafindan [45]'te IFq cismine genellestirilmistir.
Tanim 5.2 C? Hilbert uzayinin ¢* boyutlu alt uzayina [[n,k,d]]q parametrelerine

-1
sahip bir O kuantum kod denir ve bu kod {dTJ tane hata duzeltebilir.

Lemma 5.6 (CSS Kod insasi) [45] C, ve C, swaswla [mk.d] ve [nk,.d,]
parametrelerine sahip lineer kodlar olsun. Ayrica CzlgCl olsun. Bu durumda
d = min{wi(c)|ce (C\CHU(C,\CH)  olacak  sekilde [[n,k]+k2—n,d]]q
parametrelerine sahip bir kuantum stabilizer kodu vardir.

Sonug 5.7 [45] Eger [n,k,d]q parametrelerine sahip C lineer kodu C* < C sartini

sagliyorsa [[n,2k—n,d]]q parametrelerine sahip bir kuantum stabilizer kodu vardir.

Sonug 5.7 yardimiyla Teorem 5.3 ve Teorem 5.4’te elde edilen kendine dual ve kendine
dik kodlardan kuantum kod parametreleri elde edecegiz. Hesaplamalar Magma ([42])

programi ile yapiimistir.
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Cizelge 5. 4 [ cismi Gzerindeki 12-uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen baz

kuantum kod parametreleri

u v C ct 0
¢ +22g5 e & +22g5 i [12,6,5] | [12,6,5] | [[12.0,>5]]
+2g°+4g+3 +2g°+4g+3 ’
g +4g’ +g°
+g'+gtt2g’ | gt 43 g+l | [12.4,6] | [12,8,4] | [[12.4.24]],
+4g> +2g+1
g +3g”+g%+
4g" +4g°+3g* + | 3g%+2g+1 | [12,2,10] | [12,10,2] | [[12.8,22]],
4g° +3g° +2g+2

Ornek 5.5 F, karakteristigi 5 olan sonlu cisim ve

G =27, ={2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24} < Z,, olsun.

Ayrica u=g*+2g" +4g°+2g°+g' +g’+ g’ +4g+1 ve v =g*+g’+3g+1 FG

grup halkasinda iki sifir bélen olsun. Bu durumda rank(u)=4 ve rank(v)=8 sarti

saglanir. (IFSG)u={xu|erF5G} kimesi ;G nin iki tarafli bir idealidir. Dolayisiyla

9((F5G)u) da IFs'z vektor uzayinin 4 boyutlu bir alt vektdr uzayr olur. Magma

yardimiyla 9((F5G)u) kiimesinin

QI
I

S O O =

S O = O
S = O O
- o O O

A~ O N b

—_— N N =
— NN W B
—_— 0 = N

N = =

A = W W
N W =

_— e O W

matrisi tarafindan uretilen ve [12,4,6]5 parametrelerine sahip bir 4 -sabit devirli lineer

kod oldugu gorilebilir. Bu kodun dual kodu ise (FSG)VT ={xvr‘erE‘SG} kimesi ile

verilen ;G grup halkasinin iki tarafli idealidir. Ayni zamanda 9((F5G) vT) kiimesi de
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10000000420 4
010000001 221
0010000043 21
0001000041 31
H=l0 00010004112
00000T1003 3 1 4
000000T10T1 132
000000013011

matrisi tarafindan Uretilen ve [12,8,4]5 parametrelerine sahip bir 4 -sabit devirli lineer

koddur.

Cizelge 5.5 [ cismi Gzerindeki 22 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen baz
kuantum kod parametreleri

u v C ct 0
g +3g"+3g" + g +3g"+3g” +
dgirdg+2g dei e 28 116l | [22.116] [[22,0,26]]
+4g’ +2g*+ ¢’ +4g’ +2g*+ ¢’ :
+3g°+g+3 +3g°+g+3
g]6+g]5+2g]4+3g]3

+3g"” +4g" +2g" g +2g" +
[22,6,12] | [22,16,4] | [[22.10,24]].

+4g’ +3g" + g7 + 4g° +4g+1

28°+g° +3g° +1

2425 +3g° 04 o8 4 400

g \ g ) g g 4g 28 [22,10,6] | [22,12,5] | [[22.2.25]]
+2g" +4g" +1 +4g* +3g7 +1 5
g17+g16+g14+

2¢°+2g"% +4g" 305+ ot +30°

S g2 & 708 [22,5,12] | [22.17,2] | [[22.12,>2]]
+3g°+3¢g" +3¢’ +g +4g+1 ;
+g'+g+2

Sonug 5.7’den [[12,4,2 4]]5 parametrelerine sahip bir kuantum kod vardir. Bu kod

kuantum MDS sinirina sadece 1 birim uzakliktadir.
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kuantum kod parametreleri

¢ ct Q
[52,26,14] | [52,26,14] | [[52.0.214]],
[52,24,14] | [52,28,10] | [[52.4.210]],
[52,22,18] | [52,30,12] | [[52.8.212]],
[52,20,18] | [52,32,10] | [[52.12.210]],
[52,18,20] | [52,34,10] | [[52.16,210]],
[52,16,22] | [52,36,8] | [[52.20.28]].
[52,14,25] | [52,38,8] | [[52.24.28]]
[52,12,26] | [52,40,7] | [[52.28,2 7]]5
[52.10,26] | [52,42,6] | [[52.32.26]],

kuantum kod parametreleri

Cizelge 5. 6 [ cismi Gzerindeki 42 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen baz

Cizelge 5. 7 IF, cismi tzerindeki 18-uzunluklu 6 -sabit devirli kodlardan elde edilen bazi

u v C ct 0
10 5 8 4 6
igt igt +g1 gt +4g°+2g7+1 | [18,8,3] | [18,10,3] [[18,2,2 3]]7
16 14 12 10
g +3g"+2g " +6g +
4g* +5¢° + g +3g7+2 4g’ +1 [18,2,9] | [18,16,2] | [[18.14,22]]
g2 +3g°+2 4g° +1 [18,6,3] | [18,12,2] | [[18.6.22]],
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Cizelge 5. 8 [ cismi Gzerindeki 42 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen baz

kuantum kod parametreleri

C ct Y
[42,21,12] | [42.21,12] | [[42.21.212]],
[42,20,12] | [42.22,6] | [[42.2.26]],
[42,19,12] | [42,23,10] | [[42.4.210]],
[42,18,12] | [42,24,6] | [[42.6.> 6]]5
[42,15,12] | [42.27.8] | [[42.12,28]],
[42,14,12] | [42.28,6] | [[42.14.26]].
[42,13,16] | [42.29,6] | [[42.16,> 6]]5
[42,12,12] | [42.30,4] | [[42.18,24]].
[42,9,22] | [42.33,4] | [[42.24.24]].
[42,8,12] | [42,34,4] | [[42.26,24]]
[42,7,24] | [42.25,4] | [[42.28.24]],
[42,6,24] | [42.36,2] | [[42.30.22]].
[42,3,28] | [42.39,2] | [[42.36.22]].
[42,2,28] | [42.40,2] | [[42.38,22]].

Cizelge 5.9 [, cismi tizerindeki 52 -uzunluklu 10-sabit devirli kodlardan elde edilen

bazi kuantum kod parametreleri

¢ ct 0
[52,26,10] | [52,26,10] | [[52,0.>10]]
[52,24,10] | [52,28,8] | [[52.4.28]]
[52,14,24] | [52.38,6] | [[52.24.26]]
[52,12,24] | [52.40,3] | [[52.28.23]]
[52,2,39] | [52,50,2] | [[52.48.22]]

35




5.6 (IFq + vIFq)G Grup Halkasi lizerinde Kuantum Kodlar

Karakteristigi ¢ olan R=IFq+vIFq degismeli halkasi v*=v olacak sekilde

F
q [v]< 5 > bélim halkasina izomorftur. p tek asal sayi ve k pozitif tam sayisi igin
Vvi—v

1

n=2p" olmak iizere G =2Z' grubunun mertebesi p" — p*" ve birim elemani p* +1

olan devirli bir grup oldugunu Teorem 5.1’de gostermistik. Bu baslik altinda RG grup

halkasinda elde edilen kendine dik ve kendine dual kodlar dikligi koruyan bir donisim
yardimiyla Iﬁ‘q”k_”k_l sonlu cismine tasinarak elde edilen kodlarin minimum uzakliklari iki

katina cikariimistir.

05=ZocggeRG olmak uzere supp(a)={geG|ag¢0} kiimesine o elemaninin
geG

supportu denir. o elemaninin Hamming agirhigi w(a)=‘supp(a)‘ ile tanimlanir. RG
grup halkasinin bir M alt modilinin minimum agirhg W(M) ile gosterilir ve
w(M)=min{‘supp(a)H0¢aeM} seklinde tanimlanir. w, ve w, sirasiyla
R=IFq+vIFq Uzerindeki kodlar icin minimum Lee ve Hamming agirligini gostersin ve
w, (a+bv)=w, (a,a+b) olsun. Bunun sonucu olarak
¢:R— F., ¢(a+bv)=(a,a+b) olacak sekilde bir Gray déntisimii tanimlanir. Bu

sekilde tanimlanan doénidsim R den IF; ye agirhk koruyan bir dontsiimdir. Bu

donlsim s>0 tam sayl olacak sekilde kolaylikla Rs=(IFq+vIFq)s halkasina

genellestirilebilir. x=2agg ve y=ZﬁggeRG elemanlarinin  ic carpimi

geCG geG

<x,y> = Zagﬁg olarak tanimlanir.

geG

a,+byv ve a,+b,v€ R elemanlariigin
(a, +blv)(a2 +b2v) =a,a, +(a1b2 +ba, +b1b2)v =0

< aa, =0 veab, +ba,+bb, =0.
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Cizelge 5. 10 [, cismi tizerindeki 44 -uzunluklu 4 -sabit devirli kodlardan elde edilen

bazi kuantum kod parametreleri

#(C*) 9(C) 0
[44,22,6] | [44,22,6] | [[44.0.6]],
[44,12,12] | [44.32.4] | [[44.20.24]].
[44,20,6] | [44,24,5] | [[44.4.25]].
[44,10,12] | [44,34,2] | [[44,24.22]],

Dolayisiyla asagidaki esitlik saglanir.
(a,,a, + b, )(az,a2 +b2) =aa,+aa,+ab,+ba,+bb,=0.

Bunun sonucu olarak ¢ donlsimia ayni zamanda dikligi de korur.

0:RG—> R", 9[ Zaigi]=(a],a2,...,an) donlsimiiniin bir izomorfizma oldugunu
i=l1

daha 6nce ifade etmistik.
Teorem 5.5 C = 0((RG)u) c RG, [p" —pk“,rank(u),d] parametrelerine sahip bir
q

(p"+1)—sabit devirli kod ise ¢(C) de F, iizerinde [2(pk—pk"),2rank(u),dJ

q
parametrelerine sahip bir (p" + 1) -sabit devirli kod belirler.
ispat: Yukarida tanimladigimiz Gray déniisimiiniin dogrudan sonucudur.

Grup cebirleri Uzerindeki kodlar icin verilen kendine dik ve kendine duallik kosullar
(IFq+vIE‘q)G grup halkasi icin de saglanir. Dolayisiyla CSS insasi yardimiyla kuantum

kod parametreleri elde edebiliriz.
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Cizelge 5. 11 I, cismi Gzerindeki 36 -uzunluklu 6 -sabit devirli kodlardan elde edilen
bazi kuantum kod parametreleri

$(C*) #(C) 0
[36.16,3] | [36,20,3] | [[36.4.23]]
[36,4,9] | [36,32.2] | [[ 36.28.22]],
[36,12,3] | [36,24,2] | [[36.12.22]].

Ornek 5.6 R=T, +VF, ve
G ={2,4,6,8,12,14,16,18,22,24,26,28,32,34,36,38,42,44,46,48}  Z,,
olsun. Ayrica rank (u)=2 ve rank(v)=18 olacak sekilde

u=g +g" +2g"° +2g" +2g % + g+ g+ g’ +25°+2g° +2g8° + g+ g7 +g+2 ve
vV =2g>+2g+1 esas sifir bélen elemanlarini  alalm. Bu  durumda

(RG)u={xu|xeRG}cRG iki tarafli ideali [20,2,15] parametrelerine sahip bir 2 -

sabit devirli kod belirler. Dolayisiyla ¢(9((RG)u)), [40,4,15]3 parametrelerine sahip

bir 2 -sabit devirli koddur. Bu kodun duali de (RG)VT = {xvr‘xe RG} c RG iki tarafli
idealinin belirledigi [20,18,2]3 parametrelerine sahip 2 -sabit devirli koddur. Benzer
sekilde ¢(9((RG)VT)) de [40,36,2], parametrelerine sahip 2 -sabit devirli kod olur.

Sonug 5.7’den [[40,32,2 2]]3 parametrelerine sahip bir kuantum kod vardir.

Cizelge 5.12 [, cismi Gzerindeki 40 -uzunluklu 2 -sabit devirli kodlardan elde edilen
bazi kuantum kod parametreleri.

#(C*) ¢(C) 0
[40,20,6] | [40,20,6] | [[40.0.26]],
[40,16,6] | [40,24,4] | [[ 40.8,24]],
[40,12,9] | [40,28,4] | [[40,16,24]]
[40,8,12] | [40,32,3] | [[40.24,23]],
[40,4,15] | [40,36,2] | [[40.32,22]],
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BOLUM 6

GRUP HALKALARINDA LCD KODLAR

Bu boliimde grup halkalari Gzerinde LCD kodlarin varligi arastirilacaktir. Bunun igin ilk
olarak grup halkalarinin bir direkt toplami yardimiyla LCD kodlar elde edilecektir. Daha
sonra grup halkalarinda birimsel elemanlar tarafindan lretilen kodlarin LCD olmasi igin

gerek ve yeter kosul verilecektir.

LCD kod kavrami ilk olarak Massey tarafindan [44]’te verilmistir. LCD kodlar verimli bir
sekilde dekodlanabildiklerinden iki kullanicili kanallar icin uygun kodlardir. Bu bélimde

grup halkalarinda LCD kodlarin yapisi irdelenecektir.

Tanim 6.1 C, IFq tizerinde 7 -uzunluklu bir lineer kod olsun. Eger CNC* ={0} veya

IFq" =C@®C* oluyorsa C koduna tamamlayici duali olan lineer kod (linear code with

complemantary dual) denir [46].

6.1 Grup Halkalarinda LCD Kodlarin Yapisi

Tanim 6.2 RG grup halkasi verilsin. a = Zagg olmak lzere a = Zagg elemaninin
gel geG

. . * _ —_— -1 .
involutli " = Zagg seklinde tanimlanir.
geG
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Teorem 6.1 RG grup halkasi verilsin. RG+={a=Zagg

geCG

a* =a} ve

a*=—a} kimelerini tanimlayalm. RG=RG @®RG~ ve

geCG

RG™ ={a= Zagg

RG* M RG™ ={0}. Ayrica her x € RG" ve her y € RG" igin (x,y)=0 dr.

ispat: Her a=2agg ve ﬁ:ZﬂggeRG+ icin (a+ﬁ)*=a*+ﬁ*=a+ﬁ

gel geG
oldugundan a+ B € RG* ve (ef) =a'B" =af € RG* dir. Budurumda RG" kiimesi

RG nin bir alt halkasi olur.

Ayrica, a=2aggeRG+mRG‘ ise a*=a=-a olur. Yani Zagg:—Zagg

geG geG geCG

:>ag=—ag(VgeG). Bu da ancak a=2agg=0 ile mUmkiindir. O halde

geG

RG* " RG™ ={0}.

Buna ek olarak xe RG* ve ye RG™ alalim. Bu durumda RG=RG"@® RG~ ve
RG* M RG™ ={0} oldugundan (x, y)=0 elde ederiz.

Sonug 6.1 C = RG" dual kodu C* = RG™ olan bir LCD koddur.

Ornek 6.1 R= F, = {0,1,2} ug¢ elemanli sonlu cisim ve g elemani tarafindan uretilen
G=C,= {1, g,gz} devirli grubu iken

0,1,2,2,2g,2°,2¢° 1+ g,2+g,1+2g,2+2g,1+ g> .2+ g, g+ g°,
RG={1+g+g’ 2+ g+g°,2g+g*,1+2g+g>,2+2g+ g, 1+2g%,2+2g> .
g+2g2,1+g+2g2,2+g+2g2,2g+2g2,1+2g+2g2,2+2g+2g2

Teorem 6.1’den asagida verilen [3, 2, 1]3 parametrelerine sahip LCD kod elde edilir.
RG"={0,1,2,1+ g+ g’ .2+ g+g’,2g+2¢",1+2g +2g°,.2+2g +2g’} ve
RG™ = {0,2g+g2,g+2g2} dir.

0(RG*)={000,100,200,111,211,022,122,222}
0(RG™)={000,021,012}.
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6.2 Birimsel Elemanlardan Elde Edilen Kodlar

Bu alt baslik altinda [2]’de verilen grup halkasinin birimsel elemanlari ile kod elde etme
metodu hatirlatildiktan sonra bu kodlarin LCD olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

verilecektir.

R bir halka ve G={g1,g2,...,gn} iken ue€ RG birim eleman olsun. Bu durumda

uu™' =1 olacak sekilde ™' € RG vardir. O halde, ¢:RG — M, (R) matris temsili igin

(p(u)(p(u“)=ln dir. (p(u)=U=[;) ve (p(u—l)=U—l=(E D) olsun. Burada

A,B,E,D sirasiyla rxn,(n—r)xn,nxr ve nx(n—r) tipinde matrislerdir.

¢(u)p(u™)=1, oldugundan y (E D)= AEADY_ 1 Gir. Buradan AD=0 ve
' B BE BD) "

BE =0 elde edilir. 4 matrisi tarafindan uretilen » boyutlu C koduna ue€RG

birimsel elemani tarafindan (retilen lineer kod diyecegiz. Dolayisiyla C*, D’

tarafindan dretilen (n—r) boyutlu bir lineer koddur.

Birim eleman tarafindan uretilen kodlari asagidaki sekilde de tanimlayabiliriz:

Tanim 6.2 [2] S = G olmak Uzere W = <S>, RG grup halkasinin bir R alt moduli ve
u € RG birim eleman olsun. C= {ux|xe W} kiimesine u birimsel elemani tarafindan
iretilen grup halkasi kod denir. C kodunun duali ise C* ={(u‘l)r y‘y € Wl}
seklindedir. Burada W* =(G—S) dir.

Ornek 6.2 C,=(g)= {l,g,gz,g3} mertebesi 4 olan devirli grup ve F, ={0,1} ikili

sonlu cisim iken

0,l,g,g°,8° 1+gl+g’, g+g’ 1+g+g’ 1+ g’,g+g’,
cm“: 3 2 3 2 3 2 3 2 3
l+g+g,g°+g1+g"+g,g+g +g,l+g+g +g

dir. [F,C, grup cebirinin birimsel elemanlarinin kimesi U(F2C4) olmak uzere

U(F2C4)={l,g,g2,g3,l+g+ g l+g+gl+g’+g,g+g’ +g3} olarak bulunur.
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u =1+g+g’> olarak alirsak u, elemaninin tersi ve tersinin transpozu sirasiyla

u'=1+g’+g’ve (ul“)r =1+ g+ g’ olarak hesaplanir. Bu durumda

1 110
A= = D=
[0 11 1)

C =(4)={0000,1110,0111,1001}  bir [4,2,2], koddur. Bu kodun duali ise

ve U;' =

S S
e S
N e
e
—_ = O
—_ O =

1
1
1
0

—_— O =
e T S e S —

C*=(D")={0000,1011,1101,0110} bir [4,2,2], koddur.
Ayrica W, =<{l,g}>={0,l,g,l+ g} olarak alinirsa

C={u1x|xe Wl}={0,1+g+g2,g+g2+g3,1+g3} ve

6(C)={0000,1110,0111,1001} olarak bulunur.

VV]J.

<{82,g3}> = {O,gz,g3,g2 + g3} olmak tzere

ct ={(u,")rx

0(C*)={0000,1011,1101,0110}.

xeWll}={0,1+g2+g3,1+g+g3,g+g2} ve
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6.3 Birimsel Elemanlardan Elde Edilen Kodlarin LCD Olmasinin Sarti

Bu baslik altinda grup halkalarinin birimsel elemanlarindan (retilen lineer kodlarin LCD
kosulunu saglamasi icin gerek ve yeter sartlar verilecektir. Grup halkalarinin birimsel
elemanlarindan Uretilen lineer kodlarin LCD kosulunu vermeden 6nce bunu 6rnekler

Uzerinde gorelim.

Ornek 6.3 C,=(g)= {l,g,gz,g3,g4,g5} mertebesi 6 olan devirli grup ve F, ={0,1}

ikili sonlu cisim iken I,C,’nin birimsel elemanlari agagidaki gibidir.

Lg.g e e" g l+g+ g 1+ g+ 1+g+gt g+’ +g' 1+ g +¢",

g+ +gh ltg+g+g+et l+g'+g g+ g’ + g 1+ g+ &,

g+g+g g+’ +g+g grg' +g. g g+ 1+ g+gi+ g + 8|
1+g+g3+g4+g5,1+g2+g3+g4+gs,g+g2+g3+g4+g5

U(F,C,)=

u=1l+g+g’ olarakalirsak, u' =1+ g’ +g°, u"'=g+g*+g’ ve (u_l)r =g+g'+g

seklindedir. W=<{1,g2,g4}>={0,1,g2,1+g2,g4,1+g4,g2+g4,1+g2+g4} olsun. Bu

durumda

C =furlxem) 0,1+g+g’ 1+g°+g".g+g’+g’ +g°,
=JUX|X € =
l+g+g’+g’ g+’ +g,g+g'+g 1+ g +g'+¢°

6(C)={000000,110100,101010,011110,111001,001101,010011,100111}

[6,3,3»]2 parametrelerine sahip bir lineer koddur. Ayrica,

W =<{g’g3’g5}>={Oag,g3,g+g3,g5,g+g5,g3+g5,g+g3+g5} dir. Bu durumda

Ct= {(u_])r X

Wl} 0,1+ g’ + g’ 1+g+g",g+ g’ +g +g",
X e =
l+g+g’+g’,g+g+g, ¢+ +& 1+ g +g'+ ¢

0(C*)={000000,101100,110010,011110,111001,010101,001011,100111}
[6,3,3»]2 parametrelerine sahip bir lineer koddur. Dikkat edilirse
CmCl={0,g+g2+g3+g4,1+g+g2+g5,1+g3+g4+g5}

= {000000,011110,111001,100111}.
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Ornek 6.4 C,=(g)= {l,g,gz,g3,g4,g5} mertebesi 6 olan devirli grup ve F, ={0,1}
ikili sonlu cisimiken u=1+g+ g’ + g*+ g’ € F,C, olarak alirsak, u" =u=u"" olur.

W=<{1,g2,g4}>={0,1,g2,1+ g gt l+gt g +gt 1+ g’ +g4} alalim. Bu durumda

0,g+g3,1+g2+g4,1+g+g2+g3+g4,g+g5,
C={ux|er}= s s s 4 s 2 3. 4. s
g+g.l+g+g+g +g,l+g +g+g +¢g

6(C)=1{000000,010100,101010,111110,010001,000101,111011,101111}
[6,3, 2]2 parametrelerine sahip bir lineer koddur. Ayrica,

W =<{g’g3’g5}>={Oag,g3,g+g3,g5,g+g5,g3+g5,g+g3+g5} dir. Bu durumda

Ct= {(u_] )T X

o Wl}— 0,1+ g% 1+g" g’ +g" . g+g’ + g’ l+g+g + g +¢’,
l+g+g’+g'+g’ . g+g’+g+g" +¢’

0(C*)={000000,101000,100010,010010,010101,111101,110111,011111}

[6,3, 2]2 parametrelerine sahip bir lineer koddur.
Dikkat edilirse CnC* ={000000}. Dolayisiyla C kodu LCD sartini saglar.

Teorem 6.2 R bir halka, G={g1,g2,...,gn} bir grup ve S = G olmak tizere W =(S),

wt= <G—S>, RG grup halkasinin R — alt modiilleri olsun. ¥ € RG birim elemani icin

C={ux|er} ve Cl={(u“)ry‘yer} kodlarini tanimlayalim. CnC* ={0}

ancak ve ancak ™' =u".

ispat: (<) u™' =u" olsun. CAC* #{0} oldugunu kabul edelim. Bu durumda en az
. n o . a1y . -1 T o
bir 0zeCnNC~ vardir. Oyle ki z=ux=(u ) y dir. 4= =u oldugundan

z=ux=(uT)Ty:>ux=uy olur. Buradan 0#x=y elde ederiz. WW*={0}

oldugundan bu bir celiskidir.
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(=) CnC={0} ve 0£xeW,0% yeW" igcin uxeC ve (u_')TyeCl olsun. Eger

ux,(u“)rye CNC* ise ux=(u“)ry=0 dir. O halde uxy=0 ve (u‘l)rxy=0
T T

yazabiliriz. Bu durumda uxy—(u‘l) xy=xy(u—(u_l) )=0 olur. Sonug olarak

T
u—(u‘l) =0 ve buradan u' =u".
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Dordiinci bolimde devresel sifir bolen kodlarin yapisi bir grup halkasi ailesinde

calisildi. Ayrica elde edilen bu kodlarin eleman sayilari ile dual kodlari verildi.

Besinci bolimde literatiirde bir ilk olarak sabit devirli kodlar ile grup cebirleri arasinda
iliski kuruldu ve bu kodlarin yapisi calisildi. Ayrica grup cebirlerindeki sifir bolenler
kullanilarak sabit devirli kodlar icin bir insa yontemi verildi. Bunlara ek olarak 6nerilen
insa metodu yardimiyla sabit devirli kodlar icin bazi iyi kod parametreleri tablolar
halinde verildi. Daha sonra bu kodlar icinde kendine dik ve kendine dual olan kodlar

belirlendi. Bu kodlara bagli olarak kuantum hata dizelten kodlar icin bazi glizel kod
parametreleri elde edildi. Buna ek olarak (Iﬁ‘q +vIE‘q)G grup halkasindaki sabit devirli

kodlardan kendine dik ve kendine dual olan kodlar belirlendi. Belirlenen bu kodlar icin

uygun bir Gray donlislimi tanimlanarak IFq Uzerinde bircok kuantum hata dizelten kod

parametresi elde edildi.

Altincit bolimde grup halkalar Gzerinde LCD kodlar icin bazi kosullar belirlendi. Son

bolim ise sonug ve onerilere ayrilmistir.

Bu calismada elde edilen kod parametreleri degismeli grup halkalarindan elde
edilmistir. Degismeli olmayan gruplar lizerine insa edilen grup halkalari vasitasiyla daha

ilginc sonuclarin elde edilebilecegini 6ngérmekteyiz.

46



KAYNAKLAR

[1]

[2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

Cayley, A., (1854). “On the theory of groups, as depending on the symbolic
equation 8" =1", The London, Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine
and Journal of Science, 7(42): 40-47.

Hurley, P. ve Hurley, T., (2007). “Module codes in group rings”, In 2007 IEEE
International Symposium on Information Theory, 1981-1985).

Hurley, P. ve Hurley, T., (2009). “Codes from zero-divisors and units in group
rings”, International Journal of Information and Coding Theory, 1(1): 57-87.

Berman, S. D., (1967). "On the theory of group codes", Cybernetics and
Systems Analysis, 3 (1): 25-31.

Berman, S. D., (1967). "Semisimple cyclic and Abelian codes II", Cybernetics
and Systems Analysis, 3 (3): 17-23.

MacWilliams, F. J., (1969). “Codes and ideals in group algebras”,
Combinatorial mathematics and its applications, 317-328.

MacWilliams, M., (1970). “Binary codes which are ideals in the group algebra
of an abelian group”, Bell System Technical Journal, 49(6): 987-1011.

Miller, R. L., (1979). “Minimal codes in abelian group algebras”, Journal of
Combinatorial Theory, Series A, 26(2): 166-178.

Vesselin, D. ve Lakatos, P., (1989). "Monomial ideals, group algebras and error
correcting codes", Applied Algebra, Algebraic Algorithms and error-correcting
codes, 181-188.

Sabin, R. E., (1994). “On row-cyclic codes with algebraic structure”, Designs,
Codes and Cryptography, 4(2): 145-155.

Sabin, R. E. ve Lomonaco, S. J., (1995). “Metacyclic error-correcting codes”,
Applicable Algebra in Engineering, Communication and Computing, 6(3): 191-
210.

Forney, G. D. ve Trott, M. D., (2004). "The dynamics of group codes: Dual
abelian group codes and systems", IEEE Transactions on Information Theory,
50 (12): 2935-2965.

47



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

Forney, G. D. ve Trott, M. D., (1993). “The dynamics of group codes: state
spaces, trellis diagrams, and canonical encoders”, IEEE Transactions on
Information Theory, 39 (5): 1491-1513.

Biglieri, E. ve Michele E., (1995). "On the construction of group block codes",
Annales des télécommunications. 50: Springer-Verlag.

Pruthi, M. ve Arora, S. K., (1997). “Minimal codes of prime-power length”,
Finite fields and their applications, 3(2): 99-113.

Arora, S. K. ve Manju P., (1999). "Minimal cyclic codes of length 2p"", Finite
fields and their applications, 5 (2): 177-187.

Bakshi, G. K., Dumir, V. C. ve Raka. M., (2002). "Minimal cyclic codes of length
2™" Ranchi Univ. Math. J, 33: 1-18.

Bakshi, G. K. ve Raka, M., (2003). "Minimal cyclic codes of length p"gq ", Finite
Fields and Their Applications, 9 (4): 432-448.

Dutra, F. S., Ferraz, R. A. ve Milies, C. P., (2009). "Semisimple group codes and
dihedral codes", Algebra and Discrete Mathematics, 3: 28-48.

Ferraz, R. A. ve Milies, C. P., (2007). "ldempotents in group algebras and
minimal abelian codes", Finite Fields and Their Applications, 13 (2): 382-393.

Pillado, C. G. Gonzalez, S., Martinez, C., Markov, V. ve Nechaev, A., (2013).
“Group codes over non-abelian groups”, Journal of Algebra and its
Applications, 12(07): 1350037.

Polcino Milies, C. ve de Melo, F. D., (2013). “On Cyclic and Abelian Codes”,
IEEE Transactions on Information Theory, 59(11): 7314-7319.

Chalom, G., Ferraz,R. A., Guerreiro, M. ve Milies, C. P., (2012). "Minimal Binary
Abelian Codes of length p™"g"", arXiv preprint arXiv:1205.5699.

Schéfer, A., (2012). Two Sided and Abelian Group Ring Codes (Doctoral
dissertation, RWTH Aachen University).

Singh, R. ve Pruthi, M., (2011). “Primitive idempotents of irreducible quadratic
residue cyclic codes of length p"g™”, Int. J. Algebra, 5(6): 285-294.

Hurley, T., (2006). “Group rings and rings of matrices”, Int. J. Pure Appl. Math,
31(3): 319-335.

Hurley, T., (2007). “Convolutional codes from units in matrix and group rings”,
arXiv:0711.3629.

Hurley, T., (2014). “Convolutional codes from unit schemes”, arXiv:1412.1695.

Hurley, P. ve Hurley, T., (2010). Block codes from matrix and group rings,
Selected Topics in Information and Coding Theory, (eds: |. Woungang, S. Misra
and SC Misma) World Scientific, 159-194.

OShaughnessy, J., (2014). “Convolutional codes from group rings”,
International Journal of Information and Coding Theory, 2(4), 171-190.

48



[31] Fu, W. ve Feng, T., (2009). “On self-orthogonal group ring codes”, Designs,
Codes and Cryptography, 50 (2): 203-214.

[32] McLoughlin, I., (2012). “A group ring construction of the [48, 24, 12] type Il
linear block code”, Designs, Codes and Cryptography, 63(1): 29-41.

[33] Hurley, B. ve Hurley, T., (2014) “Systems of MDS codes from units and
idempotents”, Discrete Mathematics, 335: 81-91.

[34] MacWilliams, F. J. ve Sloane, N. J. A., (1977). The theory of error correcting
codes, Elsevier.

[35] Ling, S. ve Xing, C., (2004). Coding theory: A first course, Cambridge University
Press.

[36] Morelos-Zaragoza, R. H., (2006). The art of error correcting coding, John Wiley
& Sons.

[37] Wan, Z. X., (1997). Quaternary codes. (Vol. 8). World Scientific

[38] Milies, C. P. ve Sehgal, S. K., (2002). An introduction to group rings, (Vol. 1).
Springer Science & Business Media.

[39] Passman, D. S., (2011). The algebraic structure of group rings, Courier
Corporation.

[40] Berlekamp, E. R., (1968). Algebraic Coding Theory. Series in Systems Science,
New York-Toronto: McGraw Hill.

[41] Grassl, M. Bounds on the minimum distance of linear codes, Available at:
<http://www.codetables.de>. Accessed on 2016-02-15.

[42] Bosma, W. Cannon, J. ve Playoust, C., (1997). “The Magma algebra system I:
The user language.” Journal of Symbolic Computation, 24(3): 235-265.

[43] Calderbank, A. R. ve Shor, P. W., (1996). “Good quantum error-correcting
codes exist”, Physical Review A, 54(2): 1098.

[44] Steane, A. M., (1996). “Simple quantum error-correcting codes”, Physical
Review A, 54(6): 4741.

[45] Ketkar, A. Klappenecker, A. Kumar, S. ve Sarvepalli, P. K., (2006). “Nonbinary
stabilizer codes over finite fields”, IEEE Transactions on Information Theory,
52(11): 4892-4914.

[46] Massey, J. L., (1992). “Linear codes with complementary duals”, Discrete
Mathematics, 106: 337-342.

49



OZGECMIS

KiSISEL BiLGILER

Adi Soyadi

Dogum Tarihi ve Yeri
Yabanci Dili

E-posta

OGRENiM DURUMU

:Mehmet Emin KOROGLU
:Gerger-1982
:ingilizce

:sadecesad@gmail.com

Derece Alan Okul/Universite Mezuniyet Yili

Y. Lisans Matematik Yildiz Teknik Universitesi 2012

Lisans Matematik Atatirk Universitesi 2009

Lise Fen Bilimleri Esenler ibrahim Turhan Lisesi 1995-1997
Acik Ogretim Lisesi 2006

iS TECRUBESI

Yil Kurum Gorevi

2012 Yildiz Teknik Universitesi Arastirma Gorevlisi

50



YAYINLARI
Makale

1. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2017). A Class of Constacyclic Codes from Group
Algebras. Filomat, 31(10), 2917-2923, Doi: 10.2298/FIL1710917K

2. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan, Akin Hasan (2016). The reversibility problem for a
family of two dimensional cellular automata. Turk J Math, 3(40), 665-678., Doi:
10.3906/mat-1503-18

3. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan, Akin Hasan (2014). Error Correcting Codes via
Reversible Cellular Automata Over Finite Fields. Arabian Journal for Science and

Engineering, 39(3), 1881-1887. Doi: 10.1007/s13369-013-0757-0

4. Siap irfan, Akin Hasan, Kéroglu Mehmet Emin (2012). Cellular automata with Penta
Cyclic Rule and ECCs. International Journal of Modern Physics C, 23(10), 0-13., Doi:
10.1142/50129183112500660

5. Kéroglu Mehmet Emin, Ozbek ibrahim, Siap irfan (2017). Optimal codes from
Fibonacci polynomials and secret sharing schemes. Arabian Journal of Mathematics,

Doi: 10.1007/s40065-017-0171-7

6. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2017). Quantum Codes From A Class of
Constacyclic Codes over Group Algebras. Malaysian Journal of Mathematical Sciences

(MJMS), 11(2), 289-301.

7. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2016). Quantum Codes From Negacyclic Codes
over Group Ring (Iﬁ‘q +vIE‘q)G. Journal of Physics: Conference Series. Vol. 766. No. 1.

IOP Publishing, 766(1), 12019, Doi: 10.1088/1742-6596/766/1/012019

8. Siap irfan, Akin Hasan, Kéroglu Mehmet Emin (2013). The Reversibility of (2r +1)-
Cyclic Rule Cellular Automata. TWMS J. Pure Appl. Math., 4(2), 215-225.

9. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan, Akin Hasan (2012). Cellular automata based byte
error correcting codes over finite fields. American Institute of Physics, 1470, 183-186.,

Doi: 10.1063/1.4747670

10. Akin Hasan, Siap irfan, Kéroglu Mehmet Emin (2012). Transient and cycle

51



structure of elementary rule 150 with reflectiveboundary. American Institute of

Physics, 1470, 156-158., Doi: 10.1063/1.4747663

11. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan, Akin Hasan, Temiz Fatih (2012). Hybrid quadratic
cellular automata and its applications to Pseudo random number generators. Global

Journal on Technology, 1166-1171.

12. Temiz Fatih, Siap irfan, Akin Hasan, Kéroglu Mehmet Emin (2012). A Family of Two
Dimensional Hybrid Cellular Automata and Its Applications to Pseudo Random Number

Generators. Global Journal on Technology, 1, 1649-1655.

Bildiri
1. Koroglu Mehmet Emin, Ersoy Bayram Ali (2017). On LCD codes from group rings.

International Congress on Fundamental and Applied Sciences 2017 (ICFAS2017)
(Ozet Bildiri)

2. Koroglu Mehmet Emin, Ersoy Bayram Ali (2017). A class of LCD codes from group
rings. 13th International Conference on Algebraic Hyperstructures and its Applications

(AHA2017) (Ozet Bildiri)

3. Koroglu Mehmet Emin, Sari Mustafa (2017). Negacyclic Hermitian LCD Codes.

International Conference on Mathematics and Engineering, 362-362. (Ozet Bildiri)

4. Sari Mustafa, Koéroglu Mehmet Emin (2017). On MDS Neagacyclic LCD Codes.

International Conference on Mathematics and Engineering, 218-218. (Ozet Bildiri)

5. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2016). On quantum codes via constacyclic codes
from group algebras. International Congress on Fundamental and Applied Sciences

(Ozet bildiri)

6. Koroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2016). Constacyclic Codes over Group Rings.
Analysis, Topology and Algebra: The Theory and Applications (ATA2016), 32-32.
(Ozet bildiri)

7. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2016). Quantum Codes From A Class of
Constacyclic Codes over Group Algebras. International Conference on Quantum

Science and Applications (Ozet bildiri)

52



8. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2015). Zero Divisor Codes From Group Rings.

Mathematics Days in Tirana (Tam metin bildiri)

9. Ozbek ibrahim, Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2015). Secret Sharing Schemes
Obtained from Some Special Codes. Non Commutative Rings and Their Applications IV

(Ozet bildiri)

10. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan, Akin Hasan (2014). The Reversibility Problem for
A Special Family of 2D Cellular Automata. 3rd International Eurasian Conference on

Mathematical Sciences and Applications (IECMSA-2014) (Ozet Bildiri)

11. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2014). Structure of Codes in The Group Rings
Z,C,. KMD'2014 (Ozet bildiri)

12. Siap irfan, Kéroglu Mehmet Emin (2014). Optimal Code Families From Fibonacci
Polynomials. KMD'2014 (Ozet bildiri)

13. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan, Akin Hasan (2012). Transient and Cycle
Structure of Elementary Rule 150 with Reflective Boundary. ICAAM-2012 (Ozet bildiri)

14. Koroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2012). Cellular automata based byte error
correcting codes over finite fields. First International Conference on Analysis and

Applied Mathematics (Ozet bildiri)

15. Siap irfan, Akin Hasan, Kéroglu Mehmet Emin (2012). On One Dimensional (2r+1)
Cyclic Rule Cellular automata. IECMSA-2012 (Ozet bildiri)

16. Koroglu Mehmet Emin, Siap irfan (2012). Cellular Automata Based Byte Error
Correcting Codes over Ternary Fields. ICAAA-2012 (Ozet bildiri)

17. Temiz Fatih, Siap irfan, Akin Hasan, Kéroglu Mehmet Emin (2011). A Family of Two
Dimensional Hybrid Cellular Automata and Its Applications to Pseudo Random Number

Generators. WCIT'2011 (Ozet bildiri)

18. Kéroglu Mehmet Emin, Siap irfan, Akin Hasan, Temiz Fatih (2011). Hybrid
Quadratic Cellular Automata and Its Applications to Pseudo Random Number

Generators. WCIT'2011 (Ozet bildiri)

53



Proje

1. Yildiz Teknik Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinatérligii (2016-01-03-
DOPO1) Bazi Grup Halkalari Uzerinde Tanimli Kodlarin Yapilari (Arastirmaci)

2. Cisim ve Halkalar Uzerinde Taniml 2 Boyutlu HiicreselDéniisiimlerin Cebirsel Yapilari
ve Davranislari, TUBITAK PROJESI, 01/09/2011 - 01/09/2012 (Bursiyer)

ODULLERI

1. TUBITAK Yurtici Doktora Bursu

2. Yildiz Teknik Universitesi Yayin Tesvik Oduli (2013,2014)

54



	Binder1.pdf
	TEZ.pdf

	TEZ ONAY SAYFASI.pdf
	Binder2.pdf
	TEZ.pdf


