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OZET

BURGERS DENKLEMIi VE BLACK-SCHOLES TiPi DENKLEMLER iCiN TERS
PROBLEM YAKLASIMI UZERINE

Volkan OBAN

Matematik Mihendisligi Anabilim Dah

Doktora Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Cogkun GULER

Bu ¢alismada, finans, fizik, biyoloji ve kimya gibi pek ¢ok bilim dallarinda kullanilan gesitli
kismi diferansiyel denklemler ele alinmis ve bu denklemler igin ters problem yaklagimi
irdelenmis ve Onerilmistir. Tezde esas olarak, incelenen denklemler igin cgesitli
dontgimler altinda bilinen denkleme indirgenmis ve bu denk ters problemin iyi
tanimli(well-posed) olmasi daha o©nceden yapilan ¢alismalar kaynak gosterilerek
gerceklenmistir. Ayrica, bazi denklemler igin nimerik agidan ¢6zim aranmistir.
Calismada, denklemlerin ¢ogunlugu glincel yasamda ve c¢esitli alanlarda yaygin olarak
kullanildigl icin g6z 6ntinde bulundurulmustur.

Anahtar Kelimeler: Ters Problem, Iyi Tanimli Problem, Burgers Denklemi, Black-Scholes
Denklemi, Dontstiim, Difiizyon Denklemi, Sonlu Farklar Yontemi, Diferansiyel Donlisim
Yontemleri.
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ON THE APPROACH TO INVERSE PROBLEMS FOR BURGERS’ EQUATION
AND BLACK SCHOLES TYPE EQUATIONS

Volkan OBAN
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In this study, some partial differential equations used in finance, physics, biology and
chemistry are handled. The inverse problem approach for these equations are examined
and recommended. Essentially, in this thesis, the equations handled are reduced to
known equation and the fact that this inverse problem is well-posed has been realized
by referring to the previous studies done. Also, numerical solution of some of all are
investigated. Many of the equations are considered in this study because they are used
extensively in various fields.
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BOLUM 1

GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Ters problem, bir takim goézlemlerden onlari lireten nedensel faktorleri hesaplama
islemidir. Ornegin, X-isinli bilgisayarli tomografide bir gériintiiniin hesaplanmasi,
akustikte kaynak yeniden yapilandirilmasi veya Diinyanin yercekimi alani élgimunden,

yogunlugunun hesaplanmasi.

Ters problemlerin bazi uygulamalari: medikal goriintiileme (EIT), érnegin ventilatorle
ilgili akciger hasarini azaltmak igin Tibbi optik tomografi; Elektriksel 6lgiimi kullanarak
endustriyel proses izleme; Fotoelastisite-saydam bir cisim icindeki stresin
gorsellestiriimesi; Jeofiziksel goriintlileme; Erimis metal akisinin elektromanyetik
izlenmesi; Havaalani X-ray tarayicilari; Malzeme biliminde X-ray tomografisi; Glivenlik
taramasi ve kara mayini tespiti icin yeni nesil metal detektérleri. istatistiksel fizik,
Hesaplamali Goruntileme(Computational Imaging), makine 6grenmesi, blylk veri
analizi gibi alanlarda kullaniimaktadir. Ters problemlerin ¢6zima, hava tahmini, értnti
tanima(pattern recognition), tibbi tomografi ve petrol arama gibi cok cesitli
uygulamalarin temelini olusturur. Bu nedenle uygulama alaninin genisligi nedeniyle
bircok kisi Gizerinde calismaktadir. Bu calismada, pek cok denklem diflizyon denklemine

indirgenerek calisilmistir.



Birincisi 1s1l etki ile atomlarin kendi denge konumlari gevresindeki kiiglik titresim
hareketleri, ikincisi ise yine ayni etki ile bir denge konumundan digerine atlayarak
yaptiklari uzak mesafe hareketleridir. Bu sonuncuya atomsal yayinim veya diflizyon
denir.

Diflizyon problemleri, biyoloji, gériintii isleme, parcacik sistemleri, koagiilasyon!

modelleri ve matematiksel finans gibi ¢ok ¢esitli uygulamalarda ortaya ¢ikmaktadir.

Literatlirli inceledigimizde, bu calisma igin arastirilan ve kaynak alinan c¢alismalarin

kronolojik sirasi agsagidaki gibidir.

Beznoshchenco, 1975 vyilinda ters problemde yer alan katsayl belirleme problemin
incelemistir.Sadece uzay degiskenine bagh bas katsayinin belirlenmesi problemi
Ivanchov,Ramm ,Saldina, Shamsi ve Denghan, Liao vd makalelerinde ve ¢alismalarinda
incelenerek belirtilmistir.Dogada yer alan bazi olaylar, yerel olmayan sinir kosullu
parabolik sinir deger problemi ile modellenebilme &zelligi mevcuttur. Ornegin, Cannon,
Ivanchov,ve digerlerinin ¢alismalari yerel olmayan sinir kosullu ters parabolik sinir deger
problemlerini igermektedir. Bu konularda, ek kosul verilerek yapilan diger ¢alismalar;
Ivanchov,Ramm, Pabyrivska , Farcas , Wang Denghan,Liao, Liu ve digerleri taraindan

cesitli yillarda yapiimistir.

Daha sonra, gerek yerel olmayan sinir kosullu gerekse periyodik kosullar altinda ters
problem incelemeleri; Ismailov, Kanca ve, quasilineer denklemler igin Kanca ve Baglan

¢alismalari mevcuttur.

Bu calismada, kullanim ve uygulama alanlari fazla olan denklemler incelenmis
giris kisminda ters problem hakkinda yapilan galismalarin literatiir 6zeti, tezin amaci ve

hipotez kismi verilmistir. ikinci bélimde temel tanimlar verilmistir.

1 Koagiilasyon: Koagiilant kimyasallarin, uygun pH ’da atik suya ilave edilmesi ile atik suyun biinyesindeki
kolloidal ve askida kati maddelerle birleserek flok olusturmaya hazir hale gelmesi islemidir. Bir baska

anlami da pihtilasmadir.



Bolim 3’te ise, bilinen denklemler gesitli dontsimler altinda difizyon denklemine
indirgenmis ve bu problemler igin daha 6nceden var olan bilindik teoremler uygulanmis,

iyi konuslandiriimis (well — possed) oldugu gosterilmistir.

Tezin 4. Bélimiinde ise, lineer olmayan Burgers denklemi igin ters problem yaklasimi
gerceklenmistir. Cole-Hopf donlisimi yardimiyla lineer diflizyon denklemine

indirgenmis ve ¢esitli kosullar altinda ters problem yaklasimi yapiimistir.

5. bélimde ise, finansal matematik - finans mihendisliginde ¢okga kullanilan Black
Scholes (Merton) Denklemi ele alinmis ve bilindik cesitli donlstimlerle diflizyon
denklemine indirgenmis ve daha onceden yapilan ¢alismalara atifta bulunarak bazi

kosullar altinda ters problem yaklagimi gergeklenmistir.
Tezin 6. Béliminde ise, NUmerik Yontemlerle ¢6ziim yaklasimlari ele anilmistir.

Son kisimda ise degerlendirmeler ve ileride yapilabilecek ¢alismalar hakkinda bilgi

verilmistir.

Ek kisimda, ele alinan bazi denklemlerin nlimerik ¢c6ziim{ini veren gesitli program kodlari

verilmistir.



1.2 Tezin Amaci
e Ters problem kavraminin érneklerle anlagilmasini saglamak

e  (Cesitli alanlarda kullanilan bazi denklemlerin(Finans, Fizik, Biyoloji, vb.) temel

difiizyon denklemine indirgenmesi
e  Kullanim alani yaygin olan denklemler igin ters problem yaklagiminin irdelenmesi

e Ters problem yaklasimda, esas olarak indirgenen denk problemlerin daha 6nceden
yapilan ¢alismalar kaynak gosterilerek iyi konuslandiriimis olduklarini belirtmek ve

ele alinan, indirgenen denklemler igin niimerik ¢6zim yéntemleri sunmak.

1.3 Hipotez

“Burgers Denklemi ve Black Scholes Tipi Denklemler igin Ters Problem Yaklasimi Uzerine
"isimli tezde; ilk olarak genel literatlir taramasi yapilarak, ters problem ve uygulama
alanlari verilip, kavramin daha anlasilir olmasini saglamak ve c¢esitli bilim dallarinda
yaygin olarak kullanilan kismi diferansiyel denklemler igin ters problem yaklasimini
vermektir. Matematiksel Finans, Matematiksel Fizik, Biyomatematik gibi alanlarda
bilinen denklemler igin, ters problem yaklasiminda iyi konuslandiriimishk kavramini
irdelemek ve indirgenen denk ters problemleri daha dnceden iyi konuslandiriimiglik
olduklari gosterilen kaynaklara dayanarak, iyi tanimh(well-posed) oldugunu
aciklamaktir. Bazi denklemler igin nimerik ¢6ziim, Sonlu Farklar Yontemi ve Diferansiyel
Dontlisim Yontemi yardimiyla aranip ve benzer yaklasimda bulunmus denklemler icinde

benzer ¢oziimlerin oldugunu gostermektir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Ters Problem ve Uygulamali Alanlari
Direk(forward) Problem
Tahmini Parametreler Matematiksel Model Veri Tahmini
’ |
Ters(inverse) Problem
Parametrelerin ‘ ‘ \

Tahmini " Matematiksel Model [* Olgtilen Veriler

Sekil 2.1 Ters Problem ve Direk Problem Semasi

Ters problemler, dogrudan gozleyemedigimiz parametreler hakkinda bize bilgi verdikleri
icin, fen ve matematikte en dnemli matematik problemlerinden bazilaridir. Optik, radar,
akustik, iletisim teorisi, sinyal isleme, tibbi gorintileme, bilgisayar gérme, jeofizik,
osinografi, astronomi, uzaktan algilama, dogal dil isleme, makine 6grenimi, tahribatsiz

test ve daha bircok alanda genis uygulama alani var.

PDE'ye dayali yaklasimlar glinimUizde finans ve sigortacilikta fiyatlama modelleri olarak
oldukca standarttir ve tinli Black-Scholes denkleminde oldugu gibi stokastik diferansiyel
denklemlerle her zaman glgli bir sekilde iliskilidir. Bunun yerine, sosyo-ekonomik

sireclerin PDE modellemesi son on vyilda, yalnizca sosyo-ekonominin nitel ve nicel



analizine yeni kavrayislar sunmakla kalmayip, ayni zamanda biylyen matematiksel

problemlerin yepyeni bir araligini agarak 6nemli bir gelisme gostermistir

Bilimin diger dallarinda oldugu gibi, ters problemler de sosyo-ekonomideki PDE
modelleri icin dogal olarak ortaya c¢ikmaktadir, zira tim parametreler 6nceden
belirlenemez, ancak verilerden belirlenmesi gerekir. Alternatif olarak PDE tabanli
modeller, geleneksel olarak bu yontemlerin altinda yatan mekanizmalari dikkate
alamayan c¢ok amach istatistiksel modellerle islenmis verileri analiz etmek igin yeni

firsatlar sunar

Ters problem siniflari; gecmise yonelik(retrospective) veya geriye donuk(backward)

problem, ters katsayi problemi, ters sinir problemi olarak literatlirde gecmektedir.

Ters problemler dogal olarak sosyo-ekonomideki PDE modeller ile ortaya ¢ikmaktadir,
¢clinkdl tim parametreler 6nceden belirlenememekle birlikte, veriden belirlenmelidir.
Alternatif olarak PDE tabanli modeller, geleneksel olarak bu yontemlerin altinda yatan
mekanizmalari dikkate alamayan ¢ok amacgh istatistiksel modellerle islenmis verileri
analiz etmek igin yeni firsatlar sunar. Kismi tirevli denklemlerde, herhangi bir katsayiyi,
kaynak terimi, baslangi¢ kosulu gibi ifadeleri belirleme ters problem kullanilir. Finansal
modellerde yer alan modeller igin volatilitenin belirlenmesi, lazer tomografisi Kuantum
mekanikte sac¢ilmalar, goriintl analizi, sismik kesif, sismik tomografi, elektrokardiyografi,
potansiyel teori, kompartiman analiz, jeomanyetik indiksiyon, veri asimilasyonu gibi

alanlarda da bir baska ters problem uygulamalarina dérnektir.

Trcaerand | Friin
—_—
Wriw{Lan| FUEe
%

Frryirrrar| Malre

Sekil 2.2 Ters Problem: Neden ve Etki Bagintisi



Tu=¢ (2.1)
Operator denkleminin ¢d6zimi olarak, ters problem tanimlanabilir. {; bilinmeyen u;
miktari i¢in, verilen olgilmus veri

T:T — A operator donistimu. (I, A : Banach uzayi)

lyi konuslandirilmishk (Well — Posedness): Hadamard anlaminda

«» BUtUN giris verileri i¢in, V{ € A i¢in, Tu = { olacak sekilde bir u € T' vardir.

«» BUtUN giris verileri igin, bu ¢ozim tektir. u # v = Tv # {

s Tum {uy tken icin Tu, = ¢, uy — u dir. Problemin ¢6zim, strekli olarak giris

verisine baghdir.

Basit Ters Problem Ornekleri:

1-
? ? ? 7
? b § s 4
? a = x
? o 2 2 4
> 11 10 24 10
B C A 2 ? ? ? 13 |
I ER i
17 T 4 T 10

Sekil 2.3 Basit Ters Problem Ornegi

Problem: Ayni satidaki veya ayni siitundaki veya ayni renkteki sayilari toplayiniz. [1]

Ters Problem: Ayni satidaki veya ayni stundaki veya ayni renkteki sayilarin toplami

bilindiginde gore bu sayilari bulunuz. [1]

2-
Forward(direk(diiz)) Problem

Verilenler: A = [CCL Z] X = [;] = Hesaplamaiglemi:y = Ax = y = [ZEIZ]]: :



Ters (Inverse) Problem

_ [ae + bf
Y= ce +df
adlandirilir.

] bilinmektedir. A = [Ccl Z] ise, x i bulma problemi ters problem olarak

y=Ax=>x=A"1y = [;]

3-

A:X->Y (2.2)
X,Y fonksiyon uzayi olmak lizere, verilen A ve g igin,

9(©) = Af(D) = [ f(s)ds (2:3)
f vi belirleme problemi ters problem olarak adlandirilir.

4- Bir boyutlu 1si denklemini, baslangig ve sinir kosullariyla birlikte g6z 6niine alalim.

ou 0%u

Pyt (2.4)
u(0,t) = u(m, t) =0, t = 0sinirkosullu, (2.5)
u(x,0) = uy(x), 0 < x < m baslangig kosullu. (2.6)
u(x,t) = Yoy cne_”zt sin(nx), ¢, = %fon uy (1) sin(nt) dt (2.7)

Yukarida verilen uy baslangi¢ sicakhgi dagilimi ve nihai sicaklik T verileriyle, u(.,T)
belirleme diz(forward) problem; u(.,T) nihai sicaklik dagilimi verildiginde, 6nceki

zamanlarda sicakliklari (t < T) belirleme ters problem olarak adlandirilir.

u(x,T) = %fonp(x, Tug(r)dt, 0<x<m (2.8)
Burada

p(x,7) = ¥, e T sin(nx) sin(nr) (2.9)

5- Verilen x4,x,, ...,x, noktalarina ve verilen y;,y,, ...,y, degerlerine karsihk n.
dereceden bir p polinomunu bulma problemi ters problem olarak adlandirilir.(Lagrange

interpolasyon problemi)



6- X-ray tomografi icin diz problem, X-ray projeksiyon gorintisini elde etme. Ters
problem ise, X-ray bilinmeyen viicudun fiziksel kisminin X — ray gorintl yapisindan

belirleme. [33]

&1

Sekil 2.4 Ters Problem Uygulamasina Ornek

7- Veri Asimilasyonu (Data Assimilation): Veri asimilasyonu elde edilen gozlemleri ve
belli bir zaman araliginda matematiksel tretilmis modellerle, tahminleri sentezleyip, bu
bilgiler 1s18iInda olusturulan sistemin en iyi tahminini bulmayi amaglamaktadir. Bilgisayar
aractligiyla yararlanilan sayisal model gercek yasamda fiziksel bir modele yaklasim
oldugu icin bilgisayar araciligiyla yapilan benzetimler, gercek yasamdaki fiziksel durumla
ortismeyebilir. Bu farklardan dogan modelin zamanla yanhs yonlerdeki gelisimi
gozlemlerle dizeltilebilir.

Veri asimilasyonuna, kiresel degisimin gdzlenmesi, uydularin yériinge tahmini, meteorolojik

acidan hava tahmini, ugaklarin belirli hava kosullarinda otomatik inis yapmasi gibi 6rnekler

verilebilir.



Veri Asimilasyonu
[Data Assimilation]

Model Ongorust —
: ‘o .s C —
G > I
—
Analiz

Gozlem

Sekil 2.5 Veri Asimilasyon Ornegi

2.2 Vektor Uzayi
V # @ ve F™ n-boyutlu cisim[uzay] olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan, V kiimesi

F™ uzayi Gstinde bir vektor uzayidir.

1.V kimesi tizerinde tanimli olan toplama islemi (+) mevcuttur ve asagidaki 6zelliklere

sahiptir.

Ozellik 1: Kapallik Ozelligi V i1, ¥ € V icin i + ¥ tanimhdirve it + ¥ € V.

—

Ozellik 2: Birlesme Ozelligi: Vi, 7, w € V igin (L + V) + W = U+ (¥ +w) V kiimesi
Uzerinde mevcuttur.

Ozellik 3: Birim eleman: O€V ve VI €V icin &+ 0 =041, V kimesi tzerinde
toplama islemine gore birim eleman vardir.

Ozellik 4: Ters Eleman: Vii € V icin, V kiimesi icerisinde —1i ile gosterilen ve & + (=) =
0 ve (—ut) + % = 0 esitliklerini saglayan ters bir —i elemani mevcuttur.

Ozellik 5: Degisme Ozelligi: Vi,V €V igin i+ ¥ =¥+ % , V kimesinde toplama

isleminin degisme 6zelligi mevcuttur.

2. FxV - V (g i) - ¢ii bigiminde, skaler ile carpma islemi mevcuttur ve asagidaki

onermeleri saglar.



Ozellik 6: V¢ € F ve V 11,V € Vigin, ¢(il + ¥) = ¢li + ¢V
Ozellik 7: Va, 8 € F ve Vii € Vigin (a + B)il = aii + Sl

Ozellik 8: Va, 8 € F ve Vii € Vigin (af)ii = a(Bil)
Ozellik 9: F nin carpmaya gére birim elemani (1) icin, V nin her elemani icin 1=

2.3 Normlu Uzay ve Banach Uzayi:

X bir vektor uzayi, x,y € X iki vektor olsun ve a skaler olmak tzere
1) llxll = 0

2) x|l = 0 & x = 0y

3) llax|l = lel]lx]]

4) |lx + yll < x|l + ||yl 6zelliklerini saglayan || . || fonksiyonuna X uzay izerinde bir

norm, (X, || . |) ikilisinde bir normlu uzay adi verilir.
(X, || - || bir normlu vektor uzayi olmak Gzere XxX Gzerine tanimlanan

d(x,u) = ||x — y|| fonksiyonu X lizerinde b ir metriktir ve bu metrige norm tarafindan

Uretilen metrik denir.

Bu metrik ile tam olan bir normlu uzaya Banach uzayi denir.

2.4 i¢ Carpim Uzayi ve Hilbert Uzayi:
X bir vektor uzayi olsun. x, y € X icin asagidaki kosullari saglayan

<,>:XxX - R, (x,y) » < x,y > fonksiyonuna V' Gizerinde bir i¢ ¢garpim, X ye de bir

i¢ carpim uzayi adi verilir. (X, <, >) ile gosterilir.

Ozellik 1: V x,y € Xicihn< x,y >=<y,x

Ozellik 2: ¥V x,y E Xicin<x,y+z>=<x,y> +<x,2

Ozellik 3: ¥V x,y E XveaeR icin< ax,y >=a < x,y >=<y,ax >

Ozellik4:Vx € Xicin<x,x>>0; <x,x>=0<x=0

Eger bir i¢c carpim uzayi i¢ garpimdan elde edilen norma gore tam ise bu uzay bir Hilbert

uzayi olarak adlandirilir.
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2.5 iyi konuslandirilmis Problem (Well — Posedness)

Asagidaki kosullari saglayan kismi diferansiyel denkleme iyi konuslandirilmis problem

denir. (Hadamard)
(1) Bir ¢ozUmiin var olmasi

(2) Cozlimun tekligi

(3) Cozimun problemin verilerine strekli olarak bagh olmasi ( baslangig kosullari, sinir

kosullari vb.)

2.6 Hilbert Uzayinda Riesz Bazi

Bir H Hilbert uzayinda {x;}; vektor takimi, tersinir bir lineer donusiim altinda, H igin
bir ortonormal bazin goriintisu ise, H icin bir Riesz bazidir. Baska bir deyisle, H igin bir
ortonormal {e, } bazi ve tim k lar icin, T e, = x;, olacak sekilde tersinir bir T donisimi

var ise {xy }, , H igin bir Riesz bazidir.

2.7 Banach Sabit Nokta Teoremi

(E, p) bir metrik uzay ve A: E = E bir operator olsun. Eger, E uzayl tam metrik uzay ve A
operatori de daraltan operatér ise, 0 zaman A operatoriiniin E uzayi icinde sabit noktasi

vardir ve tektir.

2.8 Kompakt Kiime

(X,d) bir metrik uzay ve E € Xolsun. Eger E deki her dizi limiti E de olan yakinsak bir
alt diziye sahip ise E kiimesine kompakt kiime denir.
Eger X kompakt ise (X, d) metrik uzayr kompakt olur. Bir metrik uzaydaki kompakt bir

kiime ayni zamanda tamdir. Eger E kiimesi kompakt ise E kiimesi kapali ve sinirlidir.

11



2.9 Diizgiin Yakinsakhik

(X,d,) ve (Y,d,) iki metrik uzay olmak tzere; n : X — Y fonksiyonu ele alinsin. ve>
0 igin d1(x1,x3) < & iken dy(n(x1),n(x,)) < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa n

fonksiyonu X Uzerinde diizglin yakinsaktir denir

2.10 Cauchy Dizisi

(X,d) bir metrik uzay, (x,) € X dizisi olsunv€>0, m >n =N olmak uzere,

d(xm, x,) < € olacak sekilde bir N sayisi varsa (x,,) Cauchy dizisidir.

Tam Metrik Uzay

(X,d) bir metrik uzayinda her Cauchy dizisi X deki bir noktaya yakinsiyor ise
(X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Bir metrik uzaydaki kompakt bir kiime ayni zamanda tamdir.

Schauder Sabit Nokta Teoremi

X bir Banach uzayi, C € X bog kimeden farkli kompakt konveks bir alt kimeve f:C —
C surekli bir déntisim olsun. Bu durumda f en az bir sabit noktaya sahiptir (Schauder

1930)

2.11 Stokastik Siireg ve Stokastik Diferansiyel Denklem

Stokastik sureg( rastgele siireg), zaman veya mekana gore degisen/evrilen olgulari
tanimlamak icin kullanilan bir olasiik modelidir. Daha kapsamli olarak, olasilik
teorisinde, stokastik slire¢, degisimi rastgele bir varyasyona bagh olan bir degisken
tarafindan temsil edilen bazi sistemlerin gelisimini yansitan bir zaman
dizisidir.(wikipedia)Stokastik bir strec: tesadifi degiskenlere [random variables] bagh
surec olarak tanimlanabilir.Bir stokastik diferansiyel denklem (SDE), bir veya daha fazla
terimin stokastik bir stire¢ oldugu ve ayni zamanda ¢6zimunin de stokastik bir slire¢
olan bir diferansiyel denklemdir. SDE'ler, dengesiz hisse senedi fiyatlari veya termal
dalgalanmalara maruz kalan fiziksel sistemler gibi cesitli olgulari modellemek igin

kullantlir.
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Parabolik Kismi Tiirevli Denklem;

Auyy + 2Buyy + Cuyy + Duyy + Euy + F =0 (2.10)

Eger A= [g ?] matrisi icin; det(A) = 0 oluyorsa, ikinci merteben kismi tirevli
denklem parabolik kismi tirevli denklem, det(A) > 0, hiperbolik kismi tiirevli
denklem, det(A) < 0, eliptik kismi tirevli denklem adini alir.

Cly,v] : [y,v] aralig Gzerinde surekli fonksiyonlar uzayini géstermektedir.

C™S(I) : T dikdértgen bélgesinde, (x,t) ciftlerinden olusan, r,s € Z* U {0} (negatif
olmayan tamsayilar kiimesine ait, |n| < r,|u| < s olmak lzere; kendisi, x degiskenine
gore 7. kismi turevleri ve t degiskenine gore u. kismi tlrevleri surekli olan fonksiyonlar

uzayini gostermektedir.

L,(0,1) : (0,1) araligI Uzerinde tanimli olan, reel degerli ve karesi Lebesque anlaminda

integrallenebilen fonksiyonlarin uzayini géstermektedir.

(p,u) :Ters problemin var olan, tek olan ve problem verilerine siirekli bagli olan ¢6ziim

ikilisi
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BOLUM 3

UYGULAMA ORNEKLERI

3.1 Bazi Kosullar Altinda Adveksiyon(Konveksiyon) — Difiizyon Denkleminde Yer Alan

Katsayinin Belirlenmesine Yonelik Bir Yaklagim

Bir boyutlu lineer Adveksiyon-Diflizyon denklemi asagidaki sekildedir.

2
D=y (3.1)
ov . .
P : Yigihm (Accumulation)
v .
P : Adveksiyon
& : Diftizyon
ox2 '

Burada ¢ > 0 sabit (adveksiyon hizi), y the kinematik hiz, T zaman ve v hiz degiskeni.
Adveksiyon  Difizyon  Denklemi,  kirletici madde yogunlugu, su-petrol

damitimi(fraksiyonu) , bir opsiyonun fiyati gibi alanlarda kullaniimaktadir.

Tanim kiimesi At ;

A ={(x1):0<x<1,0<7T<T} (3.2)
Asagidaki homojen olmayan Konveksiyon-Diflizyon denklemi ele alinsin.

p(T)Z—:+cZ—Z=y%+F(x,T) (3.3)
v(x,0) =Y (x) (3.4)
v(0,7) =0, v,(0,7) = e v (1,7) + nv(1,7) (3.5)
f01 e~ “p(x,7)dx = E(1) (3.6)

14



C . . .
burada a = o ve i, F, E bilinen problem verileri.

(3.3)-(3.6) ‘te yer alan {p(t),v(x, 1)} ciftini belirleme problemi, ters problem olarak

adlandirilir.

Standart Difiizyon Denklemine indirgeme:

ax+ft

v(x,7) =e u(x, ) dontsimi kullanilarak; a = % ve f = E(1)

v, = (BT + B)e™ Pty + X BTy
ax+[>"tu + eax+ﬁ1'u
X

ax+pt

v, = ae

ax+pt ax+fpt ax+pt

Ve = a’e u+ae
e *FTf(x,7) = F(x,7)

(1.1) denkleminde yerine yazilirsa;

u, + ae u, +e (T

= p@ BT+ Pu+ e (g + c(ae™ 4 e ) = y(a’e™ Fru +
aeax+ﬁrux + aeax+ﬁrux + eax+ﬁruxx) + eax+[5"rf(x’ T)

= Bup(t) + Brrup(t) + p(Du, + cau + cu, = y(a?u + 2au, + uyy,) + f(x, 1)
= p(Du; + (Bp () + Bp(t) + ca — a’y)u + (¢ — 2ay)uy = Yyt f(x,7)
c—2ay=0;

Bp(@) + Bep(@) + ca—a?y = 0 = (B +B) = 4;;) =2 (o= 4;:(1)
=>3r=f#2@dr=>ﬁ=%f%=a(r)

=‘a=% , ﬂ=§ %=E(T) boylece

P@OL =y Tl fx,1) (3.7)

elde edilir. Kosullar igin;
o v(x,0)=eu(x,0)=>ulx0) =e*Yx)=Yx)=>ulx0) =Y(x)
e v(0,7) = efu(0,7) = eP™u(0,7) = 0 = ef* % 0; u(0,7) = 0
o v, =ae®Fry + e™®*BTy  1v.(0,7) = a.ef"u(0,7) + ef*u,(0,7)
v, (1,7) = a.e®Fru(1,7) + e**F7u,(1,7) , v(1,7) = eF™u(1, 1)
1,.(0,7) = e v, (1,7) + nv(1,7)

= a.eP™u(0,7) + eP"u,(0,7) = a.e % e FTu(1,7) + e "% e BTy, (1,7) +
nefTu(1,1)

= a.u(0,7) + u,(0,7) = a.u(l,7) + u, (1,7) + nu(l,7)
= u,(0,7) = au(1,7) + u,,(1,7) + nu(l, 1)

= u,(0,7) = (a +nu(l,7) +u,(1,7)

=>u,(0,7) =u,(1,7) +ou(1,7); w=a+n
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o e FT fol e~ @ y(x,7)dx = e F* fole_(ax)ea“ﬁ’u(x, T)dx = fol u(x,t)dx =E(1)

E(t) = e PE(7)

Boylece asagidaki denklem ve kosullari elde edilir.

PR =y I+ f(x,7) (3.8)
u(x,0) =Y(x) (3.9)
u(0,7) =0,; u,(0,7) = u,(1,7) + wu(l,7) (3.10)
J, uCx, D)dx = E(t) (3.11)
A={(x1):0<x<1,0<7T<T} (3.12)

p(t) > 0 olmak lzere, [0, T] araligi tizerinde (3.8)-(3.11) problem igin sartlari saglayan
C[0,T]x C**(A;) n CY°(A,) sinifindan, {p(7),u(x,7)} ciftine,(3.8)-(3.11) ters

probleminin klasik ¢ozimu denir.

ilgili denklemin iyi tanimli(well posed) oldugunun ispati icin Referans[1] incelenebilir.

Baslangic problem verileri su kosullari saghyorsa u(x,0) = Y(x) € €*[0,1],Y,(0) =
Y (D) + @ Y, (1),Y(0) = 0,Yy < 0, Yoy <O,n=12,..., [, ulx,0)dx=E(7) €
C'[0,T],E(0) = [, Y(x)dx,E'(x) > 0; f(x,7) € C[A,]£,(0) = £,(1,7) +

o £,(1,71),f(0,71) =0,0<t<T,Fy(7) > 0,F,,_1(7) >0

Y, = folY(x)Yn(x)dx,Fn(r) = fol f(x, 7)Y, (x)dx,n =1,2,..., burada Y,,(x), L,[0,1]

Riesz bazi olmak Uzere

Yukari verilen varsayimlar altinda, denklem sisteminin iyi tanimli(well-posed) oldugu [2]

de gosterilmistir.
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3.2 Bazi Kogullar Altinda Adveksiyon(Konveksiyon) — Difiizyon Denklemi igin Ters
Katsayi Problemi Yaklasimi

%+c2—i=yp(r)%+F(x,r) (3.13)
v(x,0) = P(x) (3.14)
v(0,7) =0, er(0,7) =v,(1,7) +nv(1,7) (3.15)
fol e *v(x,t)dx = E(1) (3.16)

burada S = Q(t) vey,F,E bilinen problem verileri.
(3.13)-(3.16) ‘te yer alan {p(7), v(x, T)} ciftini belirleme problemi, ters problem olarak

adlandirilir.

Standart Difiizyon Denklemine indirgeme

v(x,7) = e*"BTu(x,t) donistimii kullanilarak; 8 = Q(7)
v, = (BT + B)e* Py + X BTy

v, = e*XPTy + e+ Fry, = X BT (u + uy)

Vyy = U+ 20Uy + Uyy

e BT f(x,1) = F(x,1)

(3.13) denkleminde yerine yazilirsa;

= (BT + Pu + e Fru, + c(e™HFTu + e Fry, ) = yp(7) (e Fru +
aeax+ﬁ‘rux + aeax+ﬁrux + eax+ﬁruxx) + eax+ﬁrf(x‘ 7)

(Bt +Bu+ur +cu+tcu, = yp(@u+ 2yp(Duy, + yp(Duy, + f(x,7)
> U + (B + Bt +c— p@OVu+ (¢ — 2yp (D) )uy = ¥p(Duye+ f(x,7)
c—2yp(r) =0=c=2yp(1);
B+Br+c—yp(D)=0=f+pr=—p(t)= (B) = —p(1) = f = —~ [ p()dr
Alindiginda, u; = yp(T)uy,+ f(x, T)

v(x,0) = e*u(x,0) = ulx,0) =e . ¢Yx) =Y(x) = ulx,0) =Y(x)
e ux,0)=Ykx 0<x<1
u(0,7) = 0; v(0,7) = ef"u(0,7) = e u(0,7) = 0= u(0,7) =0
e u(0,7)=0
e.1.(0,7) = v,(1,7) + nuv(1,7)
= eeﬁf(u(O, 7) + u, (0, T)) = e. eﬁf(u(l,r) + ux(l,r)) +e.efu(1, 1)
= u(0,7) + u,(0,7) = (u(l,r) + ux(l,r)) +nu(l, 1)
= u(0,7) =u, (1, )+ (m+ Du(l,1),; w=n+1
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= u,(0,7) =u,(1,7) + mu(l,1)

e u,(0,7)=u,(1,7)+wu(l,1)
1 1
J.e_xv(x, )dx = E(1) = f e *e**Fry(x,7)dx = E(7)
0 0

= eft folu(x, )dx = E(1) > folu(x, 7)dx = E(7) burada E(t) = e FTE (1) dir.

° folu(x, T)dx =E(T)0<T<T

Uy = Yp(D Uyt f(x,T) (3.17)
u(x,0) =Y (x) (3.18)
u(0,7) = 0,u,(0,7) = u, (1, 7) + wu(l,7) (3.19)
J; ux, 7)dx = E(1) (3.20)

Yukaridaki denklem sisteminin iyi tanimli(well-posed) oldugu, [3] te gosterilmistir.
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NOT: Genellestirme ve indirgeme
Auy, + Bu, + Cup + Du+F(x,t) =0
Parabolik denklem g6z 6niinde bulundurulsun.

(1) Auy +Buy +Cus+Dp(H)u+F =0

Burada 4, B, C, D sabitler, F(x, t) dir. {p(t), u} ¢iftini bulma problemi Gizerinde

durulsun.
u(x, t) = e®™*Bty(x,t) dontstimi altinda, a, B sabit alindiginda
uy = e™*F(By + vy)
u, = e ht(av + 1))
Upy = e B (a?p 4+ 2av, + vyy)
F(x,t) = e™*Ft f(x,t)
Auyy + Bu, + Cur + Dp(t)u+F =0
Denklemde yerine yazilirsa,
a’?Av + 2aAv, + Avy, + aBv + Bv, + Cv + Cv, + Dp(t)v+ f =0
= Avey + (2aAd + B)ve + (@?A+aB + CB+Dp(D))v+f =0
a=—=ve _B + CB + Dp(t) = p(t) alinirsa,
24 4A
Yeni denklem;
Avy, +p(Dv+ f(x,t) =0
Halini alir.
(2) Auy, + Bu, + Cus + Du+ Fp(t) =0

Burada A4, B, C, D sabitler, F(x, t) dir
a’?Av + 2aAv, + Av,, + aBv + Bv, + Dv + fp(t) =0

= Avy, + 2aA + B)v, + (a?A+aB + CL+D)v + fp(t) =0

a=——
24’
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2 2 2
a?A+aB+CE+D=0==-Z+CE+D=0=pf==(=—D) (8)

—4AD

B B? .
= a=-——ve B = A alindiginda, denklem 9)
= Avy, + fp(t) = 0 seklinialir. (10)

llgili dénustirilmis problemlerin ¢dziim ciftinin var oldugu, tek oldugu ve problemin

baslangic verilerine bagh oldugu, 6énceki calismalar yardimiyla kolayca gosterilebilir.

.. 2

Ornek: 2—7; + 193—2 = zzraTZ — yu (Advection Dispersion Equation) (11)
2492 = Z¥ 4 £ (Parabolic T tation Equation) (12)
o Pl f (Parabolic Transportation Equation

Denklemlerine donlisim uygulanabilir.
(12) uy = WUy, —u, + f
u(x, t) = e *v(x, t) donistim ile
u = e 9y, , f = e *F
u, = —9.e v + e ¥y,
Upy = 92e79%p — 9. e v, — 9e v, + e v,
Uy = WUy, — Uy + f
e %y, = we (921 — 29V, + vy,) — e V¥ (=9 + v,) + e *F
= v, = @920 — 20wV, + @Uy, + 920 — v, + F

= v, = v(@I?+9%) —v,29w +9) + wv,, + F

:>21913+19=0alln|rsaw=—%

1 49 1
= VU 2519 U—vax+F (13)
(3) Ap(H)uyy + Buy + Cus +Du+F =0 (14)

A, C, D sabit, F fonksiyon olmak Uzere,

{p(t), u} ciftini bulma problemi tzerinde durulsun.
u(x, t) = e**Bty(x, t) dontsimii altinda,

ue = e Pt + Bv + 1]

u, = e*Ft(v + 1))

Upy = e BE(v + 20, + v,,)
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F(x,t) = e**Pt f(x,t)

Ap(t)tyy + Buy + Cuy + Du+F =0 (15)
Denklemde yerine yazilirsa,

Ap()v + 2Ap(t) vy + APp(t)Vyy + Bv + Bu, + C[(B't + B v+ v ]+ Dv+ f =0

= Ap(t) vy + Cp(DA+B)v, + P()A+B+CB't+B)+D)v+f=0
B=-2p(t)A ve —p()A+C(B't+B)+D =0

> (Bt) = 2[D +p(t)A] = pt = [ Z[D + p(DAldt = pt ==+ 2 [ p(t)dt

> =2+=[p()dt (16)

B=-2p(t)A ve f = §+ %fp(t)dt alinirsa, yeni denklem;

Ap(t)vyx + f(x,8) = 0 (17)
halini alir.

Ornek:

Ap(t)uy, + Bu, + Cu; + Du + F = 0 genel denklemi igin, (18)

u(x, t) = e**Bty(x,t), burada f = % + %fp(t)dt seklindedir.

u(x,0) =E2(x),0<x<1 (19)
u(0,t) =0, e.u,(0,t) = u,(1,t) + wu(l,t) (20)
J, e u(x, t)dx =E(t), 0<t <T (21)

E(t) = e PLE(E) dir.

eu, (0,t) = eePt(v(0,t) + 1,(0,8)) = eePt(v(1,t) + 1 (1,1)) + eePlwv(1,1)
v(0,t) + v, (0,t) = v(1,t) + v, (1,t) + wv(1,t)

v(0,t) +v,(0,t) = (@ + Dv(L, ) + (L) 6 =w + 1

I ={(,)]0<x<1,0<t<T}

Ap(O) vy + f(x,1) =0 (22)
v(x,0) =9¢Y(x),0<x <1 (23)
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v(0,t) = 0,1,(0,t) = v, (1,t) + 6v(1,t),0 <t <T (24)
folv(x, dx =E)0<t<T (25)
Burada (x) = e *E(x)

C[0,T]xC?1(3;) N CYO(37) sinifindan , {p(t), v(x, t)} ciftini bulma problemi ters

problem olarak adlandirilir. Burada p(t) = 0 dur.

Ele alinan bu problemin iyi tanimh (well — posed) oldugu, [3] te gosterilmistir.
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3.3 Bazi Kosullar Altinda Ters Geriye Doniik Homojen Olmayan Kolmogorov Tip

Denklem(Backward Kolmogorov Type Equation) Uzerine

Geriye doniik Kolmogorov denklemi, matematiksel biyoloji (biyomatematik) alaninda

genis olarak kullaniimaktadir. Ornegin; Matematiksel Genetikte (Difiizyon Proses

Modelleri ), kahim stresine gore stokastik popiilasyon modeli, Matematiksel Popuilasyon

Dinamikleri gibi.
Homojen olmayan Geriye Doniik Kolmogorov Denklemi sekildeki gibidir.

ov ov | o2 0% _
P u(x, ) =t == FxT)
Ag , tanim kiimesi

A, ={x1):0<x<1,0<T<T}

Asagidaki denklemi ele alalim.

v v 9%v
S TH =V tP(OF(xT)
v(x,0) = P(x)

v(l,1) =e*v(0,7),v,(1,7) = a.v(l,1)
fol e~(@+BYy(x, T)dx = E(7)

2

- o2(x,7) 2 2
—= , a= o ’B ==
14 4y

burada y = .

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
(3.25)

(3.26)

(3.23)-(3.26) problem igin {p(t), v(x, )} ¢iftini bulma problemi, ters problem olarak

adlandirilir.

Homojen Olmayan Difiizyon Denklemine indirgeme

ax+pt

v(x,7) =e u(x, ) donisimi kullanilarak,

v, = lgeax+ﬁ‘ru + eax+BTuT

ax+pt ax+pt

v, = ae u-+e U,

ey = aPe@HBT
F(x,7) = e®*BTf(x,1)

olur. (3.23) denkleminde yerine yazilirsa,

= [e Py 4 e +hTy 4 ‘u(aeax+ﬁ‘ru n eax+ﬁrux) _ y(azeax+[3‘ru +
ae™ BTy + qe bty + eax+[>"[uxx) + p(2)e®™*FTf(x, 1)

= fu + u; + pau + pu, = y(a?u + 2au, + uy,) +p(0)f(x, 1)

= u; + (B 4 pa — a?y)u+ (u— 2ay)uy, = Yy, + p(0)f(x,7)

ax+pt ax+pt ax+pt

u+ae u, + ae u, +e Uy

Zuz

,B+ua—a2y=0,[3=”_2y_ui=>lg=”_2_
4y2 2y 4y 4y
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p—2ay =0;

R S — Zo7Ga)
:>a—o_2 ) ﬁ - Zo_zltheny_ 2
u aZu 0'2 azu ou
=V tP@f (1) = 5.+ = pO)f(x7)
ou 02

= =V5 +pf (1)

Elde edilir. Kosullar igin,
e v(x,0)=e™u(x0)=>ulx0) =e*yYPkx) =Ykx) =2 ulx0) =Y(x)
e v(1,7) =e™w(0,7) = e*Fu(1,7) = % u(0,7) = u(0,7) = u(1,7)
e 1v.(1,7) =av(l,1)=1(1,1) = ae*Fu(1,1) + e Fru,(1,7) =
a.e“*Fru(1,1)
= ey, (1,1) =0=e*FT £ 0sou,(1,7) =0 = u,(1,7) = 0

° fol e—(ax+,3t)v(x, T)dx = fol e—(ax+ﬁt)eax+ﬁ‘ru(x’ T)dx = f()l u(x, 7)dx = E('l’)

Xy Tt pf (D) (3.27)
u(x,0) =Y(x) (3.28)
u(0,7) = u(1,7); u,(1,7)=0 (3.29)
folu(x, T)dx = E(7) (3.30)

A={(x1):0<x<1,0<7T<T}
Denklem vyapisi kosullariyla birlikte elde edilmis olur. C[0,T]x C*>*(A,) n CY°(A,)
sinifindan {p(7),u(x, 1)} cifti [0,T] Uzerinde, p(t) > 0, (3.27)-(3.30) denklemini ve

kosullari saglar ve (3.27)-(3.30) denkleminin klasik ¢oziimi olarak adlandirilir.

llgili denklemin iyi tanimli(well posed) oldugunun ispati, [4] te gdsterilmistir.
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3.4 Bazi Kosullar Altinda Geriye Doniik Kolmogorov Denklem Tipi igin Ters Katsayi
Problemi Yaklagimi

Ag , tanim kiimesi
A, ={(xt):0<x<1,0<t<T}

Asagidaki denklemi ele alalim. Burada a(x,t) fonksiyonu sabit alinmistir.

ST H5 = yp(t) + F(x,t) (3.32)
u(x,0) = P(x) (3.32)
u(0,t) =0, e.u,(0,t) = u,(1,t) +nv(l,t) (3.33)
fol e *u(x, t)dx = E(t) (3.34)

burada S =Q(r) ,y= —7 @0 abit ve Y, F, E bilinen problem verileri.

Homojen Olmayan Difiizyon Denklemine indirgeme
u(x, t) = e* Bty (x, t) dontsimii altinda,

Uy = PRt + BIv + 1]

u, = e*Ft(v + 1))

Upy = e (v + 20, + v,y

F(x,t) = e**Pt f(x,t)

v v
prl e VP(T) S+ F(x,7)

= pe*tFty + ¥ Pty + u(e*tFty + e¥tFy ) = yp(v)(e*HFTv + eX Ty, +
WX HBTY + X BTy ) 4 e HBTE(x, T)

= B't+PIv+ v+ u + 1) =yp (@) (v + 20 + 1) + f(x, 1)

= v+ B't+ B —yp() + v+ (1= 2yp(D))vy = ¥p(Dvyse + f(x, 1)
p—2yp(r) = 0= u=2yp(1)

B't+p—yp(®)+u=0=p't+p=—yp(r)

= (Bt) = —yp() = B =1 f p(t)dt

=V = VP(T)vxx +f(x,0)
Elde edilir. Kosullar icin,
e u(x,0) =e*v(x,0) =>v(x,0)=e*Yx)=Y(x) =>vkx0) =Y(x)
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e v(x,0)=Ykx 0<x<1

v(0,t) = 0; u(0,t) = ePtv(0,t) = eP™v(0,t) =0 = v(0,t) =0

e v(0,t)=0

e.u,(0,t) = u, (1,t) +nv(1,t)

= eePt(v(0,t) + u,(0,0)) = e.ePt(v(1,0) + v, (1, 1)) + e.ePinu(1, )
= v(0,t) + 1,.(0,t) = (v(L, ) + v, (1,)) + (1, ¢)

=>1,00,t) =, (L) +(m+Dv(L,t),; m=n+1

= v,(0,t) = v,(1,t) + mv(1,t)

e v,(0¢t)=v,(1¢t)+wv(1t)

fe‘xu(x, t)dx = E(t) > f e *e**Ply(x, 1)dx = E(7)
0 0

= eft fol v(x, t)dx = E(t) = fol v(x,t)dx = E(t) burada E(t) = e PtE(¢) dir.

e [jv(xt)dx=E®)O0<t<T

My e+ fx D) (3.35)
u(x,0) =Y(x) (3.36)
v, (0,t) = v, (1,t) + wv(1,t) (3.37)
fol v(x,7)dx = E(7) (3.38)

Yukaridaki denklem sisteminin iyi tanimli(well-posed) oldugu,[3] te gosterilmistir.
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3.5 Cesitli Kosullar Altinda Adveksiyon Difiizyon Denklemi igin Ters Problem Yaklasimi:

A tanim kiimesi,
A ={(x1):0<x<1,0<T<T}

seklinde alinsin. Asagidaki denklem ve kosullari ele alalim.

ov ov 0%v

§+ca—yﬁ+p(‘r)F(x,r) (3.39)

v(x,0) =9P(x) (3.40)

v(1,7) =e*v(0,7),v,(1,7) = a.v(l,1) (3.41)

fol e~ @ y(x,7)dx = E(1) (3.42)
c c?

burada a=o, B = .

(3.39)-(3.42) de {p(t), v(x, 1)} ciftini bulma problemi ters problem olarak bilinir.

Standart Difiizyon Denklemine indirgeme

v(x,7) = e X +pBT

v, = ﬁeaxﬂi’ru + eax+ﬁruT

ax+ft

u(x, ) dontstima kullanilarak,

u + e®™*hry,,
ey = ale@HBT
F(x,7) = e®™*BTf (x,1)
Elde edilir. (1.1) denkleminde yerine yazilirsa
= Be BTy 4 e@¥HFTY 4 c(ae Ty + e¥¥HFTY,) = y(a2e ™ FTy +
ae® BTy, + ae® Py, + e BTy ) 4+ p(1)e T f(x, T)
= fu + u; + cau + cu, = y(a?u + 2au, + uy,) + p(@)f(x, 1)

= U + (B —ca—a’yIu+ (c — 2ay)uy = Yy + p(0)f (%, T)
f+ca—a*y =0

v, = ae

u+ aeax+ﬁ"rux + aeax+ﬁrux + eax+ﬁ'ruxx

c—2ay=0;
c c?
sa=o ﬁ_—E,then
ou 9%u -
5, = V322 H P(Df (x,7) elde edilir.

Kosullar icin dlizenlenme yapildiginda,

e v(x,0)=eu(x,0)=>ulx0) =e*Yx)=Yx)=>ulx0) =Y(x)
e v(1,7) =ew(0,7) = e*Fu(1,7) = %P u(0,7) = u(0,7) = u(1,7)
e 1v.(1,7) =av(l,1)=1v1,1) = ae*Fu(1,1) + e Fru,(1,7) =

a.e® BTy (1, 1)
= eFTy (1,1) = 0= e BT £ 0s0u,(1,7) =0 = u,(1,7) =0
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. fole"(ax)v(x, T)dx = fole‘(ax)eaxwfu(x, T)dx = folu(x,‘r)dx =E(7)

Xy et p@f (D) (3.33)
u(x,0) =Y(x) (3.34)
u(0,7) = u(1,7); u,(1,7)=0 (3.35)
J, u(x, Ddx = E(x) (3.36)
A={(x1):0<x<1,0<7T<T}

elde edilir.

C[0,T]x C**(A,) N CYO(A,) sinifindan {p(7),u(x, 1)} cifti [0, T] Uzerinde, p(t) > 0,
(3.33)-(3.36) denklemini ve kosullari saglar ve (3.33)-(3.36) ters probleminin klasik

¢Oziimu olarak adlandirilir.

llgili denklemin, iyi tanimli(well posed) oldugunun ispati icin, [4] e bakiniz.
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Ornek Uygulama: FKPP(Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov) Denklemi

3.6 Yerel Olmayan Sinir ve integral Kosullu Quasilineer Reaksiyon Difiizyon Denklemi

icin Ters Problem Uzerine

Reaksiyon diflizyon denklemi, FKPP denklemi, biyolojik bilimde cesitli fenomenlerin
tanimlanmasi icin genis capta kullanilmaktadir. Ornegin; kontrol kosullari altinda bakteri
populasyonu genislemesi. Bakterilerin sonlu hacim etkisi nedeniyle agiklanacak bulguya
olanak saglayan sonlu ebatli alan lzerinde blyime, dagilma ve suriuklenmeyi iceren
basit bir model. FKPP(Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov) denklemi dayanan,
bakteri popiilasyonu agiklayan problemler. [40]- [41]- [42]

Konsantrasyon ve sicaklik dagilimlarini tanimlamak igin kimyasal fiziginde kullanim alani
mevcuttur. Bu durumda isi ve kiitle transferi diflizyon terimi ile tanimlanirken, reaksiyon
terimiisi ve kitle Gretim oranini tanimlar. [40]- [41]- [42]

Reaksiyon-diflizyon denklemleri, bircok etkilesen bilesenden olusan sistemlerde
(kimyasal reaksiyonlar) dogal olarak ortaya gikar ve gesitli biyolojik, kimyasal ve fiziksel
sistemlerde model, oriinti (pattern) olusum fenomenlerini tanimlamak icin yaygin
olarak kullanilir. FKPP denklemi reaksiyon tasima siirecinin genis ¢apli bir gelisimini
dizenleyen ve tureten denklem olarak kullanilabilir. [40]- [41]- [42]

Genetik, ¢cevrebilim, epidemiyoloji gibi alanlarda da kullanimi vardir.

v:RxR* = R
NUxx — V¢ = f(v) (3.37)

Denklemini géz 6niine alalim, burada n  difiizyon sabiti ve f(v) reaksiyon olarak
belirtilir.

f(v) = av(v — 1) alindiginda; denklem, Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov
(FKPP) denklemine donusir.

n=1ve f(v) = av(l —v)(v —a) [buradaa € (0, %) sabit ] alindiginda
Uyy —Vy = av(l —v)(v —a) FitzHugh-Nagumo denklemine (biyolojik ndronlarin
modellenmesinde kullanilir(biyofizik alani)) dontsdr.

Bu calismada, Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (FKPP) denklemi ele alinacaktir.

Benzer sekilde, FitzHugh-Nagumo denklemi icinde ayni islem slirecler gecerlidir.

(3.37) denklemi yeniden yazilirsa,
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NVyx — Ve = av(1 — V) (3.38)
burada a ve 7 sabit. Yeniden diizenlendiginde;

Ny — V¢ = AV — av?
=V =NV — AV + av? 2 v = nuy, — av + f(u) (3.39)

Elde edilir. Tanim kiimesi, Q1 , asagidaki gibi verilsin.

Qr ={(xt):0<x<1,0<t<T} (3.40)
Bu uygulamada asagidaki genellestirilmis denklemi gbz online alalim.
vt = nvxx - (lp(t)v + f(xl tr 17) (341)
v(x,0)=¥x); 0<x<1 (3.42)

baslangic kosullu,

v(0,t) =0, 1.(0,t) =v,(1,t) O0<t<T (3.43)
Sinir kosullu
folv(x, t)dx = E(t), te[0,T] (3.44)

ve integral kosullu, f = f(x,t,v) lineer olmayan kaynak terimli quasilineer reaksiyon
difiizyon denklemini ele alalim. W(x) ve f = f(x,t,v) sirasiyla [0, 1] ve O x (—o0, o)
lizerinde tanimli fonksiyonlar olarak verilsin. Burada, f(x, t, v)~f (v) distniilebilir.

C[0,T]x C**(A,) n CY°(A,) sinifindan {p(7), u(x, 1)} cifti [0, T] tzerinde, p(t) = 0,
(3.41)-(3.44) denklemini ve kosullarini saglar ve (3.41)-(3.44) ters probleminin klasik

¢OzUmu olarak adlandirilir.

Ele alinan denklemin iyi tanimh ( well-posed) oldugu, [5] te gosterilmistir.

30



3.7 Bazi Kosullar Altinda Geriye Doniik Kolmogorov Tip Denklem igin Ters Problem

Yaklagimi (11)

A, ={(x1):0<x<1,0<T<T} (3.45)

Asagidaki denklemi ele alalim.

ou ou olo*u

™ ua—7ﬁ+p(r)u+F(x,r) (3.46)

u(x,0) = P(x) (3.47)

u(l,7) =e*u(0,7),u,(1,7) = a.u(1,7) (3.48)

[} e” @By (x, 1)dx = E(7) (3.49)
_ —a%(x71) _ K _ _u_z

burada y = . , a—zy , B = ™

Homojen Olmayan Difiizyon Denklemine indirgeme

Using u(x, ) = e®*+F®

u, = Beax+ﬁ‘rv + eax+ﬁrv1_

v(x,T) dontsuimu kullanilarak,

ax+ﬁrv . eax+ﬁrvx

Upy = azeax+[>’1'
F(x,7) = e®*BTf(x, 1)

olur. (1.1) denkleminde yerine yazilirsa,

— IBeax+[>’Tv + eax+[§"rv_r + ‘u(aeax+ﬁ‘rv + eax+ﬁrvx) — y(azeax+ﬁ‘rv +
aeax+ﬁrvx 1+ aeax+ﬁrvx + eax+ﬁrvxx) +p(.[)eax+ﬁrv + eax+ﬁ'rf(x’ ‘L')

u, = ae

ax+pt ax+pt

v+ ae v, +ae v, + e BTy,

= Bv + v + pav + uv, = y(a?v + 2av, + vy,) + f(x,7)
= v + (B + pa — @’y + p(0)v + (1 — 2ay)v, = Yy + f(x,7)
p—2ay =0;f+pa—a’* +p@) =p()

sa=+,
2y
) azv 0'2 621.7 ov
=V~ P@OV+ (D)=~ +—+p(@v = f(x,17)
ov 0%v

3= VW‘HD(T)V‘HC(X,T)

Elde edilir. Kosullar igin,

u(x,0) =e*v(x,0) =2 v(x,0) =e ™ Yx) =Ykx) = vx0) =Y(x)
u(1,7) = e®u(0,7) = e**F(1,1) = e%f*v(0,7) = v(0,7) = v(1,1)
U (1,7) = a.u(1,7) = u, (1,7) = ae*Fw(1,17) + e*Frp, (1,7) =
a.eBty(1,1)
= ey (1,1)=0=2e*"FT £ 0s01,(1,7) =0 =v,(1,7) =0

fol e—(ax+,3t)u(x, 7)dx = fol e—(ax+ﬁt)eax+[)’rv(x’ T)dx = f01v(x' 7)dx =E(7)
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Z_Z = Y?ZTZ +p(@v+ f(x, 1) (3.50)
v(x,0) = P(x) 0<x<1 (3.51)
v(0,7) =v(1,7); v, (1,7)=0 (3.52)
folv(x, T)dx = E(7) (3.53)

A={(x1):0<x<1,0<7T<T}
Denklem yapisi kosullariyla birlikte elde edilmis olur. C[0,T]x C**(A;) n CY°(Ar)
sinifindan {p(7), v(x,7)} cifti [0,T] Gzerinde, p(t) > 0, (3.50)-(3.53) denklemini ve

kosullari saglar ve (3.50)-(3.53) denkleminin klasik ¢6ziimii olarak adlandirilir.

ilgili denklemin iyi tanimli (well-posed) oldugu,[6] da gosterilmistir.
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3.8 Bazi Kosullar Altinda Fokker—Planck Tipi Denklem igin Ters Problem Yaklagimi

u_ _ o 2%y
= "o [A(x, t)u] + ) [B(x, t)u] (3.54)
istatistiksel mekanikte, Fokker-Planck denklemi, siiriiklenme kuvvetinin etkisi altinda bir
parcgacik hizinin olasilik yogunluk fonksiyonunun zamansal gelisimini ve rastgele kuvveti

tanimlayan kismi diferansiyel denklemdir.

Bir boyutlu Fokker-Plank Tipi (Modifiye edilmis Fokker-Plank Denklemi ) denklem

asagida verilmistir.

Z_Z = —% [A(x, )u] + % [B(x,t)u] +u

Uy = —AU — AUy + Uyy (3.55)
ilgili denklem icin asagidaki ters problem géz éniine alinsin

Uy = —AP()u — AtUy + Uyy (3.56)
u; = —AP(t)u — A;—x (t.w) + Uyy (3.57)

= Uy = —AP(D)u — Alu + tuy] + Uy
= U = [—AP(t) — Au — atuy, + Uy
2
= up = p(OAu — Atuy + G?uxxr burada A(x, t) = t ve B(x,t) = 1 olarak dustinulurse,
Fokker-Planck tip denklem olarak yazilabilir. p(t) = —A(P(t) + 1) alinirsa,
u; = p(t)u — Atu, + u,,  yazir.

u(x,0) = E(x) (3.58)
u(0,t) = 3u(1, £) u(1,6) = u(l,t) (3.59)
[, e u(x,t) dx = E(t) (3.60)

A, ={(xt):0<x<1,0<t<T}

u(x, t) = e**Fty(x, t) donusimi altinda, (B sabit)

up = (Bv + v)e*tht

U, = (v + v, )e*tht

Upy = (V + 20, + 1y )e* BT

Denklemde yerine yazilirsa,

(Bv + vp)e* Pt = p(De* Pty — Ate* Pt (v + v,) + e¥Pi (v + 20, + vyy),
pv+v. =pt)v—At(v +v,) + (v + 2v, + v,,) denklem diizenlenirse

= v, = [p(t) — At + 1]v — [At — 1]vy + vyy

At—1=0=71= %almlrsa, yeni denklem
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v = p(t)v + vy, elde edilir. (3.61)

u(0,t) = éu(l, t) u,(1,t) =u(l,t) ,fole‘xu(x, t)dx = E(t) kosullar icin
dizenlemeler yapllirsa,

u(0,t) = éu(l, t) = eftv(0,t) = e”ﬁtiv(l, t) = v(0,t) = v(1,t)

u,(1,6) =u(1,6) = (v(1,t) + v.(1,8))et Pt = v(1, )Pt = v, (1,t) = 0

1 1

1
J.e_xu(x, t)dx = E(t) = fe‘xe’”ﬁtv(x, t)dx = eﬁtf v(x, t)dx = E(t)
0 0 0

folv(x, t)dx = E(t), burada E(t) = e FE(t)

Ar={(x1):0<x<1,0<t<T}

X = (v + f(0 D) (3.62)
v(x,0) =P (x) 0<x<1 (3.63)
v(0,t) = v(1,t); v (1,t)=0 (3.64)
J, v(x, t)dx = E(®) (3.65)

ilgili problemin iyi konuslandirilmis (well - posedness) oldugu, [6] da gdsterilmistir.
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BOLUM 4

BURGERS DENKLEMi VE
BURGERS TiP DENKLEMLER iCiN TERS PROBLEM YAKLASIMI

Up + U U, = VU (4.1)
buradax € X S R, t = 0 ve u: X X Rt - R seklindedir.

v = 0 parametresi, akiskanlar dinamiginde, viskozite(agdalk) olarak adlandirilir.v > 0
oldugunda denklem viskoz Burgers denklemi, v = 0 oldugunda denklem, invisid Burgers
denklemi olarak bilinir. Burgers denkleminin ¢esitli uygulama alanlari: Akiskanlar

mekanigi, dogrusal olmayan akustik, gaz dinamigi, trafik akisi.

Ornegin, Elektrik spot fiyatlar, arz ve talep iliskisi icerisinde, genelde periyodik (yillik,
haftalik ve ginlik ufuklardaki), ortalama geriye donus, ¢ok yiksek dalgalanma ve ani
fiyat artislar sergilemektedir. Burgers denklemi, elektrik spot fiyatlarinin davranisini

simule etmek(benzetmek) icin uygulanabilir.?

u : Fiyat fonksiyonu
V. Uy, Spot Pazar denge fiyatina ulagma egilimi
Uy : Fiyat ortalamasi ve mod arasindaki agilim(yayilim)

u.u, :Momentum terimi Gzerinde yiksek fiyata yonelik toplu hareket.

! [Ksenia, L., Master Tezi, Burgers' equation as a model for electricity spot price behavior, Lappeenranta

Teknoloji Universitesi, Matematik ve Fizik Béliimii]
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Burgers Denklemi igin Ters Problem Yaklagimlari

4.1 Burgers Denklemi igin Ters Difiizyon Katsayisi Belirleme Problemi (1)

Dy ={(x,t)|]0<x<h0<t<T}

U + U U = V.P(L). Upy (4.2)
u(x,0)=Y(x), 0<x<1 (4.3)
u(0,t) +u(h,t) =0(), 0<t<T (4.4)
fohu(x, t)dx =E(t); 0<t<T (4.5)

Cole-Hopf doniisiimii uygulandiginda;

(1) u =1, alindiginda (4.2) denklemi;
Yur + P Pox = v-p(t)-lpxxx

denklemine donusur.

Her iki yanin, x gore integrali alinirsa;

e+ ()2 = vp(Ox
(2) Y = —2v.Ing alindiginda; denklem;

bt = v.p(O)Pxx yazilir.

Yukaridaki denklemin verilen kosullari asagidaki sekilde elde edilir.

1

o B(x0) = e/ MEOT — (),
¢(x,0) = ¥(x);

-— ,t
a(’;(—:t)) esitligi vardir.

o ¢(0,t)+¢(nt) =0(t)

a
—x¢(X,t) 1
® u(x, t) = —ZUW = ln((,b(x, t)) = —ZIU(X, t)dx

u(x,t) = —2v

= ¢(x,t) = e_%

h h h
= f ¢(x,t)dx = f e_Zivfu(x't)dxdx = f ¢ (x,t)dx = E(t)
0 0 0

fulx,t)dx

indirgenen denklem ve kosullar asagidaki sekildedir.

Ir={(xt)]|0<x<h0<t<T}
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b = v-p(t)-¢xx (4.6)

d(x,0)=¥(x), 0<x<1 (4.7)
¢0,t) + p(h,t) =0(t), 0<t<T (4.8)
[ )dx =E(®),0<t<T (4.9)

Denklem sisteminin iyi tanimli (well-posed) oldugu, [7] de gosterilmistir.
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4.2 Burgers Denklemi igin Ters Difiizyon Katsayisi Belirleme Problemi (Il)

Dy ={(x,t)|]0<x<1;0<t<T} (4.10)
U + U Uy = V. D(L). Uyy (4.11)
u(x,0)=Ykx), 0<x<1 (4.12)
u(0,t) =u(l,t) =F(0,t), u,(1,t)=0,0<t<1 (4.13)
q(®u0,6) + [, F(x,t)dx =E(t); 0<t<T (4.14)

fu(x t)dx

burada F(x,t) = e 2 ,q(t) =a+ Bp7Y(t); a B, > 0ayinm katsayilari.

Cole-Hopf déniisiimii uygulandiginda;

u = Y, alindiginda (4.11) denklemi;

Yt + U Wy = V. 0(8). Yrxx
denklemine dénusur.

Her iki yanin, x gore integrali alinirsa;

Yo+ 5 W)? = vP(O)has
2
P = —2v.Ing¢ alindiginda; yeni denklem

¢r = v.p(t)p,, olarak yazilir.

Yukaridaki denklemin verilen kosullari asagidaki sekilde elde edilir.
° ¢(x’ O) — e—z—fu(x 0)dx __ l'p(X),
¢(x,0) = ¥(x);

d
u(x,t) = —2v i )e§|tllg| vardir.

P (x,t)
_ $x(0,t) t) Px(1, t)
e u(0,t)=-2v 200 = —2v oD = u(1,t)

$x(0,1) _ b (1,1) B
2500~ oip = P007=2 60D

b5 (0, t)d by (1,1)
¢(0,t) Fem)
e u(1,t)=0

———dx = In¢(0,t) = Ingp(1,t) = ¢(0,t) = ¢p(1,1t)
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d 0
) 0 RPx) o 0 A
a’d(x, t) = a(-ZU—(p(x’ t) = aU(l, t) = a— —2v ¢(1 D

—2vingp(1,t) =c = ¢p(1,t) = e_%(constant) = ¢, (1,t) =0

o u(x,t)= Zv"xd)( a2l

(x,t) = In (¢(x t)) = __IU(X t)dx = ¢(.X' t) =

e 21;fu(x t)dx

1 1 4 1 .

=>f B (x, )dx =f e‘ﬂfu(x'”d"dx:f P (x, dx = E(t)
0 0 0

Denklemdeki kosuldan,

1
1(0,t) = F(0,t) = e zJ “(8 seklinde yazilir
$x(0, 1) _ e—zivfu(o,t)dt . ¢x(0 t) — e %f 2p2x(0D) 5

= u(0,t) = —2v 50,0 = ¢(0 5 (0,
$x(0,8) f‘i’x“’ D o) . SO0 1
O] N PO = ) 5 oy = "0 2

¢x(0! t) = - % (d)(O, t))z

p(t) (—2 d;:((o t))> f u(x, t)dx = E(t)

1

= p()u(0,t) + f F(x,t)dx = E(t)
0

= p(t)¢(0,t) + ] ¢(x,t)dx = E(t)
0

indirgenen denklem ve kosullar asagidaki sekildedir.

Ir={(xt)|0<x<1;,0<t<T}

¢t = v'p(t)-¢xx (4-13)
d(x,0)=¥(x), 0<x<1 (4.14)
¢(0,t) =p(1,t), ¢, (1,t) =0, 0<t<T (4.15)
q(®)p(0,) + [ p(x,)dx = E(£),0< t < T (4.16)

1 .
Burada folqb(x, t)dx = fol ezl U gy f01¢(x, t)dx = E(t)

lyi konuslandirilmis(well-posed) oldugu,[8] te gdsterilmistir.
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4.3 Yerel Olmayan Sinir Kosulu ve integral Kosulu Altinda Ters Katsayili Burgers
Denklemi Uzerine

Ele alacagimiz problem igin tanim kimesi, I ={(x,t)|]0<x<1;0<t<T}
seklindedir. Asagidaki kosullari saglayan Burgers denklemi igin, {p(t), u(x, t)} fonksiyon

ciftini arastirma ve bulma problemini g6z 6niine alalim.

U + U Uy = V() Uy + (X, 1) (4.17)
u(x,0)=Y(x), 0<x<1 (4.18)
u(0,t) =u(l,t); u,(1,t) =0, 0<t<T (4.19)
[juCyt)dx =E(t); O0<t<T (4.20)

C[0, T]x (C?>1(Ty) N CY°(Ty)) sinifindan  olan,[0,T] aralig izerinde (4.17)-(4.20)
kosullarini saglayan ve  p(t) > 0 olan, (p(t),u(x,t)) ciftine (4.17)-(4.20) ters

probleminin klasik ¢ozim denir.

Cole-Hopf Doniisiimii Yardimiyla Burgers Denklemi Lineerlestirme

Cole-Hopf dontsiimi altinda;

(1) u = Y, alindiginda, (4.17) denklemi asagidaki denkleme doéndisir.

Itbxt + l/)X'Itl)XX = vp(t)lpxxx + f(x' t)
(2) Yukaridaki denklemin her iki yani, x e gore integral alindiginda
1
Y + E(lpx)z = Vvp(DPyx + f(x, 1)
elde edilir.
(3) Y = —2v.Ing alindiginda ilgili denklemi, asagidaki denkleme donusdr.
b = v-p(t)-¢xx + f(x' t)
Verilen baslangic, sinir ve integral kosullari yeniden diizenlenirse;

e

1) =2
u(x, t) v S0

(1) ¢(x,0) = ¥(x);
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= p(x,0) = e zd TN _ iy,
¢ (x,0) = ¥(x);
(2) ¢(0,8) = ¢(1,0);

u(0,t) = u(l,t)

¢x(0 t) _ _oy ¢ (1,8)
o000 (L)

¢:08 _ (LD
¢(0,1) ¢(1,1)

(3) u(1,8) =0

= u(0,t) =

u(1,¢)

dx = Ing(0,t) = Ingp(1,t) = ¢(0,t) = ¢p(1,¢t)

ax d(x,t)
d(x,t)

] 9 ¢>(x t)
ﬁalt(x,t) a— —2v ¢( t)

0 12 Zaxcb(lt)
2o =52 61,0

= —20lng(1,£) = ¢ = ¢(1,1) = e 25(sabit) = ¢, (1,£) = 0

u(x,t) = —

(4) fol u(x, t)dx = E(t); 0<t<T
d
u(x, t) = — 63(;‘?( t;)) = In(¢p(x, 1)) = ——fu(x t)dx
fu(x t)dx

= (j)(x t)y=e 2v
:»jld)(x, t)dx =] e 2vfu(x't)dxdx=>j ¢ (x,t)dx = E(t)
0 0 0
Elde edilir. Yeni denklem asagidaki sekildedir.
Ar ={(x,t)|0<x<1;,0<t<T}
¢ = v.p(O ¢ + f(x, 1) (4.21)

d(x,0)=¥(x), 0<x<1 (4.22)
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¢0,t) =p(1,t), ¢, (1,t) =0, 0<t<T (4.23)
[, )dx =E(t),0 <t <T (4.24)

C[0, T]x (C?1(Ty) N C*°(Ty)) sinifindan olan,[0,T] aralig Uzerinde (4.22)-(4.24)
kosullarini saglayan ve  p(t) > 0 olan, (p(t),¢p(x,t)) ciftine (4.21)-(4.24) ters

probleminin klasik ¢ozimu denir.

lyi konuslandiriimis(well-posed) oldugu, [9] da gosterilmistir.

42



4.4 Periyodik Sinir ve integral Kosullu Ters Burgers Tipi Denklem igin Bir Yaklagim

Asagidaki homojen olmayan Burgers Tip Denklemi gbz 6niine alalim;
U+ u iy + f(U) = puyy + (2, 1)

burada u sabit.

Ar tanim kiimesi agagidaki sekilde verilsin.

Dy ={(x,t)|]0<x<1;0<t<T}

Bu incelemede, asagidaki denklem ele alinacaktir.

Up + U Uy = fUyy — p(t)f(u) + f(x,0)

Burada f(u) = i.ue_fﬁdx alindiginda, denklem asagidaki gibi olur.

u
Up + U Uy = UUyy — i.p(t)ue Japt + f(x,t)

u(x,0)=Y(kx), 0<x<1
Baslangic kosullu

u(0,t) = u(1,t);

u,(0,t) = u,(1,t), 0<t<T

Periyodik sinir kosullu ve
fol xu(x, t)dx = E(t); 0<t<T

integral kosullu denklem ele alinsin.

Cole-Hopf Doniisiimii Araciligiyla Denklemin Lineerlestirilmesi
Cole-Hopf dontisiimi uygulandiginda,

u =7, donusimda altinda, (4.28) denklem asagidaki sekil alir.

1 _1
Nyt + My Noex = K-Txxx T ap(t)-nxe 2" + f(x' t)

Yukaridaki denklemin her iki yanini x gére integrali alinirsa

1 _1
Ne + E(nx)z = UNxx — p(t)e 2l +F
olur.

n = —2u.Ing alinirsa, ilgili denklemi asagidaki denkleme donisiir.
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P = W Pux — (). +F

Verilen baslangig, sinir ve integral kosullari diizenlenirse,

Zp)
eD)

(1) ¢(x,0) = P(x);

u(x,t) = —

= $(x,0) = e 7w/ WEOL — T Y _ (),
¢(x,0) = P(x);
(2) ¢(0,8) = ¢(1,1);

u(0,t) = u(l,t)

¢:(0,8) _ —2u ¢x(1,8)
$0,0  Foe@o

0.0 [ $:(LD
0,0 (LD

(3) ux(0,8) = u,(1,8)

= u(0,t) = —2u

=u(l,t)

dx = In¢p(0,t) = Ingp(1,t) = ¢(0,t) = dp(1,t)

o) BEPED
B YD

) 0 axqb(x t)
:au(x,t)—&< 2U ——=——— D)

Ve $(0,t) = ¢(1,t)

d ax¢(0 t) d ax¢( t) 0 _ d
:>a—< 2U 60,0 a —2u SLD :aq’)(o,t) —aqb(l,t)

= ¢x(0' t) = ¢x(1' t)

1 1 _L 1 _
(4) [, xp(x, t)dx = [ xe d ueDdx g Jy xp(x, )dx = E(¢)
yazilir. Yeni denklem asagidaki sekli alir.

Dy ={(x,t)|]0<x<1;,0<t<T} (4.32)
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9, (, 0 o
e T\ PO -7 )=

bt = U Prx — p(t)- b+ F(x’ t) (4.33)
¢ (x,0) = yY(x); 0<x<1 (4.34)
¢(0' t) = ¢(1' t), ¢x(0f t) = ¢x(1» t) (4.35)
[ xp(x,)dx = E()0<T<T (4.36)

Burada [0,T] araligi Gzerinde (4.30)-(4.33) denklemini ve kosullarini gergekleyen ve
P(t) > 0 olan C[0,T]x C**(Dy) n C*°(Dy) sinifindan {P(t), p(x, 1)} cifti, (4.33)-

(4.36) ters probleminin klasik ¢6zim denir.

lIgili denklem sisteminin iyi tanimh (well-posed) oldugu, [14] te gdsterilmistir.
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4.5 Yerel Olmayan Sinir Kosullu ve integral Kosullu Homojen Olmayan Burgers Tip

Denklem igin Ters Problem Yaklasimi Uzerine:

Asagidaki homojen olmayan Burgers Tip Denklemi gbz 6niine alalim;
Ur + U Uy + f(U) = pye + g(x, 1)

burada u sabittir.

A tanim kiimesi asagidaki sekilde verilsin.

Ar ={(x,t)|0<x<1;,0<t<T}

Bu incelemede, asagidaki denklem ele alinacaktir.

Up + U Uy = UUyy — p(t)f(u) + g(x» t) (4.34)

Burada f(u) = i.ue_fﬁdx alindiginda, denklem asagidaki gibi olur.

Up + U Uy = Py — i.p(t)ueﬁﬁdx + g(x,t) (4.35)
ulx,0)=Y(kx), 0<x<1 (4.36)
Baslangig kosulu

u(0,t) = u(1,t);

u(1,)=0,0<t<T (4.37)
Periyodik sinir kosulu

[julx,t)dx =E(t); 0<t<T (4.38)

integral kosullu denklem goz éniine alinsin.

Cole-Hopf Doniisiimii Araciligiyla Denklemin Lineerlestirilmesi:

Cole-Hopf dontistimi uygulandiginda,
() u=n, donusimi altinda, (4.34) denklem asagidaki sekil alir.
1
1 R
NMxt + N Noex = KeNoexex + ap(t)-nxe 2! +g(x,t)
Yukaridaki denklemin her iki yanini x gore integrali alinirsa
1
1 —_——
Ne + E(nx)z = UNxx — p(t)e 2" +G
olur.

n = —2u. Ing alinirsa, ilgili denklem asagidaki denkleme dénusdr.

t = Uy — D).+ F
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Verilen baslangig, sinir ve integral kosullari diizenlenirse,

¢(x t)
— 2 ox" VTl
u(x,t) = pryops

(@) ¢(x,0) = Y(x);
o p(x,0) = [ e 2 HEOE gy oIV _
¢(x,0) = ¥ (x);
(b) (0, 1) = ¢(1,0);
u(0,t) = u(l,t)

¢x(0 t) _ 2 ¢x(1,8)
00 o(1,t)

¢x(0' t) dx — ¢x(1; t)
$(0,) ¢(1,1)

() uy(1,8) =0

= u(0,t) = —

=u(l,t)

dx = Ing(0,t) = Ind(1,£) = ¢(0,t) = ¢(1,t)

¢(x t)
¢(x t)

d
) 0 3z P(x 1)
= au(x, t) = &<—2y —(,b(x, D

) 0 a ¢(1,t)
= a0 ‘&( T ews

u(x,t) = —

= —2ulng(1,t) = c = ¢(1,t) = e_ﬁ(constant) = ¢,(1,t) =0

(d) ] ulx, t)dx = E(¢); 0<t<T

1 1 1
= f ¢(x,t)dx = f e_%fu(x’t)dxdx = f d(x, t)dx = E(t)
0 0 0

Yazilir. Yeni denklem asagidaki sekli alir.

Dy ={(x,t)|]0<x<1,0<t<T}
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9 9*
a—gf*‘ (P(t) —Mw>¢ = F(x,t)

bt = U Prx — p(t)- ¢+ F(x» t) (4.39)
d(x,0) =y (4.40)
$(0,t) = p(1,1),¢,(1,£) =0 (4.41)
[ 0, t)dx = E(t) (4.42)

[0, T]x (C*>*(D7) N C*°(Dy)) sinifindan olan, [0,T] araligl Uzerinde (4.39)-(4.42)

kosullarini saglayan ve  p(t) =0 olan, (p(t),¢p(x,t)) ciftine, (4.39)-(4.42) ters

probleminin klasik ¢ozimu denir.

(4.42) kosulu, yasam bilimleri, kontrol teorisi ve isi transferi gibi alanlarda pek ¢cok 6nemli

kosullardan dogmustur.

lIgili denklem sisteminin iyi tanimh (well-posed) oldugu, [6] da gdsterilmistir.
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4.6 Yerel Olmayan Sinir Kosullu ve integral Kosullu Homojen Olmayan Burgers Tip

Denklem icin Ters Problem Yaklagimi Uzerine (2)

Asagidaki homojen olmayan Burgers Tip Denklemi gbz 6niine alalim;
Ur + U Uy + f(U) = pye + g(x, 1)

burada u sabit.

A tanim kiimesi asagidaki sekilde verilsin.

Ar ={(x,t)|0<x<1;,0<t<T}

Bu incelemede, asagidaki denklem ele alinacaktir.

U T U U = .up(t)uxx - f(u) +9(x, t) (4.43)

Burada f(u) = i.ue_fﬁdx alindiginda, denklem asagidaki gibi olur.

U + uuy = pup () Uy, — i.ue_f%dx +g(x,t) (4.44)
ulx,0)=Y(kx), 0<x<1 (4.45)
Baslangig kosulu

u(0,t) = u(1,t);

u(1,) =0, 0<t<T (4.46)
Periyodik sinir kosulu

[julx,t)dx =E(t); 0<t<T (4.47)

integral kosullu denklem goz éniine alinsin.
Cole-Hopf Doniisiimii Araciligiyla Denklemin Lineerlestirilmesi:

Cole-Hopf dontisiimi uygulandiginda,
(@) u =n, donlisimu altinda, (4.44) denklem asagidaki sekil alir.

.
Mae + M- Tax = P (ONaax + 5212 7+ g(x,8)

Yukaridaki denklemin her iki yanini x gore integrali alinirsa

M+ 2007 = Up(Onee — e 3 4G
olur.
n = —2u.Ing alinirsa, ilgili denklemi asagidaki denkleme donusur.
G =up(OPxx — P+ F
¢ = up(O)pxx — ¢ +F (x,7) oldugunda,
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NOT: ¢ = up(t)py — ¢ + F(x,7) denklemi igin,
= ¢(x, t) = e tw(x,t)

F(x,7) = e tf(x,T) déniistimleri kullanilarak

¢ = —etw+ e twy,
= ¢y = e”'my,
Prx = € Wy
Se (—w+ o) =e tup(Hwy, — e o+ e (x,7)
= w, = up(t) @y, + f(x,7) elde edilir.

Verilen baslangig, sinir ve integral kosullari diizenlenirse,

¢(x t)
— 2 oax" VTl
u(x,t) = b

(1) ¢(x,0) = Y(x);
= p(x,0) = ezl MO = (),
¢(x,0) = ew(x,0) = w(x,0) = o(x)
@(x,0) = o(x)
(2) $(0,0) = ¢(1,0);

u(0,t) = u(1,t)

50,0 - %o

¢x(0’ t) dx — ¢x(1; t)
¢(0,1) ¢(1,t)

= et¢p(0,t) = etep(1,t) = @ (0,t) = w(1,t)

= u(0,t) = —

=u(1,t)

dx = Ing(0,t) = Ingp(1,t) = ¢(0,t) = ¢p(1,¢t)

(3) u(1,8) =0

ax d(x,t)
om0

d 9 axqb(x t)
ﬁalt(x,t) —a(-Z ¢(X t)

u(x,t) = —

50



= bLD)
e

::»a (1t)—a 2
ax T ax

c
= —2ulng(1,t) = c = ¢(1,t) = e 24(constant) = ¢,(1,t) =0
= ¢, (1,t) =0, P, (1,t) = e tw, (1,t) = e~ # 0 boylece w,(1,t) =0

(8) f, uCx,t)dx = E(¢); 0<t<T

1 1 4 . 1 1 B
= J. ¢(x,t)dx = J. e v do unDdx gy f ¢(x,t)dx = e‘tf w(x, t)dx =E(t)
0 0 0 0

Yazilir. Yeni denklem asagidaki sekli alir.

D ={(x,t)|]0<x<1,0<t<T}

() Z)w — 22 = f(x,0) (4.48)
@w(0,t) =w(1,t) w,(1,t) =0 (4.49)
[, w(x, t)dx = E(t) (4.50)

L,[0,1] de Riesz bazi;

Xo(x) =2, xon_1(x) = 4cos(2mnx), yo,(x) = 4(1 — x)sin(2nrnx), n=1,2 .. (1)
Yo(x) = x, Von_1(x) = xcos(2nnx), y,,(x) = sin(2nnx), n=1,2 ... (2)
(1) ve (2) sistemi [0, 1]; Gizerinde bir biortnormal sistem olusturur.
1
_ _ < _(L 1=j
()(i;yj> = Xi(x)yj(x)dx = 5ij 1o, i %
0

lgili denklem sisteminin iyi tanimli (well-posed) oldugu, [9] da gdsterilmistir.
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4.7 Periyodik Sinir Kosulu ve integral Kosulu Altinda Burgers Denklemi igin Ters Katsayi

Problemi Uzerine

Ele alacagimiz problem igin tanim kimesi, I ={(x,t)|]0<x<1;0<t<T}

seklindedir. Asagidaki kosullari saglayan Burgers denklemi igin, {p(t), u(x, t)} fonksiyon

ciftini arastirma ve bulma problemini g6z 6niine alalim.

U T U Uy = vp(t)uxx + f(x; t)
u(x,0)=Y(x), 0<x<1

u(0,t) = u(l,t); u,(0,t) = u,(1,t), 0<t<T

fol xu(x,t)dx =E(t); O0<t<T

(4.51)
(4.52)

(4.53)

(4.54)

[0, T]x (C?>1(Ty) N CY°(Ty)) sinifindan olan, [0,T] aralig tzerinde (4.51)-(4.54)

denklemi ve kosullarini saglayan ve p(t) > 0 olan, (p(t), u(x,t)) iftine (4.51)-(4.54)

ters probleminin klasik ¢c6zim denir.

Cole-Hopf Donlisiimii Yardimiyla Burgers Denklemi Lineerlestirme
Cole-Hopf dontsiimi altinda;

u =y, alindiginda, (4.51) denklemi asagidaki denkleme dondisiir.

th + lpx-lpxx = . p(t) lljxxx + f(x’ t)

Yukaridaki denklemin her iki yani, x e gore integral alindiginda

e+ )% = vp(O)hrx + f(x,1)

elde edilir.

Y = —=2v.In¢ alindiginda ilgili denklemi, asagidaki denkleme donusur.

Gr = v.p(6). Pxx + f(x' t)

Verilen baslangig, sinir ve integral kosullari yeniden diizenlenirse;

5]
_¢(x't)
1) = =208 ——
u(x,t) Lryors

(@) ¢(x,0) =P (x);

1
= ¢(x,0) = e z0d HEOE — y(y);
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¢(x,0) = P(x);
(b) ¢(0,t) = ¢(1,0);
u(0,t) = u(l,t)

¢x(0 t) _ o $x(1,8)
e ¢(1,t)

¢:08 _ (LD
¢(0,1) ¢(1,1)

(€) ux(0,8) = uy(1,0)

= u(0,t) =

=u(l,t)

dx = Ing(0,t) = Ingp(1,t) = ¢(0,t) = ¢p(1,¢t)

9
—¢(X,t)
_ 5, 0x
u(x,t) = —2u D
) 0 axqb(x t)
ﬁa”&'”—a( H et

Ve ¢(0,t) = ¢(1,t)

0 2 6x¢(0 t) d _2u axd)( t) d 0.1) — d i
~ox $0,0 | ox oo | a0 =5000

= ¢x(0' t) = ¢x(1' t)

= —20ing(1,£) = ¢ = ¢(1,1) = e 25(sabit) = ¢, (1,£) = 0

(d) folxu(x, t)dx = E(t); 0<t<T
0
u(x,t) = — ai;;f( t’)) > ln(¢(x t)) = ——fu(x t)dx =

d(x,t) = o) U dx

1 1 1 1
:;j x¢(x, t)dx =J xe vl Wax gy =>j x¢(x, t)dx = E(t)
0 0

0
Elde edilir. Yeni denklem asagidaki sekildedir.

Ar ={(x,t)|0<x<1;,0<t<T}
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P = v.p()Prx + F(x, 1)

$(x,0) =p(x), 0<x<1

¢(0,8) = ¢(1,0), ¢(0,0) = (L, 1) 0t <T
fol xp(x,t)dx =E(t),0<t<T

iIgili denklem sisteminin iyi tanimh (well-posed) oldugu,[14] te gdsterilmistir.
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4.8 Gesitli Kosullar Altinda, Kardar—Parisi-Zhang (KPZ) Denklemi igin Ters Problem
Yaklagimi (1)

v+ 8 = 9.1, + Fx D) (4.59)
Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) denklemi, bu denklemin popdilerligi, ylizey blyimesinin, kagit
1slatma ve kristal blylimesinden, kristal bliyiimesine kadar, cesitli baglamlarda goriinen
bir olgu olmasi nedeniyle, artan bir ara ylizli anlatan, iyi bilinen bir prototiptik
denklemdir. Bir diger nedeni, denklemin, dogrusal olmayan, girilti etkisi ve bircok
(sonsuz) serbestlik derecesine ayni anda sahip olan en basit dengesiz istatistiksel
mekanik modellerden biri olarak distnilebilecegidir. Ayrica bircok sistem tarafindan
paylasilan ve denge sistemleri icin evrenselligin enteresan bir 6rnegi olarak hizmet eden
karakteristik kritik davraniglari gosterir

Yizey biylmesi, glnlik hayatimizda tanidigimiz bir olgudur. Bir sayfanin kenarini
miurekkebe batirirsaniz kagit miirekkeple kaplaninca, kuru ve islak bolgeler arasindaki
ara ylz yavas yavas buyir. Ornek olarak; Evrenin genislemesi. Bakteri kolonilerinin,

orman yanginlarinin, kristallerin blylimesi gibi ylizey blylmesine bircok 6rnek vardir.

Ote yandan, yiizey biiyiimesini kontrol etmek, malzeme bilimi icin dnemli bir unsurdur.

Ele alinan problemin tanim kimesi Iy ={(x,7)|]0<x<1;0<7<T} gibi

verilmektedir.

ilgili KPZ Denklemi sartlarini saglayan {p(7),V(x,t)} fonksiyon ciftini arama ve bulma

problem dustinilsin.
Asagidaki denklem ve kosullar ele alinsin.

(Vx)?

Vit+=-=0.Vx + p(1).F(x, 1) (4.60)
V. (x,0) = w(x) (4.61)
V.(0,7) =V, (1,7) (4.62)
V(1,t)=V(0,7) + E(7) (4.63)

Ek kosul; V,.(1,7) = 0

burada 9 sabitttir.
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C[0, T]x (C*1(Iy) N CYO(Ty)) sinifindan  olan,[0,T] araligi izerinde (4.60)-(4.62)
kosullarini saglayan ve p(t) >0 olan, {p(7),V(x,1)}¢iftine (4.59)-(4.62) ters

probleminin klasik ¢oziimu denir.
2. llgili Denklemin Homojen olmayan Difiizyon Denklemine indirgeme

Asagidaki donusimler yardimiyla;

u=V, f=FK

(4.59) deki denklemin x gore tiirevi alinirsa
Vix + ViVix = 0. Viexe + p(T)-Fx

Boylece, homojen olmayan Burgers denklemi elde edilir.

Up + ULy = V. Uy + (D). f(x,T) (4.63)
u(x,0)=Y(kx), 0<x<1 (4.64)
u(0,7) =u(l,7), u,(l,7)=0,0<7t<1 (4.65)
fol u(x, 7)dx = E(1) (4.66)

Cole-Hopf Déniisiimii yardimiyla Denklemin Lineerlestirilmesi

Cole-Hopf dontistimi uygulandiginda,
(1) u =1, alinirsa, (4.63) denklemi asagidaki denkleme dénusdur.

Yt + Y Yxx = Ve Pyxy + p(T)f(x' 7)
Yukaridaki denklemin her iki yani x gére integrallenirse,

Y + %(lpx)z = Uy, + p(T)f(X, 7)

(2) Y = —2v.Ing alindiginda, yukaridaki denklem asagidaki denkleme donusdir.
¢Pr = V. Py + (D) f (x,7)

Baslangig, sinir ve integral kosullari tekrardan gézden gegirilirse,

2
5= (x,7)

— 2 dx
u(x,7) = -2v Yo

(1) ¢(x,0) = ¥(x);
= $(x,0) = o720 ) WE0VAX _ =5 [YEAX _ iy
¢(x,0) = P(x);
(2) ¢(0,7) = ¢(1,7);
u(0,7) = u(1,7)
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¢x(0 T) 2 ¢.(1,7)

o0, e

$:(07) [ x(17)
(0,0 61D

() u(1, 1) =0

= u(0,7) = =u(l,t)

dx = In¢(0,7) = Ingp(1,7) = ¢(0,7) = ¢p(1,7)

ax d(x,7)
d(x,7)

0 0 axqb(x 7)
:au(x T) = e < D)

) 0 axqb(l 7)
:au(l,r) 6_< ¢(1 m

u(x,7) =

= —2ving(1,7) =c = ¢(1,7) = e_%(constant) = ¢, (1,7) =0

(4) folu(x, 7)dx = E(7); 0<t<T

1 r 1 B
= f ¢(x,7)dx = f e 2w/ uleDdx gy o f ¢(x,1)dx =E(1),0<t<T
0 0 0

Elde edilir, yeni denklem ve kosullari asagidaki gibidir.
Ar ={(x,7)]0<x<1;0<t<T}
bt = Prx +p(Df (x,7)
¢(x,0) =¥(x), 0<x<1
¢0,7) =¢d(1,7), ¢P,(1, 1) =0, 0<T<T

fol‘i’(x' )dx =E(1),0<t<T

(4.64)
(4.65)

(4.66)

(4.67)

C[0, T]x (C** (A7) N CY°(A7)) sinifindan olan, [0,T] araligi zerinde (4.64)-(4.67)

denklemi ve kosullarini saglayan ve p(t) > 0 olan, {p(7), d(x, 1)} ciftine (4.64)-(4.67)

ters probleminin klasik ¢6ziimii denir. ilgili denklem sisteminin iyi tanimli (well-posed)

oldugu, [4] te gosterilmistir.
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4.9 Gesitli Kosullar Altinda, Kardar—Parisi-Zhang (KPZ) Tipi Denklemi (Modifiye KPZ)

i¢in Ters Problem Yaklasimu (11)

v, + (V;)Z +DORWV) = Vo + F(x, 0)

burada (V) = Je™3V, (I sabit) seklindedir.

v, + (V’;)z + ()T =V, + F(x,t) (4.68)
Ve(x,0) = @(x) (4.69)
V:(0,7) =V, (1,7) (4.70)
V(1,7) =V(0,7) + E(1) (4.71)

Ek kosul; V,..(1,7) = 0

(V)? Y :
5 + p(t)Je =u Vi + F(x,t)

Ve +

iigili Denklemi Homojen olmayan Difiizyon Denklemine indirgeme

Asagidaki donusimler yardimiyla;
u=V, f=Eve3= ialmd@nda

(1.1) deki denklemin x gore tiirevi alinirsa

1 _1 .
Ve + Vel +p(D) 5 20V, = 0. Vg + B,

u
u; + uuy, + p(t)ue Jautx _ Uy + f(x, t)

Boylece, homojen olmayan Burgers denklem benzeri bir denklem elde edilir.

Up + U Uy = Ullyy — ﬁe_f%dxp(t)u + g(x,t) (4.72)
u(x,0)=Ykx), 0<x<1 (4.73)
u(0,t) = u(1,t);

u(1,t) =0, 0<t<T (4.74)

[jut,t)dx =E(t); 0<t<T (4.75)

Not: V(1,7) =V(0,7) + E(t) = V(1,7) — V(0,7) = E(7) kosulu

= 01 V. (x, T)dx = E(7) seklinde yazilabilir.
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Cole-Hopf Doniisiimii Araciligiyla Denklemin Lineerlestirilmesi:

Cole-Hopf dontislimi uygulandiginda,
(1) u =n, donlisimi altinda, (4.72) denklemi asagidaki sekil alir.

1
1 I
Nxt T Nx-Nox = K- Nxxexe T Zp(t)-nxe 20" + f(xr t)
Yukaridaki denklemin her iki yanini x gore integrali alinirsa
1
1 —_—_—
N+ (0)% = Wy —p(D)e” 28" +F
olur.

(2) n = —2u.Ing alinirsa, ilgili denklemi asagidaki denkleme donisir.
bt = U Pxx — p(t)- p+F

Verilen baslangig, sinir ve integral kosullari diizenlenirse,

2H(x)
$x0)

u(x,t) = —2u
(1) ¢(x,0) = p(x);
= $(x,0) = e 3] T — gV _ g,
¢(x,0) = ¥(x);
(2) ¢(0,8) = ¢(1,1);

u(0,t) = u(l,t)

900 __ (LD
0,0 oo

0.0 [ $:(LD
0,0 $(LD

(3) u(1,8) =0

= u(0,t) = —2u =u(l,t)

dx = Ind(0,t) = Ind(1,t) = ¢(0,t) = ¢(1,t)

d
—¢(X,t)
_ o, 0x
u(x,t) = zu—qb(x,t)
d
—_ t
:>iu(x,t)=aa—x —Z,uax(p(x )

dx d(x, 1)
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= bLD)
e

::»a (1t)—a 2
ax T ax

= —2ulng(1,t) =c = ¢(1,t) = e_ﬁ(constant) = ¢, (1,t) =0

(4) folu(x, t)dx = E(t); 0<t<T

1 1 1
=>f o (x, t)dx =f e_%fu(x’t)dxdx :f d(x, t)dx = E(t)
0 0 0

Yazilir. Yeni denklem asagidaki sekli alir.
D ={(x,t)|]0<x<1L,0<t<T}
09 + t 62 =F(x,t

G = U Pxx —0(6). ¢ + F(x, 1)
¢ (x,0) = P(x);

$(0,8) = ¢p(1,), ¢ (1,6) = 0
[F¢(x, )dx = E(0)

(4.76)
(4.77)

(4.78)

(4.79)

[0, T]x (C?>*(Dy) n C*°(Dy)) sinifindan olan, [0,T] araligi Uzerinde (4.76)-(4.79)
kosullarini saglayan ve  p(t) =0 olan, (p(t),p(x,t)) ciftine, (4.76)-(4.79) ters

probleminin klasik ¢dziimii denir. ilgili denklem sisteminin iyi konuglandirilmis (well-

posed) oldugu, [6] da gosterilmistir.
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BOLUM 5

BLACK SCHOLES DENKLEMIi VE BLACK SCHOLES
TiPi DENKLEMLER iCiN TERS PROBLEM YAKLASIMI

Ve +50282Vgs +1SVg — 1V = 0 (5.1)
Black-Scholes denklemi, finans uzmanlarinin ve tiiccarlarin, finansal araglarla (tahviller,
hisse senetleri, menkul kiymetler, bonolar, vb.) ilgili fiyatlari nasil bulduklarini
aciklamaktadir. Opsiyon, satin alan tarafa herhangi bir Grliniin fiyatini bugiinden
sabitlemek kosulu ile bu Grini ileride bir vadede satin alma ya da satma hakkini veren
bir anlasmadir, modern finansal sistemde 6nemli bir yer almaktadir. Tlrev araglari,
degeri baska bir finansal varligin veya malin degerine dogrudan bagh olan finansal
araclar tlrev arac olarak adlandirilmaktadir. Tirev aracglar, dayanak varligin sahipliginin
el degistirmesine gerek olmaksizin bu varlikla ilgili hak ve yukimlultklerin ticaretine
imkan saglar. Ornegin bazi tiirev araclari: Forward (Vadeli) islemler-Déviz ve emtia
lizerine yapilan vadeli alim/satim islemleridir. Opsiyon islemleri- Déviz, emtia, hisse
endeksi Uzerine yapilan, saticisina ytukimlillk, alicisina hak saglayan vadeli islemlerdir.
Denklemde yer alan o bir malin fiyatindaki dalgalanmayi, § malin fiyatini,V zamana ve
mal fiyatina bagli bir fonksiyonu, r yillik risk icermeyen faiz miktarini géstermektedir. S6z
konusu denklem, finans sektoriinde yer alan uzmanlarca, tirev niteligine ve esas alinan

varliga bagl olarak, finansal trinlerin degerini hesaplamada kullanilir.

Black-Scholes Denklemi gelecekte bir glin belirli bir fiyata bir sey satin almak veya satmak

icin dogru (ama zorunlu olmayan) degerleri gérebilmemizi saglayan bir yéntem.
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Denklemi bir érnek ile agiklamaya calisalim. y urund, kilogrami p TL'den satin alma
opsiyonunun degerini 2 sey belirleyebilir; y Grlininin fiyati ve bu fiyatin hangi
araliklarda hareket ettigi. Fakat opsiyon degeri ve y urininin fiyati (degeri)
distnildigi gibi basit bir sekilde degisim gostermez. Buradan hareketle eger dogru y
Granl portfoyl ve y GrlinlniG alip satmak icin dogru opsiyonlara sahipseniz elinizde
tamamen risksiz bir portfoy vardir. y Gridnd fiyati ve risk icermeyen fiyat araligini

bildiginiz icin, aradaki farka bakarak en iyi opsiyon degerini hesaplayabilir

Black-Scholes denklemi, finansal profesyonellerin tiirev niteligine ve esas alinan varliga

dayanarak bu finansal rlinlerin degerini hesaplamalarina olanak tanir.

Opsiyon Latince bir terim olup tercih, secim anlamina gelmektedir. Ekonomi diinyasinda
opsiyon sozlesmeleri herhangi bir varligi belirli bir vadede ya da vadeye kadar belirli bir

miktarda, belirli bir fiyattan alma ya da satma hakki veren sozlesmelerdir. [ Tirkiye

Cumbhuriyet Merkez Bankasi Terimler S6zIUgu, tr.wikipedia.org/wiki/Opsiyon_(finans) ]
Opsiyon piyasalarinda alici agisindan iki gesit opsiyon vardir:
e Call Option (Alim Opsiyonu)

Alicisina gelecekte belirli bir miktarda varligi, belirli bir fiyattan alma hakki veren opsiyon

s6zlesmesidir.

e Put Option (Satim Opsiyonu)

Alicisina gelecekte belirli bir miktarda varhgi, belirli bir fiyattan satma ya da satin alma

hakki veren opsiyon s6zlesmesidir.

Bu iki opsiyonda da taraflar miktar, islemin vadesi, vade tarihindeki fiyat ve opsiyon
hakkini alan tarafin 6deyecegi prim konusunda bugtinden anlasirlar. Anlagsma tarihinde
opsiyon hakkini alan taraf anlasilan prim miktarini opsiyon hakkini veren tarafa nakden

oder. Bunun disinda herhangi bir para degisimi yapiimaz.

Opsiyonlarin uygulanabilme vadelerine gore ise iki tirl vardir: Amerikan tipi opsiyon,

Avrupa tipi opsiyon.

Amerikan tipi opsiyonlar vadeden 6nce herhangi bir tarihte opsiyon alicisi tarafindan

kullanilabilirler. Avrupa tipi opsiyonlar ise yalnizca vadesinde kullanilabilirler. Bu ylizden
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Amerikan tipi opsiyonlarin degeri genelde Avrupa tipi opsiyonlarin fiyatlarindan

yuksektir.

ORNEK: Bir ciftci tarlasindaki Griiniinii hasat zamaninda (diyelim ki 4 ay sonra) kilosunu
en az 3 TL den satmak istiyorsa bugiin belirli bir prim 6édeme karsiliginda 4 ay sonra
Urlinind 3 TL den satim opsiyonu satin alir. 4 ay sonra piyasada o Uriin 3 TL den daha
disuk bir fiyat seviyesinde ise Urinind 3 TL den satma hakkina ship olur. Ancak eger
piyasada fiyat dlizeyi 3 TL den daha yiksek ise Urlinini daha yiksek olan piyasa
fiyatindan piyasaya satar ve bu tercihi (opsiyonu) icin primin maliyetine katlanir.[Tirkiye
Cumhuriyet Merkez Bankasi Terimler S6zligi, Ekonomi Séz1g, Egilmez, M.]

Black-Scholes Denklemi gelecekte bir glin belirli bir fiyata bir sey satin almak veya satmak
icin dogru (ama zorunlu olmayan) degerleri gorebilmemizi saglar. Black-Scholes
denklemi, finansal profesyonellerin tiirev niteligine ve esas alinan varliga dayanarak bu

finansal Urlnlerin degerini hesaplamalarina olanak tanir.

Black Scholes denklemini tiretmek icin kullanilan varsayimlar:

. Hisse fiyati, Geometrik Brown Hareketi surecine uygun olarak hareket eder.

. Volatilite sabittir, opsiyonun vadesi boyunca degismez.

. Risksiz faiz r sabittir ve tim vadeler igin aynidir.

. Hisselerde aciga satis ve aciga satistan elde edilen paranin kullanimi serbesttir.
. islem maliyeti ve vergi yoktur. Tim hisseler miikemmel sekilde béliinebilir.

. Risksiz arbitraj imkani s6z konusu degildir.

N O M WON R

. Hisse alim satimi stireklidir.

1
Vt +EO-ZSZVSS +TSVS —r.V=0

V,+ %GZSZVSS : ilgili terim, hava ortaminda dumanin yayilisi veya bir nehirde kirliligin
yayihmi gibi bir diflizyon terimi olarak yorumlanir [15].

rSVg : llgili terim, riizgarin havadaki dumani siriiklemesi veya bir akintinin kirliligi

surliklemesi gibi bir konveksiyon terimi olarak yorumlanir [15].

—r.V :llgili terim, yercekiminin dumana karsi gésterdigi direng, kumun kirliligi absorbe

etmesi gibi bir direnis, reaksiyon terimi olarak yorumlanir. (Wilmott, 1998) [15].

Black Scholes (Merton) denklemi, Geriye Doniik Kolmogorov Denklemi ile iliskilidir.
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Denklemde yer alan degiskenler, farkl bir 6rnek igin sekildeki gibi de yorumlanabilir [15].
S : Hisse senedi fiyatini

T : Risksiz faiz orani

o : Degiskenlik, volalite, diflizyon terimi

T : Vade, opsiyon uygulamasinin bitis tarihi

t : Simdiki zaman

V(S,t) : S ve degiskenlerini iceren opsiyon degeri olarak belirtiimektedir.

Geometrik Brownian Hareket [11]; bir alanda yarimcilara, senelik, aylik, glinliik, saatlik ve
hatta dakikalik fiyat dagilim ve incelemelerini sunan bir model olarak, belirsizlik
durumlarinda fiyatlarin nasil bir yol izleyecegini sunar. Geometrik Brownian Hareketi
logaritmik getirilerin normal dagilima sahip olmasi nedeniyle ¢alismalarda riskli finansal
varliklarin modellenmelerinde kullaniimaktadir. Bu yontemde, parametre tahminleri
maksimum olabilirlik metodu kullanilarak elde edilir [11].

1827 yilinda bitkilerin taksonomi(siniflandirilma) ¢alismasi yapan botanik bilimci R.
Brown, sivi icerisinde bulunan ve salinan bir polen parg¢asinin ayrintili mikroskobik
incelemesinde yer degisiminin ¢ok hizl, diizensiz ve gelgit benzeri bir hareketle yol
aldigini gézlemlemistir. Ayrica, Brown sivi molekuillerinin polen parcacigina gére cok
daha kiglk ve daha hizli hareket ettiklerini gézlemlemistir [11].

Daha sonraki zamanlarda parcacigin bu diizensiz hareketine ¢ok kicik sivi molekilleri
ve polen parcacigl arasindaki carpismalarin sebep oldugu kabul edilmistir. Bu
birbirlerinden bagimsiz olup, herhangi bir kiiglik zaman araliginda ¢ok sayida ¢arpisma
olmaktadir.

Brownian Hareket, gliniimiizde biyoloji, fizik, ekonomi, finans gibi bilim dallarinda ortaya

cikabilecek, diizensiz hareketleri (rassalligl) modellemek icin kullaniimaktadir.

[11] Ozkan, T., Glingdr, B. (2017), Geometrik Brownian Hareketi modeli ile endeks dalgalanmalarini degerlendirme: BIST-30, BIST-

100 ve S&P 500 endeksleri Gizerine bir uygulama
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Geometrik Brownian Hareket

Finansal ortamlarda, yatirmcilar getirileri nedeniyle finansal varliklar Uzerine
yogunlagsmaktadir. Bu getirilerin davranigi ile ilgili en ¢ok kullanilan temel varsayim
normal dagihima sahip olduklari hipotezidir. Herhangi bir t zamaninda hisse senedinin
logaritmik getirisinin normal dagilima sahip oldugu kabul edilir. Hisse senedi fiyatinin
negatif olmayacagl gergegi, fiyat hareketinin modellenmesinde Geometrik Brownian
hareketinin kullanilmasini gerektirmektedir. Ayrica bagimsiz degismelere sahip
lognormal dagilimh sirekli zamanl stokastik bir slire¢ ancak Geometrik Brownian
hareketi ile agiklanabilir (Demir, 2015). Geometrik Brownian Hareket, finans ve iktisat
literatlriinde hisse senetleri ve doviz kurlari dinamiklerini modelleyebilmek icin en sik
kullanilan stokastik silire¢lerden biridir. Finans literatiriinde, Black-Scholes Opsiyon
Fiyatlama modeli ve Paul A. Samuelson tarafindan ortaya konan Varant Degeri
Hesaplama modeli gibi 6nemli modellerin arka planinda Geometrik Brownian Hareket

sureci bulunmaktadir (Topper, 2005).

v et g | Sy S e

-
D e

Vg N -
J .,.Q\:‘,-‘Aos "

s

Sekil 5.1 Geometrik Brownian Hareket
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Krsmi Tirevli Diferansiyel Denklember

T

Parabolik | Eliptik Hiperbolik
» | +
T
Taprusn-yipnes  Delimyen(Ymwes) Poridon Ciakgn Criicharni
F | L}
Bibh Sehsiid i Sk baer [

Sekil 5.2 Kismi Trevli Dfieransiyel Denklemlerin Siniflandinimasina ilskin Bir Ornek

Backward Kolmogorov- Black Scholes arasindaki iliski:

v v a?d%v

ot "Fox T 2 oar

v(x,t) = e™T D V(S t); S
v, = —re" T 4 7Ty,

v, = e" T8V,

Ve = €7 TSV + €™M0 52y

I
®

2
o
= e™T D[V 4+ V,] 4+ ue™ T8V, 4 T8 — (SVs + S?Vss)
2

1, o
=’Vt+§0 S V55+(7+u)SVS—r.V=0

1
Vt +§O-252VSS +TSVS _T.V = 0
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5.1 Black Scholes C6ziimleri igin Yontemler
1 o
Vt+EO-SVSS+rSVS_r'V=O

V(S,t) : Opsiyon fiyati, S :Stok fiyati, t : Zaman, r : Faiz orani
V(S,t) =V(S).eH
T =V(S).pett, = T out

' as 0x
1 . d?V(S) dv (S)
ut _ ~2C2 ut ut __ ut —
=>V(S).u.e +205 152 ettt +rS 7S .e r.V(S).e 0
= et o252 2 @ D SR (S).(u—1)] =0; e £ 0
1 dZV(S) dv(s)
_~2¢C2 — =
=>ZaS 752 +7rS 7S +V(S).(u—r)=0

1/202 béldigimiizde,

- g2 LVE) dzv(s) dV(S) 2(;4 -7)

 u + = S ———V(S) = 0 - Euler diferansiyel denklemi
V() =sm Z_‘; m.Sm 1 ddLS(ZS) m(m — 1)S™ 2 denklemde yerine yazilirsa,

1 20072
Som +rm+(u—n)=0
0-2
ro 1 rtro’*+ g —2uc?
>m,=———=
12752 2 o?
a? a?
r 1 TPHrol+ —2uc? r 1 TPHTO%+7—2pu0?
= V(S) = ¢,557 2" o2 + 50772 o2
a? a?

r 1 TPHTO*+7—2u0? r 1 {TPHTo*+7—2u0?

V(S,t) = e“t[Cl.S'UZ 2" a2 + ¢,S0% 2 a2 ]

Degiskenlerine Ayirma Yontemi

2
V(S,0) =sOTM) 2 =5.T =TI =s"T
- 2525”+ SS,+TI =0
20 S " s T "=

a= %az,r = b, c > 0 (sabit)
S/, / T/

0282 —+bS——b—?=c
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s(§) =S 2 +S 2

V(S t) =e® 9§ 2 +S 2

Daha ayrintili inceleme icin, [12] ye bakiniz.

Klasik Black Scholes (Merton) Denklemini Difiizyon Denklemine indirgeyerek, indirgenen
difiizyon denkleminin nimerik ¢6ziimlne yonelik Pyhton programi ekte verilmistir.

Asagidakiler hazirlanan programin giktisinin bir bolimind igerir.

L

J =l I —

5ekil 5.3 Black Scholes Denkleminin Difizyon Denklemine indirgenmesine iliskin,
Diflizyon Denkleminin Pyhton Programinda Mlmerik Cozim Ciktisi
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5.2 Yerel Olmayan Sinir ve integral Kosullu Dupire Denklemi igin Ters Problem
Yaklagimi Uzerine

Matematiksel Finansta, Dupire formli (yerel volatilite) asagidaki sekilde ifade edilir. [14]

v av
—+T'Sﬁ

o(S,t) = § 20t 35 (5.2)

a2v
252

Dupire formill, pazardaki teklif edilen teklifler ve ¢agri seceneklerinden yerel bir
volatilitede, volatilite fonksiyonuna erisilmesini saglar. [14]

Homojen olmayan Dupire denklemi asagidaki gibidir.

V, = 20252 Vgs —TSVs + F(S,t) (5.3)
Dupire denklemi, S (strike) fiyati ve olgunlasma zamani t olan, V opsiyon fiyati fonksiyonu
icin ileriye(Forward) dogru bir denklemdir. S6z konusu lokal volatilite, zaman ve fiyatin

deterministtik bir fonksiyonu olarak tanimlanabilir.

o=0(S,t)

Burada asagidaki denklemi g6z onlinde bulunduralim.

V, = 20252 Vgs —1SVg + p(£). F (S, 1) (5.4)

Dy ={(5,t):1<S<e0<t<T}
Baslangi¢ kosulu:

V(w(S),0) =¢(S) ; wS)=mn(S) ;1<S<e (5.5)
Periyodik sinir kosulu:

V(,t) =V(et), Vi(le,t) =0 ;0<t<T (5.6)
integral kosulu:

ffv(i't).ds = E(t) (5.7)

2. Dupire Denklemini Difiizyon Denklemine indirgeme
1
Vt = EO’Z.SZ.VSS - T'SVS + p(t)F(S, t)

Asagidaki donlisimler altinda,

2t
S=€x; t=T——2

o

o2
= x =1InS; T=7(T—t)
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2

v(x,7) =V(S,t)=>V (ex,T - ;) = v(ln(S),% (T —1t))

= Vi = (Vg Xp + V7. T1)

1
=>V, = —Eaz.vf
= Vs ngx; Vss Zﬁ(vxx_vx)

Denklemde yerine yazilirsa,
1
= Vt = EO'Z.SZ.VSS - T'SVS + p(t)F(S, t)

g?ov 1 1<62v 6v> 10v

> ——=—-= 2e?x +7r.S.<—+pF
oe 0x2 Ox r p

20t 2 S2 S ox
2r
= Up — Uy + Uy _;vx +p(T)-f(x'T)

DV = Uy + (%— 1) v + p(7). f(x,7)

o® = 2.r alindiginda asagidaki denklem ve kosullar elde edilir.
=V = Uy +p(@)f (%, 7) (5.9)

2
DT={(X,r):0<x<1,0<T.%<t<T}:>DT={(X,‘E):0<X<1,0<T<T}

U = Uy +p(0f(x,7) (5.10)
v(x,0) = ¥(x) 0<x<1 (5.11)
v(0,t) =v(L,t), n(1,t) =0; 0<T<T (5.12)
[jv,Ddx=Ex) 0<t<T (5.13)

ligili denklem sisteminin iyi tanimli (well-posed) oldugu, [4] te gdsterilmistir.
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5.3 Vasicek Denklemi:

Vasicek modeli, faiz oranlarinin evrimini anlatan matematiksel bir modeldir. Bir tek

faktorli kisa vadeli fiyat modelinin bir tlirtddr, ¢clinki faiz oranindaki hareketleri yalnizca

tek bir piyasa riski kaynagi tarafindan yonlendirildigi agiklanmaktadir. Tahvil fiyatlari. Bir

faiz oraninin piyasa riski faktori, zaman ve denge degeri olarak tanimlandigi bir faiz orani

hareketinin modellenmesi diye literatiirde gecer.[13]

a: faiz orani, b: volatilite

Y +1622L —(a-bS)Z~SV =0; a,b,S sabit

V(S,t) = [e (Fs)r-o3 v, 7)

T=1-— e—2b(T—t)

2\/— [S . _Zl e—b(T—t)
b b
a ox In(1-7)
>5=2 + +mvet—T+ b
= VUp = Uyy
o2 _e~b(T-0) 02(1-e-b(T-t))2 S(1-e~b(T—1)
V(S 1) = oG DI gl

Homojen olmayan Vasicek denklemi igin ters problem yaklasimi:

Ve +30%Vss = (a— bS)Vs = 5.V = p(6). (5,6) = 0

2vb a a*
T=1—e 260, x=— [S — - + ﬁ]e—b(T—t)
S_a a2+ ox t—T+ln(1_T)
b b 2/p(1-10) 2b

(T-0)

V(s t) = e(2b2 b> 55 .v(x,7) ;burada a, b ve o sabit.

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Donlsimu altinda v; = v, + P(7). f(x, T) homojen olmayan difizyon denklemi elde

edilir. Benzer sekilde bu ters problem icin iyi konuslandiriimis problem oldugu,

yukaridaki denklemlerle benzer olarak incelenebilir.
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5.4 Bazi Kosullar Altinda Black-Scholes Tipi Denklem i¢cin Tanimlanan Ters Problem igin
Bir Yaklasim

Tanim Kiimesi Dy asagidaki sekilde verilsin.
Dy ={(5,t):1<S5<e0<t<T}

Asagidaki denklem ve kosullar g6z 6niinde bulundurulsun.

Ve —502Vss +7SVs —1.V = P(F(S,) = 0 (5.19)
V(InS,0) = $(S) (5.20)
V(1,t) = e *V(et), Vi(e,t) = %V(e, t) (5.21)
0'2 -
[ 57 @D PGy (5, 1)ds = E(),0<t< T (5.22)
o%-2r o%42r
where @ = ——— and ff = —(—3-)

(5.19)-(5.22) tanimlanan problem igin {P(t), V (S, t)} ciftini bulma problem ters problem

olarak adlandirilir.
Asagidaki donistmler yardimiyla,

2
S=e*; t=T—-—=7
o
2,
= x = InS; T=U7(T—t) (5.23)
27 o?
v(x,7) = V(S,t) > V (e",T _ ;> = v(n(8), 2 (T - )
= Vt = (vx.xt + vT.Tt)
Vv, Ly
>V, =——=0"°.
t 20- vT
1 1
= Vs =:§1% ; Vs =:Ef(t%x — V)

1
= Vt+EGZVSS+rSVS—r.V =0

ot — g2 S.=— —T1.v+PF=0
26T+20e SZ +r Sox r.v+

og?ov 1 1 [0%v OJv 10v
0x2 0x

2r 2r a?
DU — Uy + vx—;vx+;.v=0,r=7(T—t)

2 2
DV = Ugy + (G—Z—l)vx—a—Zv+p(T)g(x,T)

2 a?
t_)T_FT T—>7(T—t)

{ v, = Uy +V+p(0)g(x,T); if0?=2r
Up = Upe + p(Df(x,7T) 5 if 02 #F 2.1 (3%
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v(x, ‘L') — ea’x+BT

v = ﬁeax+[>"tu + eax+ﬁ‘rut

v, = aeax+[>"tu + eax+ﬁrux

ax+pt

u(x, t) donlisimu ile

ax+pt

Vey = at%e u+ 2ae u, + e BTy,

o24+2r
202

k-1 k-1)2 2r o2-2r
burada a:_T"B:_(T) ,k=;:>a: = and f = —( )
g(x,7) = e BT f(x, 1)
v = Uy + p(7)f (x,7) denklemi elde edilir. Kosullar igin diizenleme yapilirsa,

e V(nS,0)=¢(S) =v(x0)=c¢x) =e™u(x,0)=>u(x0) =e ¢Xx) =
Y(x)
e V(1,t) =e *V(et),

v(0,7) = e %v(1,7) = eA™u(0,7) = e %% efu(1,7) = u(0,7) = u(1,7)
o V(et)= %V(e, t)
1 a
=V = SV @ Vs(e,t) = e v, (1,t) = ;v(l, t) = v, (1,t) = a.v(1,t)
= v, (x, t) = a. e BTy (x, 1) + e+ P, (x,7)
= v, (1, t) = ae® FTu(1, 1) + e**Fu,(1,7) = ae* FTu(1, 1)

= ey, (1,1) =0=2e*"FT20; u,(1,7)=0
a2 X
o [[5Tr0eFGITOyY (5, 1)ds = E(1),0 <t <T
S =e* ,fol e X(+@) o=BT y(x, 7). e¥dx = fol e X(1F@) o=BTox pax+BTy (x T)dx
:>f01u(x,r)dx=E(T); 0<T<T

Donlstm sonrasi asagidaki denklem ve kosullar elde edilir.

A={(x1):0<x<1,0<7<T}

M= p(f (D) (5:24)
u(x,0)=Y(kx), 0<x<1 (5.25)
u(0,7) =u(l,7); u,(1,7) =0, 0<t<T (5.26)
[ju(xDdx =E(x); 0<t<T (5.27)

lgili denklem sisteminin iyi tanimli (well-posed) oldugu, [4] te gdsterilmistir.
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5.5 Periyodik Sinir Kosullu ve integral Kosullu Ters Black Scholes Denklemi igin Bir

Yaklagim

Tanim kiimesi Dy asagidaki sekilde tanimlansin.

Dy ={(5,t):1<S5<e,0<t<T}

Ve +5028%Vss +1SVg —rp(t)V = 0

V(w(S),0) =¢(S) ; wS)=mI(S) ;1<S<e
baslangic kosullu

V(Lt) =eviet), kV(et)=eVi(e,t) O0<t<T

1

Burada k == —-dr.
2

2
o

periyodik sinir kosullu

SV (S, 0).S*. In(S)dS = E(t)

ve integral kosullu, Black Scholes Denklemini goz 6niinde bulunduralim.

2. Black Scholes (Merton) Denklemini Difiizyon Denklemine indirgeme

Asagidaki donuslimler altinda,

o
= x =InS; T=7(T—t)

2T o?
v 1) = V(S,t) >V (ex,T _ ;) = v(n(8), 2 (T - 1)
= Ve = (Vg X +v7.T¢)

>V, = —Eaz.vr

=>VS=§vx; VSS=§(vxx_vx)

Elde edilir, (1.2) denkleminde yerine yazilirsa,
1
=V, + EJZSZVSS +7rSVs —rp(t)V =0

g?ov 1 L1 0%v  oOv N Slav O =0
20t " 22°¢ s2\ox2 " 0x) T 0 sax - PV T

r 2r .
52V +§.P(T)U =0

2r .
DV = Uy + (;—1)1&—;?(1).1}
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2r 2r
—2—1=2kalmlrsa =>—2=2k+1=m
o o

Ve = Ve + 2kv, — 2k +1).P(7).v
Ve = Uy + 2kv, — mP(7).v

v(x,t) = e *u(x, t) doénisim ile

Ve = k27U — ke ®u, — ke **u, + e *Fuy,
U = Uy, + 2ku, —mP(T)u

e kX, = k2e k*y — 2k.e ®*u, + e **u,, — 2k%2e "y + 2k.e**u, —
e ™ m.P(t).u+e *F(x,1)

=> U = —(k2 +mP(T))u + Uy, P(7) = (k% + mP (7)) denirse
= Uy = Uy, — P(T)V + F(x,7) elde edilir.

D, ={(x1):0<x<1,0<7<T}

24+ (P@ —%)u+F(x,r) =0 (5.32)
u(0,7) = u(l,7), u,(0,7) = u,(1,7) (5.33)
u(x,0) = P(x) 0<x<1 (5.34)
folx.u(x, Ndx=E(t) 0<t<T (5.35)

ilgili denklem sisteminin iyi tanimh (well-posed) oldugu,[14] te gdsterilmistir.

Ornek: v, = vy — (1+eB3).v+ f(x,1)

D, ={(x1):0<x<1,0<7T<T}

flx, ) =14+ (1 —4n?)sin2nx + (1 + e137%) (1 — sin2mx)

V= Uy — (1 +eBD)u+1+ (1 -4n?)sin2nx + (1 +eB39)(1

— sin2mx)
v(0,7) =v(L,1), (0,7)=1(17)
v(x,0) =1 — sin2nx 0<x<1
1 —_(1_ 15,10t
Jy xv(x,T)dx = G—5e 0<t<T

v(xl-, tj) =V = vl‘j

v(x; +ht;) = Vi) = vij+1
v(x; — h, tj) =Vi-1j = vij—l
j+1

v(xl-, tj + k) = Ui,j+1 = ui
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vix,t+k)—v(x,) v(x+hr1)—2v(x,1)+v(x—hT1)
k = nz tf

Wijp1-Uij  Wiprj—2U 5 + U
= s + f(x0y))

X =0+iAx, h=Ax="2=~ 0<x<1, i=0,1,2.N

1
E;

ti=0+jAt, k=At=—, 0<T<T, j=0,1,2.M
M

v(x,0) = v;0 = @(x;) =1—sin2nx;
v(0,1) =v(l,1) = uy;=uy;,j=012,.,

Ux(O; t) = Ux(1; t)
= _172‘]‘ + 4‘171,]' - 37.70‘]' == 3171\],]' - 4171\]_1,]' + vN—Z,j

vt =rv)

i i+1

+(1- 2r)v€ + rv{:_l FTCS

P = ity (i) v+ (ir) v)_,  Dufort-Frankel

i+

I
[\
—
—

I
SR
~
=
+
_I'.\i.

ey

Il

—vi; +2 (1 + 1) vf“ —v/*1 Clark-Nicholson

T

IS o e
Oulirt Prentel Crank Nichoie

Sekil 5.3 Numerik Cozume iligkin Program Ciktilar
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5.6 Yerel Olmayan Sinir Kosuluna ve integral Kosuluna Sahip Black Scholes

Denkleminin Ters Katsayi Problemi igin Yaklasim

Dy, tanim kiimesi agagidaki sekilde verilsin.
Dy ={(5,t):1<S5<e,0<t<T}

Asagida verilen denklemi ve kosullari g6z 6niinde bulunduralim;
Ve +5028%Vss +7SVs —.p(6).V + F(5,£) = 0

Baslangic kosulu,
V(w(S),0) =¢S) ; w®)=In(S) ;1<S5S<e

Periyodik sinir kosulu,

V(1,t) =ekV(et), eVi(e,t) = —kV(e,t) O0<t<T

Ve integral kosulu,

J{ s*v (s, t)ds = E()
Burada k = 2—2 —Zdr.
g 2

Black Scholes (Merton) Denkleminin Difiizyon Denklemine Donlisimii

Asagidaki donusimler kullanilarak;

o
= x =InS; T=7(T—t)

B . 21\ o?
v 1) = V(S,t) >V (e T— ;) = v(n(8), 2 (T - 1)

= Ve = (Vg X +v7.T¢)

>V, = —Eaz.vr

=>VS=§vx; VSS=§(vxx_vx)

{ V= VU +f(x,7T);  ifo?=2r
Up = Uy + g(x,T) 5 if 62 # 2.1 (x%)

(+¥) 1 v(x,T) = e BTy (x, T) donistimii ile .

g(x,7) = e *FTf(x,7)
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= Ve +50%5%Wss + 7SV —r.p(6).V + F(5,6) = 0; F(S,t) =0

2ov 1 1 (0%v v 1ov :
2¢2 ———|+r.S.=——-r.p(t).v+ F(S,t) =0
dx? Ox

20t 2°° &2 S dx

2r 2r
DU — Uy + vx—pvx+p.p(t).v+f(x,r) =0
2
p(t) & P(); t =T - =1=2(T—t)
2 2
DV = Uy + (;Z—l)vx—a—z.P(T).v+f(x,T)
elde edilir.
2r
— —1=2kalrsa = = =2k+1=m
o o

Ve = Uy + 2kv, — 2k +1).P(1).v + f(x,7)
Vp = Uy + 2kv, —mP(7).v + f(x,T)

v(x,t) = e ®u(x,t) dénisim ile
v, = ek,
v, = —k.e "y + ey,

Ry, — ke Ry, + ek,

Ve = k2e Ry — k. e
U = Uy, + 2ku, — mP(T)u

e KXy, = k2e Ry — 2k.e ®*y, + ey, — 2k%e*u + 2k.eTF*u, —
e . m.P(t).u+e *F(x,1)

= u, = —(k2 + mP(0))u + uyy , P(r) = (k? + mP (7)) denirse
= Uy = Uy, — P(T)V + F(x,7) elde edilir.

D, ={(x1):0<x<1,0<1t<T}

3—1; + (P(T) — %)u +F(x,1)=0 (5.30)
Up = Uy — P(T).Vv+F(x,T)

u(0,t) = u(l,t), u,(1,t) =0 (5.31)
u(x,0) = P(x) 0<x<1 (5.32)
[ju(,Ddx =E(x) O0<T<T (5.33)

lgili denklem sisteminin iyi tanimli (well-posed) oldugu,[6] da gdsterilmistir.
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5.7 Ters Black Scholes Denkleminin Coziimii igin Bir Yaklasim

1
Eazszvss +71SVs—r.p(©).V=0, F(S,t)=0

V(S,t) = V(S).ett déniisimii altinda

Ve+

2 2
Z_‘Z: V(S).,u.e“t, O_V: av(s) ut 6_V_ 97V (s) ut

as as ' 952 as?
1 . d2v(s) v (s)
= V(S).u.e* + 50252 I elt +rS TS eft —r.p(t).V(S).ett =0
= M [252 D 4 s YO 4 (4 1) p(6).V(S)] = 0; ek £ 0
1 d?v (s av(s
:>50252 dS(z)+rS dg)+(u—r).p(t).V(S)=0

1/202 béldigimiizde,

2d2V(S) 2r dav(s) 2(,4 r)

= §°. — "3 5. S —— —~ T g p(t)V(S) = 0 — Euler diferansiyel denklemi
V(s)=85m ‘;—Z =m.S™m1 % =m(m— 1)Sm_2 denklemde yerine yazilirsa,
m(m — 1)Sm+j—2m Sm 4 = 2(“ s p()S"=0=>m(m—1) + m+ 2 T)p(t) =0
1
Eazm(m —D+rm+ @w—r)p) =0
LI 1,
Som +(r—§a ym+@—r)p(t) =0
1 oz 1,
= |r=50%)*—4.50 (u=r)p(®)
o2
ro1 r2 —ro? + ZT 20%(u—1r)p(t)
= =———4
M2= 277+ o?

ro1 \/rz—r02+%2— 202(u—1r)p(t) r o1 \/rz—r02+%2—202(u—r)p(t)

= V(S) = C1502 2+ o? + CZSUZ 2 o?
r 1 \/Tz—r02+%2-202(u—r)p(t)
V(S,t) = cjettSe? 27 o?
0—2
r 1 \/rz‘rUZ‘FT—ZUZ(#—r)p(t)

+ c,ettSo? 2 o2

r 1I\]r2—raz+%2—202(u—r)p(t) r 1 \/rz—r02+%2—202(u—r)p(t)
{p(t), ciehtSe= 2" o? + cettSa2 2 a2 }

ikilisi elde edilir.
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Not:

» v, = Uy, —P(1).v+F(x,7) = F(x,7) = 0 oldugunda,
VU = Uy — P(7).v denklemiigin,

v(x,7) = e P@w(x, 1) déntisimi altinda

v, = —P'(0)e POw 4 e POy,

v = e POw,,

vxx = e_P(t)Wxx

e PO—P (D)W +w,) = e POw,, — P(1)e POw

= —P'(Dw + w; = wy,, — P(T)w

= [P(t) — P' (1) ]w+w; = w,, elde edilir.

P'(7)
P(7)

P(t) = P'(1) olmasi durumunda, =1=InP@)=1t= P(r) =e"olur

Ve denklem w, = w,, halini alir. ilgili kosullar altinda denklem ¢éziiliirse, (€%, v(x, 7))

ikilisi elde edilir.

> Vets02p().Vss +7SVs =1V =0

2
v(x,7) = V(S,) = V (ex,T - g) _ v(ln(S),“7 T -1)

= Vi = (Vg X¢ + ;. T¢)

= Vt = _50-2.171-

=>VS=§vx; VSS=§(vxx_vx)

1
ﬁVt‘i'E.O'ZVSS'"'TSVS—T.V: 0

026v+1 2000) 0%v Ov N Slav B
20t 27 P"\Gx2 "ox) T sex Y T
2
= U, = p()V,, + (g - p(t)) Uy — i—z.v ;0% = % veyar == 2() secilirse

vy = p()vy, —p(Ov
g(x,t) = +(v(x, t); F(t) = o= Jop(6)af

(1)
7(t)

7(t) = e—fot—p(e)de — efotp(e)de

p(t) =
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_9

"0 oy

g =7 ).v+7(t). v, > v = %gr —
_9
(7(6))?

Y Y 1 .1
= 0gx = T(t)‘l]x; Ixx = r(t)vxx = %gt —7'(t).

gxx g
W0 "%

= _m),% + ge = P(OGax — P(DG + FEOF(x,1)

= g —p()g = up(®)gxx — () g + T(X)F (%, 1)

=p(t) + F(x,t)

= gt = p(O)Gxx +T(OF(x,0), FOF(x,t) = G(x,t)
= gr = P()Ggxx + G(x,t)

» v, = P(1).vy —v+F(x,T) oldugunda,
v, = P(T)vy, — v+ F(x,T) denklemiigin,

v(x,7) = e *w(x, 1)
F(x,t) =e " f(x,1)

S>v,=—e 'w+e tw,

= Uy =€ "Wy,

Uyxy = € "Wyy
S>e ' (—wH+w) =e TP(Dwyy —e TwH e Tf(x,T)

= w; = P(7)wy, + f(x,7) elde edilir.
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5.8 Yerel Olmayan Sinir Kosullu ve Ust Belirlenim (integral) Kosullu Quasilineer Black

Scholes Tipli Denklem igin Bir Yaklasim

Dy tanim kiimesi:
Dy ={(5,t):1<S<e0<t<T}

Asagida kosullariyla verilen Quasilineer Black Scholes (Merton) denklemini ele alalim.

Ve + 0% Vss +1SVs = 1. p(t).V + F(S,£,V) = 0 (5.34)
V(w(S),0) =¢(S) ; w(S) =) ;1<S<e (5.35)
Vie,t) =0, kV(e,t) =e.V.(e,t) O0<t<T (5.36)
J{ SV (s, 0ds = E(D) (5.37)

Lineer olmayan terimli quasilineer denklem icin F = F(S,t,V) dir. Burada k = z

1
o2 2
dir.

¢(S) ve F = F(S,t,V) fonksiyonlari sirasiyla, [0,1] ve Dy x (—o0, 00) {izerinde tanimli

verilen fonksiyonlardir.

Black Scholes Tipi Denklemin Difiizyon Denklemine indirgeme

Asagidaki donistimler altinda,

o
= x =InS; T=7(T—t)

2
v(x,7) =V(S,t)=>V (ex,T — g) = v(ln(S),% (T —1))

= Vt = (vx.xt + v‘L"Tt)
=>V, = —Eaz.vr
Tirevlenirse asagidaki denklem elde edilir.

1 1
=>VS=§vx; VSS=S_2(vxx_vx)

1
S>Vi+=0%Vss +1SVs —1.p(t).V =0

2
026v+1 | 2%v v N Sl(’)v ® 0
=>———+= —|l=—=-=—]+r.S=——-r.pt)v=
2 0T 206 S2\0x?%2 o0x r S dx TPl

. 2
DV — Uy + vx—i—va+%.P(r).v= O,T=J7(T—t)
2r 2r
DU = Uy + (;—1)17,5—;?(1).17;
elde edilir.
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2r 2r
— —1=2kalmursa = —S=2k+1=m

o o

Vy = Uy + 2kv, — 2k +1).P(1).v + F(x,1,v)
V= Uy + 2kv, —mP(7).v + f(x,T,V)

v(x,t) = e *u(x, t) doénisim ile

Ve = k27U — ke ®u, — ke **u, + e *Fuy,
U = Uy, + 2ku, —mP(T)u

e kX, = k2e k*y — 2k.e ®*u, + e **u,, — 2k%2e "y + 2k.e**u, —
e ™ m.P(t).u+e ¥F(x,1,v)

= u, = —(k? + mP(0) )u + Uy, P(7) = (k? + mP(7)) denirse

= Uy = Uy — P(T)V + F(x,7,v)elde edilir.

lIgili denklem yeniden yazilirsa,

F(S,t,V) - f(x,t,v); S=¢e% t=T—%, V(s,t) =v(x,1)

o2
t=-T-6, p®->P@

2
DT={(X,T):0<x<1,OST.%STST}=>DT={(x,r):O<x<1,0STST}

Uy = Uy, — P(@).u+ f(x,7,0) (5.38)
u(0,t) =0, u,(1,t) = u,(1,t) (5.39)
u(x,0) = P(x) 0<x<1 (5.40)
folu(x, 7)dx = E(7) 0<7t<T (5.41)

[0, T]x (C** (D7) N €°(Dy)) sinifindan olan, [0,T] aralig izerinde (5.38)-(5.41)
kosullarini saglayan ve  P(7) =0 olan, {P(t),u(x,7)} ¢iftine (5.38)-(5.41) ters
probleminin klasik ¢c6ziimi denir. ilgili denklem sisteminin iyi tanimli (well-posed) oldugu

referans [5] te gosterilmistir.
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5.9 Cesitli Kosullar Altinda Black Scholes Denkleminin Katsayisini Belirlemek igin Bir

Yaklagim
Tanim kiimesi, Dy , asagidaki sekilde verilsin.

D ={(5,t):1<S5<e0<t<T}

P(t).V, —502Vss +1SVs — 1.V = F(S,£) = 0

V(S,0) = ¢(S)

V(1,t) =0, —ae®V(1,t) + e*Vs(1,t) = (y —a)V(e, t) + eVs(e, t)

0'2 -
J{ stmae PGy (s, 6)ds = E(£),0 <t < T

g

2-2r
— ve = h(t).

Burada a =

2. Black Scholes Denklemini Difiizyon (Isi)) Denklemine indirgeme

Asagidaki donustimler yardimiyla,

S=ex; t=T——2T
o

42
= x = InS; T=7(T—t)

27 o?
v, 1) = V(S,t) >V (ex,T _ ?) = v(n(8), > (T - 1)
= Ve = (V. X +v7.7¢)
1 2
>V = —50°

1 1
:;’VS:EUx; Vsszﬁ(vxx_vx)

1
:>P(t)vt+EO-ZVSs+rSVS_TV+F = 0

o2 ov 1 1 [0%v Ov 10dv
0x%2 0x

o e p(T)— 4 — g2 — S=— —T.v+F(S1t) =0
ZP(T)6T+208 5z +r S9x r.v+F(St)

2r 2r a?
= VU — Uy + vx—gvx+;.v=0,1'=7(T—t)

2 2
= p(0). v = Vyp + (0_7;_ 1) Ux _G_ZV +9(x,1)
g0, 0) = e Ff(x,7) (*)
{ P(DVr = Vg TV +9(x,7); if02=2.r
p(T)u‘r = Uyy + g(X,T) ’ lf O'2 * 2.1 (**)
(x+) : v(x,7) = e®™ BTy (x, 7) donisiimii ile
v = (BT + 'B)eax+[>’ru + eax+[>’ruT

v, = aeax+ﬂru + eax+B‘cux
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2 ,ax+fT ax+ft ax+pt

Vyy = a°e u+2ae U, +e Uy
k-1 2r o%-2r
Burada, a = _T'k == 2a=— g(x, 1) = e BT f(x, 1)

2 2
p(1).Vp = Uy + (G—Z— 1) Uy —U—Zv + g(x,7)

e BT (D) (B + f.0)u + uy) = a?e™ Py + 2ae BTy, + e BTy —
2a. (ae ™ FTy + e® BTy ) + e X HFTf(x, T)
p(T)((.B + .BTT)u + ur) = —a’u+ Uy + f(x» 7)

p(Du; = (@® — (B + LrO)p(O)U + tyy + (%, T);

2 2

@ — (B + B0)p(x) = 0 :%= B+ BeD) :%[ﬁr] =%
a? [ dt
B = 7[% = ¥(1);
T=— (T-1)
p(Duy = Uy, + f(x,7)
u(x,0) =Y(x)

u(0,7) =0; u,(0,7) = u,,(1,7) + wu(l,7)
folu(x, T)dx = E(7)

e V(nS,0)=¢(S) =>v(x0)=cx) =e*™u(x,0)=ulx0) =e *¢x) =
Y(x)
e V(1,t) =0,

v(0,7) = 0 = ef"u(0,7) = v(0,7) = 0 = u(0,7) = 0,ef* % 0
o —ae®V(1,t) +e*1Vi(1,t) = —aV(e,t) + eVs(e, t) + yV (e, t)
—ae®v(0,7) + e**1.v,(0,7) = (y — )v(1, 1) + v, (1,7)
u, (0, 1) = u(1,7) + yu(l, 1)
a? o
o [[5Tr0e PGy (5, 1)ds = E(1),0 <t < T
S =eX ,fol e X(+@) o=BT y(x, 7). e¥dx = fol e X(1H @) o=BTox pax+BTy (x T)dx

:>f01u(x,r)dx=E(T); 0<T<T

P(DUr = Upy + f(X,T)
A={(x1):0<x<1,0<7<T}

PO % =241 (1) (5.46)
ulx,0)=Y(kx), 0<x<1 (5.47)
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u(0,7) =0, u,(0,7) = u, (L, ) +yu(l,7), 0<t<T (5.48)

folu(x. )dx=E(); 0<t<T (5.49)

Elde edilir. C[0,T]x (C**(Ar) N C*°(Ar)) sinifindan olan, [0,T] aralig izerinde
(5.47)-(5.49) kosullarini saglayan ve p(t) > 0 olan {p(7), u(x, )} siftine, (5.46)-(5.49)

ters probleminin klasik ¢éziimii denir. ilgili denklem sisteminin iyi tanimli (well-posed)

oldugu, [2] de gosterilmistir.
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BOLUM 6

NUMERIK YONTEMLER

Analitik C6ziim

U = Uy +p(Ou + f(x, )

u(0,t) =u(l,t) = A(t), u,(1,t) =0
u(x,0) = yP(x) 0<x<1

J, uCx,t)dx = E(t) 0<t<T

o v(xt) =r®ulxt)

. — - Jypwa __r®

r(6) = e o p(0) =~
e 1(0)= e—f;)p(u)du —e0 =1
ve =r'(Ou+rt)u,

Uy = r(t)ux » Uxx = r(t)uxx

v, —1r'(t) % Uy

v
GO R ORE A

r'(t)
r(t)
>V +p(O)v =v OV +r()f(x, 1)
=V = Uy +7(0) f(x, 1)
v(0,t) =v(1,t),v,(1,t) =0
v(x,0) =Y (x) 0<x<1
v(x, t) =r(ulx,t)
r(t).folu(x, t)dx = r(t)E(t) = fol v(x,t)dx 0<t<T=

= v, V="V +p@®v+1rt)f(x1t)

f01 v(x, t)dx

rO="F5
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e Eger f(x,t) =0 ise

I
)d
Vp = Vyy denkleminden bulunur, buradan r(t) = o vCdx Ubfg) A, r(t) buunur.
Boylece
p(t) = — rr((tt)) , p(t) bulunmus olur.
v(x,t)

v(x,t) = r(t)u(x, t) bagintisindan, u(x,t) = , u(x, t) bulunur.

r(t)
u(0,t) = A(t) sarti varsa

v(0,t)

v(0,t) =r(®)u(0,t) = v(0,t) = r(t)A(t) = r(t) = 20

v(x,t) = X(x).T(t)

= X(O.T'(®) = X"(0).T(1) = T2 =28 = 2
S T/(E) = AT(E) = 0 ve X" (x) — AX(x) = 0
= X(x) = c;eV™ + c,e™V% ve T(t) = cie™t
v(0,£) = X(0).T(t) = X(DT(®) = v(1, )

= X(0) = X(1)

ve(x,t) = X' (x).T(t)

=>1,(1,t) =X'(1).Tt) =0=>X'(1)=0

= X(x) = c;eVH0 4 VA0 = ¢ VA1 4 ¢, e™VA1
=>ct+c = cle\/I + cze"ﬁ

= (eﬁ - 1) =cy (1 - e“a) = Cy = eﬁcl

X'(x) = clﬁeﬁx — czﬁe‘ﬁx

=>X'(1) = clx/ze‘a — CZ\/Ie“/I =0

= Vet = ;2 VeV = eV = eV = eVt = ¢,
el =elc, o e1=12351=0>¢ =,

=>X(x) = cl[eﬁx + e‘ﬁx] T(t) = cse?t

0 1
v(x,t) =2 z (j Y(x)sinmmxdx) sinmmxe™™ ™Mt
0

m=1

fol 2 Z?Eﬂ(fol P (x)sinmmxdx) sinmmxe ™ ™t dx

E(t)

r(t)
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U = Uy + F(x, t)
u(x,0) = Y(x) = 2 + cos(2mx)
u(0,t) = u(l,t),u,(1,t) =0

1
J.u(x, t)dx =r(t)(1+e™ ") =E(t)

0

F(x,t) = r(t).4m?e "t cos(2mx) ve E(t) =r(t)(1+e™Y)
u(0,t) = u(1,t) = w(t) olsun.
o(t)(1—x)+@(t) x

1

v(x, t) =u(x,t) —

= v(x,t) =ulxt) + G(x,1t)
o(t)(1—x) +w(t)x

G(x,t) = — T =w(t)(x—1) —o(t)x = —w(t)

G(0,t) = —w(t),G(1,t) = —w(t),
v(0,t) =u(0,t) —w(t) = w(t) —w(t) =0
v(1,t) =u(l,t) —w(t) =w(t) —w(t) =0

Ut—vxx=ut—uxx+Gt—Gxx=F+Gt=H

o' (O)A-x)+' (t)x
1

v(x,t) =ulx,t) +G(x,t) = v (1,t) = u, (1,t) + G, (1,t) = 0;G,(x,t) =0
= 1,(1,t) =0

H=F -

=F-[a'(t)(1—x)+@'(t)X] G(x,t) H=F —@(t)

Vi — Ve =H
v(0,t) =v(1,t) =0,v,(1,t) =0
v(x,0) =T'(x)

I'x) =ulx,0)+ G(x,0) =yY(x) —w@(0)
1

1 1
fu(x, t)dx = f[v(x, t) — G(x, t)]dx = f v(x, t)dx + f w(t)dx =E(t)
0 0 0

0

1

- j v(x, Odx = E(t) — & (t)
0

89




Ve — Uy = H(X, 1)
v(0,t) =v(1,t) =0,v,(1,t) =0
v(x,0) = ¢(x) —@(0)

1
f v(x, Odx = E(t) — o(t)
0

V; — Uy = H(x, t)
v(0,t) =v(1,t) =0
v(x,0) =) —w(0)

t
v(x,t) = Z I,e~ ™%t sin(nmx) + Z sin(nmx) f e~(m* =) p (s)ds
0

nx1 n=1

Burada h,,(t) = 2 fol H(x,t) sin(nnx)dxve I',, = 2 f01 I (x) sin(nmx) dx
seklindedir.

I'x) =u(x,0)+G6(x,0) =y¢Y(x) —®@(0)
H=F —@(t)

Ornek:

He = Mox + P(Op + F(x, 1)

ux,0)=9Pkx) 0<x<1

u(0,t) =d,(t),u(1,t) =d,(t) ,0<t<T
p(x,t) =E@),0<t<T

E’(t) - .uxx(xs't) - F(xs' t)
E(t)

ﬂ(xsr t) = E(t) = ”x(xs't) =0, ”xx(xs' t) =0

u(x,t) =r(@ulx, t); r(t) = e—fotp(é’)dé’

p(t) =

U =u, +F(x,t); F(x,t)=r().F(xt)

u(x,0)=¢yYkx) 0<x<1
u(0,t) =r(t)u(0,t) =r(t)d,(t),0<t<T
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u(l,t) =r(ul,t) =r(t)d,(t) 0<t<T
p(x, t) =r®ulx, t); plxst) = r(ulxs, t) = E(t)
u(0,t) =r(®)d.(6),  u(l,t) =r()dy(t)

r(0)d; ()1 —x) +r()d, () x

v(x, t) =u(x,t) — T

= v(x,t) =u(lxt) + G(x,t)

= v(x,0) = u(x,0) + G(x,0)

v(x,0) =P (x) +r(0)d,(0)(x — 1) — r(0)d,(0) x

= v(x,0) =¢yYx)+d,(0)(x—1) —d,(0) x

G(x, t) =r(O[di(®)(x—1) —d,(8) X]

Ge(x, 0) =71 (O)[d1 () (x— 1) — da(t) x] + r(O[d1 (D) (x — 1) — d3(8)x]
Ge(x,t) = r(O)[ d1(t) — d2(D)]

= Gy (x, t) =0

G(0,t) = —r()d(6),  G(L,¢t) = —r(D)d,(2),

v(0,t) = u(0,t) + G(0,t) = r(t)d,(t) —r(t)d,(t) =0

v(L,t) =u(l,t) +G6(1,t) =rt)d,(t) —r(t)d,(t) =0

v(x,t) =ulx,t)+ G(x,t)

v(xs, t) = u(x,, t) + Glxg, t) = % +r®)[d(t)(xs — 1) — d,(t) x4]
v(xs5,0) = P(xs) + dy(0) (x5 — 1) — d(0) x,

Ve —VUpy = U — Uy + 6, — G,y =F+ G, = H
H=F+1r'(Odi(t)(x—1) —d(0) x] + r(O[d1 () (x — 1) — d3()X]

Ve — Vyx = H(x, 1)
v(x,0) = ¢(x) +d;(0)(x— 1) —dy(0) x
v(0,t) =v(1,t) =0,
E(t)

v(xs,t) = o r(O[di(0)(xs = 1) — dx(8) x4]

v(x,£) = T P(x, £); T(t) = e~ o P©O28
donlsimi ile asagidaki denklemini yeniden yazilsin.
b = -y — (1) + F(x, 1)
¢(x,0) = Y(x),
#(0,t) = p(1,1), P (1,8) =0
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f ¢(x,t)dx = E(t)
0

¢t = tdxx —p()P + F(x,1)
vix, t) =r(t)p(x,t); r(t) = e—fotp(@)de

p(t) = rr((;)

() = e~ o ~P©)6 _ [T p(©)a6
= ()b + D).y = by = vy — 1 (D).

U =71'(t). ¢ +7(t). ¢ qbf—r() r' O

DS Uy = T(t)¢x; Uyx = r(t)¢xx

b (0 o = () + F(x,0)
r© " o0 o P ( )T

= —7r'(t). ﬁ + v, = vy, —p@v+r()F(x,t)

= v = p(OV = Pre — ()Y + T(OF (x, 1)

= v = Uvy, + () F(x,t)

v(x,0) =7r(0)¢p(x,0) = v(x,0) = @(x) = r(0)P(x)

ve(1,8) = r(0)Px(1,8) = v (L, 1) = 0; ¢,(1,8) =0

v(0,t) =r(t)¢p(0,t) =r(t)p(1,t) =v(1,t) = v(0,t) = v(1,t)
v(x, t) =r(m)o(x,t);

1 v(x,t)

f01 ¢(x, t)dx :fo r(t') dx = (t) v(x t)dx; f v(x,t)dx = r(t)E(t) = E(t);
J, v(x, t)dx =E(t)

Boylece, asagidaki denklem sistemi elde edilir.
Up = Mgy + T(DF(x, 1)

u(x,0) = @(x)

v(0,t) =v(1,1),u4(1,t) =0

1

J v(x, t)dx = E(t)

0
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Niimerik Yontemler
ilgili problemin ¢dziimii niimerik agidan ele alinsin.

Sonlu Farklar Yontemi Yardimiyla Nimerik Cozim:

Gizelge 6.1 Sonlu Farklar

Sonlu Fark Coziim Ypntemi
u(x, t) igin (Siirekli) Kismi Diskret Fark Denklemi ug yaklasik ¢bziim
Diferansiyel Denklem

u(x,t) : Tam (analitik) ¢cozim

u(xi, tj) : Sonlu Fark Yontemiyle elde edilen (xl-,tj) noktasindaki yaklasik nidmerik
¢6zim

6.1 Theta () Yontemi

u(xi, t]) = ui,j = ul]
u(xi + h, t]) = ui+1,j = u{+1
u(xi - h, t]) = ui_l_j = u{_l
j+1
i

ulx, 7+ k) —u(x1) B u(x+ h, ) —2u(x,v) + u(x — h,7)

u(xi, t] + k) =Ujj+1 = U

k h?
Wijp1-Wij  Uip1j-2Uj + Uioqj
k h?
. 1-0 1 .
x; = 0+ iAx, h:Ax:T:N’ 0<x<1, /=01, 2.N
ti=0+jAt, k=At=—, 0<T<T, j=0,12.M
M

Bazi kosullar icin Ornek Ayriklastirma
e u®x0)= u;=e;)=1-ssin2nx;
e Egeru(0,v)=u(l,1) = upj=uy;,j=012,..,
e Egeru,(0,t) = u,(1,t) kosulu mevcutsa
= —Uyj + 4u1,]- - 3u0,]- = 3uNJ- - 4-uN_1_]- + Un-2,;

e u,(1,t) =0kosuluvarsa = uy_p; = Uy_q;

93



u(x; t;) :grid noktadaki stirekli ¢6ziimi ifade eder; r = x

h2
u]l: =yaklasik nimerik ¢6zim
u{“ = u +—(ul+1 - 2u +u 1)
Eéer i=N ,uN_lJ' = uN+1J' . -
u,{,“ 2ruy,, + (1 = 2r)uy;
u*t —ul o ulttt — 2ulMtt 4+t r—o) ul,, —2ul +ul,
At (Ax)? (Ax)?
k At
r =
h?  (Ax)?

=t —ul = [or@i - 20T+t + (1 - O)rul, —

= ut =ul + [or@it - 2uM Ut + (1 - O)rul, —

0 = 0,FTCS Acik yontem-explicit method
0= % crank — nicolson Kapali yéntemi- implicit method

0 = 1 Laasonen kapali ydntemi

Kararlilik

1 . 1 .
r< T sartiile0 <0 < > sartliistikrarh (kararli)

< 0 < 1 sartsiz istikrarli (kararli)

N |-

W= rul, + (1-20uf +rul, =0 FICS

ufhy =2 (1= 7)ul +ufty =~ 42 (14 D)l -
Nicholson

W = Br(uf — 2ul* +ufl]6 =1 Laasonen
0 :% r< g(stabilite sarti)
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1 2
W = [ - 2 ) + Syl - 2] )|
6= % = r < 1 (stabilite sarti)
n+1 n 1 n+1 n+1 n+1 3 n n n
=y Zr(qu =2y +wty) + 77 Wi — 2y Ui—1)
6=2 2wl =l + [Fra - 2uf ) (el - 2uf )|

Up = Uy, + f(x,t) Homojen olmayan denklemde

—2ul +ul,
2] n+1 1—0 n
5 R CROV;

un
+ (1 _ 9) i+1

n+1 n n+1 n+1 n+1
e S S P 2u; T uTy
At (Ax)?

Alternatif

j+1 1-2ry j-1 ( 2r ) j ( 2r ) j Duf
T = (—=Hu! . . rt-Frankel
U (1+2r)ul + 1421 Uipy T 1e2r) Hi-1 i rangs

Asagidaki 6rnek [6] dan alinmistir fakat farkl niimerik yontem(Daha genel ve kapsamli

Theta Metodu) denenmistir.
Ornek:

1 p10t%_
Uy = 1y, + e EET D1(2m)2cos2mxe @™t 4 2¢(1 + cos2mx)e~ @M t+10t%]

u(x,0) =1+cos2nx,0<x <1

u(0,t) =u(l,t), 0<t<

1
u,(1,t) =0, OStSE
1
f u(x, dx = e@DMHGENE D @t g <<

0

N =

—2ul +ui,
(Ax)?

n+1 n n+1 n+1 n+1
ug Uy [eui+1 —2u; T uTy

Uiy
At (Ax)? -9

+0fMt+ (1 -0)f"
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z Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

D85S MRV LEL- G| 0EH D

0.6

0.5

0.4

> 03

0.2

01

02 03 04

05 06

07 08 09 1

ans

Norm of error =

dc,
=z,

dx, r

0
0.1111
0.2222
0.3333
0.4444
0.5556
0.6667
0.7778
0.8889
1.0000

>> heatFTCS (1/1000)

S
T,

0
0.0556
0.1111
0.1667
0.2222
0.2778
0.3333
0.3889
0.4444
0.5000

3.716e-01 at t

.556e-02

fdm a

0
0.2073
0.3787
0.5060
0.5658
0.5659
0.5064
0.3783
0.2077

0

= [@] Figure 2
*|| File Edit View Inset Tools Desktop Window Help
DEHS | K| AKOUDEL- S| 08| aD
0.18
2 @
0.16 // \\ S
0.14 & \ s/ @
{ Q 4
0.12 ! 4 |
fll y // !
- 0.1 i \ J lll.
Zom ! &~ —d
0.06 Ill
0.04 ,’
0.02 ;’
t
oft
-0.02
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X
= 0.500
1.111e-01 0.450
nalytic errorf
0.0131 0.0131
0.0700 0.1372
0.2143 0.1645
0.3783 0.1278
0.4853 0.0805
0.4853 0.0806
0.3783 0.1282
0.2143 0.1650
0.0700 0.1377
0.0131 0.0131
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? Figure 1 — X z Figure 2
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~| File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
DSHS K AAUBDEL- S| 0EE DO NEHS | M AANIRL- |08 aD
0.6 0.16
0.14 /,g\ /P\ "%
.5 4 N ¥
’ 0.12 f) \\ // 11
i b @ 1
0.4 01 ! R / i
{ R / )
o 0.08 ! A /
503 i "' \\ //
2 006f N
!
0.2 0.04
0.02
0.1
op
0 -0.02 *
¥ 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09
X X
>> heatFICS(1/100)
Norm of error = 3.228e-01 at t = 0.500
dt;-du; o= 5.556e-02 1.111e-01 0.450
X s fdm analytic errorf
ans =
0 0 0 0.0131 0.0131
0.1111 0.0556 0.1957 0.0700 0.1257
0.2222 0.1111 0.3591 0.2143 0.1449
0.3333 0.16867 0.4809 0.3783 0.1026
0.4444 0.2222 0.5394 0.4853 0.0540
0.5556 0.2778 0.5405 0.4853 0.0552
0.6667 0.3333 0.4847 0.3783 0.1065
0.7778 0.3889 0.3640 0.2143 0.1498
0.8889 0.4444 0.1998 0.0700 0.1298
1.0000 0.5000 0 0.0131 0.0131
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[ Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

N

DS5HL | KMRAUDLEL- |G| 0EH D

.| 4] Figure 2

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help

DEEde | b AAOUDEL-E|0B| O

0.5

0.45

0.4

0.35

03

3025

0.2

0.15

01

& \\ /
0.1 A / N
A\ 015 g
0.05 ; \O" & —C{
0 02
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X X
>> heatFTCS(1/10)
Norm of error = 2.710e-01 at t = 0.500
dt, dx, = 5.556e-02 1.111e-01 0.450
X, g =% fdm analytic exrrorf
ans =
0 0 0 0.0131 0.0131
0.1111 0.055¢6 0.1057 0.0700 0.0357
0.2222 0.1111 0.2021 0.2143 0.0121
0.3333 0.1667 0.2776 0.3783 0.1007
0.4444 0.2222 0.3209 0.4853 0.1l644
0.555¢6 0.2778 0.3287 0.4853 0.1566
0.6667 0.3333 0.3013 0.3783 0.0769
0.7778 0.3889 0.2328 0.2143 0.0186
0.8889 0.4444 0.1311 0.0700 0.0611
1.0000 0.5000 4] 0.0131 0.0131
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* [#] Figure 1 — © 4 Figure2 =
SFile Edit View |Insert Tools Desktop Window Help Y| File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
ﬁﬁfﬁﬂié\k}%ﬁk@?®¥3£'M§\DE]|lEl DEEL M ARRODE L 2| 0E D
0.6 0.14
ﬁ\
e 0.12 /’Q\ / \?
: 4 \ 4 L
0.1 f \ / 2
/
0.4 o x k f x
o [ \ 7
503 T 006 f \ /
" 0.04 ; \
; | T
002}/
i
0.1 }
ok
(] 0.02
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X X
>> heatFTCS(1/50)
Norm of error = 2.741e-01.at t = 0.500
dt, dx, r = 5.556e-02 1.111e-01 0.450
x, t, fdm analytic exrrorf
ans =
0 0 0 0.0131 0.0131
0.1111 0.055¢6 0.1834 0.0700 0.1134
0.2222 0.1111 0.3382 0.2143 0.1240
0.3333 0.1667 0.4540 0.3783 0.0758
0.4444 0.2222 0.5110 0.4853 0.0257
0.555¢6 0.2778 0.5132 0.4853 0.0279
0.6667 0.3333 0.4614 0.3783 0.0831
0.7778 0.3889 0.3475 0.2143 0.1333
0.8889 0.4444 0.1913 0.0700 0.1212
1.0000 0.5000 0 0.0131 0.0131
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(@ Figure 1 = O X (4 Figure2

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~ || File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DS K RAOPDEL-|2|0EH aD

DEde | MARRANBDEL- |G| 0B | D

0.5 01

045 0.08 N

0.4
0.06 1 A
0.35

03 ooar f '
5025
0.2
0.15
0.1

0.05

>> heatFTCS(1/20)

Norm of erxror = 1.833e-01 at t = 0.500
dt, dx, r 5.556e-02 1.11ie-01 0.450
x, e fdm analytic erxorf

ans =

0 0 0 0.0131 0.0131
0.1111 0.0556 0.1502 0.0700 0.0802
0.2222 0.1111 0.2810 0.2143 0.0667
0.3333 0.1667 0.3802 0.3783 0.0019
0.4444 0.2222 0.4323 0.4853 0.0530

0.5556 0.2778 0.4372 0.4853 0.0481
0.6667 0.3333 0.3959 0.3783 0.0176
0.7778 0.3889 0.3010 0.2143 0.0867
0.8889 0.4444 0.1670 0.0700 0.0970
1.0000 0.5000 0 0.0131 0.0131
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4 Figure1

| File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

X | [ Figure 2

3

File Edit View Insett Tools Desktop Window Help

DEES KM AKVOBDEL-E(0B|aDd

T PN T B U Y

0.5

DEds || ARODEL-E|0EH D

0.45

0.4

0.35

0.3

0.05

0

-0.05

-01

]

=) ¥
3 0.25 :-, -0.15 \ /
\ /
e 02 \ /
0.15 ¥ 2
i 025 b\ ,/
0.1 N 7
03 k 7
0.05 ’ N o gl
0 -0.35
0 . 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X X
0 0 ] 0.013T 0.013T
>> heatFTCS(1/5)
Norm of error = 5.745e-01 at t = 0.500
dt, dx, r = 5.556e-02 1.111e-01 0.450
X, € fdm analytic errorf
ans =
4] 4] 4] 0.0131 0.0131
0.1111 0.055¢ 0.0481 0.0700 0.0219
0.2222 0.1111 0.0960 0.2143 0.1183
0.3333 0.1667 0.1362 0.3783 0.2421
0.4444 0.2222 0.1628 0.4853 0.322¢
0.555¢6 0.2778 0.1717 0.4853 0.313¢6
0.6667 0.3333 0.1616 0.3783 0.2166
0.7778 0.3889 0.1291 0.2143 0.0852
0.8889 0.4444 0.0751 0.0700 0.0050
1.0000 0.5000 0 0.0131 0.0131

Sekil 6.6 Theta Yontemi icin Hazirlanan Program Ciktisi

101




[# Figure 1 = O X | & Figure2 =
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help Y| File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
DEde (3| RAOUDEL- S |0EH =D NEHS K ARAUDEL-E 0B aDd
0.6 0.16
o-me [Zia I P
05 - 7 N 7 B
/6 Q\ 0.12 :P N / ‘1
» < ; S ;)/ :
0.4 / R 0.1 ! b\ / i
f{ S / \ / !
/ \ o 008 ! \ /
S 03 / % 2 }' \\ //
/ -
2 \\ 0.06 ;I s e
®
0.2 /d A 0.04 Ir
/ \ ;
/ \ 0.02,
0.1 ; 4 I
// \\ ep
"0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 ‘0'020 01 02 03 04 05 06 07 08 09
>> heatFICS (0.00999)
Norm of error = 3.22%e-01 at t = 0.500
dr, dx, ©= 5.556e-02 1.111e-01 0.450
X, } ) fdm analytic errorf
ans =
0 0 0 0.0131 0.0131
0.1111 0.055¢ 0.1957 0.0700 0.1257
0.2222 0.1111 0.3592 0.2143 0.1449
0.3333 0.1667 0.4809 0.3783 0.1026
0.4444 0.2222 0.5394 0.4853 0.0541
0.555¢ 0.2778 0.5405 0.4853 0.0552
0.6667 0.3333 0.4848 0.3783 0.1065
0.7778 0.3889 0.3640 0.2143 0.1498
0.8889 0.4444 0.1998 0.0700 0.1298
1.0000 0.5000 0 0.0131 0.0131
(4 Figure1 = a X f [@] Figure 2 —
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ; File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
NEde [ ARNODEL-EB0HaD NEde | ARNODEL- B 0HE|aD
0.6 0.18
P i —&- FTCS @ Q
= ~ —— Exact 0.16 7 [N A
05 @ ] 7z \ / W
/ 3 0.14 @ N ) ®
/ N i D] @ \
oa // N\ e 012 II \\ // \
2 b\ 01 i \ / \\
! S s i N / \
503 b4 % T ooosp | e !
// . 0.06 ff
0.2 @ }i !
’ \ 0.04 |
// 5 0.02 ;
2 | \\ » t‘
! 3 oft
i
0 5 0.02
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
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>> heatFTICS5(0)

Norm of error = 377301 at v = 0.500
dt, dx, © = 5.556e-02 1.111e-01 0.450
X, g =% fdm analytic exrrorf
ans =
0 0 0 0.0131 0.0131
0.1111 0.055¢6 0.2086 0.0700 0.1386
0.2222 0.1111 0.3810 0.2143 0.1667
0.3333 0.16867 0.5089 0.3783 0.1306
0.4444 0.2222 0.5688 0.4853 0.0834
0.555¢6 0.2778 0.5¢688 0.4853 0.0834
0.6667 0.3333 0.5089 0.3783 0.1306
0.7778 0.3889 0.3810 0.2143 0.16867
0.8889 0.4444 0.2086 0.0700 0.1386
1.0000 0.5000 0 0.0131 0.0131
05— ﬂ‘
& -]
az| 7 g

Theta=0 iken Program Ciktisi
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>> heatFTCS(2/3)

Norm of error = 9.260e-01 at t = 0.500
dt, dx, r = 5.556e-02 1.111e-01 0.450
X, §~% fdm analytic erxrorf
ans =
s 0 s 0.0131 0.0131
0.1111 0.0556 0.0001 0.0700 0.0700
0.2222 0.1111 0.0002 0.2143 0.2141
0.3333 0.1667 0.0003 0.3783 0.3780
0.4444 0.2222 0.0004 0.4853 0.4849
0.5556 0.2778 0.0005 0.4853 0.4848
0.6667 0.3333 0.0005 0.3783 0.3777
0.7778 0.3889 0.0005 0.2143 0.2137
0.8889 0.4444 0.0004 0.0700 0.0697
1.0000 0.5000 s 0.0131 0.0131
>> heatFTCS (3/4)
Norm of error = .268e-01 at t = 0.500
dt, dx, r = 5.556e-02 1.111e-01 0.450
x, 7 fdm analytic errorf
ans =
0 0 0 0.0131 0.0131
0.1111 0.0556 0.0000 0.0700 0.0700
.2222 0.1111 0.0000 0.2143 0.2142
0.3333 0.1667 0.0000 0.3783 0.3782
0.4444 .2222 0.0000 0.4853 0.4853
0.5556 .2778 0.0001 0.4853 0.4853
0.6667 0.3333 0.0001 0.3783 0.3782
0.7778 0.3889 0.0001 0.2143 0.2142
0.8889 0.4444 0.0000 0.0700 0.0700
1.0000 0.5000 0 0.0131 0.0131
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6.2 indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Yéntemi ile Yaklasik Céziim:

D ={(x,t)|x €[0,1],t € [0,T]}
u(x, t) fonksiyonu analitik,t zaman degiskenine ve x degiskenine gore, ilgili tanim

bolgesinde siirekli tirevlendirilebilir bir fonksiyon olsun, o zaman,

1 o*
Up(x) = F[ﬁu(% t)]e=0

ifadesi yazilabilir. Burada u(x, t) orijinal fonksiyon, U, (x) dénustirilmus fonksiyonu

gostermektedir. Diferansiyel ters donlisiim fonksiyonu asagidaki gibidir.

u(x,t) = ) Ug(x)tk
kZO A

ve ilgili esitliklerden asagidaki ifade yazilabilir.

u(x, t) = z T atk u(x )] =0 t*

Yukarida tanimlanan yénteme, “indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Methodu” denir.

ilgili ydntem kuvvet serisi acilimina dayanmaktadir.

U (x,t) = Uy (x,t) (x,t) €D
D, ={(0,x)| x €[0,1] }
D, ={(0,t)[ t €[0,T]}
D; ={(1,t)[te[0,T]}

U = Uxx
u(x,0) = p(x),x € [0,1]
u(0,t) = ¢(t)
uy(1,t) = u(t)
1 ok

Uk k' [atku(x t)]

u(x,t) = ) Ug(x)tk
kZO '
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o1 9k )
u(x,0) = ) U Oleno ¢
k=0

u(x,0) = p(x)
(U ()} o Yaklagik ¢oziim : i, (x, t) = Y7_o U (x)t*
u(x, t) = lim i, (x,t)
n—-o0o
2

k +10x2

.. 1
Ornek: u; = — 7 Ux

Uk+1(X) = Uk(.X'), k= 1,2, ..

u(x,0) = p(x) = cos(2mx)
u(0,t) = u(l,t),u,(1,t) =0, 0<t<T

Tam ¢oziimii u(x, t) = e‘cos(2mx)

u(x,0) = cos2mx,0<x <1

[En

u(0,t) =u(1,t), 0t SE
1
u,(1,t) =0, OStSE

Uy(x) = cos2mx

d*(cos2mx )

77 = —4n?cos2nx
aZ
U = U , k=1.2,..
k+1(x) _47T2(k + 1) axz k(x)
2
k=0, U, (x) = mﬁ(cos&rx) = U;(x) = cos2mx
2
k=1, U,(x) = mﬁ(co.ﬂnx) = Uy(x) = Ecosan
k=2  Uy(x) 162<12>U()1 2
= = —_— - =  —
3(0) = -5 55,75 cos2mx 3(x) = 5 cos2mx
1 0? 1
k=3 U4_(X) = TWE(B?COSZH}C) = U3(X) = mCOSZT[X
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1
Uy (x) = 2
KO = o e D SO

1, (x, t) cos2mx t¥

n
_ Z 1
£41234..(n+1)
2 t3

123052 + 1537

t
i, (x,t) = cos2mx + +56052nx + COS2TTX

t5

t 12345 C0Semx

t t* 3 gt
Ui, (x, t) = cos2mx [1 SETRTR bR

]

f,(x,t) ~ etcos2nx

Ornek:
U; = Uy +cosx ; x € (0,1),t € (0,T)

u(x,0) = @(x) = 2cosx
Tam ¢éziimii u(x,t) = (1 + e Y)cosx

Uy(x) = 2cosx

d*(cos2mx ) )
e = —2cosx

2

[6_ Up(x) + cosx.6(k)] k=1,2,..

Uk+1(X) = axz

k+1

burada 6(k) = {(1)'112 : 8} dir.

1[92
k=0= U (x)= IIW (2cosx) + cosx.6(0) l
= U;(x) = —2cosx + cosx = —cosx

1
k=1 = U,(x) == [cosx + cosx.6(1) ] = - C0sX

1
k=2 = Us(x) = ——cosx+cosx.6(2)]=——cosx

2 6

2

1

3
11 1

i cosx + cosx.6(4) ] = 57 €0S¥
1
5

1 1
k=4 = Us(x) = ——cosx+cosx.6(5)] = ———(0SX

24 120
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1, 1, L, 1
i, (x,t) = 2cosx — tcosx + Et coSxX — ﬁt cosx + — 4 *cosx — Et COSX ....

1, 1, 1,
i, (x, t)—cosx[Z—t+§t 3!t +Zt + -]

1 2 1 3 1 4
= Ui, (x, t)—cosx[1+1—t+5t 3!t +Et + -]
= T, (x, t) = (1 + e Hcosx

Ornek:
1
Uy = Fux" + cos2nx ; x € (0,1),t € (0,T)
u(x,0) = 2cos2mx
u(0,t) = u(l,t),u,(1,t) =0
Tam ¢oziimii u(x, t) = (1 + e~ ) cos2mx

1 02
Upe1(x) = T [6_ Up(x) + cos2mx.6(k)] k=12, ..
1,k=0
burada 6(k) = {O,k _ 0} dir.
2
Uy(x) = 2cos2mx = W(Zcosan) = —8m?cos2mx
1[ 1
e k=0= U, (x)= I[F a—Z(ZCOSZH'X) + cos2mx.5(0) ]
1
= U;(x) = yrot (—8m?cos2mx ) + cos2mx = —cos2mx
o k=1= Uy(x) = [4 7 3x 2( cos2mx) + cos2mx. §5(1) ]
U,(x) = ! >. (4 2nx ) = ! 2
= - -
2(0) =57 n2cos2mx o7 COS2Mx
1 92
o k=2>= Uz(x)= E[F'ﬁ(z cosan) + cos2mx.5(2) ]
_ T (—An2 -
= U,(x) = 371 [4712( 41 cosan)] T COS2TX
1[ 1 9?2 1
e k=3 = U,(x) = Z[m.ﬁ(—acoﬂnx) + cos2nx.6(3) ]
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1
(4m?cos2nx)| = —cos2mx

= Uy(x) = 41

4.3!4m?

1 1 1
i, (x,t) = 2cos2mx — t.cos2mx + §t2c052nx ~3 t3cos2mx + a t*cos2mx — ---.

2 43 44
:ﬁn(x,t)=c052nx(2—t+§—§+a_...)

2 43 4
:ﬁn(x,t)=c052nx<1+1—t+?—§+5_...>=(1+e—t)cosznx

Cizlge 6.2 indirgenmis Diferansiyel Déniisiim icin Cesitli Ornekler

ilk Form Doniistiiriilmiis Form

, 1 ok
u(x, t) U, (x) = H[Wu(x,]go

w(x, t) = au(x, t) + fv(x,t) Wy, (x) = aUp(x) £ BV (x)
a, f sabitler
w(x, t) = x™t"u(x, t) Wi (x) = x™Up_, (%)

Wy (x) = x™8(k — n), burada

w(x, t) = x™t" o v_(Ln=k
6k —mn) = {O,n *k
o™ u(x, t) 0" (k+m)!
w(x,t) = “oxmarn Wi(x) = ER [T Uksm(%)]

w(x, t) = u(x, t)v(x,t) k
W) = Y UiV ()
i=0

w(x, t) = %u(x, t) W, (x) = (k ;l(-!n)!

Uk+n(x)]
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Cizelge 6.3 Bazi tek degiskenli temel fonksiyonlarin diferansiyel donlisimi

d
w(x) = au(x)

W(k) = (k + DUk + 1)
Ck+ D)

k!

Utk + 1)

r

Wk)=(k+1D(k+2)..(k

W) = gr e +nUKk +1)
(k +7)!
= Uk +r1)
W(k) =
1, m=k
p— 1 k
w(x) = sin(ax + b) w (k) = %sin(gk + b)
~ k
w(x) = cos(ax + b) wW(k) = %cos(%k + b)
ak
W) =—
w(x) = e (k) k!
— ax k K
wkx) =a W (k) = %
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6.3 iki Boyutlu Diferansiyel Déniisiim

6k+hu(x, t)

1
Uk, h) = W”(x £ = ZZ KhlL

u(x, t) = Z Z Uk, h) x* t
k=0 h=0
n m

u(x,t) =~ Z Z U(k,h) x* t"
k=0 h=0

T lx=o0,6=0 x* "

Cizlge 6.4 iki Boyutlu Diferansiyel Déniisiim igin Cesitli Sonuglar

w(x, t) =u(x,t) £ v(x,t)

W(k, k) = Uk, h) + V(k, k)

ow(x,t) W(k,h) =(k+1D)W(k+1,h)
w(x, t) = %

ow(x,t) W(k,h)=(h+1DW(k,h+1)
wx o) = ot

w(x, t) = u(x, t). v(x,t)

k h
W(k,h)=22 UG, h— V(K —i,))

i=0 j

0" w(x, t)

Wit = —5 55

W(k,h)=(k+1Dk+2)..(k+
r(h+1Dh+2)..ch+qW(k+
r,h+q)

w(x, t) = x™t"

W(k, k) = 8(k — m)&(h — n)

w(x, t) = xMe%

h
W (k,h) = —6(k m)

w(x, t) = x™sin(at + b)

al
W(k,h) = —6(k m)sm(— + b)
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Gizlge 6.5 Bazi temel fonksiyonlarin diferansiyel dénisimu

k 1.h

a
W(x, t) = e htHe = W(x, t) = Fme

k 1.h

b

W(X, t) — 77ax+b1:+c = W(x, t) kl hl

k 1.h

k! h!
k 1.h

k! h!

w(x, t) = sin(ax + bt + ¢) = W(x,t) = ——sin((k + h) +0)

w(x,t) = cos(ax + bt + ¢) = W(x,t) = —-—cos((k + h) +0)

Ornek:

1
yp zuxx,xe(()l)tE(OT)

u(x,0) = p(x) = cos(2mx)
u(0,t) =u(l,t),u,(1,t) =0, 0<t<T

u(x, t) = etcos(2mx)

ut:

(h+ DUk, h+1) = —%Z(k + 1)k +2)U(k + 2, )

w(L,) =0 :(k+DUGk+1,h) =0

u(x,0) = z U(k,0)x* = cos(2mx)
k=0

U(0,0) + U(1,0)x + U(2,0)x2 + U(3,0)x3 + U(4,0)x* + -~
3 4m?x?  16mtx*
B TR AT

U(0,0) = 1, U(1,0) = 0,U(2,0) = — %2 1(3,0) = 0, U(4,0) = (2”) ,U(5,0) = 0,

2t !

U(6,0) = — (6)6 U(7,0) =0, ..
1
( 0 k=0 )
U0y = | _@D¢ [k=1357,.

K |k =2610,
lk(Zn)k k= 4,8,12)'
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(h+1DUk,h+1) = —4—7112(k + D) (k+2)U(k+2,h)

UCk,1) = (k+1D)(k+2).u(k+20); h=0

 (2m)?

( (1) \

_@nf k—k1:3(5)‘>7
Ul 1) =4 KL~ ot

(Zﬂ)k k= 2,6,10,.
o |k=4812,.

\ y,

(h+ DUk, h+1) = —%Z(k + 1)k + 2)U(k + 2, h)

1 1 (2m)?
h=0:U(0,1) = _4_7121'2'U(2'0):_4_7121'2 ~ 3 =1
1 (2m)? 1
h=1:U(02) = — > a2 1.2.U(2,1) = — > a2 1.2 — o = o
1 (2n)? 1
h=2:U(0,3) = ~3an2 1.2U0(2,2) = ~3an2 .25(— T ) = 30
1 3.4
B 1 " 34 1 (2nm)* B 1.2.3.4 B 1
T 44m2 77 3 42 241 0 43240 4]
1
2U(k,2) = —m(k +1D(k+2).u(k+21)
1 (k+1D)(k+2).ulk+21)
2) =— )
= U(k,2) P >
1 1.2.u(2,1) 1.2 2n)? 1
k=0U0) ==~  ~2a 21 "2
e 1 (ktDkR+2Duk+21) 1 34u(4l) 1 Cm* _  (@n)?
ke = 2 icin am?’ 2 T 4wzt 2 T oamz T 241 T 221
( 1 N
2!
0 k=0

] _@em* k=1357,.
Uk,2) =3 =T il k =2,6,10,.

Cm* |k =4812.
AN

\ J
(h+DUKkh+1)=(k+1D)(k+2)U(k+2,h)

~"
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U(k,3) = %(k + 1)k +2)U(k +2,2)

1
k=1,U(1,3) = 52.3. UB3,2)=0

u(x,t) = ii U(k, h) x* t"

k=0h

1
h!

ok k=0
2m)" |k = 1,3,5,7,.
UCk,h) =3 ~ Rl ki k =2610..

eCm* |k =4812,.

~"

u(x,t) = U(0,0) + U(0,1)t + U(0,2)t? + U(0,3)t3 + --- + U(1,0)x + U(2,0)x?
+U@B3,0)x3 +U(4,0)x* + -+ U1, Dxt + U2, Dx%t + U(3,1)x3t
+ U4, Dx*t+ -+ U(1,2)xt? + U(2,2)x*t% + U(3,2)x3t?
+ U(4,2)x*t? + -+ U(1,3)xt3 + U(2,3)x?t3

t? 3 (2m)? (2m)* (2m)?
fr —_— oo — 2 4 e — — —_— 2
u(x,t) = 1+1+2'+3|+ T x° + 20 x* + T x“t

@m? , (@m*

—_— — — — 4—000
cos(2mx) =1 T + TR +
t2 3 t*
ef =THt+ot ot

= u(x, t) = e'.cos(2mx)

Ornek:

U = Uy, + (1 + 41?)ebcos(2mx) ; x € (0,1),t € (0,T)
u(x,0) = p(x) = cos(2mx)

u(0,t) = u(l,t),u,(1,t) =0, 0<t<T

Tam ¢éziim: u(x,t) = etcos(2mx)

1 (27T)k T
(h+ DU h+1) = G+ Dk + DUk +2,h) +[(1 + 4n2) cos (2 k)]
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= U(k,h+1) =%(k+1)(k+2)U(k+2,h)+

k
+ 4 2)(2”) cos(—k)

(h+ 1)! a

u(x,0) = z U(k,0)x* = cos(2mx)
k=0

U(0,0) + U(1,0)x + U(2,0)x2 + U(3,0)x + U(4,0)x* + ---
4m?x?  16mtx*

2! 4
U(0,0) = 1,U(L0) = 0,U(20) = -2, u(3,0) = 0,U4,0) = &, u(5,0) = 0,
__(@m°
U(60) = ===, U(7,0) = 0,.
(1 )
| o | k=0 |
(2 71' =1,3,5,7,. }
UGk0) = { - = 2,610,
l Zn)k - 4,812, |
7 )

k

1 1 )
Uk,h + 1) :h—_l_l(k+1)(k+2)U(k+2,h)+(h+1)!(1+4n )
(2m)*

h=0>=>Uk1)=(k+1k+2)Uk+2,0)+ (1+41?) o

Zk
cos(2 )

2]7:')" cos (g k)

k=0 =U(0,1)=12.U0(02,0)+ 1+ 4712)(

21)?
=1.2<—(2|) >+1+4n2

= U(0,1)=—-4n’>+1+4n2 =1

k=1=U(,1) = 23.U(3,0) + (1 + 472)27. cos (g) =0

(2m)? i
k=22 U(21) =34U40) + (1 +4n%)~——cos (2.5)
:3.4(2;;)4 (2”)2(1+4 2)
em* @2m)?* @Cn)* (2m)?
B e TR TR TR Y
k=35 UG = 45060 + 1+ 419 Z s (35) = 0
=3=>U(3,1) =4.5.U(5,0) + (1 + 4m*) T cos(E)—
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) cos (4. g) = 5.6. (— (26L')6) +

k=4=U®41)=56.U(0) + (1+ 4712)(2%
(211)

~— (1 +4n?
2mne @Cm* (@Cmc @mo)t
( (1) 3
_@ k —k1=3 5,7
U(k, 1) — < k' - 1,9,9,7,. \

2myk |k =2610,.
T |k =4812,.

J

Ulk,h+1) = : (k+ D(k +2)U(k + 2,h) + 1+ 472 (2m)* T
’ T h+1 Wt G A AT sl
k = 0 igin;

1
U(,h+1)=—=12.U2,h) + (1 + 4m?)

h+1 ’ (h+1)!

>+1+4n2=1

h=0:U(01) = 1.2.U(2,0) + (1 + 472 = 1. 2<
L
o

1 _ (2m)?
h=1: U(02)——12 el 1)+—(1+4n2)_ T —(1+4n2)
1
]l
h—2-U(03)—112U(22)+1(1+42)—121 @m)’ (1+42)
=2: 3) =312 , 3 7'[—..3 >0 T
1
3!
h—3-U(04)—112U(23)+1(1+42)—112 @m)’ (1+42)
TR = e Ve T )=y 31 21 T
1
T4
(1 \
20
Ok k=0
) _@n)" |k =1,35,7,.
Uk, 2) = 5 28K |k = 2,6,10,. (
@m)* |k=4812,.
21 k1
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k

1 (2m) T
Ulk,h+1) = h—+1(k + 1D (k+2)U(k+2,h) + (1+ 4n?) l cos(ik)

(h+1)!
)k T
cos(i k)

h=2=U(, 3)—%(k+1)(k+2)U(k+2 h)+—(1+4 2)(2

1
k=0 =>U(03)_§ 1.2, U(22)+—(1+4n2) 1

B (2m)?
= 2< 53] —+—47r
2 2m)? 1
:‘”("'3):‘(? (;? 3——5

1 1 T
k=1=U(13)=3.23.U32) +5.2r.(1+ 4n2)-605(5) =0

2

1 (T[
k=2 =U(23) =334 U(42)+—(1+4 2

cos(m)
(27'[)4 1 2 (271)2 (21'[)4 1(2m)? 1(Q2n)*
:>U(23)_ R TTRETI SR 2031 31 2131 2
1 (2m)?
= U(Z,g) = —5( ;)
1 (2m)* T
Ulk,h+1) = m(k + 1D (k+2)U(k + 2,h) + (th)!(l + 41?) - cos(zk)

( )

1
h!
0 ) k=0

) (277:) k= 1:31517"
UCk,h) = ~— Rl ki k = 2,6,10,.

Cm* |k =4812,.

~"

\ J

oo 00

u(x, t) = 2 Uk, h) x* t
h=0

k=0

u(x,t) = U(0,0) + U(0,1)t + U(0,2)t> + U(0,3)t3 + -+ U(1,0)x + U(2,0)x? +
UB0)x3+U40)x*+ -+ U, Dxt +URDx*t +UGBDx3t + U(4,Dx*t + -+
U(1,2)xt? + U(2,2)x%t% + U(3,2)x3t? + U(4,2)x*t? + ---+ U(1,3)xt3 +
U(2,3)x%t3
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t t* 3 2m)? ,  Cm* , 2m)?
u(x,t)—1+I+§+§+---— TR e T

= u(x, t) = e'.cos(2mx)

@m)” 2 +
2! 4!

= u(x, t) ~ e'.cos(2mx)

em)?* 4

t2 t3 t4
cos(2mx) =1 — xt—tve et =14ttt ot
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, uygulama alani genis olan ve gesitli bilime dallarinda kullanilan kismi
diferansiyel denklemler igin ters problem yaklasimi ele alinmistir. Bu nedenle, giris
kisminda literatiir taramasi ve genel amag verilmistir. ikinci kisimda ise, ters problem
tanimi, kullanim alanlari ve basit ters problem érnekleri sunulmustur. Ugiincii kisimda
bilinen ve uygulamasi olan kismi diferansiyel denklemler igin ters problem yaklagimi
sunulmustur. Tezin dérdiinci bolimiinde lineer olmayan Burgers denklemi ve Burgers
Tip denklemler icin ters problem yaklasimi Gzerinde durulmustur. Bu bolimde bazi
ornekler igcin Sonlu Fark Yontemi tirl ile ndmerik ¢6zim yaklasimi aranmistir.
Cahsmanin besinci kisminda ise, Finansal Matematik ve Finans Miihendisliginde yaygin
olarak kullanilan Black Scholes (Merton) denklemi ele alinmis, bu denklem c¢esitli
dontsimler altinda diflizyon denklemine indirgenmis ve bunun igin ters problem
yaklasimi sunulmustur. Ek olarak, Black Scholes tipi denklemler icinde benzer yaklasim
verilmigtir. Uygulama alani genis olan denklemler igin ters problem yaklagimi verilmistir.
Bu amacla, daha 6nceden var olan calismalar i1siginda, ele alinan denklemler cesitli
doénistmler altinda denk probleme donustiirilmustir ve bu denk denklemler igin ters
problemin iyi konuslandiriimis (well — posed) oldugu daha 6nceden yapilan ¢alismalar

kaynak gosterilerek ve bu calismalara dayanarak agiklanmistir.

Ters problem kavrami fizik ve finansta da kullaniimaktadir. Bu c¢alismanin katki
saglayacagi duisiiniilmektedir. ileriki calismalarda, yozlasmis(dejenere) Burgers denklemi
ve Black Scholes denklemi ele alinabilir. Ornegin; asagidaki problemler ileride

cahsilabilir.
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Dejenere Black Scholes Tip Denklem

D ={(5,t):1<S5<50<t<T} §=e’.

2
=V, + %azw"ﬂ(t)Vgs +r{(t)SVs —r.u(t)V + F(S,t) = 0 burada w = % (T —1t)
Baslangig kosul: ~ V(InS,0) = ¢(S)
Sinir kosulu: V(1,t) =n.(t), V(5 t) =n,(t), te[0,T]

Integral kosulu ve ek kosul: Qw@Vs(1,t) = n3(t), fls_ A

2248 = 1,(t), t€[0, T
o bilinen sayi

Donlsum sonrasi

A, ={(x1):0<x<V,0<T<T}

vr = N0y + @DV —¢(DV + f(x,7)

v(x,0) =P (x) 0<x<y

v(0,7) = 91 (D), v(y, ) = 92(1),7€[0, T]

n(07°u,(0,7) = ¢3(1)

foyv(x, Ddx = @,(1) 7€[0,T]

Fonksiyon gliisiini (1, @, v)e(C[0, T])?xC%*(Ar) N CY°(Ar), n(t) > 0, 7€[0,T]

arastirma ve bulma problem, ters problem olarak bilinir.( 0 < o < 1)

Black Scholes Tipi Denklemi igin Yeni bir Ters Problem Yaklagimi

1
Vt +EO-2.VSS +TSVS —rV = F(S,t)
Or ={(5,t):0<S<et0<t<T}
Ve =5 02u(t)Vss + rSn(t)Vs — ro(S, )V — F(S,£) = 0
V(S5,0)=¢(S), 0<S<eh
Vs(1,t) = & (1), Vs(e™ t) = &,(1), 0 < t<T
V(1,t) = pi(8),V(e"t) =p,(t), 0<St<T

. e Y z 24y,1+%

{u(t),n(t),V(S,t)} fonksiyon uglisu, (HZ[O, T]) X H""""2(Qr), sinifindan, 0 <
y <1, ve [0,T] uzerinde kosullari saglayan u(t) > 0 ters problemin ¢6zimu olarak
tanimlanir. (H: Holder uzayt)

Dontslimler altinda elde edilen yeni denklem:

(a(t),b(1),v(x,7)) ¢dzim Ugllislini arama ve bulma problem ters problem olarak

bilinir
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v, = a(T) vy + bV + cx, D)V + f(X, T)

v(x,0) =¢x), 0<x<h,

v,(0,7) = (1), wv(h1) = pp(2),
v(0,7) = u (1), (h,1) = u,(7), 0<t<T
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EKA

PROGRAMLAR

5.5’te Deginilen Periyodik Sinir Kosullu ve integral Kosullu Ters Homojen olmayan Black
Scholes Denklemi i¢in Nimerik Cozim Programi

clc;

clear all;

dx=0.01;

dt=0.05;

x=0:dx:1;

t0=0:dt:10*dt;

[X,Tl=meshgrid(x,t0);

nu=dt/(dx”2); %bu oran 1/2den kuclk olmal.

A=toeplitz([1+2*nu -nu zeros(1,length(x)-4)]);
b=1+exp(13*t0);
B=toeplitz([-(1+2*nu) nu zeros(1,length(x)-4)]);

E=(1/2-1/(2*pi))*exp(10*t0);

phi=1-sin(2*pi*x);

uO=phi;

f=zeros(size(X));

for i=1:length(t0)
f(i,:)=1+(1-4*pir2)*sin(2*pi*x)+(1+exp(13*dt*(i-1))) *(1-sin(2*pi*x));
end Udenemel=zeros(size(X));

Udenemel(1,:)=u0;

for tn=1:1:length(t0)-1
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for xj=2:1:length(x)-1
Udenemel(tn+1,xj)=-exp(13*(tn-1))*Udenemel(tn,xj)+nu*(Udenemel(tn,xj+1)-

2*Udenemel(tn,xj)+Udenemel(tn,xj-1))+f(tn,xj);

end

trapz(x,x.*Udenemel(tn+1,:)) ; %integral formulu
Udenemel(tn+1,length(x))=(Udenemel(tn+1,2)+Udenemel(tn+1,length(x)-1))/2 ; %
tlrevin sinir noktalarinda esit olmasi
Udenemel(tn+1,1)=Udenemel(tn+1,length(x)); % sinirlarda ¢coziim esit
end
surf(X,T,Udenemel);
axis([min(x) max(x) min(t0) max(t0) min(min(Udeneme1l)) max(max(Udenemel))]);

%*************Du Fort Frankel*************

Udeneme2=zeros(size(X));
Udeneme2(1,:)=u0;
Udeneme2(2,:)=Udenemel(2,:);
for tn=2:1:length(t0)-1

for xj=2:1:length(x)-1

Udeneme2(tn+1,xj)=(1-2*nu)/(1+2*nu)*Udeneme2(tn-

1,xj)+2*nu/(1+2*nu)*Udeneme2(tn,xj+1) + 2*nu/(1+2*nu)*Udeneme2(tn,xj-1);

end

trapz(x,x.*Udeneme2(tn+1,:)) ; %integral f
Udeneme2(tn+1,length(x))=(Udeneme2(tn+1,2)+Udeneme2(tn+1,length(x)-1))/2 ; %
tlrevin sinir noktalarinda esit olmasi, ileri geri fark formuli
Udeneme2(tn+1,1)=Udeneme2(tn+1,length(x)); % sinirlarda ¢6ziim esit
end
figure;
surf(X,T,Udeneme2);
axis([min(x) max(x) min(t0) max(t0) min(min(Udeneme2)) max(max(Udeneme?2))]);

%***********Crank_Nicolson************

%x=A\d formundaki ¢c6zim
U=zeros(size(X));
U(1,:)=u0;

for n=2:1:length(t0)

U(n,2:length(x)-1)=(A\(B*U(n-1,2:length(x)-1)" + f(n,2:length(x)-1)"))’;
end
figure;
a=surf(X,T,U);
axis([min(x) max(x) min(t0) max(t0) 0 1000]);
set(gca, FontSize',12);
xlabel('x");
ylabel('t');
zlabel('u');
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Difiizyon Denklemine indirgenen Black Scholes (Merton) Denkleminin Niimerik

Coziimiine Yonelik Hazirlanan Pyhton Programi

x € [0,1] olmak Uzere

ut = uxx
Dirichlet sinir kosulu:

u(0,t) =u(1,t) =0
Baslangi¢ kosulu: u(x,0) = e *maks(e* — E,0) = f(x) olan diftizyon (is1)
denklemini g6z 6niine alalim.Sonlu fark Yontemi kullanilarak Pyhton programi

hazirlanmistir. (a center difference method in space and Crank-Nicolson in time.)

Referans: http://www.jkwiens.com/heat-equation-using-finite-difference

import scipy as sc

import scipy.sparse as sparse
import scipy.sparse.linalg
import numpy as np

import pylab as pl

import os, sys

import matplotlib.pyplot as plt
# Number of internal points

N =200

# Calculate Spatial Step-Size

h =1/(N+1.0)

# Create Temporal Step-Size, TFinal, Number of Time-Steps
k=h/2

TFinal=1

NumOfTimeSteps = int(TFinal/k)
# Create grid-points on x axis

x = np.linspace(0,1,N+2)

x = x[1:-1]

127



# Initial Conditions
""u(x,0)=e”ax.max(e”x-E,0)""
u=np.exp(.9*x)*np.argmax(np.exp(x)-10)
"'OLD u = np.transpose(np.mat(10*np.sin(np.pi*x)))""
# Second-Derivative Matrix

data = np.ones((3, N))

data[1] = -2*data[1]

diags =[-1,0,1]

D2 = sparse.spdiags(data,diags,N,N)/(h**2)

# ldentity Matrix

| = sparse.identity(N)

# Data for each time-step

data =[]

for iin range(NumOfTimeSteps):

# Solve the System: (I - k/2*D2) u_new = (I + k/2*D2)*u_old
A = (I -k/2*D2)

b=(1+k/2*D2)*u

u = np.transpose(np.mat( sparse.linalg.spsolve( A, b)))
# Save Data

data.append(u)

# Define the Frame Speed and Movie Length

FPS =20

MovielLength = 10

import matplotlib.animation as manimation

FFMpegWriter = manimation.writers['ffmpeg']

metadata = dict(title='Volkan Heat', artist="Volkan Olban’,
comment="Movie')

writer = FFMpegWriter(fps=1, metadata=metadata,bitrate=-
1,codec="libx264",extra_args=['-pix_fmt', 'yuv420p'])

import time
t=0
fig=plt.figure(figsize=(8,6))
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ax1 = fig.add_subplot(1,1,1)
with writer.saving(fig, "Volkan_HEAT_OK.mp4", 100):
while t<100:

t=t+1
frame=t
plt.plot(x, data[int(NumOfTimeSteps*frame/(FPS*MovieLength))],color="red')
plt.axis((0,1,0,400))
writer.grab_frame()
ax1.clear()

time.sleep(2)
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Theta Yontemi icin Matlab Programi
Ref: http://dima.uniromal.it/users/Isa_adn/MATERIALE/FDheat.pdf

function [errout,xo,to,Uo] = SFMTheta(theta,n_t,n_x,A,Ll, T,erP)
% Synopsis: SFMTheta

% SFMTheta(n_t)

% SFMTheta(n_t,n_x)

% SFMTheta(n_t,n_x,A)

% SFMTheta(n_t,n_x,A,L)

% SFMTheta(n_t,n_x,A,L,T)

% SFMTheta(n_t,n_x,A,L,T,erP)

% err = SFMTheta(...)

% [err,x,t,U] = SFMTheta(...)

% Input: n_t = Adim sayisi Default: n_t = 10;

% n_x = x yéniinde mesh noktalari sayisi Default: n_x=20

% A = yayinim katsayisi. Default: A =0.1

% L = Tanim araligi uzunlugu. Default: L = 1;

% T = Maksimum zaman. Default: T = 0.5

% erP = flag (1 or 0) to con_trol whether plots of the solution

% Default: erP =1

% Output: err = L2 norm of error evaluated at the spatial nodes on last time step
% x = sonlu fark diigtimleri lokasyonu

% t = ¢oziimler elde edilen zaman degerleri (zaman diigiimleri)

% U = Coziim matrisi: U(:, j) is U(x) at t = t(j)

if nargin<2, n_t =10; end

if nargin<3, n_x=10; end

if nargin<4, A=0.1; end

if nargin<5, LI = 1; end

if nargin<6, T=0.5; end

if nargin<7, erP=1; end

% --- Compute mesh spacing and time step
dx = LI/(n_x-1);

dt=T/(n_t-1);
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r=A*dt/dx"2; r2 =1-2%r;

x = linspace(0,Ll,n_x)';

t = linspace(0,T,n_t);

U = zeros(n_x,n_t);

% --- Baslangi¢ ve Sinir Kogulu G6z 6niine Alinirsa

U(:,1) = sin(pi*x/LIl); % implies u0 = 0; uL = 0;

%U(:,1) = 1+cos (2*pi*x/L);
%U(:,1)=(1+cos(2*pi*x/Ll));

u0 =0; uL = 0; % needed to apply BC inside time step loop

% --- Loop over time steps
form=2:n_t
fori=2:n_x-1

U(i,m) = r*U(i-1,m-1) + r2*U(i,m-1) + r*U(i+1,m-1);

%U(i,m) =(theta)* (r*uU(i-1,m) + r2*U(i,m) + r*U(i+1,m))+ (1-theta)* (r*U(i-1,m-1) +
r2*U(i,m-1) + r*u(i+1,m-1));

end
end
% --- Tam ¢6zim-Nimerik Coziim Kiyaslamasi

ue = sin(pi*x/LI)*exp(-t(n_t)*A*(pi/LI)*2);

%ue =1/2- (1/(4*pi))*(1+cos(2*pi*x))*(exp( (2*pi)A2*t(n_t) +
1*(exp(10*t(n_t)*t(n_t))-1) ) *exp(-(2*pi)*2*t(n_t)) );

%ue=(1+cos(2*pi*x))*exp(-((2*pi)*2 )*t(n_t));
err = norm(U(:,n_t)-ue);
if nargout>0, errout = err; end

if nargout>1, xo =x; to=t; Uo=U; end

if ~erP, return; end

fprin_tf("\nNorm of error = %12.3e at t = %8.3f\n',err,t(n_t));
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fprin_tf("\tdt, dx, r = %12.3e %12.3e %8.3f\n',dt,dx,r);
figure; plot(x,U(:,n_t),'o--",x,ue,'-'); xlabel('x"); ylabel('u');
legend('Theta','Exact’);

figure; plot(x,U(:,n_t)-ue,'o--"); xlabel('x'); ylabel('u - u_e');
fprin_tf("\t x, \t t, \t fdm \t analytic \terrorf\n');

[x t' U(:,n_t) ue abs(U(:,n_t)-ue)]
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Difliizyon Denklemi i¢in Crank Nicholson Yontemi Matlab Programi

Ref: 'Numerical Mathematics and Computing' Ward Cheney and David Kincaid, Thomson Brooks/Cole
2008

% Sinir kosulu u(x=0,t) = u(x=1,t) = 0
% Baslangig¢ kosulu u(x,t=0) = sin(pi*x).
% Tam ¢6ziim is u(x,t) = exp(-pi*2 t) sin(pi*x).

clear;

h = 0.05; % step size in space variable
k = 0.005; % step size in time variable
xgrid = h:h:1-h;

tgrid = 0:k:0.5;

n = length(xgrid);

m = length(tgrid);

[X, T] = meshgrid(tgrid,xgrid);

u = zeros(n,m); % numerical solution

v = zeros(n,m); % analytical solution

b = zeros(n); % RHS of matrix equation
s =h"2/k;

r=2.0+s;

% set up the matrix A to be inverted
% A is tridiagonal and diagonally dominant
A = zeros(n);

fori=2:n-1
A(i,i)=r;
A(i,i+1) =-1;
A(i,i-1) =-1;
end
A(1,1)=r;
A(1,2) =-1;
A(n,n) =r;
A(n,n-1) = -1;

% initial conditions
u(:,1) = sin(pi*xgrid);

% loop over time. At each time step the system Ax=b is solved. The
method
% is based on Crank-Nicolson.
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fork=1:m-1

b =s*u(:,k);
u(:;,k+1) =A\ b;
end

% analytic solution
for j=1:m
fori=1:n
v(i,j) = exp(-pir2*tgrid(j))*sin(pi*xgrid(i));
end
end

figure

subplot(1,2,1)

surf(X,T,u)

title('"Numerical solution’','fontsize',24)
xlabel('Time','fontsize',24)
ylabel('Length’,'fontsize',24)
zlabel('Temperature','fontsize',24)
shading interp;

subplot(1,2,2)

surf(X,T,v)

title('Analytical solution','fontsize',24)
xlabel('Time','fontsize',24)
ylabel('Length’,'fontsize',24)
zlabel('Temperature','fontsize',24)
shading interp;
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