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OZET

JEODEZIK UZAYLAR UZERINDE KUME DEGERLi DONUSUMLER iCiN
SABIT NOKTA SONUGLARI

Emirhan HACIOGLU

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

Bu tez calismasinda Jeodezik uzaylarda, yeni tanimlanan kiime degerli donusiimlerin ile
birlikte literatlirde var olan bazi tekil degerli donusiimlerin kime degerli
genellemelerinin sabit noktalarinin varliklar ve sabit noktalarina yakinsaklik problemi
Uzerine ¢alisiimistir.

Bu calisma alti bolimden olugsmaktadir.
Birinci bolimde literatlir 6zeti, tezin amaci ve hipotez verilmistir.

ikinci bolimde tezin tamaminda kullanilacak olan temel kavramlar, tanimlar ve
teoremler verilmistir.

Uglincli bélimde kiime degerli nonexpansive tiirden (nonexpansive-like) hibrid
dontsimler tanimlanmis ve bu dénlsim siniflarinin sabit noktalarinin varliklari ve sabit
noktalarina yakinsakliklar ile birlikte, sabit nokta kiimelerinin kararhligi ispatlanmistir.

Dordinci bolimde kiime degerli daraltan tirden (contraction-like) hibrid dontisiimler
tanimlanmis ve bu dontsim siniflarinin sabit noktalarinin varliklari ve sabit noktalarina
yakinsakliklar ile birlikte, sabit nokta kiimelerinin kararhligi ispatlanmistir. Ek olarak sabit
noktalara yakinsak olan iterasyon metotlarinin T — kararli olduklari gosterilmistir.

Besinci bolliimde sonlu nonexpansive donlisiim ailesinin ortak sabit noktalari icin cesitli
yakinsakliklar calisiimistir.

Vi



Altinci bélimde ise bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglar 6zetle verilmis ve bundan
sonra yapilabilecek olasi calismalar ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta teori, kiime degerli donlisiimler, kiime degerli iterasyon
metodu, yakinsaklk, CAT (k) uzaylari.
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ABSTRACT

FIXED POINT RESULTS FOR MULTIVALUED MAPPINGS ON
GEODESIC SPACES

Emirhan HACIOGLU

Department of Mathematics

PhD Thesis

Advisor : Prof. Dr. Vatan KARAKAYA

In this thesis, it has been studied in geodesic spaces, on the problems of the existence
of fixed points and convergence to fixed points of new defined multivalued mappings
together with multivalued generalizations of some single valued mappings.

This thesis consists of six sections.

In the first section, the review of literature, the aim of the thesis and hypothesis are
given.

In the second section, the basic concepts, definitions and theorems which will be used
throughout the thesis are presented.

In the third section, nonexpansive-like multivalued hybrid mappings are introduced and
along with existence of fixed points and some convergence to fixed points, it has been
shown that fixed points sets of these mapping classes are stable.

In the fourth section, contraction-like multivalued hybrid mappings are introduced and
along with existence of fixed points and some convergence to fixed points, it has been
shown that fixed points sets of these mapping classes are stable. Additionally, it has
been shown that the iteration methods which converging to the fixed points are
T —stable.

In the fifth section, various convergences have been studied for the common fixed
points of finite family of nonexpansive mappings.

viii



In the last section, the results obtained in this thesis are summarized and possible
studies that can be done in the future are stated.

Key words: Fixed point theory, multivalued mappings, multivalued iteration method,
convergence, CAT (k) spaces.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Yizyillar boyunca insan, icinde bulundugu evreni gézlemleyerek etrafinda gerceklesen
olaylarin nedenlerini, gerceklesme bicimlerini ve etkilerini degismez kanunlarla
aciklamaya calismis, dahasi bu kanunlari kendi ihtiyaclariicin kullanmayi basarmistir. Bu
slireg icinde siniflandirdigi bilgiye Fizik, Kimya, Biyoloji, Tip, Ekonomi, Bilisim gibi degisik
isimler vermistir. Surekli gelisim gosteren bu alanlarin, kendi iclerinde ya da diger
alanlarla iliskileri sonucu her daim yeni problemler ortaya ¢cikmaktadir. Bu problemlerin
cok buylk bir kisminin ¢6ziimi icin elde edilen matematiksel modellemeler bazen bir
denklem bazen de bir denklem sistemine karsilik gelmektedir. Elde edilen bu denklem
veya denklem sistemlerinin ¢6zim{ i¢in kullanilan diger metotlarin yaninda, sabit nokta
teorisi de etkin bir metot olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu anlamda sabit nokta teorisi
integral denklemler, diferansiyel denklemler, kismi diferansiyel denklemler, dinamik
programlama, diferansiyel icermeler, sistem analizi ve fraktallar, yaklasim teorisi, oyun

teorisi ve matematiksel ekonomi gibi daha bir¢ok alanda kullaniimaktadir [1-13].

Tarihsel olarak kiime degerli sabit nokta teorisindeki ilk ¢calismalar, 1937 yilinda Von
Neuman [14]'I1n 1941 yilinda Kakutani [15]'nin, 1946 yilinda Eilenberg ve Montgomery
[16])'nin, 1952 yilinda Ky-Fan [17]'nin ve 1979 yilinda Aubin [18]’in oyun teorisinde ve
piyasa ekonomisindeki optimal stratejilerin varliklari Gizerine yaptiklari ¢alismalardir. Bu
calismalarin somut bir uygulamasi ise Nash [19]'in yaptigl ¢alismadir. Nash [19], bu
calismasinda, aralarinda herhangi is birligi ve iletisim olmayan, yani her biri bagimsiz

hamleler yapan oyuncularin oynadigl, “non-cooperative games” terimini literatlire
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kazandirmis ve sonlu oyuncunun oynadigi bu tiir oyunlarin her zaman en az bir denge
noktasi oldugunu gostermistir. Ancak kiime degerli dontisiimler ile ilgili sabit nokta
calismalari, Markin [20]'in 1968 ve Nadler [21]in 1969 yilindaki calismalari ile hiz
kazanmstir. Ozellikle Nadler [21] tarafindan, Lipschitzian déniisimler ve kiime degerli
donltslimler birlestirilerek, Banach Sabit Nokta Teoreminin tam metrik uzaylarda
genellemesi elde edildiginden bu galisma daha sonra yapilmis olan ¢alismalara da 151k
tutmustur. Ayrica bu calismada kiime degerli Picard iterasyonunun tanimlanmasi ile
kiime degerli iterasyon yontemleri (izerine calismalar da énem kazanmuistir. ilerleyen
suregte birgok arastirmaci tarafindan, belirli sartlar altinda gesitli uzaylarda kiime degerli
donlsumler igin sabit nokta ¢alismalari yapilmistir [22-39]. Glinimizde kiime degerli
sabit nokta teorisi etkin olarak uygulama alani buldugu oyun kurami ve piyasa ekonomisi
disinda, optimizasyon [40], kontrol teorisi [41], dijital gorlintlileme [42], veri tabanlari,

semantik ve lojik programlama [43] gibi alanlarda uygulamaya sahiptir.

CAT (k) uzaylarinin kdkeni Alexandrov [44-47] tarafindan yapilmis olan g¢alismalara
dayanmaktadir. Alexandrov, bir metrik uzayin egriliginin tstten sinirl olmasini aciklamak
Uzere bir dizi tanim vermistir. Daha sonra Gromov [48] tarafindan, Alexandrov’un
calismalarina ek olarak, Cartan [49-52] ve Toponogov [53-55]'un da metrik fonksiyonu
ile egrilik arasindaki iliskiyi aciklayan ¢calismalarinin 8nemi vurgulanarak CAT (k) (Cartan,
Alexandrov ve Toponogov isimlerini bas harfleri) esitsizligi terimi literatire
kazandinlmistir. Kirk [56-57] tarafindan yapilan calismalar ile CAT(x) uzaylarinin
geometrisinin, sabit nokta teorisinin galisiimasi igin yeterince zengin bir yapiya sahip
oldugu ortaya konmustur. Kirk’in ¢alismalarinin ardindan genellikle R —tree ve CAT (0)
uzaylari Gzerinde tekil degerli donlstumler icin sabit nokta calismalari yapilmistir [58-62].
Bu iki uzayin ve 6zellikle de CAT (0) uzayinin ilgi gérmesinin nedeni, Hilbert uzaylarindaki
paralelkenar ozelligi, kosinis teoremi, konveks kiime Uzerine metrik projeksiyonun
tekligi gibi bircok geometrik 6zelligin bu uzaylarda da gecerli olmasidir. k¥ > 0 reel sayisi
icin CAT (x) uzaylarinda ise tekil degerli sabit nokta ¢aligmalari mevcut olmakla birlikte
[63-65], kiime degerli donlstmler icin ¢cok az sayida ¢alisma mevcuttur [66-67]. Ayrica
her k > k' igin her CAT (k") uzay: bir CAT (k) uzayi oldugundan k > 0 olmak Uzere,
CAT (k) uzaylarindaki bitln ¢alismalar sinirlilik sarti ile birlikte CAT(0) ve CAT (—k)



uzaylarina da uygulanabilirdir. Bu sebeple bu uzaylarda yapilan calismalar ayri bir 6nem

kazanmaktadir.

Nadler [21] tarafindan Picard iterasyonunun kime degerli donisimler araciligiyla
yeniden tanimlanmasinin ardindan, Sastry ve Babu [68] tarafindan kiime degerli Mann
ve Ishikawa iterasyonlarinin Hilbert uzaylarinda bazi donlsium siniflariigin yakinsakhklar
¢ahsiimigtir. Sonrasinda hem literatiirde var olan tekil degerli iterasyon yontemlerinin
kiime degerli hallerinin, hem de yeni tanimlanan kiime degerli iterasyon yontemlerinin
yakinsakligi bircok yazar tarafindan calisilmistir [69-75]. Ayrica 1976 yilinda Lim [76]
tarafindan metrik uzaylarda A —yakinsaklik ve Banach uzaylarinda hemen hemen
yakinsaklik olarak adlandirilan yeni yakinsaklik kavrami da kuvvetli yakinsamanin ¢ok
fazla kosul gerektirdigi durumlarda sabit noktaya yaklasim olarak literatirde yerini almis
ve gerek Banach uzaylarinda gerekse CAT (k) uzaylarinda bircok yazar tarafindan

calisilmistir [64], [69-71], [74-75].

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, hem Hilbert uzaylari ve Banach uzaylari gibi dogrusal uzaylarda calisiimis
olan tekil degerli hibrid dontsiimlerin kiime degerli genellestirilmis varyasyonlari
tanimlanarak hem de yeni kiime degerli dontstmler tanimlanarak belirli kosullar altinda
sabit noktalarinin varliklarn gosterilecektir. Ayrica bu doénitsiim siniflarinin, yapisina
uygun olarak literatlirde var olan bazi sabit nokta iterasyon yontemlerinin kiime degerli
versiyonlari tanimlanarak, bu doniisimlerin sabit noktalarina A —yakinsak ve kuvvetli
yakinsak olduklari gosterilecektir ve bu iterasyonlarin T —kararli olduklar
kanitlanacaktir. Ek olarak bu ¢alismada tanimlanan bazi dénlstm siniflarinin sabit nokta
kiimelerinin kararli olduklari gosterilecektir. Son olarak da son nokta kosulu ile ve son
nokta kosulsuz olarak tanimlanan kiime degerli iterasyon yontemi ile elde edilen dizinin,
sonlu dénlisiim ailesinin ortak sabit noktasina belirli sartlar altinda A —yakinsakligi ve

kuvvetli yakinsakhgi elde edilecektir.



1.3 Hipotez

(X, p) dogal sinira sahip bir CAT (k) uzayi, C, X’in bostan farkli alt kiimesi ve T: C - 2¢
bir donlistim olsun. Eger T donlisimi Tanim 3.1, Tanim 3.17, Tanim 3.35, Tanim 3.51,
Tanim 4.1ve Tanim 4.10 ile verilen donlistimlerden herhangi biri ise belirli sartlar altinda,
T nin en az bir sabit noktasi vardir ve F(T) kapahdir. Ayrica T:C — 2% biciminde
non-self olarak alindiginda, p € F(T) noktasinda demiclosed &zelligini saglar. Eger
T:C - 2% dénlsiimi Tanim 3.1, Tanim 3.17 ile verilen déniisiimlerden herhangi biri ise
Tanim 2.61 ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen dizi T'nin sabit noktasina belirli
sartlar altinda A —yakinsak ve kuvvetli yakinsaktir. Eger T: C — 2% déniisimi Tanim
3.35 ve Tanim 3.51 ile verilen dénisiimlerden herhangi biri ise, Tanim 2.64 ile verilen
iterasyon yonteminden elde edilen dizi T’'nin sabit noktasina belirli sartlar altinda
A —yakinsak ve kuvvetli yakinsaktir. Eger T: C — 2% dénlsiimi Tanim 4.1 ile verilen
donlslim ise Tanim 2.62 ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen dizi T’'nin sabit
noktasina belirli sartlar altinda kuvvetli yakinsaktir. Eger T: C — 2% déniisimi Tanim
4.10 ile verilen donlisim ise Tanim 2.65 ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen
dizi T’nin sabit noktasina belirli sartlar altinda kuvvetli yakinsaktir. Ek olarak Tanim 2.62
ve Tanim 2.65 ile verilen iterasyon yontemleri T —kararlidir. Eger T dontsiimd Tanim
3.51, Tanim 4.1 ve Tanim 4.10 ile verilen dénilsiimlerden herhangi biri ise belirli kosullar
altinda , T’nin sabit nokta kiimesi kararlidir. Son olarak, Tanim 5.5 ile verilen dizi, sonlu
sayidaki nonexpansive donlsiminin ortak sabit noktasina belirli sartlar altinda

A —yakinsak ve kuvvetli yakinsaktir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde, galisma boyunca gerekli olan temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.

2.1 Tekil Degerli Doniisiimler ve Sabit Nokta Kavrami

Tanim 2.1 X bos olmayan bir kimeve p : X X X - R* bir fonksiyon olsun. Her x, y, z €
X icin;

) pxy) 20,

i) py)=0ox=y,

i) p(x,y) =p®,x),

V) p(xy) < p(x2)+p(zY),

sartlarini saglayan p fonksiyonuna X {izerinde bir metrik fonksiyonu, (X, p) ikilisine de

bir metrik uzay denir [76].

Tanim 2.2 (X, p) bir metrik uzay ve {x,}y=o bu uzayda bir dizi olsun. Her bir € > 0 igin
n = ny oldugunda, p(x,,x) < ¢ olacak sekilde bir ny = ny(e) € N varsa, {x,}n=o

dizisine X € X noktasina yakinsaktir denir [76].

Tanim 2.3 (X, p) bir metrik uzay ve {x, },-o bu uzayda bir dizi olsun. Her bir € > 0 igin
m,n > n, oldugunda, p(x,, x,,) < € olacak sekilde bir ny = ny(€) € N varsa, {x,}neo

dizisine Cauchy dizisi denir [76].

Tanim 2.4 (X, p) bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her {x,},—, Cauchy dizisi yakinsak

ise, X uzayina tam metrik uzay denir [77].



Tanim 2.5 (X, p) ve (Y, o) iki metrik uzay, T : X = Y bir donlisim ve x, € X olsun. Her

€ > 0 sayisiigin,

p(x,xy) < & oldugunda o (T (x),T(xy)) < €

olacak sekilde bir 6 = §(e) > 0 sayisi varsa, T donusimiine x, noktasinda sireklidir
denir. T, X’in her noktasinda siirekli ise T donisimiine X Gzerinde sireklidir denir [78].
Tanim 2.6 X bos olmayan bir kiime ve T: X = X herhangi bir déntisiim olsun. Eger

Tx =x (2.1)
olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T’nin sabit noktasi denir ve T’nin tim sabit
noktalarinin kiimesi Fr, F(T) veya Fix(T) ile gosterilir [79].

Ornek 2.7

i) X reel bir vektor uzayive T : X —» X, Tx = 2x olmak lzere F(T) = {0}.
i) X=[02]veT:X — X, Tx = x?> — x olmak tizere F(T) = {0,2}.

i) X=[24]%x[24] ve T:X-X, T(xy) = (yz —1,Vx + 1) olmak Uzere
F(T) ={(x,vx+1):x€[24]}.

iv) X={(x,y) ER%x?+y2<1}ve T:X > X, T(x,y) = (—y,x) olmak Uzere
F(T) = {(0,0)}.

v) X={(x,y) ER%x%2+y2=1}ve T:X > X, T(x,y) = (—y,x) olmak izere
F(T) = 0.

Tanim 2.8 (X, p) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x,y € X igin
p(Tx,Ty) < L-p(x,y) (2.2)

olacak sekilde bir L > 0 sayisi mevcut ise T’ye bir Lipschitzian (veya L-Lipschitzian)

donlsiim denir. Burada 6zel olarak:
i) Eger 0 < L < 1lise T’ye daraltan(contraction),

ii) Eger L = 1ise T’ye genislemeyen(nonexpansive),

6



donlsiim denir [79]. Tanimi geregi, her T Lipschitzian donitstimi dizgin streklidir.

Ornek 29X =R, p(x,y) = |x —y|veT : X - X, Tx = 2x — 3 seklinde tanimlansin.

Bu durumda, her x, y € X icin
p(Tx,Ty) = |(2x —3) = 2y = 3)| = 2|x —y| = 2p(x, y)

elde edilir. Boylece L = 2 icin T donlistimu Lipschitzian donlsimuddr.

Ornek 2.10 X =[1,0) x[1,2), p((x,y),(x",y")) = (x —x)2 + (y — y')?

T:X->XT(xy) = (% ,g) olarak tanimlandiginda, her (x,y), (x’,y") € X igin

p(T(x,y),T(x”y’)) — \[(%_2%6’)2 4 (g_y?,)z

= ({2 iy

< @ -0+t -y)

r %p((x, ¥), (x",¥)

oldugundan T dénusimd, her (x,y), (x',y") € X igin

p(T(x, y),T(x’,y’)) < ép((x, y), (x",y")

sartini saglar, yani T, é < L < 1igin daraltan dénusumddr.

Ornek 2.11 X = R2, p((x, ), (¥',y)) = Y& = x)2 + (y = y)? ve
T:X > X, T(x,y)=(y—1,x—3) seklinde tanimlansin. Bu durumda,
(x,y), (x',y") € X igin

p(T(Cx,y), T(x',y") = J((y —D -G 1) +((x-3) - ' -3))°

= Oy + G —x)?

= p((x,y),(x",¥")

ve

her



oldugundan T dénusimd, her (x,y), (x',y") € X igin
p(TC,y), T(x',y)) < p((x, ), (x',¥))

sartini saglar, yani T bir nonexpansive dontsiimdyir.

1922’de Banach [80]'in vermis oldugu ve literatiirde Banach daraltma ilkesi olarak
bilinen teorem, tek degerli fonksiyonlar icin metrik sabit nokta teorisinde en 6nemli

teoremlerden biri olarak kabul edilir.

Teorem 2.12 (X, p) tam metrik uzay ve T: X — X bir dénisiim olsun. Her x, y € X i¢gin
p(Tx,Ty) < Lp(x,y) (2.3)

olacak bicimde bir 0 < L < 1 sabiti varsa o zaman T tek bir sabit noktaya sahiptir [80].

2.2 Kiime Degerli Doniisiimler ve Sabit Nokta Kavrami

Tanim 2.13 X ve Y bostan farkli iki kiime, 2¥ de Y’nin biitiin bostan farkli alt kiimelerinin
ailesi olsun. T:X — 2Y dénisiimiine, yani X kiimesinden alinan her bir x elemani ile
Y’nin yanlizca bir T(x) alt kiimesini esleyen bu déniisime, kiime degerli (veya ¢ogul
degerli) dénisim denir. Bazen bu donlsim T:X — Y veya T: X ~ Y biciminde de

gosterilir. Burada T (x) tek bir nokta iceren bir kiime ise T tekil degerli dontsimdur [81].

Herhangi bir tekil degerli f: X — Y dénusima, her x € X icin T (x) = {f (x)}ile bir kime

degerli donlstim olarak disindlebilir [81].

Tersine, secme aksiyomu yardimi ile her bir kiime degerli T: X — 2Y déniisiimiinden, her
x € X’e karsilik f(x) € T(x) olacak bicimde f(x) secilerek, bir f:X — Y donigimu

uretilebilir ve burada f fonksiyonuna T’nin seg¢imi denir [81].
Ornek 2.14

i) T:C-2R Tk+iy)={xy}

[x3,x%] ; x<1

i) T:R-2R T = {[xz x3] 5 x>1.



i) TiR 25 T ={L1+x1+x+5, 140+ 45
iv) T:Z'-2Z, T(x)={5x+1,6x +5}.

[x,); x <y
v T:RxR - 2R T(x, ={ "
) () (x,yl; x = y.
Bir kiime degerli T : X — 2Y dénisimiiniin tanim kiimesi

Dom(T) ={x €X:T(x) # 0}

seklinde tanimlanir ve T’nin grafigi ise

graph(T) = {(x,y) e X XY : y € T(x)}

bicimindedir. Bir C € X kimesinin T altindaki gorlintiisi ise

T(C) = U T(x) (2.4)

xX€C
seklinde tanimlanir [74].

Tanim 2.15 T: X — 2% seklinde verilen ¢ok kiime degerli bir déniisiim icin

x €T(x) (2.5)
kosulunu saglayan x € X noktasina T’nin sabit noktasi denir. T’nin bitin sabit noktalari
kiimesi ise F(T) ile gosterilir [21].

Ornek 2.16

i) T: C-2R, T(x+iy)={x,y} doénisiminin sabit nokta kimesi

F(T)={x+iyeC;y=0}

[x3,x%] ; x<1

i) T:R- 2R, T(Jc)z{[x2 ¥ x> 1

donisiminin sabit nokta kiimesi

F(T) ={-1,0,1}.

2 2 3
i) T: Rt ->2R T(x)={1,1+x,1+x+%,1+x+%+%}d6nU§UmUnUn

sabit nokta kiimesi F(T) = {1}.



iv) T:Z' - 2L T(x)= {5x 4+ 1,6x + 5} donisiminin sabit nokta kimesi
F(T) = 0.

{(x,y) ERXR:y=vx2+1}; x <y
{(,y) ERXxR:x=y2+1} x>y

dénistiminin sabit nokta kimesi F(T) = 0.

v) T:RxR-2R*R T(x,y)={

(X, p) bir metrik olmak lizere, X’in kapali ve sinirli alt kiimelerinin ailesi Gzerinde

asagidaki bicimde metrik elde edilebilir.

Tanim 2.17 (X, p) bir metrik uzay, x € X ve C, X'in bostan farkli bir alt kiimesi olmak

Uzere, x'in C kiimesine olan uzakligi
p(x,C) =inf{ p(x,y) : y € C} (2.6)

bicimde tanimlanir [81].

Tanim 2.18 (X, p) bir metrik uzay ve CB(X), X'in bostan farkli, kapal ve sinirli biitiin alt
kiimelerinin ailesi olmak Uzere A,B € CB(X) olsun. Bu durumda A kiimesinin B

kiimesine olan uzakhgi

D(A,B) = sup{p(a,B) : a € A} (2.7)

biciminde ve A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik ise

H(A,B) = max{ D(A, B),D(B,A) } (2.8)

biciminde tanimlanir [81].

Ornek 2.19

) X=R%(x,y),&,y) €Xvep((x,y), x,y)) =y —-x)2+—y)?
olsun. A = {(x,y) E R? : x2+y? <1} ve
B={(x,y) ER?:3<x<6,—1<y < 1}kimelerini aindiginda
D(A,B) = supgeq p(a,B) =4 ve D(A,B) = suppep p(b,A) = 5olup
H(A,B) = max{D(4,B),D(B,A)} = 5 olur.

i)  X=[12], x,y € Xicinp(x,y) = |x —y|olsun. Her x,y € X,x = yicin A, =
plx,x* + yl, Byy = [x + y,x* + y] alindiginda

10



D( Ay, Byy) = supgea p(a,Byy) =y ve
D(Byy, Axy) = suppep p(b, Ayy) = x° — x2 dir.
Dolayisi ile H(Ayy, Bxy) = max{ D(Ayy, Byxy), D(Byy, Ayxy) } max{y, x> — x2}

bulunur.

i) R¥de A={(x,y) ER?:x%2+y2<22} veB ={(x,y) € R? : x2 + y2 < 52}
kiimelerii¢cin D(A, B) = supges p(a,B) = 0ve D(B,A) = suppep p(b,A) =3
dir. Buna gore H(A, B) = max{D(4,B),D(B,A)} = 3 olur.

Onerme 2.20 (X, p) bir metrik uzay ve 4, B, C € CB(X) olsun. Bu durumda
) D(A4,B)=0 <ACB

i) BcC = D(4,C)<D(A B)

i) D(AUB,C) =max{D(4,C), D(B,C)}
iv) D(4,B) < D(A,C)+D(C,B)

szellikleri saglanir [81].

Onerme 2.21 (X, p) bir metrik uzay olsun. Bu durumda Tanim 2.18 ile verilen H uzaklik

fonksiyonu CB(X) uzerinde bir metriktir [81].

Onerme 2.22 (X, p) bir metrik uzay, H’ da, CB(X) lzerindeki Hausdorff metrigi olsun.
Bu durumda 4, B, C,D € CB(X) olmak tizere

H(AUB,CuUD) <max{H(A,C),H(B,D)} (2.9)
esitsizligi saglanir [81].

Onerme 2.23 A,B € CB(X) ve a € A olsun. Her € > 0 igin

p(a,b) <H(A,B) +¢€ (2.10)
olacak bicimde bir b € B vardir [21].

Onerme 2.24 A, B € CB(X) olsun. Herhangi bir a € A igin

11



p(a,B) < H(A,B) (2.11)
saglanir [82].

Onerme 2.25 A € CB(X) olsun. Her x € X ve k > 1icin

p(x,a) < kp(x,A) (2.12)
olacak bicimde bir a € A vardir [83].

Tanim 2.26 (X, p) bir metrik uzay , H’da CB(X) Uzerinde bir Hausdorff metrigi olsun ve
bir T: X —» CB(X) kiime degerli donlisimu verilsin. Eger X’deki her yakinsak { x,,} dizisi

icin x,, = x iken H(Tx,,Tx) — 0 oluyorsa T’ye X tzerinde sureklidir denir.

1969°da Nadler [21] tarafindan yapilan calisma ile Banach daraltma ilkesi kiime degerli
donltsiimlere genellenerek kiime degerli daraltan donlisimler icin ilk sabit nokta
calismasi ortaya cikmistir. Ayni calismada Nadler, kiime degerli daraltan dontsiimlerin

sabit nokta kiimesinin de kararli oldugunu géstermistir.

Tanim 2.27 (X, p) bir metrik uzay ve T: X = CB(X) bir kiime degerli doniisim olsun.
Eger her x,y € X igin

H(Tx,Ty) < Lp(x,y) (2.13)

olacak sekilde bir L > 0 sayisi mevcut ise T’ye kiime degerli bir Lipschitzian (veya L-

Lipschitzian) donlisim denir. Burada 6zel olarak:
i) Eger 0 < L < lise T'ye kiime degerli daraltan(contraction),
ii) Eger L = 1ise T’ye kiime degerli genislemeyen (nonexpansive),

donlsum denir [81]. Tanimi geregi, her T kiime degerli Lipschitzian dontsimi diizgin

sureklidir.

Tanim 2.26 ile verilen sireklilik kavrami geregince her T kiime degerli Lipschitzian

dontstima streklidir.

Teorem 2.28 (X,p) tam metrik uzay ve T : X - CB(X) bir kime degerli daraltan

dénisim olsun. Bu durumda T’nin X'de sabit noktasi vardir [21].
12



ispat: Keyfi bir x, € X alinsin ve x; € Tx, olsun. Bu durumda k, T’nin Lipschitz sabiti

olmak tizere Onerme 2.23’den
p(x1,x,) < H(Txo,Tx;) + k
olacak bigimde bir x, € Tx, vardir. Benzer bigimde

p(xz,x3) < H(Txy,Txy) + k?

olacak bicimde bir x5 € Tx, vardir. Ayni se¢gme islemi ile devam edildiginde her n € N

icin
p(xp, Xps1) S H(Txp_q,Tx,) + k™

ve x,41 € Tx, olacak bicimde bir {x,} € X dizisi olusturulur. Her n € N igin x,,,; €

Tx,, ve T daraltan oldugundan

p(xp, Xps1) S H(Txp_q,Tx,) + k™
< kp(xp_1, %) + k7
< k[H(xp_p, xp_1) + k™ 1] + k™
< klkp(p—2,xp-1) + k"] + k™

= kzp(xn—ZJ xn—l) + 2k™

< k™p(xg,x,) + nk™

elde edilir. k < 1 oldugundan Y k™ < o ve X.°_,nk™ < o olup,

z p(xn, Xny1) < P(xo:x1)z k™ + Z nk™ < oo
n=0 n=0 n=0

olur. Bu ise {x,} dizisinin, (X,p)'de bir Cauchy dizisi oldugunu gésterir. (X, p) tam

metrik uzay oldugundan lim x,, = z olacak bigimde bir z € X vardir. T dontsimi

n—->oo

daraltan oldugundan sireklidir ve bu durumda

lim H(Tx,,,Tz) =0
n—-oo
13



olur. Her bir n €N i¢in x,,; € Tx, oldugundan ve p(x,41,T2) < H(Tx,,Tz)

oldugundan

lim pCenyq,T2) =0

olur. p metriginin 6zelliginden
p(z,Tz) < p(2,xp11) + p(xn41,T2)
olup her iki tarafta limit alindiginda

p(z,Tz) < lim p(z,x,4,) + lim p(x,41,Tz) =0
n—->oo n—>oo

bulunur. Tz kapali bir kiime oldugundan z € Tz elde edilir. Sonug olarak z, T’nin bir

sabit noktasidir.

) 4+l so0<x<t
Ornek 229 X =[0,1] ve f: X > X, f(x) = —12 3 . 3 fonksiyonu
T-l— 1 ; §< x<1

verilsin. T:X — 2%, her x € X icin Tx ={f(x)}U{0} biciminde tanimlansin. T

daraltan dontsimdirve x =0,x =+v21/2 — 3/2 € F(T) dir.

Teorem 2.30 (X, p) tam metrik uzayive T;, T, : X —» CB(X) ayni Lipschitz sabitine sahip

iki kime degerli daraltan donlisiim olsun. Yani; her x,y € X vei = 1,2 igin
H(Tix, T;y) < kp(x,y)

olacak bigimde bir k € (0,1) sabiti var olsun. Bu durumda F(T;) ve F(T,) sirasiyla T; ve

T, dénusimlerinin sabit noktalari olmak tzere

H(F(Ty),F(Ty)) <

- ilel)p()H(Tlx, T,x)

esitsizligi saglanir [81].

ispat: Teorem 2.28’den i = 1,2 igin F(T;) # @ dir. & > 0 verilsinve ¢Yp_,nk™ <1

olacak bigcimde bir ¢ > 0 alinsin. xy € F(T;) igin
p(xg,x1) < H(Tyx0,ToXo) + €

14



olacak sekilde bir x; € T,x, ashnsin. T, daraltan oldugundan,

cek
-k

p(xq,x5) < H(Tyx0, Toxq) + < kp(xy,x1) +

T~
olacak bigimde bir x, € T,x; segilebilir. Ayni bicimde devam edildiginde

cek™
1-k

Xn+1 € szn'p(xn+1'xn) < kp(xrv xn—l) +

bigiminde bir {x,},-, dizisi olusturulabilir. m = % olsun. Bu durumda

P (X1, X%n) < kp(xp, xp_q) + mk™

< klkp(xy_1,%p_p) + mk™ 1] + mk™

= k?p(xp_1, Xn_p) + 2mk™

< k™p(xq,x,) + nmk™

elde edilir. Y7_o k™ < o0 ve )»_,nk™ < oo oldugundan {x,}, X iginde bir Cauchy dizisi

olur. (X, p) tam metrik uzay oldugundan lim x,, = z olacak bicimde z € X vardir. T

n—co

déniisimi daraltan oldugundan surekli olup lim H(Tx,,Tz) =0 dir. x,., € Tx,
n—->oo

oldugundan z € Tz yani z € F(T,) dir.

p(x9,2) < Z P(Xp Xnt1)
n=0

< z k™p(xq,x1) + mz nk™
n=0 n=0

1 [ee]
—p(xo,x1) + mz nk™
k n=0

< (1) + o)

1 (H(T1xo' Tyxq) + 2¢)

bulunur. Benzer bigimde T; ve T,’nin rolleri degistirildiginde, her bir y, € F(T,) igin

15



1
p(¥o,2") < 11—k (H(T1yo, T2y0) + 2€)
olacak bigimde z' € F(T,) vardir. € > 0 keyfi oldugundan,

1
H(F(Tl)' F(TZ)) < m SUPyex H(Tlx; sz)

elde edilir.

Teorem 2.31 (X, p) tam metrik uzayi ve her n € Nigin T,;: X - CB(X) ayni k Lipschitz
sabitine sahip kiime degerli daraltan dontsiimler olsunlar; yani, k € (0,1) olmak tzere

herx,y € X ve n € Nigin
H(Tox, Toy) < kp(x,y)

olsun. Eger {T,},so dizisi bir T dénusimiine dizgin yakinsak; yani her x € X icin

lim H(T,x, Tyx) = 0 ise
n—-o0o

lim H(F(T,),F(Ty)) =0
n—-o0o

dir [21,81].

Ispat: € > 0 verilsin. x € X icin diizglin olarak lim H(T,x,Tyx) = 0 oldugundan her
n—-oo

n=ny €N igin

sup H(T,x,Tox) < (1 —k)e

x€X

olacak bigcimde ny € N vardir. Teorem 2.30’dan her n = n, igin
H(F(T,), F(Ty)) < &
bulunur. Bu ise

Jim HCF (T, F(T) = 0

oldugunu verir.

Tanim 2.32 (X, p) bir metrik uzay ve 4, B € B(X) olsun.

16



8(A,B) = sup{p(a,b) :a € A,b € B} (2.14)

biciminde tanimlanir. Eger A = {a} ise
6(A,B) =6(a,B)

ve eger B = {b} ise

8§(A,B) = 6(a,b) = p(a,b)

bigiminde yazilir.

2.3 Jeodezik Uzaylar ve Ozellikleri

Banach ve Hilbert uzaylarinin aksine, Gzerinde konvekslik yapisi ile birlikte lineer

olmayan yapidaki jeodezik uzaylarda ilk sabit nokta ¢alismasi Kirk [56-57] e aittir.

Tanim 2.33 (X, p) bir metrik uzay olsun. Her x, y € X igin
i) c(0) =x,¢c(l) =yve
i) herr,s €[0,1]icin p(c(r),c(s)) = |r —s]

olacak bicimde bir ¢ : X - [0,l] € R déniusiim{ varsa bu ¢ dénisimine x ve y'yi
birlestiren jeodezik yol denir. Tanimdan da goriilecegi lizere burada c bir izometridir ve
p(x,y) = Ldir. ¢’nin gérunti kimesi, c([0,(])’ye x’den y’ye jeodezik yol (ya da jeodezik
segment) denir. Bu jeodezik yol birden fazla olabilir fakat jeodezik yol tek ise [x, y] ile
gosterilir. z € [x,y] olmasi igin gerek ve yeter kosul p(x,z) = (1—1t)p(x,y) ve
p(y,z) = tp(x,y) olacak bigimde tek bir t € [0,1] olmasidir. Bu durumda z noktasi
z = (1 — t)x®ty seklinde gosterilir. Her x, y € X icin jeodezik yol var ise (X, p) metrik
uzayina jeodezik uzay, bu jeodezik yollar tek tiirlii ise tek tiirlt jeodezik uzay denir. Sabit
bir r > 0 icin, eger p(x,y) <r saglayan x,y € X icin jeodezik yol var ise uzaya
r —jeodezik uzay denir. C, X’in bostan farkh bir alt kiimesi olsun. Eger her x,y € C igin
x ve y'yi birlestiren jeodezik yol C’nin alt kiimesi ise, bu C’ye konveks alt kiime denir

[84].

Tanim 2.34 Verilen bir k € R igin;
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i) Eger k = 0 ise M7, Oklid uzay E™ dir.

i) Egerk > 0ise M}, S™ birim klresinden, uzaklik fonksiyonun % ile

carpilmasiyla elde edilir.

iii) Egerk < 0ise M, H"™ hiperbolik uzayindan, uzaklik fonksiyonun é ile

carpilmasiyla elde edilir.
Burada M}}'ya karsilastirma uzayi denir [84].

Tanim 2.35 Bir (X, p) jeodezik uzayinda, her x,y,z € X ve bu li¢ noktay birlestiren l¢

jeodezik yolun olusturdugu noktalar kiimesine jeodezik tGg¢gen denir ve A(x,y,z) ile

gosterilir. Burada u € A(x,y,z) olmasinin anlami u € [x,y] U [x,z] U [y,z] olmasi

demektir. A(x,y,z) lcgenine karsilik eger M2 karsilastirma uzayinda, p(x,y) =

d,(x,y),p(x,z) =d,(x,2), p(y,2z) = d,(y,z) olacak bicimde A(x,y, z) Uggeni varsa
n

A(x,y,z) ye A(x,y,z) nin karsilastirma Uggeni denir. k > 0 ise D, =7 degilse

D, = o olmak lizere, bu karsilagtirma tggeni p(x, y) + p(x,z) + p(y,z) < 2D, sartini
saglayan her x,y,z € X igin vardir. z € [x,y] noktasi ve bir z € [x, y] noktasi p(x, z) =

d,(x,z ) kosulunu saglarsa z ye z’nin karsilastirma noktasi denir [84].

Tanim 2.36 Bir (X, p) jeodezik uzayinda A(x, y, z) Gggeni p(x,y) + p(x,z) + p(y,2z) <
2D, kosulunu saglasin ve A(X,y,z)’de bu Gggenin karsilastirma tggeni olsun. Eger her
u,v € A(x,y,z) ve bu iki noktanin karsilastirma noktalari w,v € A(x,y,z) igin
p(u,v) < d,(u,v) kosulunu saglaniyorsa bu tggene CAT (k) kosulunu saghyor denir.
Eger (X, p), bir D, —jeodezik metrik uzayindaki her jeodezik Gggen CAT (k) kosulunu
saglarsa bu uzaya CAT (k) uzayi denir [84].

Onerme 2.37 Her k > k' icin herhangi bir CAT (k") uzayi ayni zamanda CAT (k) uzayidir
[77].

Tanim 2.38 Bir (X, p) jeodezik uzayinda, her x,y,z € X ve t € [0,1] igin

R
p?((1 - Ox®ty, z) < (1 — )p?(x,2) + tp?(y,2) — St(1=0p?(xy) (2.15)
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esitsizligini saglayacak bigcimde bir R € (0,2] sabitivarsa (X, p) ye R — konvekstir denir.
Bu esitsizlige ise CN* esitsizligi denir [85].

Onerme 2.39 (X, p) jeodezik uzayinin CAT(0) uzayi olmasi icin gerek ve yeter kosul

2 —konveks olmasidir [86].

Tanim 2.40 (X, p) bir metrik uzay olmak uzere, diam(X) = sup{p(x,y) : x,y € X}

degerine X uzayinin ¢api denir.
Onerme 2.41 (X, p),x > 0 ve bir £ € (0,7/2) icin diam(X) < Z—\; olacak bigimde bir
tam CAT(x) uzayr olsun. Bu durumda (X,p) uzayr R = (m — 2¢)tan(e) igin

R —konvekstir [86].

Onerme 2.42 Bir CAT (k) uzayinda %’ dan kiiclik yaricapli yuvarlar konvekstir [84].

Onerme 2.43 k > 0olmak lzere X, diam(X) <% olacak sekilde (X,p) bir tam

CAT (k) uzayi olsun. Bu durumda her x,y,z € X vet € [0,1] igin
p((1—)x®ty,z) < (1 — )p(x, 2) + tp(y, 2)

saglanir [84].

Tanim 2.44 (X, p) bir CAT (k) uzay), {x,}bu uzayda sinirl bir dizi ve x € X olsun.

r(x,{x,}) = limsup p(x, x,,) (2.16)

n—->oo

olmak tzere {x,}'in asimptotik yari ¢api

r({x,,}) = inf{r(x, {x,}) : x € X} (2.17)

seklinde, {x,}in C c X alt kimesine gore asimptotik yari ¢api
re({x,. ) = inf{r(x, {x,}) : x € C} (2.18)
seklinde ve son olarak ta {x,}in asimptotik merkezi

A({xn}) = {x EX: r(x, {xn}) = T({Xn})} (2.19)

seklinde tanimlanir [87].
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Tanim 2.45 (X, p) bir CAT (k) uzayi ve {x,,} bu uzayda bir dizi olsun. Eger {x,,} dizisinin
bitun alt dizilerinin asimptotik merkezi, w(x,) := U A({u,}), tek bir x € X noktasi ise

{x,,} dizisine x noktasina A —yakinsaktir denir ve A — lim x,, = x bigiminde gosterilir
n—oo

[87].

Onerme 2.46 k > 0 olmak tizere (X, p) bir CAT (k) uzayi, C c X kapali ve % — convex
ve {x,,}'de, X de bir dizi olsun. Eger r(x,,) < # ise Ac({x,,}) yanhzca tek bir nokta
icerir [87].

Lemma 2.47 (X, p) bir CAT (k) uzayi ve {x,,} bu uzayda bir dizi olsun.
i) X'deki her sinirh dizi A —yakinsak bir alt diziye sahiptir.

Z
Vi

asimptotik merkezi C icindedir.

i) Eger C c X kapalive convex ise ve eger {x,,} C’ de sinirli bir dizi ise {x,}'in

i) C < X kapalive \/% — convex ve T: C — C bir genisleme olmayan dontisim olsun.

Budurumda eger A — lim x,, = x ve lim p(x,,, Tx,,) = 0saglaniyorsa Tx = x ve
n—-oo n—-oo

x € C saglanir [88].

Lemma 2.48 (X, p) bir CAT (k) uzay, {x,} X’de sinirli bir dizi ve A({x,,}) = {x} olsun.
Eger {u,}, {x,¥nin A({u,}) = {u} olacak sekilde bir alt dizisi ise ve {p(x,,u)} da

yakinsak ise x = u saglanir [88].

Tanim 2.49 (X, p) bir metrik uzay ve T: X - CB(X) kiime degerli déniisiim olsun. Eger

lim p(x,, Tx,) = 0 kosulunu saglayan herhangi bir {x,} dizisinin ’lim Xn, =P EX
n—-oo —00

olacak sekilde bir {xy, } alt dizi varsa T"ye hemikompakt dénligim denir [69].

Onerme 2.50 (X, p) bir CAT (k) uzayi olsun. X igin konvekslik modild, r < % vem,x

ile y noktalarini birlestiren [x,y] jeodezik yolunun orta noktas;; m = %x@%y olmak

uzere

§(r,e) = inf{l1 — %p(a, m)}
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seklinde tanimlanir. Burada infimum p(x,a) <r,p(y,a) <r ve € < p(x,y) < T

kosullarini saglayan tim a, x, y € X tzerinden alinir [69].

Asagidaki Lemma CAT (k) uzaylari igcinde aynen gegerlidir.

Lemma 2.51 (X,p, W) bir diizgiin konveks hiperbolik uzay ve dizgin konvekslik
modiiliide Onerme 2.50ile tanimli §(r, €) olsun. Herhangir > 0,¢e € (0,2),1 € [0,1] ve
a,x,y €X icin, eger p(x,a) <r,p(y,a) <r ve er <p(x,y) ise p((l —Dx P
Ay, Z) < (1 —2A(1 — 1)6(r, €))r esitsizligi saglanir [89].

Onerme 2.52 (X, p), (7, €) konvekslik modiiliine sahip bir CAT (k) uzayi ve x € X olsun.

Sabit € icin 8(r,e), r ye goére artan ve {t,}c [b,c] c(0,1), {x,},{y}cX

dizileri = 0 igin limsup p(x,, x) < r, limsup p(y,, x) < r ve lim p((1 —
n—-oo n—-oo n—oo

t)xn @ t,yn, x) = r kosullarini saglarsa lim,,_, .. p(x,,, V,,) = 0 saglanir [69].

Lemma 2.53 (X,p),k > 0 ve bir € € (0,7/2) icin diam(X) < :—\; olacak bigimde bir

tam CAT (k) uzayi olsun ve C, X’in bostan farkli kapali ve konveks alt kiimesi olsun. Bu

durumda asagidakiler saglanir;

i) Her x € X noktasinin C kiimesi tizerine metrik projeksiyon altindaki P (x) gériinti

kiimesi tek noktadan olusur.
i) EBerx & Cvey€C, y+ Pc(x)ise Lp (x)(X,y) = %

iii) Hery € Cigin p(P:(x), Pc(y)) < p(x,y) saglanir [87].

Tanim 2.54 (X, p) bir tam jeodezik uzay ve ¢ : X — R bir dénisiim olsun. Eger her
y:[0,1] = X jeodezisi i¢in

¢ (V (%)) <20(r() +30(r () = (p(r(0),y(1D)) (2.20)

olacak bicimde bir n: R* — R™* artan bir fonksiyon varsa ¢’ye diizgiin konveks déniisiim

denir [90].
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Lemma 2.55 (X,p) tam jeodezik uzay ve ¢ : X - R donlsimi dizglin konveks ve

alttan yari surrekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda ¢(z) = ir€1§<p(x) olacak bigimde tek
X

bir z € X vardir ve z = argmin ¢ (x) seklide yazilir [90].
XEX

2.4 Kiime Degerli Sabit Nokta iterasyon Yéntemleri
X bir konveks uzay ve T: X — 2% bir doniisim olsun. Kiime degerli iterasyon ydntemi en
genel haliyle

{ Xy € X,

Xn+1 € f(T,x,), n=0,1,2, ... (2.21)

biciminde tanimlanir. Eger donitisimi bir tekil degerli donisim ise bu genel gdsterim

Xy € X,
{Xn+1 =f(T,x,), n=0,1.2,.. (2.22)
halini alir.
Tanim 2.56 Her n € N icin
Xn+1 € Txy (2.23)

secilerek elde edilen iterasyon yontemine kiime degerli Picard iterasyon yontemi denir

Bu yontem ilk olarak 1969 yilinda Nadler’in galismasinda kullandigi yontemdir [21].

Tekil degerli Picard iterasyon metodu, baslangic deger problemlerinin veya integral
denklemlerin ¢dziimine ulagsmak icin kullanabilen bir algoritma oldugu gibi kime degerli

Picard iterasyonu da integral icermelerin ¢6ziimlerine ulasmak icin kullanihr.

Tekil degerli Picard iterasyonu ile elde edilen dizi kiime degerli nonexpansive
donlslmlerin sabit noktasina yakinsamadigi gibi kiime degerli Picard iterasyonu da
kiime degerli nonexpansive dontsiimlerin sabit noktasina yakinsamayabilir. Fakat kiime
degerli Krasnoselskii iterasyon yontemi ile elde edilen dizi ise nonexpansive

donlslimlerin sabit noktasina yakinsak olan en temel iterasyondur.
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Tanim 2.57 Her n € N i¢in u,, € Tx,, olmak Gzere

1 1
Xnt1 = 5Xn T3 Un (2.24)

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Krasnoselskii iterasyon yontemi denir [91].
Ornek 2.58 X = [0,1] olmak tizere her x € [0,1] igin T:[0,1] = 291 donisiimi

Tx ={1—x,1/2} seklinde tanimlansin. Herhangi bir x, ;t% baslangi¢ noktasi igin

Tanim 2.56 ile verilen Picard iterasyonundan elde edilen bir dizi yakinsamayabilirken,
Tanim 2.57ile verilen Krasnoselskii iterasyonu tarafindan tretilen her {x,},-, dizisi

T’nin sabit noktasi olan 1/2 degerine yakinsar.

Tanim 2.59 {a,}, {B,} < [0,1] belirli sartlari saglayan bir reel sayi dizisi olmak Uzere,

€ X,
{ Xo (2.25)
Xn+1 € 1 —ay)x, + a,Tx,
Xy € X,
Xn+1 € (1 - an)xn + anTYn: (2-26)

Yn € (1 - .Bn)xn i .BnTxn

seklinde ifade edilen algoritmalara sirasi ile kiime degerli Mann ve kiime degerli Ishikawa
iterasyon yontemleri denir [68]. Bu iki iterasyon igin x,,;’in se¢imine belirli sartlar

eklenerek bazi dontisim siniflariicin yakinsakliklari ¢ahsiimistir [66-72].

Tanim 2.60 {a,, }, {3} < [0,1] belirli sartlari saglayan reel sayi dizileri olmak lizere,

Xy € C,

Xnt1 = Ty,
vo=0—-a)Tx, + a,Tz,,
Zn = (1 - Bn)xn + .BnTxn

(2.27)

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Picard-S iterasyon yontemi denir [85-86].
Gilrsoy ve Karakaya tanimladiklari bu iterasyondan elde edilen dizinin, daraltan
donlslmlerin sabit noktasina, Ishikawa [94], Noor [95], SP [96], CR [97] ve bazi diger
yontemlerle elde edilen dizilerden daha hizli yakinsadigini géstermisler ve diferansiyel

denklemlerin ¢oztmleri icin kullanilabilecegini kanitlamislardir.
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Tanim 2.61 (X, p), bir jeodezik uzay, C, X’ in bostan farkli ve konveks alt kiimesive T :
C — C(X) bir kime degerli dontsiim olsun. {a,}, {B,} < [0,1] belirli sartlari saglayan

reel sayi dizilerive u,, € Ty,, v, € Tz,,w, € Tx, olmak Gzere,

Xy €C,

{ Xn+1 = Pc(Un),
Yn = PC((l - (ln)Wn@a’nUn),
Zn = Pc((1 = Bu) xn®Brwn)

(2.28)

seklinde tanimlanan algoritmaya kiime degerli proximinal Picard-S iterasyon yontemi

denir.

Tanim 2.62 (X, p), bir jeodezik uzay, C, X’ in bostan farkli ve konveks alt kiimesive T :
C - C(X) bir kime degerli donlisim olsun. {a,}, {f.} < [0,1] belirli sartlari saglayan
reel sayi dizileri ve u,, € Ty, v, € Tz,,w, € Tx, olmak lzere,
Xy € C,
Xn+1 = Un,

Yn = (1- an)Wn®anUnl

Zn = (1 = Bp)xn®PBrwy

(2.29)

seklinde tanimlanan algoritmaya kiime degerli Picard-S iterasyon yontemi denir.
2008 de, S. Thianwan iki adimli asagidaki iterasyonu asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tanim 2.63 {a,, }, {f,.} < [0,1] belirli sartlari saglayan reel sayi dizileri olmak lzere,

{xn+1 =1- an)yn + a,Ty, (2.30)

Yo =1 = Bp)xn + BnTxy

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Thianwan iterasyon yontemi denir [98].

Tanim 2.64 (X, p), bir jeodezik uzay, C, X’ in bostan farkli ve konveks alt kiimesive T :
C - C(X) bir kime degerli donlisim olsun. {a,}, {f,} < [0,1] belirli sartlari saglayan
reel sayi dizilerive u,, € Ty,, v, € Tx,, olmak lzere,

Xy € C,

Xn+1 = PC((]- - an)Yn®anun): (2.31)
Yn = PC((]- - ﬁn)xneaﬁnvn)

seklinde tanimlanan algoritmaya kiime degerli proximinal Thianwan iterasyon yontemi

denir.
24



Tanim 2.65 (X, p), bir jeodezik uzay, C, X’ in bostan farkli ve konveks alt kiimesive T :
C —= C(X) bir kime degerli dontsiim olsun. {a,}, {B,} < [0,1] belirli sartlari saglayan

reel sayi dizileri ve u,, € Ty,, v, € Tx,, olmak lzere,

Xy €C,
X1 = (1= ap)yn®ay iy, (2.32)
Yn = (1- ﬁn)xneaﬁnvn

seklinde tanimlanan algoritmaya kiime degerli Thianwan iterasyon yontemi denir.
Lemma 2.66 0 < k < 1 sabit bir reel sayi ve {a,} pozitif reel dizi olsun. Eger her n € N
icin a,41 < ka, ise lim a,, = 0dr.

n—-oo
Lemma 2.67 {a, };—o Ve {b,}n=o negatif olmayan iki dizi ve n, € N olsun. Eger hern €
N,n = ny igin

Ant1 < (1 = pn)a, + by (2.33)

saglaniyor ve u, € (0,1), Yo, Uty = o0 ve lim Pn = 0 olsun. Bu durumda lim a, =0

n—oo Uy n—-oo

[99].
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BOLUM 3

KUME DEGERLI HiBRiD DONUSUMLERIN SABIT NOKTALARININ
VARLIKLARI ve YAKINSAKLIKLARI
Bu bélimde hibrid dontstim siniflari hakkinda kisaca bilgi verilerek, bu siniflarin kiime

degerli genellemelerinin tanimlari verilip sabit noktalarinin varliklari ve sabit noktalarina

yakinsaklik sonuclari elde edilecektir.

H bir Hilbert uzayi ve C de H’in bostan farkli alt kiimesi olmak Gzere, T : C - H bir

donusiim olsun. Eger her x,y € C igin, T donlisimu

Tx = Tyll < |lx = yll, (3.1)
2||Tx = Ty||> < [ITx = y|I* + [Ty — x||? (3.2)
ve

3|ITx — TylI* < llx = yI1? + [ITx = ¥|I* + ||Ty — x]|? (33)

sartlarindan birini sagliyorsa, T’ye sirasiyla nonexpansive donlsiim, nonspreading
donlisim [100] ve hibrid donlisiim [101] denir. Bu li¢ donlsim birbirinden bagimsizdir,
yani herhangi biri digerini icermez. 2010’da Aoyama ve ark. [102] tarafindan tanimlanan

A — hibrid dontsiim sinifi, A € R sabit olmak {izere;

(1 +DITx = Tyl|* = Alx = Ty||* < (1 = Dllx = ¥||* + Al|Tx — y||? (3.4)

seklindedir. Acikca goruldigi UGzere A —hibrid donisim sinifi, nonexpansive,
nonspreading ve de hibrid dénisim siniflarinin Gg¢linl de iceren daha genis bir siniftir.
2011’de, Aoyama ve Kohsaka [103] Banach uzaylarinda a —nonexpansive donisiim
sinifinl, & < 1igin
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[ITx = Tyl|? < (1 = 2a)|lx — yl|? + a||Tx = y||* + a||x — Tyl|? (3.5)

kosulunu saglayacak bicimde tanimladilar. Ayrica @ — nonexpansive ve A — hibrid
donisim siniflarinin Hilbert uzaylarinda A < 2 igin denk olduklarini gosterdiler.
Sonrasinda ise Kocourek ve ark. [104] Hilbert uzaylarinda yukaridaki dénisiimlerden

daha genel olan («, ) —genellestirilmis hibrid déntsim sinifini, her x,y € C igin

al|Tx = Tyl|* + (1 — a)||x — Ty||> < BlITx — ylI* + (1 = B)l|x — yI|? (3.6)

kosulunu saglayacak sekilde tanimladilar.

Ayrica 2011’de Lin ve ark. [105] CAT(0) uzaylarinda nonexpansive, nonspreading ve
hibrid donusimlerden daha genel olan genellestirmis hibrid doniisiim sinifini, her x, y €
C igin ay ayas ky,ky : X—>[0,1], doéntstimleri  a;(x) +a,(x) +as(x) <1,
2k, (x) < 1—a,(x) ve 2k,(x) < 1 — az(x) kosullarini saglamak Gzere T dénlsimd,

p*(Tx,Ty) < a;(x)p?(x,y) + ax(x)p*(Tx,y) + az(x)p*(x, Ty)

3.7
ey (DpA(Tx, %) + kp CPE(TY, ¥) 3.7)

kosulunu saglayacak sekilde tanimladilar. Burada genellestirmis hibrid donisim
sinifinin,  (a, B) —genellestirilmis hibrid dontdsim sinifindan  bagimsizdir oldugu

gorilmektedir.

3.1 Kiime Degerli Hibrid Dénlisiimlerin Sabit Noktalarinin Varliklari ve

Yakinsakliklari

Bu kisimda Hausdorff metrigini icermeyen ve iceren kiime degerli hibrid
dontslmlerin tanimlan verilerek varlik ve yakinsaklik sonuglari elde edilecektir.
Hausdorff metrigini icermeyen dénisimler, kiime degerli nonexpansive donisiimlerin
direk bir genellemesi olmamakla birlikte sadece metrigi icerdiginden dolayi tanimi daha
kolay test edilebilirdir. Hausdorff metrigini iceren dénlsimler ise literatlirde var olan
kiime degerli nonexpansive ve nonspreading donlsiimlerin genellemesi oldugu gibi,
literatlirde var olmayan fakat bu dénisim sinifindan elde edilebilecek olan kiime degerli
hibrid, kiime degerli A —hibrid, kiime degerli a —nonexpansive ve
(a, B) —genellestirilmis hibrid donlsiimlerini de icermektedir. Ek olarak tanimlanacak
olan her iki donlisiim tirU icin yakinsaklik sonuglari ilk defa elde edilmistir.
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Tanim 3.1 (X,p) bir metrik uzay, T:X — 2%  bir dénisim, a;,a, : X > R
ve by, b, : X - [0,1] donusimleri her x € X icin a;(x) +a,(x) =1 ve b;(x) +
b, (x) < 1 kosullarini saglayan dénlisiimler olsun. Eger T dénlisimu her x, y € X icin ve

heru € Tx, v € Ty igin,
a; ()p?(u, v) + az(x)p?(u, ¥) < by (x)p*(x,v) + b2 (x)p?(x, y) (3.8)

kosulunu sagliyorsa T'ye, (a4, a,, b1, b,) — kiime degerli I. tip hibrid donisim denir.

C(X), ile X" in bostan farkh kapali altkimelerinin ailesini, CC(X) ile X’in bostan farkli,
kapali ve konveks altkiimeleri ailesini, KC(X) ile de X’ in bostan farkh, kompakt ve

konveks alt kiimeleri ailesi gosterelim.

Lemma 3.2 (X, p), bir tam CAT (k) uzayi ve C, X’in bostan farkl ve konveks alt kiimesi
olsun. Eger T : C — 2% bir (ay,a,, by, by) — kiime degerli I. tip hibrid déniisim ve

F(T) #= Qise F(T) kapal ve her p € F(T) igin Tp = {p} dir.

ispat: {x,,}, F(T) de bir dizi ve lim x,, = x € C olsun. Bu durumda her u € Tx icin,
n—oo

P* (W, xn) < a1 (X)p* (W, %) + az(X)p* (u, xy)

< by (0)p? (%, xn) + bo (X)p? (x, X5)
< p?(x, Xp)

elde edilir. n — oo i¢in limit alindiginda

p(u,x) <0

elde edilir, u keyfi oldugundan dolayi u = x € Tx = {x} saglanur.

Teorem 3.3 (X, p), € € (0,/2) sabiti igin diam(X) < % ile bir tam CAT (k) uzayi

ve C, X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. Eger T : C — 2¢ bir
(ay, ay, by, by) — kime degerli 1. tip hibrid dénisim ve her x € C igin a;(x) < 0 veya
a,(x) < 0ise F(T) # @ dir.

ispat: Keyfi bir x, € C ve her n € N igin {x,,} dizisi x,, € Tx,,_; secimi ile elde edilsin.
Hipotez geregi, Onerme 2.46’den, A-{x,} = {z} olacak sekilde bir z € X vardir. Lemma

2.47 geregince z € C dir. T donlisiminin ozelliginden hern € Nicinve her u €Tz

icin
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a1(2)p*(u, xn) + az(2)p? (u, Xn—1) < b1(2)p* (2, %3) + b2 (2)p* (2, xp-1)

saglanir. Esitsizligin her iki tarafinda limit supremuma gegildiginde

limsup p?(u, x,) < limsup p?(z, x,,)

n—oo n—oo

elde edilir ve sonug¢ olarak asimptotik merkezin tekliginden dolayr ve u'nun keyfi

olmasindan dolayiu = z € Tz = {z} dir.
Eger Tanim 3.1 ile verilen T donlisimi tekil degerli ise asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.4 (X, p), € € (0,1/2) sabitiicin diam(X) < :—\;; ile bir tam CAT (k) uzayive C,

X’'in bostan farkh, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. Eger T :C — C bir
(aq,a,, by, b,) — hibrid déniisiim ve her x € C icin a;(x) <0 veya a,(x) <0 ise

F(T) # @ drr.

ispat: Her x € C icin F donusimi, F = {T(x)} biciminde tanimlanirsa F :C = C
seklinde bir (a4, a,, by, by) — kiime degerli I. tip hibrid donlisimi olacagindan, Teorem

3.3'den F(T) # @ elde edilir.

Sonug 3.5 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi ve C, X in bostan farkli, kapali ve konveks alt
kiimesi olsun. Eger T : C — 2 bir (ay, a,, by, b,) — kiime degerli |. tip hibrid déniisiim
ve her x € C igin a;(x) < 0 veya a,(x) < 0 ise F(T) # @ olmasi igin gerek ve yeter
kosul her n € Nigin x,, € Tx,,_; seklinde tanimli {x,, } dizisi sinirl olacak sekilde bir x, €

C baslangi¢ noktasinin var olmasidir.
Ispat: Onerme 2.37 ve Teorem 3.3 den istenen sonug elde edilir.

Sonug 3.6 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi ve C, X in bostan farkl, kapali ve konveks alt
kiimesi olsun. Eger T:C — C bir (aq, az, by, b;) — hibrid dénlisim ve her x € C igin
a,(x) < 0veyaa,(x) < 0ise F(T) # @ olmasi igin gerek ve yeter kosul her n € N igin
Xn = Txy_q tanimh {x,,} dizisi sinirh olacak sekilde bir x, € C baslangi¢c noktasinin var

olmasidir.
ispat: Onerme 2.37 ve Sonug 3.4’den istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.7 ((X, p), € € (0, /2) sabiti icin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzay,

C, X’in bostan farkli, kapal ve konveks alt kiimesi, T : C— CC(X) bir (a4, a,, by, by) —
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kiime degerli I. tip hibrid déniisiim ve her x € C icin a,(x) < 0 veya a,(x) < 0 olsun.

Eger C kimesinde 4 — lim x, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir {x,}
n—oo

n—oo

dizisivarsa z € C ve z € T(z) dir.

ispat: Lemma 2.47’dan z € C dir. Lemma 2.53’den her n € N icin p(x,, Vp) =

p(xn, Tx,), olacak sekilde bir {y,} dizisi olusturulabilir. lim p(x,, Tx,) =0
n—-oo

oldugundan lim p(x,,y,,) = 0 dir. Ayrica li¢gen esitsizliginden
n—->oo
P (X, W) < p(X, Yn) + P (Vs W) Ve p(Y, ) < P (Y, Xn) + p (%X, 1)

saglandigindan

limsup p(x,, 1) < limsup p(y,, u) ve

n—oo n—-oo

limsupp(y,, u) < limsupp(x,, u)

n—-oo n—-oo

elde edilir. Bu ise limsup p(x,, u) = limsup p(y,, w) oldugunu verir. T dénisimiinin

n—-oo n—-oo

ozelliginden, her u € Tz igin

a1(2)p? (W, yn) + 2(2)p* (W, %) < b1 (2)p? (2, yn) + b2 (2)p? (2, X)
< by (2)[p(z, x) + p(xn, ya)1? + by (2)p* (xy, 2)

elde edilir. Her iki tarafta limit supremuma gecildiginde

limsupp(x,, u) < limsupp(x,, z)

n—-oo n—->oo

elde edilir ve asimptotik merkezin tekliginden u = z € Tz = {z}.

Sonug 3.8 (X, p), € € (0,7/2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi, C,

X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : € = X bir (a4, a,, b;, b,) —hibrid
dénusim ve her x € C igin a,(x) < 0 veya a,(x) < 0 olsun. Eger C kiimesinde 4 —

lim x,, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir {x,} dizisivarsa z € Cve z =
n—-oo n—-oo

T(z) drr.

Sonug 3.9 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkh, kapali ve konveks alt
kiimesi, T : C - CC(X) bir (a4, a,, b1, b;) — kiime degerli I. tip hibrid donlsiim ve her
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x € C icin a;(x) <0 veya a,(x) < 0olsun. Eger C kimesinde 4 — lim x,, = z ve

n—oco

lim p(x,,Tx,) = 0 olacak sekildeki sinirl bir {x,,} dizisivarsa z € Kve z € T(z) dir.
n—->o0o

Sonug 3.10 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkl, kapal ve konveks alt
kiimesi, T : C — X bir (ay, ay, by, by) — hibrid déniisim her x € C igin a,(x) < 0 veya

a,(x) < 0 olsun. Eger C kimesinde 4 — lim x, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak
n—-oo

n—-oo

sekildeki sinirli bir {x,,} dizisivarsa z € C ve z = T(z) dir.

w(x,) :=UA{u,}), {x,} dizisinin, bitin alt dizilerinin asimptotik merkezlerinin

kiimesi olsun.

Onerme 3.11 (X, p), € € (0,/2) sabitiicin diam(X) < :—\_/; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : € — CC(X) bir (a4, az, b1, by) —
kiime degerli 1. tip hibrid déniisim, her x € C i¢in a,(x) < Oveyaa,(x) < 0ve F(T) #

@ olsun. Eger C kimesinde lim p(x,,Tx,) =0 ve her p € F(T) igin {p(x,, p)}
n—oo

yakinsak olacak sekildeki bir {x,,} dizisi varsa w,, (x,) € F(T) dir ve w,, (x,,) yanlizca

tek nokta icerir.

ispat: Keyfi olarak u € w,, (x,,) alinsin. Bu durum da A({u,,}) = {u} olacak sekilde {x,}

dizisinin bir alt dizisi {u,,} bulunabilir. Dolayisi ile Lemma 2.47'den 4 — lim v, = v € C

n—»>oo

olacak bigcimde {u,,} dizisinin bir alt dizisi {v,,} vardir. Buradan ise Teorem 3.7yardimiyla
v € F(T) elde edilir ve Lemma 2.48'den u = v oldugu bulunur. Sonug olarak w,, (x,,) €
F(T) dir. Tekligiigin ise: {x,,} dizisinin A({u,,}) = {u} olacak sekilde alt dizisi {u,}alalim
ve A({x,}) = {x}olsun.u € w,, (x,) € F(T)ve {p(x,, u)}yakinsak oldugundan dolayi,
Lemma 2.48’den x = u dur. Sonug olarak w,, (x,,) yanlizca tek nokta icerir.

Teorem 3.12 (X, p), € € (0, /2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,
C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : € — CC(X) bir (a4, a,, by, by) —
kiime degerli I. tip hibrid déntistim, her x € C igin a;(x) < Oveyaa,(x) < 0ve F(T) #

@ olsun. Bu durumda liminf (1 — S,)f, > 0 ve (a,) < (0,1) olmak Gzere Tanim 2.61
n—-oo

ile verilen {x,,} c C dizisi F(T) igindeki bir noktaya 4 — yakinsaktir.

ispat: p € F(T) olsun. Budurumda x € C, u € Tx
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p*(u,p) < a;(0)p*(u, p) + a(x)p*(u, p)
< by (X)p*(x,p) + by (X)p?(x, p)
< p*(x,p)

ve buradan da p(u, p) < p(x, p) elde edilir. Bu durumda

P (Zn, p) = p(Pc((1 — Br)xn @ Bawn), p)
= p(Pc((1 = Bp)xn © Bawn), Pc(p))
= p((l - ﬁn)xn @ ,Ban; p)
=< (1 - ﬁn)p(xn; p) + .Bnp(wn; p)
=< (1 - ﬁn)p(xn; p) + ,Bnp(xn; p)
< p(xn, D)

ve

PV 0) = p(Pc((1 — an)wy @D anvy, p)
< p(PC((l - an)Wn 8> anVn, PC(P))
=< p((l - an)Wn @D anVn, p)
< (1 ™ an)p(Wn; p) + anp(vnl p)
< (1 - an)p(xn; p) + a’n,D(Zn, p)
< p(*n, )

ve

P (K41, 0) = p(Pc(n), Pc(p))
< p(un, p)
< p(Yn, D)
< p(xn, p)
elde edilir, bu ise p(xp+1,P) < PV, P) < p(x,, p) oldugunu, yani lim p(x,,p) =
n—-oo
lim p(y,, p) limitlerinin varhgim verir.  lim p(x,,p) = limp(y,,p) = k olsun.
n—-oo n—-oo n—oo
pWn, p) < p(xpn, p) ve p(vy, p) < p(2n, p) < p(xy, p) saglandigindan

limsup p(w,,, p) < k ve limsup p(v,, p) < k saglanir ve

n—-oo n—-oo

P (VD) = p(Pc((1 — ap)wy @D a,vy, p)
< p((1 — ap)w, @ a,vy, p)
< p(xn, )

oldugundan, lim p((1 — a,)w, + @,v,, p) = k elde edilir. Dolayisi ile Onerme 2.52
n—-oo

den lim p(w,, v,,) = 0 elde edilir. Ayrica
n—oo
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Pn ) = p(Pc((1 — an)wn D anvy, p)
= (1 - an)p(wn' p) + anp(vm p)
= (1 - an)(p(wn' vn) + ,D(Vn, p)) + anp(vnr p)
= (1 - an)p(Wn' vn) + p(vrv p)
saglandigindan k < liminf p(v,,p) ve p(v,,p) < p(z,p) < p(x,, p), buradan da
n—oo
lim p(z,, p) = k elde edilir. CN* esitsizliginden
n—oo
pz(zn, p) = pz(PC((l — Br)xn @ Brwin), p)

= pz(PC((l — ,Bn)xn S5, ,Ban), PC(p))
< pz((l - ,Bn)xn @ ,Ban, p)

R

=< (1 - ﬁn)pz(xn; p) + .Bnpz(wn: p) - E (1 - .Bn)ﬁnpz(xnr Wn)
R

< (1 L .Bn)pz(xn; p) + .Bnpz(xn: P) - E (1 T ,Bn)ﬁnpz(xnr Wn)

R
< pz (xn' p) - E (1 - .Bn)ﬁnpz(xnl Wn)
elde edilir ve bu da
R 2 2 2
E (1 - .Bn)ﬁnp (xnl Wn) < p (xn: p) —p (an p)

olmasini gerektirir. lim (p?(x,,, ) — p?(z,, »)) =0 ve varsayimdan liminf (1 —
n—->oo

n—-oo
Br)Brn > 0 olmasiise lim p(x,, w,) = 0 oldugunu verir. Dolayistile lim p(x,, Tx,) =
n—-oo n—oo
0 olmasini gerektirir. Sonug olarak Onerme 3.11’den {x,,} dizisi F(T) igindeki bir

noktaya 4 — yakinsaktir.

Teorem 3.13 (X, p), € € (0, 1/2) sabiti igin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X’'in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kimesi, T : C — CC(X) bir
(a4, a,, by, by) — kime degerli 1. tip hibrid donlsiim, her x € C igin a;(x) < 0 veya
a,(x) <0veF(T) # @ olsun. Bu durumda liminf,,_, ., (1 — 8,)B, > 0ve (a,) < (0,1)
olmak tzere Tanim 2.61 ile verilen {x,} c C dizisi F(T) icindeki bir noktaya kuvvetli

yakinsaktir.

ispat: Teorem 3.12’den her p € F(T) icin lim p(x,, p) mevcutturve lim p(Tx,, x,) =
n—oo n—oo

0 dir. Lemma 2.53'den her n € N i¢in y, € Tx,, ve p(xp, Yn) = p(xp, Tx,) olacak

bicimde {y,} dizisi vardir ve lim p(x,, y,) =0 saglanir. C kompakt alt kiime
n—-oo
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oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, limx, = z € C olacak bicimde
L—> 00

bulunabilir. Her x € C igin
PWnyp %) < pPWny Xn) + p(Xpy, %)

olup i Gizerinden limit alindiginda

llgglo p(yni, x) = llgg p(xni, x) oldugundan ve her u € Tz ve n; € Nigin

a,(2)p* (W, yn,) + a2(2)p* (W, x5,) < by (2)p* (2, yn,) + b2(2)p*(2, %)
saglandigindan i Gzerinden limit alinirsa, p metriginin surekliliginden

llirg p%(u, xni) =p?(u,z) <0

elde edilir. Dolayisi ile d?(u, z) = 0, yani u = z € Tz = {z} bulunur. Bu durumda z €

F(T) olup lim p(x,, 2) mevcut oldugundan, {p(xy,,2)} dizisi {p(x,, z)} dizisinin alt
n—->oo

dizisi oldugundan ve limit tekliginden dolay! lim p(x,, 2) = lim p(xni,z) = 0 bulunur.
n—>oo n—->oo

Teorem 3.14 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < Z—\; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : € — CC(X) bir hemikompakt ve
(a4, a,, by, b;) — kime degerli 1. tip hibrid donlsim, her x € C igin a;(x) < 0 veya

a,(x) <0 ve F(T) # @ olsun. Bu durumda liminf (1 — 3,))B, > 0 ve (a,) < (0,1)
n—-oo

olmak tzere Tanim 2.61 ile verilen {x,} c C dizisi F(T) icindeki bir noktaya kuvvetli

yakinsaktir.

ispat: Teorem 3.12’den her p € F(T) igin %1_1)1010 p(x,, p) mevcuttur ve 7lli_r)1010p(Txn, Xp) =
0 dir. T hemikompakt oldugundan, {x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, lli_)rgloxni =
z € C olacak bicimde bulunabilir. ispatin geri kalani Teorem 3.13 ile aynidir.
Ornek3.15 X =[1,7], p(x,y) = |x—y|veT : X - C(X),

{1}, x € [1,4],
Tx = [ '2x2+1]' x € (47]

x2+1
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olarak verilsin. Bu durumda T donlsimi, her x € X igin a;(x) =%,a2(x) =

1 x+1 1
b =—,b,(x) =—— olmak {zer T nonexpansiv Imayan bir
— 1(%) — 2 (x) — olmak Uzere, onexpansive olmayan b

—x—

(a4, ay, b1, b;) — kiime degerli I. tip hibrid donlisimddr. Gergekten de;
Eger x,y € [1, 4] ise agiktir.

Eger x €[1,4],y € (4,7]ise u€Tx vev € Tyicin p?(u,v) <1,9 < p?(Tx,y) <
p2(w,v),0 < p?(x, Ty) < p?(x,v) saglandigindan

2x+3 , 2x + 3
Tz P V) <5
Ix+9  x+2 1
Sx+2 +x+2p2(x,v)+x+2p2(x,y)
x+1 , x+2 , 1
Sxt2° (u,y)+x+2p (x,v)+x_|_2p (x, y)
olur.

Eger x,y € (4,7] ise u€Tx ve veETy icin p?(w,v) <1, 4<p?(Tx,y) <

p%(u,y), 4 < p?(x, Ty) < p%(x,v) saglandigindan

3x+3
x+ 2

3x+3

x+ 2

dx+4 4x+4 , 1 .,
Sx+2+x+2p(x,v)+x+2p e, y)

x+1 , x+1 , 1
Sx+2° (u,y)+x+2p (x,v)+x+2p ()

p?(u,v) <

olur. Dolayisi ile her durumda esitsizlik saglandigindan bir (a4, a,, by, b;) — kime
degerli I. tip hibrid donustimduir. 1 € F(T) ve T(1) = {1} dir. Fakat x = 4,y = 4.1 igin
T(4) = {1}, T(4.1) = [1,1.9438..] oldugundan H(T(4), T(4.1)) =
max {|1 — 1],]11.9438..—1]} = 0.9438.. > p(4,4.1) = 0.1 oldugundan T

nonexpansive degildir.

Onerme 3.16 (X, p) bir metrik uzay, C c X ve {x,}, lim x,, = x € X olacak bicimde bir
n—-oo
dizi olsun. Budurumda p (x, C) = inf{p(x, a) : a € C} dizisel stireklidir.

ispat: p metriginin 6zelliginden her a € C igin
p (x,a) < p(x,x,) + plxy, a)
olup biitlin a € C lzerinden infimum alindiginda
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p (x,C) < p(x,xn) + p(xy, C)
elde edilebilir ve benzer yolla

p (xn, €) < p(x, xp) + p(x, 0)
elde edilebilir. Bu durumda

lp (xn, €) — p(x,0)| < p(x, x)
olacagindan

n—oo n—-oo

bulunur. Sonug olarak lim p (x,,C) = p(x,C), yani p (x, C) dizisel siireklidir.
n—-oo

Tanim 3.17 (X,p) bir metrik uzay, T:X — 2% bir dénisim ve a;a, : X -
R ve by, b, : X = [0,1] donlsumleri her x € X igin a;(x) + a,(x) =1 ve by(x) +
b, (x) < 1 kosullarini saglayan donistmler olsun. Eger T dontsim her x,y € X igin
a; ()H?(Tx, Ty) + a;(x)p* (Tx, ¥) < by (x)p*(x, Ty) + b, (x)p?(x, ¥) (3.9)
kosulunu sagliyorsa T ye (a4, a,, by, by) — kiime degerli II. tip hibrid dénlisiim denir.
Lemma 3.18 (X, p), € € (0,/2) sabiti icin diam(X) < % ile bir tam CAT (k) uzay!

=
ve C, X'in bostan farkli ve konveks alt kimesi olsun. Eger T :C — C(X) bir

(aq, ay, by, by) — kime degerli Il. tip hibrid dénisiim, her x € Cicin 0 < a,(x) ve

F(T) = Qise F(T) kapaldir.

ispat: {x,,}, F(T) de bir dizi ve lim x,, = x € C olsun. Bu durumda,
n—-oo

P2 (T, %) < a3 () P2(T%, %) + a3 (X)p?(Tx, %,)
< a,(x)H?*(Tx, Txy,) + a,(x)p*(Tx, x,)
< by (x)p* (x, Txy) + by (x)p* (x, x)
< p?(x, xn)

elde edilir. n = oo i¢in limit alindiginda

p(Tx,x) =0

elde edilir, sonug olarak x € Tx elde edilir.
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Teorem 3.19 (X, p), € € (0,1t/2) sabiti igin diam(X) < Z—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkl, kompakt ve konveks alt kiimesi, T :C - CC(X) bir
(aq, ay, by, b)) — kiime degerli 1. tip hibrid dénisiim ve her x € C igin a,(x) = 0 olsun.

Eger C'de AI_I)IOIO p(xy, Tx,,) = 0 olacak bigimde bir {x,} dizisi varsa F(T) # @ dir.

ispat: {x,} dizisi, C’de AI_)IEIO p(xy, Tx,) = 0 olacak bigcimde bir dizi olsun. C kompakt alt
kiime oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, llLrg Xn, = Z € C olacak
bicimde bulunabilir. Ayrica Lemma 2.53’den her n € N icin y,, € Tx,, ve p(X,, Yn) =
p(x,, Tx,) olacak bicimde {y,} dizisi vardir. p(xnl., Tz) < p(xni, yni) + p(yni, Tz) ve
p(yni, Tz) < p(yni, xnl.) + p(xnl., Tz) oldugundan lll)ror}j p(xni, Tz) = }i_)rgp(yni, Tz) =
p(z,Tz) elde edilir. T'nin 6zelliginden

a1(2)p*(Tz, ) + a2(2)p?* (T2, X)) < a1(2)H* (T2, Txy,) + a2 (2)p*(TZ, xn,)
< bi(2)p*(2, Txn,) + b2 (2)p* (2, Xn,)

< by(z) [p(Z, xni) + p(xni’ Txni)]z
+b,(2)p?(z, xni)

elde edilir. Her iki tarafta i Gzerinden limite gecildiginde

p(Tz,2) < [a1(2) + ax(2)]p(Tz,2) < 0

bulunur. Sonug olarak z € Tz dir.

Sonug 3.20 (X, p), € € (0,1/2) sabitiigin diam(X) < %ile bir tam CAT (k) uzayi, C,
X’in bostan farkh ve konveks alt kiimesi, T : C = X bir (a4, a,, by, b;) — 1. tip hibrid

doniisim ve her x € C igin a;(x) =0 olsun. Eger C’'de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak
n—-oo
bigimde bir {x,} dizisi varsa F(T) # @ dir.

ispat: Her x € C icin F dénisimi, F = {T(x)} biciminde tanimlanirsa F : C - CC(X)
seklinde bir (a4, a,, by, b,) — kiime degerlill. tip hibrid donlisimi olacagindan, Teorem

3.19’den F(T) # @ elde edilir.

Sonug 3.21 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkl, kompakt ve konveks alt
kiimesi, T : C — CC(X) bir (a4, ay, by, b;) — kiime degerli Il. tip hibrid donusim ve her
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x € Cigin a;(x) = 0 olsun. Eger C’de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigcimde bir sinirl bir
n—>oo

{x,} dizisivarsa F(T) # @ dir

ispat: Onerme 2.37 ve Teorem 3.19 den istenen sonug elde edilir.

Sonug 3.22 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkli, kapali ve konveks alt
kiimesi, T : C - C bir (aq,ay, by, by) — Il tip hibrid donlisim ve her x € C igin

0 < a;(x) olsun. Eger C’de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde sinirli bir {x,} dizisi
n—>oo
varsa F(T) # @ dir.

ispat: Onerme 2.37 ve Sonuc 3.21’den istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.23 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < :—\_/; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkl, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C = CC(X) bir hemikompakt ve
(aq, ay, by, b,) — kiime degerli 1. tip hibrid dénisiim ve her x € C igin a,(x) = 0 olsun.

Eger C’de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde bir {x,} dizisi varsa F(T) # @ dir.
n—->oo

ispat: {x,} dizisi, C’de lim p(x,, Tx,) =0 olacak bicimde bir dizi olsun. T
n—->oo
hemikompakt oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, limx, =z€C
1—>00
olacak bicimde bulunabilir. ispatin geri kalani Teorem 3.19’in ispati ile aynidir.

Sonug 3.24 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkli, kapali ve konveks alt
kimesi, T : C = CC(X) bir hemikompakt ve (a4, a,, by, b;) — kiime degerli Il. tip hibrid

déntsim ve her x € C igin a,(x) = 0 olsun. Eger C’de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak
n-—-oo

bicimde bir sinirli bir {x,,} dizisivarsa F(T) # @ dir

ispat: Onerme 2.37 ve Teorem 3.23’den istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.25 (X, p), € € (0, /2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzay,

C, X’in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kimesi, T : C - CC(X) bir
(ay, ay, by, by) — kiime degerli Il. tip hibrid dénisim ve her x € C icin a;(x) = 0 olsun.

Eger C kimesinde 4 — lim x, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir {x,}
n—-oo

n—-oo

dizisivarsa z € Cve z € T(z) drr.

ispat: {x,,} dizisi, C’"de 4 — lim x,, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bicimde bir dizi
n—-oo n—»oo

olsun. Lemma 2.47'den z € C dir. C kompakt alt kime oldugundan, {x,} dizisinin
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yakinsak bir alt dizisi {xni}, Xpn, = u € C olacak bigimde bulunabilir. 4 — lim x,, = z

n—oco

oldugundan u = z dir. ispatin geri kalani Teorem 3.19’in ispati ile aynidir.

Teorem 3.26 (X, p), € € (0,1/2) sabitiigin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C — CC(X) bir hemikompakt ve
(aq, ay, by, b)) — kiime degerli Il tip hibrid dénisiim ve her x € C igin a;(x) = 0 olsun.

Eger C kimesinde 4 — lim x, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir {x,}
n—>oo

n—-oo

dizisivarsa z € Cve z € T(z) dir.
ispat: {x,} dizisi, C’de 4 — lim x,, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde bir dizi
n—-oo n—»>oo

olsun. Lemma 2.47°den z € C dir. T hemikompakt oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak

bir alt dizisi {xni}, Xn, = U € C olacak bicimde bulunabilir. 4 — lim x,, = z oldugundan

n—co

u = z dir. ispatin geri kalani Teorem 3.19’in ispati ile aynidir.

Onerme 3.27 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < :—;; ile bir tam CAT (k) uzay,

C, X’in bostan farkh, kompakt ve konveks alt kimesi, T : C » CC(X) bir
(a4, a,, by, b,) — kiime degerli II. tip hibrid dontsiim, her x € C igin a;(x) = 0 ve

F(T) # @olsun. Eger C kimesinde lim p(x,, Tx,) = Oveherp € F(T)igin {p(x,, p)}
n—-oo

olacak sekildeki bir {x,} dizisi varsa w,,(x,,) € F(T) dir ve w,, (x,) yanlizca tek nokta

icerir.

ispat: Onerme 3.11’in ispatina benzer olarak, Lemma 2.47, Teorem 3.25 ve Lemma 2.48

‘den istenen elde edilir.

Onerme 3.28 (X, p), ¢ € (0,/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C — CC(X) bir hemikompakt ve
(a4, ay, by, by) — kiime degerli II. tip hibrid doniisiim, her x € C igin a;(x) =0 ve
F(T) # @ olsun. Eger C kimesinde %1_1)1010 p(xn, Tx,) = 0veherp € F(T) igin {p(x,, p)}
olacak sekildeki bir {x,,} dizisi varsa w,,(x,,) € F(T) dir ve w,,(x,) yanlizca tek nokta

icerir.

ispat: Onerme 3.11’in ispatina benzer olarak, Lemma 2.47, Teorem 3.26 ve Lemma 2.48

‘den istenen elde edilir.
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Teorem 3.29 (X, p), € € (0,7/2) sabitiigin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X’'in bostan farkh, kapali ve konveks alt kimesi, T :C—- CC(X) bir
(aq, ay, by, by) —kiime degerli Il. tip hibrid dontusim, her x € Cigin a;(x) = 1, a,(x) =
0 veya a,;(x) =0, a,(x) <0, F(T) + @ ve her p € F(T) icin Tp = {p} olsun. Bu

durumda liminf (1 — B8,)B, > 0 olmak tzere eger {x,} c C, Tanim 2.61 ile verilen dizi
n—->0oo

ise her p € F(T) igin lim p(x,, p) vardir ve lim p(x,,, Tx,) = 0 dir.
n—-oo n—oo

ispat: p € F(T) ve x € C olsun. Bu durumda

p*(Tx,p) < a,(x)p*(Tx,p) + ax(x)p*(Tx, p)
< a;(x)H*(Tx, Tp) + a,(x)p*(Tx,p)

< by (x)p*(x, Tp) + ba(x)p*(x, p)
< by (x)p*(x, p) + by (x)p*(x, p)
< p*(x,p)
Egera,(x) = 1ve a,(x) = 0iseT, (a4, a,, by, b,) —kiime degerlill. tip hibrid dontsim

oldugundan dolayi

a,(x)H?(Tx, Tp) < by (x)p?(x,p) + b (x)p*(x,p) — az(x)p*(Tx, )
< p*(x,p)

olur. Buradan ise

H?(Tx,Tp) < a;(x)pz(x,p) < p?(x,p) elde edilir.
1

Eger a;(x) = 0vea,(x) < Oise

H?(Tx,Tp) < a;(x)H?*(Tx,Tp) + a,(x)H?*(Tx, Tp)
< a,(x)H?(Tx, Tp) + az(x)p*(Tx, p)
< by (x)p?*(x, Tp) + by (x)p* (x, p)
< by (x)p?*(x, p) + by (x)p* (x, p)
< p*(x,p)

elde edilir. Her iki durumda da H(Tx, Tp) < p(x,p) saglanir. Bunun yardimiile
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p(Zn, p) = p(Pc((1 — Br)xn @ Bawn), v)
= p(Pc((1 = Br)xn © Brwn), Pc(p))
= p((l - ﬁn)xn @ ,Ban; p)
= (1 - ﬁn)p(xn' p) + .Bnp(WnJ p)
= (1 - ﬁn)p(xn' p) + .Bnp(WnJ Tp)
= (1 - ﬁn)p(xn' p) + .BnH(Tan Tp)
= (1 - ﬁn)p(xn' p) + ,Bnp(xm p)
< p(xn, p)

ve

PV 0) = p(Pc((1 — an)wy @ anvy, p)
= p(Pc((1 — ap)wy, @ a,vy, Pc(p))
=< p((l - an)Wn > anVn, p)
=< (1 - an)p(Wn; p) + anp(vn; p)
< (1 — an)p(Wn; Tp) + anp(vnl Tp)
<A-a,)H(Tx,,p) +a,H(Tz,, Tp)
=< (1 - an)p(xn; p) + a’n,D(Zn, p)
< p(Zn, p)

son olarak ta

P (Xns1,P) = p(Pc(uyn), Pc(p))
< p(un, p)
< H(Tyy, Tp)

<pn,p)

saglandigindan dolayi Xni1, < , < p(z,, < p(xy,, edilir ve u
glandigindan dolayl p(Xp41,P) < P(Vn D) < p(Zn, P) < p(xy, p) edili b

ise lim p(x,, p) = lim p(z,, p) limitinin var oldugu anlamina gelir.
n—->oo n—-oo

esitsizliginden

pZ(Zn: p) = pZ(PC((l - ﬁn)xn ® .Ban): p)
= p*(Pc((1 = Bp)xn @ Brwy), R(D))
< p2((1 = Bp)xn @ LWy, p)

R
= (1 - ﬁn)pz(xn' p) + .Bnpz(Wn: p) - E (1 - ﬁn)ﬁnpz(xn' Wn)

R
< (1 - ﬁn)pz(xn' p) + ,Bnpz(wn' Tp) - E (1 - ﬁn)ﬁnpz(xn' Txn)
R
< (1 - ﬁn)pz(xn' p) + ,BnHz (Txn' Tp) - E (1 - ﬁn)ﬁnpz(xn' Txn)

R
= (1 - ﬁn)pz(xn' p) + ,Bnpz(xn' p) - E (1 - ﬁn)ﬁnpz(xn' Txn)

R
< PZ (X p) — E (1- ﬁn)ﬁnpz(xm Txn)

41



elde edilir ve bu ise
R 2 2 2
E (1 - Bn)ﬁnp (xn' Txn) < p (xru p) - p (ZnJ p)

oldugunu gésterir. Ayrica lim [p?(x,, p) — p?(x,, p)] = 0 ve liminf (1 — B,))B, > 0
n—-oo n—-oo

oldugundan dolayi lim p(x,, Tx,) = 0 elde edilir
n—>oo

Teorem 3.30 (X, p), € € (0,7/2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayy,
C, X’'in bostan farkh, kompakt ve konveks alt kimesi, T :C— CC(X) bir
(aq, a,, by, b,) —kiime degerliIl. tip hibrid déniisiim, her x € Cigin a;(x) = 1, a,(x) =
0 veya a;(x) =20, a,(x) <0, F(T) + @ ve her p € F(T) i¢in Tp = {p} olsun. Bu

durumda liminf (1 — B8,)B, > 0 olmak tzere Tanim 2.61 ile verilen {x,,} c C dizisi
n—-oo

F(T) igindeki bir noktaya A — yakinsaktir.

ispat: Teorem 3.29 ve Onerme 3.27’den istenen elde edilir. {x,} dizisi F(T) igindeki
bir noktaya A4 — yakinsaktir.

Teorem 3.31 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < Z—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X’in bostan farkl, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C - CC(X) bir hemikompakt ve
(ay, a,, by, b,) —kiime degerliIl. tip hibrid déniisiim, her x € Cicin a;(x) = 1, a,(x) =
0 veya a;(x) =0, a,(x) <0, F(T) + @ ve her p € F(T) igin Tp = {p} olsun. Bu

durumda liminf (1 — B,)B, > 0 olmak tzere Tanim 2.61 ile verilen {x,} c C dizisi
n—-oo

F(T) igindeki bir noktaya A4 — yakinsaktir.

ispat: Teorem 3.29 ve Onerme 3.28'den istenen elde edilir. {x,} dizisi F(T) icindeki
bir noktaya 4 — yakinsaktir.
Teorem 3.32 (X, p), € € (0,/2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X'in bostan farkh, kompakt ve konveks alt kimesi, T :C— CC(X) bir
(ay, ay, by, b;) —kime degerlilIl. tip hibrid déntisim, her x € Cigin a;(x) = 1, a,(x) =
0 veya a;(x) =0, a,(x) <0, F(T) # @ ve her p € F(T) igin Tp = {p} olsun. Bu

durumda liminf (1 — B,)B, > 0 olmak tzere Tanim 2.61 ile verilen {x,} c C dizisi
n—->o0o

F(T) igindeki bir noktaya kuvvetli yakinsaktir.
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ispat: Teorem 3.29’den her p € F(T) igin lim p(x,, p) mevcutturve lim p(Tx,, x,,) =
n—oo n—-oo

0 dir. Lemma 2.53’den her n € N i¢in y, € Tx,, ve p(x,, ¥n) = p(xn, Tx,) olacak

bicimde {y,} dizisi vardir ve rlll_glo p(%n, ¥n) = 0 saglanir. C kompakt alt kime
oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, }Ln;xnl = z € (C olacak bigimde
bulunabilir. Ayrica p(Vn;, 2) < p(Vnp Xn,) + P (Xn, 2)

olup i Gizerinden limit alindiginda

ngglo p(yni, Z) = LILIE) p(xnl., z) = 0 oldugundanve her u € Tz ven; € Nigin

@ (D (T2, y) + G (2)p* (T2 X)) < 3 (D)H? (T2, Tty) + ax(2)p* (T2 X,)
< by (2)p(2 Txn,) + by (2)P* (2, %1,
< by ()P (2 Yn)) + by (D) (2, )

Saglandigindan dolayi i tizerinden limit alinirsa metrigin stirekliliginden

[a,(2) + a,(2)]p*(2,T2) < [b1(2) + b,(2)]p*(2,2)] = 0

elde edilir. Dolayisi ile p?(Tz, z) < 0, yani z € Tz bulunur. Bu durumda z € F(T) olup
lim p(x,,2) mevcut oldugundan, {p(x,,z)} dizisi {p(xy,2)} dizisinin alt dizisi
n—-o0o

oldugundan ve limit tekliginden dolay! lim p(x,,z) = lim p(xni,z) = 0 bulunur
n—-oo n—->oo

Teorem 3.33 (X, p), € € (0,/2) sabitiicin diam(X) < Z—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : € — CC(X) bir hemikompakt ve
(aq, ay, by, b,) —kiime degerlill. tip hibrid déntsim, her x € Cicin a;(x) = 1, a,(x) =
0 veya a;(x) =0, a,(x) <0, F(T) # @ ve her p € F(T) igin Tp = {p} olsun. Bu

durumda liminf (1 — B,)B, > 0 olmak tzere Tanim 2.61 ile verilen {x,} c C dizisi
n—-oo
F(T) igindeki bir noktaya kuvvetli yakinsaktir.
ispat: Teorem 3.29'den her p € F(T) icin lim p(x,, p) mevcutturve lim p(Tx,, x,) =
n—oo n—oo

0 dir. Lemma 2.53’den her n € N igin y,, € Tx, ve p(x,, ¥n) = p(xn, Tx,) olacak

bicimde {y,,} dizisi vardir ve lim p(x,, y,,) = 0 saglanir. T hemikompakt oldugundan,
n—-oo
{x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, limxni = z € C olacak bicimde bulunabilir.
11— 00

ispatin geri kalani Teorem 3.32’in ispati ile aynidir.
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Ornek 3.34 (X,p), € € (0,m/2) sabitiicin diam(X) < Z—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X’in bostan farkl, kapali ve konveks alt kiimesive T : C— CC(X) bir déniisiim olsun.

Eger T nonexpansive ise, Tanim 3.17 ile verilen dénisimde a,(x) = b,(x) =1 ve
a,(x) = b;(x) = 0igin T, (a4, a,, by, b,) —kiime degerli Il. tip hibrid déniisimdur. Eger
T hibrid ise, Tanim 3.17 ile verilen dénisimde a,(x) = —g, b, (x) = by(x) = § ve
a,(x) =1 igin T (ay,ay, by, by) —kiime degerli 1. tip hibrid dénisimdur. Eger T
nonspreading ise, Tanim 3.17 ile verilen dontsimde a,(x) = —%, b,(x) = %,bz(x) =
Ove a,;(x) = 1i¢inT (ay, a,, by, by) —kiime degerli 1. tip hibrid dénisiim oldugundan
her nonexpansive, hibrid ve nonspreading dontsiim bir (a4, a,, by, b;) —kime degerli

II. tip hibrid donlisim ornegidir.

3.2 Kiime Degerli Genellestirilmis Hibrid Doniisiimlerin Sabit Noktalarinin Varliklar

ve Yakinsakliklari

Bu kisimda Hausdorff metrigini icermeyen ve iceren kiime degerli hibrid
dontstimlerin tanimlan verilerek varlik ve yakinsaklik sonuclari elde edilecektir.
Hausdorff metrigini icermeyen dénisimler, kiime degerli nonexpansive donlsimlerin
direk bir genellemesi olmamakla birlikte yine sadece metrigi icerdiginden dolayi tanimi
daha kolay test edilebilirdir. Hausdorff metrigini iceren donlsimler ise literatlirde var
olan kiime degerli nonexpansive, nonspreading donisiimlerin ve genellestirilmis hibrid
donltslmlerin en genelidir. Ek olarak tanimlanacak olan her iki donidsim tird igin

yakinsaklik sonuglari ilk defa elde edilmistir.

Tanim 3.35 (X, p) bir metrik uzay, T: X — 2% bir dénisim ve a;, a,, as, ki, k, : X -
[0, 1] dontsumleri her x € X igin a;(x) + a,(x) + az(x) <1, 2k,(x) <1 — a,(x) ve
2k,(x) < 1—az(x) kosullarini saglayan donusimler olsun. Eger T donlsimi her
x,y € Xicinveheru € Tx,v € Ty igin

p?(w,v) < a;(0)p*(x, y) + ax(x)p*(u, y) + az(x)p*(x, v)

3.10
e (OPE(T, %) + kp()pA(TY, ¥) 3.10)

kosulunu saglyorsa T’ye, I. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid donisim denir.
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Lemma 3.36 (X, p), € € (0,r/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzay
ve C, X’in bostan farkli alt kiimesi olsun. Eger T : C — 2% bir . tip genellestirilmis kiime
degerli hibrid dontgim ve F(T) # @ ise F(T) kapali ve her p € F(T) i¢in Tp = {p}
dir.

ispat: {x,}, F(T) de bir dizi ve lim x,, = x € C olsun. Bu durumda her u € Tx igin,
n—-oo

p?(u, xn) < a1 ()P?(x, Xp) + a2 (V)P* (W, X5) + a3 (X)p* (%, )
+hy (0)p* (Tx, %) + k() p? (T, Xz)

elde edilir ve buradan

2 2 k1 (%) 2
P (U, xy) < p=(x, xp) +mp (u, x)

elde edilir. n = oo icin limit alindiginda

<1 k() )pz(u, x)<0

1 — a(x)

bulunur, u keyfi oldugundan dolayi u = x € Tx = {x} saglanir.

Teorem 3.37 (X,p), € € (0,/2) sabiti icin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi

ve C, X’in bostan farkli, kapal ve konveks alt kiimesi olsun. Eger T : C — 2¢ bir I. tip
genellestirilmis kiime degerli hibrid donlisim ve her x € Cigin k;(x) = k,(x) = 0 ise

F(T) # @ dir.

ispat: Keyfi bir x, € C ve her n € N icin {x,} dizisi x,, € Tx,_; secimi ile elde edilsin.
Hipotez geregi, Onerme 2.46’den, A.{x,} = {z} olacak sekilde bir z € X vardir. Lemma
2.47 geregince z € C dir. T donisimiinin 6zelliginden hern € Nigcinve her u €Tz
icin

p?(xn, W) < a1(2)p? (X1, 2) + a2(2)p* (-1, W) + a3(2)p* (xy, 2)

saglanir. Esitsizligin her iki tarafinda n tzerinden limit supremum alindiginda

limsup p?(x,, u) < (a,(2) + a;(2))limsup p?(x,, 2)

n—-oo n—-oo

+a,(z)limsup p?(x,_q1, u)

n—-oo
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olup

limsup p?(u, x,) < limsup p?(z, x,,)

n—-oo n—>oo

elde edilir. Sonug¢ olarak asimptotik merkezin tekliginden dolayr ve u nun keyfi

olmasindan dolayi z = u € Tz = {z} dir.

Sonug 3.38 (X, p), € € (0,r/2) sabiti igin diam(X) < % ile bir tam CAT (k) uzay

ve C, X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi olsun. Eger T : C — C bir

genellestirilmis hibrid déntsim ve her x € C igin k;(x) = k,(x) = Oise F(T) # @ dir.

Ispat: Her x € C icin F = {T(x)} secilirse F:C — 2¢ déniisim, bir kiime degerli 1. tip
genellestirilmis dénusiim olacagindan, Teorem 3.37’den F(F) = F(T) # @ elde edilir.

Sonug 3.39 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi ve C, X’in bostan farkl, kapal ve konveks alt
kiimesi olsun. Eger T : C — 2€ bir I. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid déniisiim ve
herx € Cicink,(x) = k,(x) = 0ise F(T) # @ olmasiicin gerek ve yeter kosul hern €
N i¢in x,, € Tx,,_1 ile tanimli {x,} dizisi sinirli olacak sekilde bir x, € C baslangi¢

noktasinin var olmasidir.

Sonug 3.40 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi ve C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt
kiimesi olsun. Eger T : C = C bir genellestirilmis hibrid donitsiim ve her x € C igin
ki(x) =k,(x) = 0ise F(T) # @ olmasi icin gerek ve yeter kosul her n € N i¢in x,, €
Tx,_, ile tanimh {x,} dizisi sinirli olacak sekilde bir x, € C baslangi¢c noktasinin var

olmasidir.

Teorem 3.41 (X, p), € € (0,7/2) sabitii¢cin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayy,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesive T : C - CC(X) dénusimi, R =

2kq (%)

(m — 2¢e)tan(e) olmak lizere her x € C igin 2,0

<§ kosulunu saglayan bir I. tip

genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsim olsun. Eger C kiimesinde 4 — lim x,, = z

n—-oo

ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir {x,,} dizisi varsa z € C ve z € T(z) dir.
n—->oo

ispat: {x,} dizisi, C’de 4 — lim x,, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bicimde bir dizi
n—->oo

n—->oo

olsun. Lemma 2.47’den z € C dir. Onerme 2.53 Hern € Niginy, € Tx, ve p(xp, Vn) =

p(x,, Txy,), olacak sekilde bir {y,} dizisi bulunabilir. lim p(x,, Tx,) = 0 oldugundan
n—oo
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lim p(x,,y,) =0 dir. T, |. tip genellestiriimis kiime degerli hibrid doénisim
n—->oo

oldugundan, her u € Tz igin,

P* (o) < a1(2)p*(xp, 2) + a2(2)p* (W, Xy) + a3(2)p* Y, 2)
+k1(2)p* (Txn, Xn) + ko (x)p? (T2, 2)
< a,(2)p? (2, 2) + a2 (D [p(w, yp) + p(Yn, x)1?
+Cl3 (Z) [p(:Vn' xn) + p(xrv Z)]Z
+k1(2)p* Vs X0) + k2 (X)p* (u, 2)

oldugundan limit supremuma gecildiginde
ko (x)
2

li;njogp Py w) < li;nj;}p p?(xn, 2) + #(x)pz (z,u)

elde edilir ve bu kullanilarak

limsup p?(x,, u) < limsup [p(x,, y,) + p(v, w)]?

n—oo n—oo
= limsup p?(yp, u)
n—oo
ki(x
< lilrrlrf;gp p*(Xn, 2) + #(Z(L)pz(z. u)

elde edilir. Ayrica CN* esitsizliginden

1 1 1 1 R
2 - Zy) <22 2 _2 2
p (xn,ZZEIBZu)_Zp (xn,Z)+2p (o, u) g P (z,u)

saglandigindan dolayi

i (v Lol <l 2 1y 2
limsup p? | x,, 2 ® S U < —limsup p?(x,, z) + > limsup p*(x,, u)

n—-oo h 2 n—-oo n—-oo
R
A2
gP (z,u)

1 1
< Elimsup p(xn, 2) + Elimsup p?(xp, 2)

n—oo n—-oo
k, (x)

2 R 2
+mp (z,u) — 3P (z,u)

1
= —limsup p?(x,, z) + =limsup p?(x,, z)

2 n—ooo 2 n—-oo
k,(x) R 2(2 )
(2(1—a2<x>)_§)p oY
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1 1
= —limsup p?(x,, z) + =limsup p?(x,, z)

2 n-oo 2 n-oo
k,(x) R\ ,
* (z(l —5n0) §>p (@ w

bulunur. Buradan ise

R ki(x) ) 1 1
Q2 51—~ () <l 2 — 1 2 ( - — ) <
(8 2(1 —a, (x))) pi(zu0) < h?j}.}p p?(xp, 2) h:lnf:.}p p%( x,, z z® > u)l <o

elde edilir ki hipotezden dolayl z = u € Tz = {z} bulunur.

Sonug 3.42 (X, p), € € (0,1/2) sabitiicin diam(X) < Z—\;; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkli, kapal ve konveks alt kimesive T : C = X dontsimi, R = (m —

209 - X yosulunu saglayan bir genellestirilmis

2¢)tan(e) olmak tizere her x € C igin A~ 2

hibrid donisim olsun. Eger C kimesinde 4 — lim x,, = z ve lim p(x,,Tx,) =0
n—->oo

n—-co

olacak sekildeki bir {x,} dizisivarsa z € C ve z € T(z) dir.

Sonug 3.43 (X, p), birtam CAT(0) uzayi, C, X’in bostan farkl kapali konveks alt kiimesi
veT : C —» CC(X) bir I. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid doniisiim olsun. Eger C

kiimesinde 4 — lim x,, = zve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki sinirli bir {x,,} dizisi
n—->oo

n—oo

varsa z € Cve z € T(z) dir.

Sonug 3.44 (X, p), birtam CAT(0) uzayi, C, X’in bostan farkl kapal konveks alt kiimesi
ve T : C - X bir genellestirilmis hibrid donlisim olsun. Eger C kiimesinde 4 —

lim x,, = zve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki sinirh bir {x,,} dizisivarsa z € C ve
n—-oo

n—-oo

z € T(z) dir.

Onerme 3.45 (X, p), € € (0,1/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C - CC(X), R = (m — 2¢)tan(¢)
2k1(x)

olmak tzere her x € Cigin < gkosulunu saglayan bir I. tip genellestirilmis kiime

1-az(x)

degerli hibrid dontistim ve F(T) # @ olsun. Eger C kiimesinde lim p(x,,Tx,) = 0 ve
n—-co

herp € F(T) icin {p(x,, p)} olacak sekildeki bir {x,,} dizisi varsa w,, (x,,) € F(T) dirve

w,, (x,,) yanlizca tek nokta icerir.
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ispat: : Onerme 3.11’in ispatina benzer olarak, Lemma 2.47, Teorem 3.41 ve Lemma

2.48’den istenen elde edilir.

Teorem 3.46 (X,p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesi ve T :C - CC(X),R = (m —

2k R kosulunu saglayan bir I. tip

2¢)tan(e) olmak uzere her x € C igin e, 2

genellestirilimis kiime degerli hibrid déntusim olsun. Bu durumda liminf 3, [(1—
n—0oo

2kz(x)

T(x)] > 0 olmak Uzere eger {x,,} € C, Tanim 2.64 ile verilen dizi ise her p €
—u3

ﬁn)g_

F(T) igin lim p(xy, p) vardir ve lim p(x,, Tx,) = 0 dir.
n—->oo n—-oo

ispat: p € F(T) olsun. Budurumda x € C, u € Tx igin

k2 (p)

T—a;(p)” 9

p*(u,p) < p*(x,p) +

saglanir. Bu durumda

pz(yn: p) = pZ(PC((l — Brn)xn D Bnvn), Pc(p))
< pz((l r- ﬁn)xn @ :ann: p)
< (1 - .Bn)pz(xn: p) + :Bnpz(vn: p)

R
- E (1 - .Bn).Bnpz(xn: vn)

k
< (1= B)p?*(xn, p) + Pn <p2(xn, p) + #(f()p)pz(vn. xn)>
R
- E (1 - .Bn).Bnpz(xn: vn)
k
< (1 - ﬁn)pz(xn; p) + .Bn <p2(xn: p) + #(Bp()p)pz(vn, xn))

R
_E (1 - ,Bn)ﬁnpz(xn: vn)

k,(p)

R 2
T—ae 207 ﬁ’”)” (¥ 20))

< p*(xn, p) + Bn (
< p*(xn, p)

ve

pz(xn+1' p) = pZ(PC((l — An)¥n ® ann), Pc(p)
= pz((l — ap)yn D anuy), p)
< (1= a)p*On p) + anp®(Un )
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R
- E (1 - an)anpz(YnJ un)
k,
< (A= ap)p*Onp) + ay (p s p) + %p (up, yn)>

R 2
- E (1 - an)anp (yrv un)

k,
<A -a)p*Gnp) + ay (pZ(Yn; p)+ T%pz(un, yn)>

R 2
- E (1 - an)anp (Ynl un)

k,
< (1 - an)pz(yn' p) + an(pz(Yn; p)) + ay <T(3p()p)> pz(un: yn)
R
- E an(l - an)pz(unr Yn))
< (1 - a)p? O P) + 2 (P2 O D)) + (—kZ(p) >p2<u )
—_ n n’ n n’ n 1 _ a3(p) non

R
— E an(l — a’n)pz(un: Yn))

k R
< 020090 + T =5 (L= ) 7m0

< p*(Yn, D)
< p?(xn, p)

elde edilir ve buradan da  p?(x,41, P) < p%(x,,, p) saglanir. Dolayisiile  lim p(x,, p)
n—->oo
vardir. Ayrica p(Xp41,P) < PV, P) < p(xp, p) saglandigindanlim p(y,, p) limitide
n-—-oo

vardir ve lim [p(xn, p) — p(Vn,p)] = 0 elde edilir. Varsayimdan liminfﬁn [(1 —

R 2kp(x)
2 1-az(x)

k2 (p)
1-az(p)

Br)

p2(xn, p) — p2(Yp, ) saglandigindan dolayr  lim p?(v,, x,) = 0 elde edilir bu ise
n—-oo

] >0 oldugundan ve f, [(1 - [)’n)g ]p (Vp, x5)) <

lim p(Tx,, x,) = 0 oldugunu kanitlar.
n-oo

Teorem 3.47 (X, p), € € (0,7/2) sabitii¢cin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayy,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesi ve T :C —» CC(X),R = (w —

2kq (x)

ko.sulunu saglayan bir I. tip
1-az(x )

2¢e)tan(e) olmak Uzere her x € C igin

genellestirilmis kiime degerli hibrid donlisim olsun. Bu durumda liminf £, [(1—
n—-oo
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2ka (%)

s )] > 0 olmak Gizere Tanim 2.64 ile verilen {x,,} c C dizisi F (T) igindeki bir

Bu) 7 —

noktaya 4 — yakinsaktir.

Ispat: Teorem 3.46 ve Onerme 3.45 istenen elde edilir.

Teorem 3.48 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < — ile bir tam CAT (k) uzayi,

2vK
C, X’in bostan farkh, kompakt ve konveks alt kimesi ve T :C —» CC(X),R = (m —
2¢e)tan(e) olmak lzere her x € C igin LEC)) — kosulunu saglayan bir I. tip
az

genellestirilmis kiime degerli hibrid donlisim olsun. Bu durumda liminfﬁn [(1—

2kz(x)

oS )] > 0 olmak tizere Tanim 2.64 ile verilen {x,,} c C dizisi F (T) igindeki bir

R
ﬁn) 5
noktaya kuvvetli yakinsaktir.

ispat: Teorem 3.46’den her p € F(T) igin lim p(x,, p) mevcutturve lim p(Tx,, x,,) =
n—-oo n—-oo

0 dir. Lemma 2.53’den her n igin y,, € Tx,, ve p(x,, ¥») = p(x,, Tx,) olacak bicimde

{y.} dizisi vardir ve lim p(x,, y,) = 0 saglanir. C kompakt alt kiime oldugundan, {x,,}
n—->oo
dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, limx, = z € C olacak bicimde bulunabilir. Bu
L—>00

durumda
Py 2) < pWnp Xn) + p(Xny, 2)

olup i Gizerinden limit alindiginda

limy, =

L—)OO
elde edilir. Her u € Tz ve n; € N igin

P2 (W ¥n,) < a1(2)p*(2, xn,) + a2(2)p* (u, X)) + a3(2)p* (2, yn,)
+k1(2)p* (W, 2) + kz(2)p* (Vnyp Xn,)

saglandigindan i Uzerinden limit alinirsa p metriginin sirekliliginden
p(u,2)? < [ay(2) + k1 (2)]p(w, 2)°

elde edilir. Dolayisi ile p?(u, z) < 0, yaniu = z € Tz = {z} bulunur.

Bu durumda z € F(T) olup lim p(x,,z) mevcut oldugundan, {p(x,,, z)} dizisi
n—-oo
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{p(x,,, z)} dizisinin alt dizisi oldugundan ve limit tekliginden dolayr lim p(x,,z) =
n—oo

TILI_ILIO p(xni,z) = 0 bulunur.

Teorem 3.49 (X, p), € € (0,/2) sabitiigin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesi ve T :C -» CC(X),R = (m —

2k (x)

ey 0) <- kogulunu saglayan bir hemikompakt
—u2

2¢)tan(e) olmak tzere her x € C igin

ve |. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid dénitsiim olsun. liminfﬁn [(1 —,Bn)ﬁ —

2kz(x)

e )] > 0 olmak Gzere Tanim 2.64 ile verilen {x,,} c C dizisi F(T) igindeki bir noktaya
3

kuvvetli yakinsaktir.
Ispat: Teorem 3.46’den her p € F(T) igin lim p(x,, p) mevcutturve lim p(Tx,, x,,) =
n—-oo n—-oo

0 dir. Lemma 2.53’den her n igin y,, € Tx,, ve p(x,, V) = p(x,, Tx,) olacak bicimde
{y,} dizisi vardir ve lim p(x,,y,) = 0 saglanir. T hemikompakt oldugundan, {x,}
n—-oo

dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, limx, = z € C olacak bicimde bulunabilir. ispatin
11— 00
geri kalani Teorem 3.48’in ispati ile aynidir.

Ornek3.50 X =[1,5], p(x,y) =|x—y|veT : X - C(X),

. {[4’“x+1,5] x € [1,3],
{5} x € (4,5]

olarak verilsin. Bu durumda T dénisimi, her x €X icin a;(x) =0,a,(x) =
? as;(x) = x— olmak Uzere, T nonexpansive olmayan bir I. tip genellestirilmis kiime

degerli hibrid dontdsimdir. Gergekten de;

Eger x,y € [1,3]ise u € Tx vev € Tyigin p%(u,v) <1,1<p?(u,y), 1< p?(x,v)

saglandigindan

p?(u,v) <1

X
=G TG+

X 3
Sx+3p2(x,v)+x+3p2(u,y)

olur. Eger x € [1,3],y € (3,5]ise u € Tx vev € Ty icin p?(u,v) <1,0 < p?(u,y),

4 < p?(x,v) saglandigindan
52



p?(u,v) <1
4x 3
Sx+3+x+3p (w,y)
X 2 X 2
S S G )

olur. Eger y € [1,3],x € (3,5]ise u € Tx vev € Ty icin p?(u,v) < 1,4 < p?(u,y),

0 < p?(x,v) saglandigindan

p?(u,v) <1
X 3
Sx+3‘02(x’v)+x+34
< X X

x+3p2(x,v)+x+3p2(u,y)

olur. Eger x,y € (3, 5] ise agiktir.

Dolayisi ile her durumda esitsizlik saglandigindan bir I. tip genellestirilmis kiime degerli
hibrid donusimdir ve 5 € F(T) ve T(5) = {5} dir. Fakat x = 3,y = 3.1 icin T(3) =
[4.3,5], T(3.1) = {5} oldugundan H(T(3), T(3.1)) =
max {|5—5|,]4.3 = 5|} = 0.7 > p(3,3.1) = 0.1 oldugundan T nonexpansive degildir.

Tanim 3.51 (X, p) bir metrik uzay, T: X — 2% bir déniisim ve a, ay, as, ki, k; : X -
[0, 1] dénlgsumleri her x € X icin a,(x) + a,(x) + az(x) <1, 2k, (x) <1 — a,(x) ve
2k,(x) < 1—az(x) kosullarini saglayan dondsimler olsun. Eger T donlsimi her
X,y € X igin

H?(Tx, Ty) < a;(x)p*(x,y) + a,(x)p*(Tx, y) + az(x)p*(x, Ty)

3.11
ey ()P (Tx, %) + ks (P2 (T, ) (3.11)

kosulunu saglyorsa T’ye Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid donlsim denir.

Lemma 3.52 (X, p), € € (0,7/2) sabiti igcin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi

ve C, X’in bostan farkh alt kimesi olsun. Eger T : C = C(X) bir Il. tip genellestirilmis
kiime degerli hibrid dontstim ve F(T) # @ ise F(T) kapahdir.

ispat: {x,,}, F(T) de bir dizi ve x,, > x € C olsun. Bu durumda,
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p?3(Tx,x,) < H*(Tx, Tx,)
< a;(0)p?(x, %) + a2 () p*(Tx, xp) + az(x)p? (x, Txy)
+k1 () (Tx, x) + ko (x)p? (Txn, Xn)
< a;(X)p?(x, xn) + a2 () p*(Tx, x) + az(x)p*(x, xp)
+kq(x)p?(Tx, x)

elde edilir ve buradan da

k
PP(T, ) < P2 %) + )

a” 750

elde edilir. n = oo igin limit alindiginda

(1 k() )p(Tx,x)SO

1 —ay(x)

elde edilir, sonug olarak x € Tx saglanir.

Teorem 3.53 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < :__;j ile bir tam CAT (k) uzayi,

=

C, X'in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kiimesi ve T : C = CC(X) bir Il. tip

genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsim olsun. Eger C’de lim p(x,,Tx,) =0
n—->00

olacak bigcimde bir {x,,} dizisivarsa F(T) # @ dir.

ispat: {x,,} dizisi, C’de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bicimde bir dizi olsun. C kompakt alt
n—-oo

kiime oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, lim x,, = z € C olacak
1—>00

bicimde bulunabilir. Ayrica Lemma 2.53’den her n € N igin y,, € Tx,, ve p(X,, V) =

p(x,, Tx;) olacak bicimde {y,,} dizisi vardir. Her n; € N i¢in p(ynl., Tz) < p(yni,xni) +

p(xnl., Tz) ve p(xni, TZ) < p(yni,xni) + p(ynl., TZ) oldugundan lllrg p(xni, Tz) =

limp(yy,,, Tz) = p(z, Tz) elde edilir. T’ nin 6zelliginden
L—>00

p*(Tz,yn) < H?(Tz, Txy,)
< a,(2)p?(z, xni) + a,(2)p?(Tz, xni) + az(2)p?(z, Txnl.)
(@17, 2) + kp (D) (T )
< 4, (Dp*(2, %) + a2 (Dp*(17, %)
+a;(2)|[p(z, xni) + p(xnl., Txni)]2 + k1 (2)p?(Tz, z)
+k2(z)p2(Txni, xni)

elde edilir ve her iki tarafta i tizerinden limite gecildiginde
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(1 - k() )pz(TZ,Z) <0

1—-ay(x)

bulunur. Sonug olarak z € Tz dir.

Sonug 3.54 (X,p), € € (0,7/2) sabiti icin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi ve T : C = C bir genellestirilmis

hibrid dontsim olsun. Eger C’de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde bir {x,} dizisi
n—->oo

varsa F(T) # @ dir.

ispat: Her x € C icin F déntsiimii, F = {T(x)} biciminde tanimlanirsa F : C - C(C)

seklinde bir 1I. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid dénlsiim olacagindan, Teorem

3.53'den F(T) # @ elde edilir.

Sonug 3.55 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X’in bostan farkli, kompakt ve konveks alt
kiimesive T : C = CC(X) birll. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsim olsun.

Eger C’de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde bir sinirli bir {x,,} dizisi varsa F(T) # @
n—-o0o

dir.

ispat: Onerme 2.37 ve Teorem 3.19 den istenen sonug elde edilir.

Sonug 3.56 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt
kiimesi ve T : C — C bir genellestirilmis hibrid donlsim olsun. Eger C’de

lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde sinirh bir {x,,} dizisi varsa F(T) # @ dir.
n—->oo

Ispat: Onerme 2.37 ve Sonug 3.54’dan istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.57 (X, p), € € (0,/2) sabitii¢cin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzay),

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesive T : C — CC(X) bir hemikompakt
ve Il. tip genellestiriimis kiime degerli hibrid donlsim olsun. Eger C(’de
lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde bir {x,,} dizisivarsa F(T) # @ dir.

n-oo

ispat: {x,} dizisi, C’de lim p(x,, Tx,) =0 olacak bicimde bir dizi olsun. T

n—-oo
hemikompakt oldugundan, {x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, limx, =z€C
l—>00

olacak bicimde bulunabilir. ispatin geri kalani Teorem 3.53’{in ispati ile aynidir.
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Sonug 3.58 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkli, kapal ve konveks alt
kiimesive T : C = CC(X) bir Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsim olsun.

Eger C’de lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde bir sinirli bir {x,,} dizisi varsa F(T) # @
n—-oo

dir

ispat: Onerme 2.37 ve Teorem 3.57 den istenen sonug elde edilir.

Teorem 3.59 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kiimesi ve T : C = CC(X) bir Il tip

genellestirilmis kiime degerli hibrid dénlisiim olsun. Eger C kiimesinde 4 — lim x,, = z

n—co

ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir {x,,} dizisi varsa z € C ve z € T(z) dir.
n—->oo

ispat: {x,} dizisi, C’de 4 — lim x,, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bicimde bir dizi
n—->oo n—»>oo
olsun. Lemma 2.47'den z € C dir. C kompakt alt kime oldugundan, {x,} dizisinin

yakinsak bir alt dizisi {xni}, limx,, = u € C olacak bicimde bulunabilir. 4 — lim x,, =
l—>00

n—oo

z oldugundan u = z dir. ispatin kalan kismi Teorem 3.53’iin ispati ile aynidir.

Sonug 3.60 (X,p), € € (0,1/2) sabiti icin diam(X) < Z—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkl, kompakt ve konveks alt kiimesive T : C — X bir genellestirilmis

hibrid dontsiim olsun. Eger C kimesinde 4 — lim x,, = zve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak
n—->oo

n—-oco

sekildeki bir {x,,} dizisivarsa z € C ve z € T(z) dir.

Sonug 3.61 (X, p), tam bir CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkli, kompakt ve konveks alt
kimesive T : C — CC(X) bir Il. tip genellestirilmis kime degerli hibrid déniisiim olsun.

Eger C kiimesinde 4 — lim x,, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir sinirli bir
n—-oo n—-oo

{x,} dizisivarsa z € C ve z € T(z) dir.

Sonug 3.62 (X, p), tam bir CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkli, kompakt ve konveks alt
kiimesi ve T : C = X bir genellestirilmis donidsim olsun. Eger C kimesinde 4 —

lim x,, = zve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir sinirl bir {x,,} dizisivarsa z € C
n—-oo

n—-oo

ve z € T(z) dir.

Teorem 3.63 (X, p), € € (0,/2) sabitii¢cin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayy,
C, X’in bostan farkl, kapali ve konveks alt kimesive T : C — CC(X) bir hemikompakt

56



ve Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid donlisim olsun. Eger C kiimesinde 4 —

lim x,, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak sekildeki bir {x,,} dizisivarsa z€ Cve z €
n—->oo

n—-oo

T(2) dir.

ispat: {x,} dizisi, C’de 4 — lim x,, = z ve lim p(x,, Tx,) = 0 olacak bigimde bir dizi
n—->oo

n—oo

olsun. Lemma 2.47°den z € C dir. T hemikompakt oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak

bir alt dizisi {xni}, limx, =u € C olacak bigcimde bulunabilir. 4 — lim x,, =z
L—>00

n—-co

oldugundan u = z dir. ispatin kalan kismi Teorem 3.53’iin ispati ile aynidir.

Sonug 3.64 (X, p), tam bir CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkl, kapali ve konveks alt
kiimesiveT : C = CC(X) bir hemikompakt ve Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid

donlisim olsun. Eger C kiimesinde 4 — lim x,, = z ve lim p(x,,Tx,) = 0 olacak
n—>oo

n—0oo

sekildeki bir sinirli bir {x,,} dizisi varsa z € C ve z € T(z) dir.

Onerme 3.65 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—;; ile bir tam CAT (k) uzayi

ve C, X'in bostan farkl, kompakt ve konveks alt kiimesi, T : C = CC(X) bir Il. tip
genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsim ve F(T) # @ olsun. Eger C kiimesinde

lim p(x,,Tx,) = 0ve her p € F(T) igin {p(x,, p)} olacak sekildeki bir {x,,} dizisi varsa
n—->oo
wy, (x,) € F(T) dir ve w,,(x,,) yanhzca tek nokta igerir.

Ispat: Onerme 3.11’in ispatina benzer olarak, Lemma 2.47, Teorem 3.59 ve Lemma 2.48

‘den istenen elde edilir.

Onerme 3.66 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < Z—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkh, kapal ve konveks alt kiimesi, T : C = CC(X) bir hemikompakt ve

IIl. tip genellestiriimis kiime degerli hibrid dontusim ve F(T) # @ olsun. Eger C

kimesinde lim p(x,,Tx,) = 0 ve her p € F(T) icin {p(x,, p)} olacak sekildeki bir
n—-oo

{x,} dizisivarsa w,,(x;,) € F(T) dir ve w,, (x,,) yanlizca tek nokta icerir.

ispat: Onerme 3.11’in ispatina benzer olarak, Lemma 2.47, Teorem 3.63 ve Lemma 2.48

‘den istenen elde edilir.
Teorem 3.67 (X, p), € € (0,7/2) sabitiigcin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayy,
C, X'in bostan farkh, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C —» CC(X) bir Il. tip
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genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsim, F(T) # @veher p € F(T)i¢cin Tp = {p}

ko (x)

o e o R
olsun. R = (m — 2¢)tan(e) igin hgl;lfﬂn [(1 Br) T e

] > 0 olmak lzere eger
{x,,} dizisi, Tanim 2.64 ile verilen dizi ise her p € F(T) igin lim p(x,, p) vardir ve
n—oo

lim p(x,, Tx,) = 0dir.
n—->oo

ispat: p € F(T) olsun. Bu durumda her x € C

k2 (p)

H?(Tx,Tp) < p?(x,p) +
1—as(p)

p*(Tx, x)

saglanir. Bu kullanilarak

P2 (V) = p?(Pc((1 = Bn)xn @ Buvn), Pc(p))
< pz((l - .Bn)xn > ﬁnvnl p)
=< (1 i .Bn)pz(xn; p) + .Bnpz(vn: p)

2 (= B)Bup s v2)

< (1= B)p? (xn, P) + Brp*(Vn, Tp)
(L~ BB (e, Ty)

< (1= B)p? (xn, p) + BrH* (Txy, Tp)
(L= BB (e Ty)

k,(p)

mpz(ﬂcn, xn)>

<(1- .Bn)pz(xn: p) + Bn <p2(xn: p) +

R
- E (1 - .Bn).Bnpz(xn: Txn)

kz—@ E (1 - ﬁn)) pZ(Txn' xn)

< p*(xn,p) + Br (1 —as(p) 2

< p?(xn, D)
ve

p?(tner, ) = P2 (Pe((1 = @)Y @ antty), Pe())

= pz((l — ap)yn D ayuy,), p)
= (1 - an)pz(:)’n' p) + anpz(un' p)

R
- E (1 - an)anpz(:)’n' un)

< (1= an)p?Wn, p) + anp®(un, Tp)
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—g(l — @) np? YV, TYn)
< (1= a)p?*On p) + anH?*(Tyn, Tp)

2 (1 3@ O Ty)
< (1= a)p* O p) + an(p* O, p)

2 (1 @), T
< (1= a)p?On p) + an(P*n P)

kz(p) R 2
+a, (m -3 (1- an)) P (TYn, yn)

< (1= a)p* s p) + an(P*n P))

kz(p) R 2
+a, (m ) (1- an)) P (TYn, Yn)

k,
< p?*np) + an(ﬁ%

R
™ E (1 i an))pZ(TYnl Yn)

< p*(Yn, D)
< p?(xn, p)

elde edilir. Buradan  p?(xp41,p) < p?(xp, p) saglanir, yani  lim p(x,, p) limitini
n—-oo

vardir. Ayrica p(Xp4+1,0) < p(Vn, ) < p(xp, p) saglandigindan, lim [p(x,, p) —
n—->oo

p(Vn,0)] =0 elde edilir. Hipotezden ve g, [(1 - ,B’n)5 - kz—(p)] P2 (v, xp) <
2 1-az(p)

p?(x,, ) — p?(y,, p) oldugundan dolayi lim p?(v,, x,,) = 0 elde edilir bu ise
n—-oo

lim p(Tx,, x,,) = 0 oldugunu kanitlar.
n-oo

Teorem 3.68 (X, p), € € (0,7/2) sabitii¢cin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayy,
C, X’in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kiimesi, T : C - CC(X) bir Il. tip
genellestirilmis kiime degerli hibrid donusim, F(T) # @ ve her p € F(T) igin Tp =

ko (%)

] > (0 olmak Uzere
1-az(x)

{p} olsun. R = (m — 2¢)tan(¢) igin liminf B, [(1 — ,Bn)g—
n—-oo
Tanim 2.64 ile tanimh {x,,} c C dizisi F(T) igindeki bir noktaya 4 — yakinsaktir.

ispat: Teorem 3.67 ve Onerme 3.65’den istenen elde edilir.
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Teorem 3.69 (X, p), € € (0,1/2) sabiti igin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : € — CC(X) bir hemikompakt ve
Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid déntsim, F(T) # @ ve her p € F(T) igin

ko (x)

Tp = {p} olsun. R = (r — 2e)tan(e) igin liminf 8, [(1 — §,) % -
n—-oo 2 1-az(x)

] >0 olmak
uzere Tanim 2.64 ile tanimh {x,,} < C dizisi F(T) i¢indeki bir noktaya A — yakinsaktir.

ispat: Teorem 3.67 ve Onerme 3.66’den istenen elde edilir.

Teorem 3.70 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kiimesi, T : C = CC(X) bir Il. tip
genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsim, F(T) # @veher p € F(T) i¢in Tp = {p}

ko (x)

« . . . R -
olsun. R = (mr — 2¢)tan(e) igin llfqu}gfﬁn [(1 = Bn) 2 1-as(x)

]> 0 olmak Uzere

Tanim 2.64 ile tanimh {x,,} < C dizisi F(T) igindeki bir noktaya kuvvetli yakinsaktir.
ispat: Teorem 3.67’den her p € F(T) igin lim p(x,, p) mevcutturve lim p(Tx,, x,,) =
n—-oo n—-oo

0 dir, ayrica Teorem 3.68'den A — lim x,, = z olacak sekilde bir z € C mevcuttur ve

n—-oo

Teorem 3.59’dan z € F(T) dir. Ayrica C kompakt alt kime oldugundan, {x,} dizisinin

yakinsak bir alt dizisi {xni}, lim x,, = u € C olacak bi¢cimde bulunabilir. Bu durumda
—>00

A — lim x, = z oldugundan u = z dir ve 11m p(xn,2) meveut olup {p(xy,2)} dizisi

n—->oo

{p(x,, 2z)} dizisinin alt dizisi oldugundan ve limit tekliginden dolayr lim p(x,,z) =
n—->oo

%irg) p(xni,z) = 0 bulunur.

Teorem 3.71 (X, p), € € (0, /2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzay,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesi, T : € — CC(X) bir hemikompakt ve
Il. tip genellestiriimis kiime degerli hibrid dontstim, F(T) # @ ve her p € F(T) igin

ko (x)
1-az(x)

Tp = {p} olsun. R = (m — 2¢&)tan(¢) igin liminf B, [(1 - ﬁn)g - ] >0 olmak
n—-oo

uzere Tanim 2.64 ile tanimh {x,} c C dizisi F(T) icindeki bir noktaya kuvvetli

yakinsaktir.
ispat: Teorem 3.67'den her p € F(T) icin lim p(x,, p) mevcutturve lim p(Tx,, x,) =
n—-oo n—-oo

0 dir. T hemikompakt oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, limx,, =
L—>00
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z € C olacak bicimde bulunabilir. ispatin geri kalani Teorem 3.69’un yardimiyla Teorem

3.70’'nin ispatina benzer olarak tamamlanir.

Teorem 3.72 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < Z— ile bir tam CAT (k) uzayi,
2Vk

C, X'in bostan farkl, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C = CC(C) bir Il. tip
genellestirilmis kiime degerli hibrid donlisim ve R = (m — 2¢)tan(g) olmak lzere her

x € Cigin

. 2k .
) ax(x) =0, = :(?)) <-vek = \[ EC all(x)kl(igx) <1
X

.. 2kq1(x) R a; (x)+kq(x)
a =0, k = <1
i) 3(%) 1-ay(x ) Ve \[xec 1—ky ()

kosullarindan biri saglaniyor olsun. Bu durumda F(T) # @ dir.

ispat: Keyfi olarak x, € C alinsin. Her n € N icin p(x,41, X,) = p(Tx,, x,) olacak

bicimde x,,,1 € Tx,, secilebilir. T dénlsimu i) sartini saglyor olsun. Bu durumda

pz (Xn4+1, Xn) = pz (Txp, xn)
< H*(Txn, Txp_1)
=< aq (xn)pz(xn: xn—l) + as (x)pz(Txn—lf xn)
+k1(xn)p2(Txnl xn) + k2 (xn)pZ(Txn—lf xn—l)
< a1 ()P (%n, Xno1) + k1 (x0)P? Xy 1, Xn)
+k2(xn)p2(xn: xn—l)

oldugundan dolayi

2 al(xn) + kZ(xn) 2
p (xn+1' xn) — 1 _ kl(xn) p (xn: xn—l)

elde edilir. Her iki tarafta karekok alinirsa

Py ) < j Q) Hlaa) o

1—ki(xn)

< kp(xn, Xn—1)
< k"p (x4, Xo)-

olur.n < migin
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m-—1
pCim X € D (i, XD
i=n
m-—1
< D ki pCe,xo)
i=n
m-—1
< p(xy, Xo) Z k!
i=n

oldugundan dolayive k < 1 oldugundan dolayi (x,,) dizisi Cauchy dizisidir ve ayrica uzay

tam oldugundan dolayr x,, = z € X, C kapali oldugundan z € C dir.
p?(x,, Tz) < H*(Txp_1,TZ)
< a1(2)p*(xn-1,2) + a3(2)p* (X1, T2)
+k1(2)p* (TXp—1, Xp—1) + k2 (2)p*(Tz, 2)
oldugundan ve diger bir taraftan her u € Tz icin
5 1 1 I 1, R |
P (i, 5 @ 52) < 5 (i, ) + 5 02 (¥, 2) — 5 P22, 1)
oldugundan dolayi
2 4, 4,
pe(z,u) < 5 p*(xp, w) + 5 p*(xp, 2)
R R
elde edilir. Eger u € Tz lzerinden infimum alinirsa

2 4 4
p™(2,Tz) < 5 p"(xn, TZ) + 5 p*(Xn, 2)

elde edilir ve buradan da

02 (Xn, T2) < 4y (2)P*(Xn_1, 2) + A3(2)p? (X1, T2)
+k1(Z)p2(Txn_1, Xp-1) + kz(Z)PZ(TZ: z)

< a,(2)p* (Xp-1,2) + a3(2)p* (Xp-1, T2) + k1(2)p* (TXn-1, Xn-1)
4 4
+k2 (Z) _pz(xn: TZ) + _pz(xn: Z)
R R
elde edilir ki bu ise ve limite gecildiginde, metrigin sirekliliginden

(1 - kz(z)% - a3(z)> AI_IEO p?(z,Tz) <0
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bulunur. 0<1— kz(z)% —az(z) oldugundan z €Tz elde edilir. Bezer ispat

yontemiyle ii) saglanmasi durumda da kanitlanabilir.

Sonug¢ 3.73 (X, p), € € (0,7/2) sabitiigin diam(X) < % ile bir tam CAT (k) uzayi, C,

X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C — C bir genellestirilmis hibrid

donlisim ve R = ( — 2¢)tan(¢) olmak lizere her x € C igin

. 2k, (%) ai(x)+ka(x)
a =0, <2vek=|s <1
I) Z(X) 1—(13( ) Ve \[xlé? 1-— kl(x)

.. 2kq1(x) R a; (x)+kq(x)
=0, k = <1
i) az(x) ay(x ) ve \[xeC K (0)

kosullarindan biri saglaniyor olsun. Bu durumda F(T) # @ dir.

Sonug 3.74 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkl, kapali ve konveks alt
kiimesi, T : C = CC(C), bir Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsiim olmak

Uzere her x € C igin

. 2k (%) R aq(x)+ka(x)
i a,(x) =0, —=<-vek= |[sup—————=< 1
) 2( ) 1—az(x) 2 \/xEIC? 1-kq(x)

.. 2k1(x) R aq(x)+kq(x)
i az;(x) =0, —=<-vek= |[sup—————=< 1
) 3(%) 1-a,(x) 2 \/xelg 1—k, (x)

kosullarindan biri saglaniyor olsun. Bu durumda F(T) # @ dir

Sonug 3.75 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X in bostan farkli, kompakt ve konveks alt

kiimesi, T : C = C bir genellestirilmis hibrid donlisiim olmak tzere her x € C igin

. 2ky (%) R ag(x)+kz(x)
i a,(x) =0, <-vek= |[sup/———————=<1
) 2( ) 1_a3(x) 2 \/xeg 1—k1(x)

.. 2k1(x) R aq(x)+kq(x)
i az(x) =0, —=—<-vek= |[sup———=<1
) 3(%) 1-ay(x) 2 \/xelc) 1—ky (%)

kosullarindan biri saglaniyor olsun. Bu durumda F(T) # @ dir
Teorem 3.76 (X, p), € € (0, /2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X’in bostan farkl, kapali ve konveks alt kimesi, T;,T, : C = CC(C), ayni katsayi
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fonksiyonlarina sahip iki 1. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid donlisim ve R = ( —

2¢)tan(e) olmak uzere her x € C igin

. _ 2k, (%) ag(x)+ka(x)
i) ap(x) =0, s (0) < - vek \[ilé? k() <1

.. _ 2k (%) R ag(x)+kq (x)
i) az(x)=0, = () vek \[xec k() <1

kosullarindan biri saglaniyor olsun. Bu durumda

supH (T;x, T,x)

1
H(F(T0), F(T2)) < T sup

saglanir.

ispat: Teorem 3.72’den F(T,), F(T,) # @ dir. i) kosunu saglansin ve x, € F(T,) olsun.
Hern € Nigin  p(xp41, Xn) = p(Tyxy, x,,) olacak bigimde x,,; € T,x, secimiyle {x,}

dizisi olusturulsun. Bu durumda Teorem 3.72’den z € T,z elde edilir. Dolayisi ile

pe0 )< ) Pl i)
i=

< § kip(xo,xl)
i=0
= o) ) K
i=0
1

< p(xo, X)) T

oldugundan ve

P (X0, X1) = p(xg, T2xo) < H(T1x0, Toxp) < Sg? H(T,x, Tyx)
b

saglandigindan

1
p(o,2) S T3 Sup H(Tyx, Tyx)

elde edilir. Yine her xy € F(T;) icin benzer sekilde z € F(T,) bulunabilecegi gibi, her
x', € F(T,) igin z' € F(T,) bulunabilir. Sonug olarak

H(F(T,),F(T,)) < supH (Tyx, T,x)

_kxeK
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saglanir.

Onerme 3.77 (X, p), € € (0,/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzay,

C, X’in bostan farkli, kapal ve konveks alt kiimesi, {T,, : C = CC(C)} ayni katsayi
fonksiyonuna sahip Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid déntsiimlerin bir dizisi ve

R = (m — 2¢)tan(e) olmak tzere her x € C igin

i) ay(x) =0, 22 K ~vek = \[ ke 4
xeC

1-az(x) 1=k (%)
.. _ 2k (%) R ag(x)+kq(x)
i) az(x)=0, o ) vek \[xec k() <1

kosullarindan biri saglaniyor olsun. Ayrica {T,,} donusumler dizisi diizgiin olarak bir T :
C = CC(C) donusimine yakinsak ise T donusim, bir Il. tip genellestirilmis kiime

degerli hibrid dontstimddir.
Ispat: Her n € N igin

H?(Tox, T,y) < a1 (x)p?(x,y) + a;(x)p* (T, y) + az(x)p*(x, T, y)
+k1 () p? (Tox, x) + ko (x)p*(Ty, y)

saglanir. n € N Uzerinden limit alindiginda, {T;,} donlslimler dizisi diizgiin olarak
yakinsadigindan

H?(Tx,Ty) < a;(x)p*(x,¥) + az(x)p*(Tx,y) + az(x)p? (x, Ty)
+k1(0)p*(Tx, x) + k() p*(Ty, )

elde edilir.

Teorem 3.78 (X, p), € € (0, /2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X’in bostan farkli, kapal ve konveks alt kiimesi, {T,, : C = CC(C)} ayni katsayi
fonksiyonuna sahip Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid dénistimlerin bir dizisi ve

R = (m — 2¢)tan(e) olmak lGzere her x € C igin

. 2ky (%) R ag(x)+kz(x)
i a,(x) =0, <-vek= |[sup/——————=<1
) 2( ) 1_a3(x) 2 \/XE? 1—k1(x)

X
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kosullarindan biri saglaniyor olsun. Eger {T,,} donlisimler dizisi diizglin olarak bir T :

C = CC(C) dontsumiine yakinsak ise F(T,,)’ de F(T)’ ye yakinsaktir.

Ispat: Teorem 3.76 den her n € Nigin,

H(F(T,),F(T)) < supH (T, x, Tx)
1-k xX€C

saglanir. n lGzerinden limit alindiginda

lim H(F(T,), F(T)) =0

elde edilir. Sonug olarak F (T, )’de F(T)’ ye yakisaktir.

Ornek 3.79 (X, p), € € (0,m/2) sabitiicin diam(X) < :—;; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkl, kapali ve konveks alt kiimesive T : C— CC(X) bir déniisiim olsun.
Eger T nonexpansive ise, Tanim 3.51 ile verilen dénisimde a,(x) = 1, a,(x) = 0 ve
a,(x) = az(x) = k,(x) = k,(x) = 0 igin T Il. tip genellestirilmis kime degerli hibrid
dénisumdir. Eger T hibrid ise, Tanim 3.51 ile verilen déniisimde a,(x) = a,(x) =
as(x) =§ ki(x) =k,(x) =0 icinT 1. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid
dénisumdir. Eger T nonspreading ise, Tanim 3.51 ile verilen dénisiimde a,(x) = 0,
a,(x) = az(x) = %, ki(x) = k,(x) = Oigin T Il. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid
donltsiimdir. Bu yizden her nonexpansive, hibrid ve nonspreading dénisim bir Il. tip
genellestirilmis kime degerli hibrid dontsiim 6rnegidir.

Ornek3.80 X = [39], p(x,y) = |x—y|ve T : X - C(X)

{3}, x € [3,5],
Tx = [3,“’“3“], x € (5,9]

x3+1

olsun. Bu durumda T donlsiimi, her x € X igin a;(x) = k1(x) = k,(x) =0, a,(x) =

X 2 .. . . . .. . ..
— 33 (x) = 5 olmak Gzere, T nonexpansive olmayan bir Il. tip genellestirilmis kiime

degerli hibrid dontdsimdiir. Gercekten de;

Eger x,y € [3, 5] ise agiktir.

Eger x €[3,5], y€(59] ise H?*(Tx,Ty) <1, 4<p?(Tx,y), 0<p?(x,Ty)

oldugundan
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4+22T<x2T+22T
> x+2p(x, y) < zp(x,y) x+2p(x. y)

H2(Tx, Ty) < —
'y_x x +

+

saglanir.

Egerx,y € (5,9]ise H3(Tx,Ty) <1, 1 < p?(Tx,y), 1 < p(x,Ty) oldugundan

H?(Tx,Ty) <

s E Ty T
x+2 x+2_x+2p(x,y) x+2'0 o Ty)

saglanir. Sonuc olarak T kime degerli Il. Tip genellestirilmis hibrid dontstimdir, 3 €
F(T) ve T(3) = {3}. Fakat T nonexpansive degildir ¢linkii T(5) =3 ve T(5.1) =
[3,3.978...] iken H(T(5),T(5.1)) =0.978...> p(5,5.1) = 0.1 dir.

3.3 Kiime Degerli N —Genellestirilmis Hibrid Doniisiimlerin Sabit Noktalarinin

Varliklari ve Yakinsakliklari

Bu kisimda Altbolim 3.1 ve Altbdlim 3.2 tanimlar verilen doéndsimlerden
bazilarinin genel durumlarinin tanimlar verilerek varlk ve yakinsaklik sonuclari elde
edilecektir.

Tanim 3.81 u, £, sinirl diziler uzay tzerinde sirekli bir fonksiyonel ve {a,} € £<
olsun. u((ay, ay, ...)) = un(ay) olmak tzere, eger u,

) el =p@1,..)=1,

i) her{a,} € £ icin py(an) = pn(anys1)

kosullarini saglarsa u’ya Banach limiti denir. u, her {a,} € €% igin

liminfa, < u,(a,) <limsupa,
n—-oo

n—-oo

ozelligini saglar ve dolayistile

lim a, - cise u,(a,) = cdir [106].

n—-oo

Lemma 3.82 (X, p), bir tam CAT(0) uzayi, C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt
kimesi, {x,}, X’de sinirli bir dizi ve u bir Banach limiti olsun Eger f : X - R
fonksiyonu  f(2) = u,p?(xn, z) biciminde taniml ise f(z,) = min{f(x) : x € C}
olacak bigimde bir z, € C vardir. [107]
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Lemma 3.83 (X, p), € € (0,/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bogtan farkli, kapali, konveks alt kiimesi, {x,} bu uzayda sinirl bir dizi ve u bir
Banach limiti olsun. Bu durumda f(x) = u,d?(x,, x) biciminde tanmh f : C > R
dizgun konveks fonksiyonu igin f(z) = min{f(x) : x € C} olacak bicimde z € C

vardir.
Ispat: f fonksiyonu tanimindan dolayi stireklidir. Ayrica
(1= O)x®ty) = pnp?(xn, (1 — t)xDLy)
5 1 1
= Hnp (xn,ngazy)
2 2 R 2
< (1= Opnp®(n, ) + thinp* Gt y) = 5 (1 = Otpn p*(x, y)
R 2

= (1= 0f () + /() =5 (1 = Otrnp* ()
esitsizliginden dolayi Lemma 2.55’den istenen bulunmus olur.
Tanim 3.84 (X, p) bir metrik uzay ve T : X — 2% bir déniisim ve her k = 1,2,...,N
igina, : X > R ve b, : X - [0,1] doénusimleri her x € X igin Z;Z:O ar(x) =1 ve
ZLO by (x) < 1 kosullarini saglayan déntisiimler olsun. Eger T donlisimi her x,y €

X,u€Txveherk=12,..,Niginv, € TFyigin

N

N
Z ar (x)p?(u, ) + ag(x)p*(u, y) < Z b (X)p2(x, vi) + bo(x)p*(x,y)  (3.12)

k=1 k=1
kosulunu sagliyorsa T ‘ye I. tip N —genellestirilmis kime degerli hibrid dontsiim denir.

Teorem 3.85 (X, p), € € (0, /2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,
C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi ve p bir Banach limiti olsun. Eger
T:C - CC(C)birl. tip N —genellestirilmis kime degerli hibrid dontsim ise F(T) # @
dir.

ispat: Keyfi bir x, € C ve her n € N igin {x,,} dizisi x,, € Tx,,_; secimi ile elde edilsin.
Lemma 3.83'den f(x) = u,,d*(x,, x) fonksiyonu icin f(z) = min{f(x): x € C} olacak
bicimde bir z € C vardir. T'nin 6zelliginden oldugundan, her k = 1,2,...,N, n € N ve

u € Tx igin
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N

D @D xns) + 6o (OP? (W ¥) < ) B(@IP? (2 X + bo ()P (2, %)
k=1

k=1

saglandigindan ve {x,} is sinirli oldugundan

N

> @ @itap? (W ) + a0, )
k=1

N
< ) (D Xss) + bo (D 2 )
k=1

elde edilir. her k = 1,2,..., N,n € Nvey € C igin
UnP? (Xn, ¥) = Unp? (Xn11,Y) == nP*(Xnsir ¥)

oldugundan

N

D @Dt (W X) + Ao ()
k=1

N
< (7 ) + by (Dt (7, )
k=1

olup buradan ise
np? (U, X3) < Upp? (2, Xy)
bulunur. Bu ise z nin tekliginden u = z € Tz = {z} olmasini gerektirir.

Teorem 3.86 (X, p), € € (0,/2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzay,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi ve p bir Banach limiti olsun. Eger
T :C — CC(X) birl. tip N —genellestirilmis kime degerli hibrid déntsiim olsun. Eger C

kiimesinde 4 — lim x,, =z ve her k=1,2,...,N igin lim p(xn,Tkxn) = 0 olacak
n—-oo

n—oo

sekildeki bir {x,,} dizisi varsa z € C ve z € T(z) dir.

ispat: C kiimesinde 4 — lim x,, = z ve her k = 1,2,...,N i¢in lim p(xn,Tkxn) =0
n—-oo

n—->oo

olacak sekildeki bir {x,} dizisi var olsun. Lemma 2.47’dan z € C dir. Ayrica her k =

1,2,..,N ve n € Nigin p(xp, ¥ k) = p(xn, T¥x,), k = 1,2.. N olacak bigcimde y,, €
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T*x, var oldugundan her k = 1,2, ..., N igin lim p(x,, y, ) = 0 olacak bicimde {yn_k}n
n—->oo
dizisi olusturulabilir. Uggen esitsizliginden her y € C igin p2(y,x,) < [p(y, Vn k) +

2 v
P )" ve P2y yni) <[P, x2) + p(xn ¥ k)]? oldugundan her k =
1,2..N igin limsup p%(y, yn ) = limsup p?(y, x,) olur. Her x € C igin  1—

n—oo n—oo

221:1 ar(x) < ag(x) oldugundan ve T’nin 6zelliginden, her k =1,2,...,N, n € N ve

u € Tz igin

N N

Z ak(x)pz(u' yn,k) +(1- Z ak(x)] pZ(u, xn)
k=1 k=1

N

< D a0 (k) + a0(OP? (W, 2)

k=1

<) B@P* (Y i) + ho(IPAE )

k=1

elde edilir. Eger ZN

o1 @e(X) = 1 ise

N

N
> @0 W) < Y P (7 i k) + (P (2 x) +

k=1

N

Z a(x) — 1] p*(u, x,)

k=1

kl;l
< D 5 Glp(x) + p(on )] + bo(p? (2 )
k=1

N

2.

k=1

+

a(x) — 1] [0( Yn i) + POm i %)

olup her iki tarafta limit supremum alindiginda

limsup p?(u, x,,) = limsup p*(w, y, ) < limsup p?(z, x,,)

n—oo n—-oo n—-oo

elde edilir. Eger Z:zl ar(x) < 0 ise benzer olarak

limsup p?(u, x,,) = limsup p%(w, y, ) < limsup p?(z, x,,)

n—oo n—-oo n—->oo

elde edilir. Sonug olarak u = z = Tz = {z} bulunur.
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Onerme 3.87 (X,p), € € (0,/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X’in bostan farkli kapali konveks alt kimesi, T :C — CC(X) bir I. tip
N —genellestirilmis kiime degerli hibrid dontisim ve F(T)# @ olsun. Eger C
kiimesinde her k = 1,2, ..., N igin rlll_r)lgo p(xn, T¥x,) = 0veherp € F(T) icin {p(x,,p)}
olacak sekildeki bir {x,,} dizisi varsa w,,(x,,) € F(T) dir ve w,, (x,) yanlizca tek nokta

icerir.

ispat: Onerme 3.11’in ispatina benzer olarak, Lemma 2.47, Teorem 3.86 ve Lemma 2.48

’den istenen elde edilir.

Not 3.88 (X, p), € € (0,7/2) sabiti icin diam(X) < Z—\;; ile bir tam CAT (k) uzayi, C,

X’in bogtan farkli kapal konveks alt kiimesi, T : C = C(X) bir I. tip N —genellestirilmis
kiime degerli hibrid dontsim ve F(T) # @ olsun. Budurumda her x € C, u € Tx ve
p € F(T) igin

PR p) = ) a(p?(wp) + ag(¥p?(wp) < D be(x)p*( ) + bo(0p? (x,p)
k=1 k=1
= p*(x,p)

olup
p(u,p) < p(x,p)

elde edilir. Bu ylzden Teorem 3.12 ve Teorem 3.13 ile ayni ispat teknigi kullanilarak

asagidaki teoremler elde edilebilir.

Teorem 3.89 (X, p), € € (0,7/2) sabitiigcin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayy,

C, X’'in bostan farkh kapal konveks alt kiumesi, T :C — CC(X) bir I. tip
N —genellestirilmis kiime degerli hibrid donlisim ve F(T) # @ olsun. Bu durumda

liminf (1 — B,,)B, > 0 ve (a,) < (0,1) olmak tzere Tanim 2.61 ile verilen {x,} c C
n—oo

dizisi F(T) icindeki bir noktaya 4 — yakinsaktir.

Teorem 3.90 (X, p), € € (0,7/2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X'’in farkli kompakt konveks alt kiimesi, T : C = C(X) bir I. tip N —genellestirilmis
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kiime degerli hibrid dontisim ve F(T) # @ olsun. Bu durumda liminf (1 — 8,)5, > 0
n—-oo

ve (a,) c (0,1) olmak Gizere Tanim 2.61 ile verilen {x,} c C dizisi F(T) igindeki bir

noktaya kuvvetli yakinsaktir.

Tanim 3.91 (X, p) bir metrik uzay ve T : X — 2% bir déniisim, ve her k = 1,2,...,N

N

icina; : X >R ve b; : X - [0,1] donusiimleri her x € X igin ), _

ag(x) =1 ve
221:0 by (x) < 1 kosullarini saglayan déntisiimler olsun. Eger T donlisimi her x,y € X
ve herk =1,2,..,N icin v, € T*y icin

N

> @ (P T, v) + @ (P (T y) < ) be(Ip? (6 TH) + by (1)p*(x, )
k=1 k=1

kosulunu saghyorsa T ‘ye Il. tip N —genellestirilmis kiime degerli hibrid donisim denir.

Teorem 3.92 (X, p), € € (0, 7/2) sabitiicin diam(X) < Z—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farklh, kompakt ve konveks alt kiimesi ve T : C — CC(C) bir Il tip
N —genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsiim olsun. Eger C'de her k =1,2,...,N
icin lim p(x,, T*x,) = 0 olacak bicimde bir {x,,} dizisi varsa F(T) # @ dir.

n—-o0o

ispat: {x,,} dizisi, C’de her k = 1,2,..., N igin Tllljglo p(x,, T¥x,) = 0 olacak bigimde bir
dizi olsun. C kompakt alt kiime oldugundan, {x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni},
Xn, > ZE€E C olacak bicimde bulunabilir. Ayrica Lemma 2.53’den her k = 1,2, ..., N igin
ve her n € N igin u,, € T*x,, ve p(xn, tupny) = p(x,, T*x,,) olacak bigimde {un_k}n
dizisi vardir. Uggen esitsizliginden ve p metrigi siirekli oldugundan }Lr?o p(xni, Tz) =

limp (uy, x, Tz) = p(z, Tz) elde edilir. T’ nin 6zelliginden
—>00

N
Z ar(2)p*(Tz, uni’k) + ao(2)p*(Tz, xni)
k=1
N
< ) b @p* (5 T + bo()p2 (2, 1)
k=1
N
< ) Be(DP? () + bo ()PP (7 )
k=1
olup
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N

> aw@p*(T2,2) + ay()p* (12,2)
k=1

= D @ lmp? (T2, ) + a0 () imp?(T2, )
k=1

p*(Tz, 2)

I
M=

by COlimp?(z,up, ) + by (x)limp?(z, x,,)
{—oco L—>00
1

I
i

elde edilir. Sonug olarak z € Tz elde edilir.

Teorem 3.93 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkh, kapali ve konveks alt kimesive T : C = CC(C) bir hemikompakt
ve Il. tip N —genellestiriimis kime degerli hibrid donlisim olsun Eger C’de her k =

1,2,...,Nigin lim p(x,, T*x,) = 0 olacak bicimde bir {x,,} dizisi varsa F(T) # @ dir.
n—->oo

ispat: {x,,} dizisi, C’de her k = 1,2,..., N igin lim p(x,, T*x,) = 0 olacak bicimde bir
n—-oo

dizi olsun. T hemikompakt oldugundan, {x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, Xn; =

z € C olacak bicimde bulunabilir. ispatin geri kalani Teorem 3.92 ile aynidir.

Teorem 3.94 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X’in bostan farkh, kompakt ve konveks alt kimesi ve T : C = CC(X) bir Il tip
N —genellestirilmis kiime degerli hibrid dontsim olsun. Eger C kimesinde 4 —

lim x, = z ve her k = 1,2, ..., N i¢in lim p(x,, T*x,) = 0 olacak sekildeki bir {x,}
n—-oo

n—-oo

dizisi varsa z € C ve z € T(z) dir.

ispat: C kiimesinde 4 — lim x,, = z ve her k =1,2,...,N i¢in lim p(x,, T*x,) =0
n—-oo n—-oco

sekildeki bir {x,} dizisi var olsun. Lemma 2.47’dan z € C dir. C kompakt alt kiime

oldugundan, {x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, Xp, = U € C olacak bicimde

bulunabilir. Fakat 4 — lim x,, = z oldugundan u = z dir. Ayrica Lemma 2.53’den her

n—-o0o
k=12,..,N igin ve her n igin u,, € T*x, ve p(xn, unk) = plxn, T¥x,) olacak

bicimde {un,k}n dizisi vardir. Ucgen esitsizliginden ve p metrigi siirekli oldugundan

lim p(xnl., Tz) = limp(uy,x, Tz) = p(z, Tz) elde edilir. T’ nin 6zelliginden
L—>00 L—>00
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N

D @O (T2, Un, 1) + oCIPATZ, %) < D ()PP (2t ) + o (D)P (2, )
k=1

k=1

elde edilir ve her iki tarafta limit alindiginda

N

pA(T22) = ) aw(@p*(T2,2) + ag()p* (T12,2)

e (2)im p* (T2, U, i) + @ () lim p* (T2, xy,)

M= 1DV=

by (x)limp?(z, uni,k) + by (X)1imp? (z, xy,,)
i—oo 1—0o
1

[
i

elde edilir. Sonug olarak z € Tz elde edilir.

Teorem 3.95 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesi ve T : C = CC(X) bir hemikompakt
ve ll. tip N —genellestirilmis kiime degerli hibrid dontisiim olsun. Eger C kiimesinde A —

lim x, = z ve her k =1,2,...,N igin lim p(x,,T*x,) = 0 olacak sekildeki bir {x,}
n—-oo

n—-oo

dizisivarsa z € C ve z € T(z) dir.

ispat: C kiimesinde 4 — lim x,, = z ve her k = 1,2,...,N i¢in lim p(x,,T*x,) =0
n—-oo n—oo

sekildeki bir {x,} dizisi var olsun. Lemma 2.47’dan z € C dir. T hemikompakt
oldugundan, {x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xni}, Xpn, = U € C olacak bicimde

bulunabilir. ispatin geri kalani Teorem 3.94’in ispati ile benzer sekildedir.
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BOLUM 4

KUME DEGERLi GENELLESTIRILMiS DARALTAN HiBRiD DONUSUMLERIN
SABIT NOKTALARININ VARLIKLARI ve YAKINSAKLIKLARI

Bu boélimde kiime degerli daraltan donisimlerden daha genel olan kiime degerli
daraltan hibrid donlisimlerin tanimlari verilerek, sabit noktalarinin varliklari ve sabit
noktalarina yakinsaklik sonuglari elde edilecektir. Ayrica bu doniisiimlerin sabit nokta
kiimelerinin ve sabit noktalarina yakinsak olan iterasyon yontemlerinin kararh olduklari

gOsterilecektir.

Tanim 4.1 (X,p) bir metrik uzay, T:X - CB(X) bir doénlisim, a4,a, : X =
Rve by, b, : X = [0,1] donlGsumleri her x € X igin a;(x) + a,(x) =1 ve by(x) +
b, (x) < 1 kosullarini saglayan donisiimler ve r € [0, 1) olsun. Eger T dontsimi her

X,y € X igin,
a,(X)H(Tx, Ty) + a,(x)p(Tx, x) < r[b; (x)p(Ty, y) + b, (x)p(x, y)] (4.1)

kosulunu saglyorsa T ye, I. tip genellestirilmis kiime degerli daraltan hibrid dénisim

denir.

Lemma 4.2 (X, p), € € (0,/2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi, C,

X’in bostan farkh, kapali ve konveks alt kiimesi, T : € — CC(X) bir . tip genellestirilmis
kiime degerli daraltan hibrid dontsim, r € [0, 1), her x € C igin a;(x) = 0 ve F(T) #
@ olsun. Bu durumda F(T) kapaldir.

ispat: {x,,}, F(T) de bir dizi ve x,, » x € C olsun. Bu durumda,

a,(x)p(Tx, x,) + a,(x)p(Tx, x) < a;(x)H(Tx, Tx,) + a,(x)p(Tx, x)
< rby(x)p(x, xp)
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olup n Gizerinden limit alindiginda

p(Tx,x) <0

elde edilir. Sonug olarak x € Tx dir.

Teorem 4.3 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < %ile bir tam CAT (k) uzayi, C,

X'in bostan farkli, kapal ve konveks alt kiimesi, T : C = CC(C), r € [0, 1) daraltma
sabitine sahip bir I. tip genellestirilmis kiime degerli daraltan hibrid donlsim ve her x €
C igin a;(x) = 0 olsun. Bu durumda F(T) # @ ve her n € N igin p(x,, Xp41) =
p(x,, Tx,) olmak Uzere keyfi x, € C baslangi¢ kosullu x,,; € Tx, seklindeki kiime
degerli Picard iterasyon yontemi ile elde edilen dizi F(T) igindeki bir noktaya yakinsar.

Ayrica her p € F(T) igin ve her x € C igin

i) p(xpp) < %p(xo, x1), n=0,1,2,..

i)  plxpp) < #p(xn_l, x,), n=0,1,2,..

yaklasimlari mevcuttur.

Ispat: x, € C alinsin. Her n € Nicin p(x,,, X,41) = p(x,, Tx,) olmak lizere x,,,; € Tx,

secimi ile {x,,} dizisi olusturulsun. Bu durumda her n € N igin

P (Xns1, xn) = p(Txy, xn)
< a (xn)p(Txn: xn) + a, (xn)p(Txn: xn)
< a (xn)H(Txnl Txn—l) + a, (xn)p(Txn: xn)

< r[bl (xn)p(Txn—li xn—l) + bZ (xn)p(xn' xn—l)]
< 7P (X, Xn1)

elde edilir. Dolayisiile her n € Nigin

P (X, Xni1) < 7P (Xn—1, Xn)
< 1r?p(Xp_2, Xn-1)
< r?p(Xp_3, Xn_2)

< r"p(x0, %1)

olup, herm,n € N, n < m igin
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m-—1
pCin Xm) < ) p(e Xirn)
i=n

m-—1

< z rip(xo, X1)

i=n
[ee]

< § rip(xo, X1)
i=n
n

<
1—1r

p (X0, X1)

bulunur. n Gzerinde limite gegildiginde rlll_{glo p(Xp, X)) = 0 bulunur. Yani {x,,} Cauchy
dizisidir. X uzayi tam oldugundan dolayi bir p € X igin rlll_r>r010 Xn = p dir. Ayricahern € N
icin

P (xn, Txn) < p(Xn, Xn41) < p(Xn, D) + P(D, Xnt1)

oldugundan dolayi p(x,, Tx,,) — 0 dir. T’nin 6zelliginden her n € N igin

a;(P)p(Tp, Xn41) + a2 (P)p(Tp, p) < a1 (P)H(Tp, Txy) + az(2)p(Tp, p)
< r[bi(p)p(xn, Txy) + by (2)p (P, x5)]

oldugundan

p(p, Tp) < a1(p)p(p, Tp) + a;(p)p(p, Tp)
< a1 (P)P(®, Xns1) + a1 (P)p(Xns1, TP) + azp(p, Tp)
= a;(P)P(D, Xns1) + a1 (P)p (TP, Xn+1) + a2 (P)p(Tp, )
< a1 (PP, Xns1) + T[b1(P)p(Xn, Txn) + by (P)p (P, X7) ]

elde edilir. n Uzerinden limite gecildiginde p € Tp elde edilir. Her m,n € N, n < m igin

n

pCns Xm) < 77— (0, 1)

-Tr

saglandigindan m Uzerinden limit alinirsa

n

T
p(xXn, p) < 1= rp(xo. X1)

bulunur. Ayrica her n € N icin

P (Xny Xn41) S TP(Xp—1, Xp)
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saglandigindan her m; € Nigin

p(xn+m1' xn+m1+1) < rp (xn+m1—1J xn+m1)

< sz(xn+m1—2J xn+m1—1)
= Tmlp(xru xn+1)

saglanir. Her n < m igin

m—1
Pl Xm) < ) POty Xir)
i=n

m—1
B AT CIES
i=n
(o]
<D G, x)
i=n
n
=7t 1— 7,,.D(Xn—ll Xn)
=7, P0n-1,%n)

oldugundan m itizerinden limit durumunda
r
p (X, p) = Ep(xn—ll xn)

elde edilir.

Teorem 4.4 (X,p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < %ile bir tam CAT (k) uzay, C,

X’in bostan farkl, kapali ve konveks alt kimesi, T;,T, : C — CC(C) l. tip
genellestirilmis kiime degerli daraltan hibrid donisim, r € [0,1) ve her x € C igin

ai(x) = 0 olsun. Budurumda r = max{ry, ,} olmak tzere

H(F(T,), F(T)) <

supH(T,x, Tox
1_erIC) (Tyx, T2x)

elde edilir.
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ispat: Teorem 4.3'den F(T,),F(T,) # @ dir. x, € F(T;) olsun. Her n € N igin
P (Xpi1, Xn) = p(Tyxp, x,) olacak bicimde x,,, € Tox, secimiyle  {x,} dizisi

olusturulsun. Bu durumda yine Teorem 4.3’den lim x,, = p € F(T,) elde edilir.
n—oo
p(xo, x1) = p(xo, ToXo) < H(T1x0, T2x0) < SléIC)H(Tﬂ: T>x)
X

saglandigindan

1 1
<— < H(Tyx,T.
p(xo,p)_l_rp(x@xl)_1_rilélc) (T1x, T2x)

elde edilir. Dolayisi ile her x, € F(T;) icin p € F(T,) bulunabilecegi gibi benzer
yontemle her x'y € F(T,) icinde p’ € F(T,) bulunabilir. Sonug olarak

1
H(F(Ty), F(T2)) < supH (T x, Tx)
1—7xec

saglanir.
Onerme 4.5 (X, p), € € (0,m/2) sabiti icin diam(X) < % ile bir tam CAT (k) uzay,

=
C, X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, her n € Ni¢in T,, : C = CC(C) |.

tip genellestirilmis kiime degerli daraltan hibrid déntsim, n,, T,, dontisiminin sabiti

olmak Gzere r = sup{r,} < 1 ve herx € C igin a;(x) = 0 olsun. Eger {T},} doénlistimler
neN

dizisi dlzglin olarak bir T : C —» CC(C) donusimiine yakinsak ise T donlisimd, 1. tip

genellestirilmis kime degerli daraltan hibrid dontstmdur.
ispat: Her n € N igin
a; COH (Tpx, Tpy) + az ()p(Tyx, x) < 13, [b1 () p(y, Tpy) + ba(x)p(x, y)]

saglanir. n Uzerinden limit alindiginda, {T;,} donistimler dizisi diizglin olarak

yakinsadigindan
a; CH(Tx, Ty) + a;(x)p(Tx, x) < v[by (x)p(y, Ty) + by (x)p(x, y)]

elde edilir.
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Teorem 4.6 (X, p), € € (0,7/2) sabitiigin diam(X) < %ile bir tam CAT (k) uzayi, C,
X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, hern € Ni¢in T, : C = CC(C), I. tip
genellestirilmis kiime degerli daraltan hibrid donlisim, 1, T,, donisiminin  sabiti

olmak tzere r = sup{r,} < 1ve herx € C igin a;(x) = 0 olsun. Eger {T,,} donlisimler
neN

dizisi dizgln olarak bir T : C - CC(C) donlsimine yakinsak ise F(T,) de F(T)

yakinsaktir.

Ispat: Teorem 4.4’den her n € N igin

H(F(T,), F(T)) <

supH (T,x, Tx
1_rxel(i‘) (T )

saglanir. n Gzerinden limite gecildiginde

lim H(F(T,), F(T)) = 0

elde edilir.
Teorem 4.7 (X, p), bir € € (0,/2) igin diam(X) < Z—\; ile tam bir CAT (k) uzayi, C,
X in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C — CC(C) bir I. tip genellestirilmis

kiime degerli daraltan hibrid dontsim, r € [0, 1) ve F(T) # @ olsun. Eger her x € C igin

rb1(x)+7rby(x) by (x)
sup———— < 1 veya su <1lveO<a(x) a,(x)veya su
D @by () yasub @ 1(x), a(x) veya sup

rba(x)—az(x)

0 <a;(x),a,(x) <0 ise Tanim 2.62 ile tanimh {x,} dizisi F(T) nin bir elemanina

kuvvetli yakinsaktir.

ispat: p € F(T) olsun. Eger her x € C igin supw

< 1 saglaniyorsa,
N @ -Thy () glanty

a,(P)H(Tp, Tx) + a,(p)p(Tp, p) < r[byi (p)p(Tx, x) + b2 (P)p (P, X)]
saglandigindan

a,(p)H(Tp, Tx) < v[by(p)p(Tx, p) + b1 (P)p(x, p) + b (P)p(p, X)]
olur. Dolayisi ile

a;(p)H(Tp, Tx) < r[by(p)H(Tx, Tp) + by (p)p(x, p) + b, (p)p(p, x)]

olup

80



[a1(p) — b1 (P)IH(Tp, Tx) < r[by(p)p(x, p) + b2 (P)p(p, x)]

elde edilir. Burada k = supw

alinabilir.
D @by OO

Eger her x € C igin supw <1ve0 < a,(x),a,(x) saglaniyorsa
xec #1(0)

a; () H(Tx, Tp) < rby(x)p(x, p) — az(x)p(Tx, x)

elde edilir. Burada k = supwalmabilir.

xec 41X

Egerherx € Cicin 0 < a;(x),a,(x) <0 ise

a,(x)H(Tx, Tp) < rby(x)p(x,p) — a,(x)p(Tx,x)
< rb,(x)p(x,p) — a,(x)(H(Tx, Tp) + p(p, x)

oldugundan
a1(X)H(Tx, Tp) + a;(x)H(Tx, Tp) < rby(x)p(x, p) — a(x)p(x, p)

olup

7by (%) — ay(x)
ai(x) + a(x)

H(Tx,Tp) < p(x,p)

elde edilir. Burada k = Suprbz(x)——az(x)

D a0 alinabilir. Her durumda k < 1 olup igin

H(Tx,Tp) < kp(x, p)

saglanir. Bu durumda

p(zn: p) = p((l - ﬁn)xn @ ﬁan’ p)
= (1 - ﬁn)p(xn: p) + ,Bnp(Wn: p)
= (1 - ﬁn)p(xn: p) + ,Bnp(Wn: Tp)
= (1 - ﬁn)p(xn: p) + ,BnH(Txn: Tp)
= (1 - ﬁn)p(xn: p) + kﬁnp(xn' P)
= (1 - ﬁn)p(xn: p) + ,Bnp(xn: p)
< p(*n,p)

ve
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PV, ) = p((1 — ay)w, @ ayvy, p)
< (1 - an)p(wn' p) + anp(vm p)
< (1 - an)p(wn' Tp) + anp(vm Tp)
<(1—-a,H(Tx,, Tp) + a,H(Tz,, Tp)
= k(l - an)p(xn' p) + kanp(zm p)
= k(l - an)p(xn' p) + kanp(xm p)
< kp(xn, p)

oldugundan

P (Xns1,0) = p(Up, p)
< p(un, Tp)
< H(Tyn, Tp)

< k?p(xn, p)
elde edilir. Dolayisi ile Lemma 2.66’den lim p(x,, p) elde edilir.
n—->oo

Teorem 4.8 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < %ile bir tam CAT (k) uzayi, C,

X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C — CC(C) bir I. tip genellestirilmis
kiime degerli daraltan hibrid dontisim, r € [0,1), F(T) # @ve herp € F(T) icin Tp =

{p} olsun. Eger her x € C igin supw< 1 veya supM<1 ve 0<

xec A1(x)-rbyi(x) xec a1(®)

a,(x), a,(x) veya Suprbz(x)——az(x) ve 0 < a,(x),a,(x) < 0ise Tanim 2.62 ile tanimli
xec 1(x)+az(x)

{x,,} dizi T-kararhdir.

ispat: p € F(T) olsun. {x},} © C herhangi bir dizi olsun. Her n € Ni¢in u;, € Ty,,, v}, €
Tz, wy € Txy, ve yp = (1 — ay)w, @ apvn, zn, = (1 — Bp)xn, @ Bwy, olmak Uzere,
&n = p(xrl1+1' Up)

icin lim €, = 0 olsun. Bu durumda her n € N igin

n—-oo
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P(Xns1,0) < p(Xper, Un) + p(un, p)

&+ p(Vn, Tp)

&n + H(Tyn, Tp)

&n + kp(yn, )

&n + kp((l - an)Wr,l @ anvr,v p)

& + k(1 — ap)p(wp, Tp) + kanp(vy, Tp)

&, + k(1 —a,)H(Tx,, Tp) + ka,H(Tz,, Tp)

en + k*(1 — a) p(xp, ) + k?anp(zy, p)

en + k?(1 — a)p(xn, p) + k2 anp((1 = Br) x5, © Buwy, D)

en + k*(1 — a)p(xp, ) + k?an (1 = B)p (x5, 0)

+k?an Brp(Wy, p)

< & + K2(1 — ap)p(xp, p) + k?a, (1 = Bn)p(xp, p)
+k?an Brp(Wr, Tp)

< & + k2(1 — ap)p(xp, p) + k?a, (1 = Bn)p(xp, p)
+k2a,B,H(Tx,), Tp)

< &, + k2(1 — ap)p(xp, p) + k?a, (1 — Bn)p(xp, p)
+k3 an Brp (X, D)

< &, + k(1 — ay)p(xp, p) + kZanp(xp, p)

< & + k*p(x5,0)

IA

IAIA A IA A IA A TA

olup Lemma 2.66’den lim p(x',, p) elde edilir. Simdi ise lim x;, = p olsun. Her n € N
n—-oo n—oo
icin

&n = p(Xps1, Un)

< p(Xn41,0) + (D, up)

< p(Xn41,0) + p(up, Tp)

< p(Xn41,0) + H(Tyy, Tp)

< p(Xn+1,0) + kp(rm, )

< p(xn41,0) + kp((1 — ap)wy, @ a, vy, p)

< p(Xn41,0) + k(1 — ap)p(wy, Tp) + kayp(vy, Tp)

< (e, P) + k(1 — an)H(Txy, Tp) + kanH(Tzy, Tp)

< p(¥n+1, ) + K2(1 — ap)p(xn, p) + k?*anp(zs, p)

< pOe1, P) + K2 (1 — a)p(xp, p) + k2 anp((1 = Bp)xp D Bawn, )

< p(Xn+1, D) + K2(1 — ap)p(xp, p) + k?ay, (1 = Br)p(xp, p)
+k?a, Bnp(wWy, p)

< p(Xn+1, D) + K2(1 — apy)p(xp, p) + k?ay, (1 — Br)p(xp, p)
+k?a, Bnp(wy, Tp)

< p(Xn+1, D) + K2(1 — apy)p(xp, p) + k?ay, (1 — Br)p(xp, p)
+k?a,B,H(Tx), Tp)

< p(Xn+1, D) + K2(1 — ap)p(xp, p) + k?ay, (1 = Br)p(xp, p)
+I3 an B p (xp, P)
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oldugundan limit durumunda lime, = 0 elde edilir.

n—oo
Ornek 49 X =10,6], p(x,y) =|x—y|lveT : X » C(X), Tx = [0,51 olarak verilsin.
Bu durumda T dénisimi, her x € X icin a,;(x) ==—, a,(x )—x—1 b, (x) =
L,bz(x) =21 ve r =2 olmak tzere, T bir II. tip genellestirilmis daraltan kiime
+2 x+2 4
degerli hibrid déntsim. Gergekten de her x, y € [0,6] ise, her u € Ty i¢in H(Tx, Ty) =

max{%,g} e y) =|x—vy|, p(Tx,x) = %x, p(y, Ty) = 5?ysa,t?,rland|,<§,r|ndan

2x+3H(T T)_2x+3 y X
i +2maX{66
x+15x x+15y 1
< — [ Ix—yl]
x+26 4x+26
x+1
= ZP(Tx x)+ - [—p(y, y)+—p(x y)]

olur. Dolayistile T bir I. tip genellestirilmis kiime degerli hibrid dontstimdir.

Tanim 4.10 (X,p) bir metrik uzay, T:X - 2% bir doénisim, a;a, : X -
Rve by, b, : X = [0,1] donlGsumleri her x € X igin a;(x) + a,(x) =1 ve by(x) +
b, (x) < 1 kosullarini saglayan donusimler ve r € [0, 1) olsun. Eger T dontsimi her

x,y € Xveu € Ty igin,

a;(x)8(Tx,u) + a,(x)5(Tx,y) < r[by(x)p(x, Ty) + b, (x)p(x, y)] (4.2)

kosulunu saglaniyorsa T’ye, Il. tip genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid donisim

denir.

Lemma 4.11 (X, p), € € (0,/2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, T : C — 2¢ bir Il. tip genellestirilmis
daraltan kiime degerli hibrid donusim, r € [0, 1) ve F(T) # @ olsun. Bu durumda F(T)
kapaldir ve her p € F(T) igin Tp = {p} dir.

ispat: {x,,}, F(T) de bir dizi ve x,, > x € C olsun. Bu durumda,

a; () 8(Tx, xpy1) + a(x)S(Tx, x,) < 7[by (X)p(x, Txy) + by () p(x, x,)]
< 1[bi()p(x, xn11) + by () p(x, x7)]

olup n lGzerinden limit alindiginda
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lim 6(Tx,x,) <0
n—-0co

elde edilir. Ayrica her u € Tx igin p(u, x,,) < §(Tx, x,,) oldugundan

lim p(u, x) < lim §(Tx,x,,) <0
n—oo n—oo

olup metrigin surekliliginden u = x € Tx = {x} bulunur.

Teorem 4.12 (X, p), € € (0,1/2) sabitiigin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkl, kapal ve konveks alt kimesi, T: C — CC(C) bir Il. tip
genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid donisim, r € [0,1), her x € C igin
a,(x) < 0veyaa,(x) < 0olsun. Budurumda F(T) # @ dir.

ispat: x, € C alinsin ve her n € N i¢in x,,,; € Tx,, secimi ile {x,,} dizisi olusturulsun. Bu
durumda Onerme 2.46’den, A {x,} = {z} olacak sekilde bir z € X vardir. Lemma 2.47

geregince z € C dir. T'nin Ozelliginden

a1(2)6(T2, Xp41) + a2(2)6(T2, %) < 7[by(2)p(2, Txy) + ba(2)p(2, xn)]
< 7[by(2)p(z, xn+1) + b2 (2)p(z, x,)]

saglanir. Hern € Nve heru € Tz igin p(W, Xp41) < 6(Tz, x,,41 ) saglandigindan
her iki tarafta limit supremuma gecildiginde

limsup p(x,,41,u) < limsup 8§(x,,41, T2) < limsup p(x,41, 2).

n—oo n—-oo n—oco

bulunur. Asimptotik merkez tek oldugundan dolayi u = z € Tz = {z} elde edilir.

Teorem 4.13 (X, p), € € (0, /2) sabitiigin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X’'in bostan farkl, kapal ve konveks alt kimesi, T: C — CC(C) bir Il. tip
genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid dontsim, r € [0,1) ve F(T) # @ olsun.
{a,}, {B.} c (0,1) dizileri Z,O::o a,(1 —1) = oo kosulunu saglamak tzere her n € N
icin xp41 = (1 — ay)x, ® ayuy,, u, € Tx, biciminde tanimh x, € C keyfi baslangi¢
noktal {x,} dizisi F (T)’nin bir elemanina kuvvetli yakinsaktir.

ispat: p € F(T) alinsin. Bu durumda Lemma 4.11’dan Tp = {p} dir. T’nin 6zelliginden

herx € Cveu € Tx igin
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5(Tx,p) < a;(x)6(Tx, p) + a(x)6(Tx, p)
< r[by(x)p(x, Tp) + by (x)p(x, p)]
<rp(x,p)

dir. Bu durumda her n € N igin

p(Xnt1,0) = p((1 — ap)x, D anuy,, p)
< (1 - an)p(xn' p) + (an(un, p)
< (1 - an)p(xn' p) + a’na(Tan p)
< (1 - an)p(xn; p) + a’nrp(xn, P)

oldugundan

P(Xns1,P) < (1 — an)p(xn, p) + anrp(xy, p)
<1 =a,(1=1))p(xn p)

elde edilir. Sonug olarak Lemma 2.67’den lim p(x,, p) = 0 bulunur.
n—-0oo

Teorem 4.14 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < :—;; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesi, T;,T,: C — CC(C), Il. tip
genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid dontsimler ve F(T) # @ olsun. Bu

durumda r = max{ry, r, } olmak lizere

H(F(T,),F(Ty)) < supH (T;x, T,x)

1—7xec

saglanir.

ispat: x, € F(T,) olsun. {a,},{B.} c (0,1) dizileri Z:;o (1 —1) =00 kosulunu
saglamak uzere, p(xg, uy) = p(xg, Toxy) olacak sekilde u, € T,x, ve her n € N igin
Xne1 = (1 — a)x, B a,uy,, u, € T,x, biciminde tanimh x, baslangi¢c noktali {x,}
dizisinin Teorem 4.13’den bir p € F(T,)’ye kuvvetli yakinsaktir. Bu durumda
p(x0,P) < p(xo, x1) + p(X1,p)

< p(xo, (1 — ag)xo @ aguo) + p((1 — ag)xo D aguo, p)

< app (X, Uo) + (1 — ag)p(xo, ) + aop(Uo, p)

< app(xo, Taxo) + (1 — ag) p(x0, p) + a6 (T2X0, P)

< agH(T1x0, T2xo) + (1 — ap)p(xo, p) + aorp(xo, p)
< agH(Tyx0, T2xo) + (1 — ao(1 —7))p(x0, D)

oldugundan
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(1-(1=ao(1=1)))p(x0,p) < aoH(Ty1x0, T2x0)
saglanir. Dolayisi ile

ag(1—=1)p(xe, p) < aoH (T1x0, T2%0)

olup

p(xo,p) < %H(Tm), Tyx0)

elde edilir. Buradan ise

p(xo, D) < supH (Tyx, T,x)
xXeC

1—1r

elde edilir. Dolayisi ile her x, € F(T;) icin p € F(T,) bulunabilecegi gibi benzer
yontemle her x', € F(T,) icinde p’ € F(T,) bulunabilir. Sonug olarak

H(F(T), F(Ty)) <

supH (T,x, Tox
1—7”xe}c) (T1x, Tox)

saglanir.

Onerme 4.15 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < Z—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkli, kapal ve konveks alt kimesi, her n € Ni¢in T, : C — CC(C), Il.
tip genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid donlsiim ve 7, T, donlisimunin sabiti

olmak uzere r = sup{r,} < 1 ve her x € C igin 0 < a,(x)olsun. Eger {T;,} donustimler
neN

dizisi dizgtin olarak bir T : € —» CC(C) donusimune yakinsak ise T dontsimu, bir II. tip

genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid dontsimddr.

ispat: Her n € N icin u,, € T,y olmak (izere,

a1 ()8 (Tnx, un) + a,(X)8(Tox, y) < 7[b1 (X)p(x, T y) + by (X)p(x, y)]
saglandigindan

a1 ()8 (Tnx, Toy) + a,(X)8(Tox, y) < 7[b1(X)p(x, Ty) + by (x)p(x, y)]
olur. n Gzerinden limite gegildiginde u € Ty olmak lzere

a; (0)8(Tx, u) + az(x)8(Tx, y) < r[by(x)p(x, Ty) + bz(x)p(x, y)]
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elde edilir.

Teorem 4.16 (X, p), € € (0,/2) sabitiigin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X'in bostan farkh, kapal ve konveks alt kiimesi, her n € NiginT,, : C — CC(C), Il
tip genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid déntisim, n,, T,, ddnisimuiniun sabiti

olmak tzere r = sup{n,} < 1 ve her x € C igin 0 < a,(x)olsun. Eger {T,,} donlsimler
neN

dizisi dizgln olarak bir T : C - CC(C) donlsimine yakinsak ise F(T,) de F(T)

yakinsaktir.

Ispat: Teorem 4.14’den her n € Nicin

H(F(T,), F(T)) <

supH (T,x, Tx
1_TxEIC) (T )

saglanir. n Gzerinden limite gecildiginde

lim H(F(T,), F(T)) =0

elde edilir.

Teorem 4.17 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X’in bostan farkh, kapali ve konveks alt kiimesi, T: C — CC(C) bir Il. tip
genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid dontisim ve F(T) # @ olsun. Bu durumda
{a,}, {B,} c (0,1) dizileri, Z:;o Brn(1 — 1) = oo kosulunu saglamak tzere Tanim 2.65

ile tanimli {x,,} dizisi F(T)’'nin bir elemanina kuvvetli yakinsaktir.

ispat: p € F(T) alinsin. Bu durumda Lemma 4.11’dan Tp = {p} dir. T:C - CC(C), Il.
tip genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid donlisim oldugundan ve Teorem 4.13
‘den her x € C veigin 6(Tx,p) < rp(x, p) dir. Budurumda her n € N igin
PV 0) = p((1 = Br)xn D Brvn, p)

= (1 - ﬁn)p(xn: p) + IBnp(vn' p)

= (1 - ﬁn)p(xn: p) + IBng(Txn' P)

= (1 - ﬁn)p(xn: p) + ﬁnrp(xn' P)
= (1= Bn(1=7))p(xnp)

ve
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P(Xn+1, P) = p((l - an)yn ® AnUn, p)
< (A -a)pnp) + anp(uy p)
<A -a)pWnp) + anb(Tyn p)
<A -a)pnp) + anrp(Yn, p)
=p(VnP)

olup

P(Xns1,P) < PO, D)
< (1 - ﬁn)p(xn; p) + .Bnrp(xn: p)
<A -B.(1—7))pCxn p)

elde edilir. Sonug olarak Lemma 2.67’den lim p(x,, p) = 0 bulunur.
n—->oo

Teorem 4.18 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X'in bostan farkl, kapal ve konveks alt kimesi, T: C — CC(C) bir Il. tip
genellestirilmis daraltan kiime degerli hibrid dontsim, r € [0, 1) ve F(T) # @ olsun. Bu
durumda {a,},{B,} < (0,1) dizileri, z:;o Bn(1 — 1) = o kosulunu saglamak Uzere

Tanim 2.65 ile tanimh {x,, } dizisi T-kararhdir.

ispat: {x',,}, C kiimesinde keyfi bir dizi olsun. Her n € N icin y;, = (1 — B,) x5, @ Bnvy,
v, €Tx;, ve u, €Ty, olmak uzere ¢, =p(,(1—a)y, B a,uy,) igin

lim €, = 0 olsun. Bu durumda Teorem 4.13’den her x € C i¢in §(Tx,p) < rp(x,p)

n—-oo

oldugundan

P(m ) = p((1 — Bp)xn @ Bnvm, p)
< (1= B)pCn ) + Brnp(vn, p)
< (1= B)pCenp) + Brn6(Txp, )
< (1 - B)p(xn p) + Burp(xn, p)
< (1= B(1 =1))pCxh p)

ve

P(Xn+1,P) < p(Xpi1, (1 — ap)yn @ ayuy) + p((1 — ay)yn © anuy, p)
<&+ (1 - a)pnp) + anp(uy, p)
<&+ (A -a)pnp) + and(Tyn, p)
<&+ —-a)pnp) + anrp(Vn, p)
<& +pnp)
<éep+(1-p,1-1)p(x;,p)
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olup Lemma 2.67’den lim p(x',, p) elde edilir.
n—oo

Simdiise lim p(x',, p) = 0 olsun. Her n € N igin
n—>oo

& = p(x1’1+1' (1 - an)Yr’L S anu;l)
< p(Xns10) + o0, (1 — an)yn © auy)
< p(xns10) + (1 — an)p(m ) + anp(un, )
< p(xne1, ) + (1 — @) pm p) + @8 (Tyn, )
< p(Xne1,0) + (1 — ap)pm ) + anrp (Y, 0)
< p(Xn41,0) + (V0 D)
< p(en ) + (1= Ba(1 = 1)p(xs, p)

oldugundan limit durumunda lim €, = 0 elde edilir.

n—-oo

Ornek 4.19 X = [0,5], p(x,y) = |x —y|veT : X - C(X),

[0f  xefo3)

= £1]  xel3s]

3x+4

olarak verilsin. Bu durumda T dénlsimi, her x € X icin a;(x) = ey ,ay(x) =
;x+;, b,(x) = —=,b,(x) = mve T —g olmak lzere, T daraltan olmayan bir I. tip

genellestirilmis kime degerli daraltan hibrid dontisiimddir. Gergekten de;
Eger x,y € [0,3) ise, her u € Tx igin §(Tx,u) < 6(Tx,Ty) = max{%,%} ,6(Tx,y) =

max{|0 - y|,|Z =y}, p(x,Ty) =min{|x = O, [x =2}  ve  p(x,y)=|x—y|

oldugundan

max{x,y} < maX{IO -y, E - y|} +%[min{|x - 0], |x - —|} + |x — yl]

saglanir ve

3x +4

3x
6(T ,U) <
2x +

4
T3 5(Tx, Ty)

3x +4 Xy
< —
—2x+3max{5'5}
_ 3x/5+4/5
 2x+3
x+1
<
—2x+3

max{x, y}

max{x, y}
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S Y]

7[x+2 y x+1
*3 2x+3mm{|x_0|’|x_§}+2x+3"“_3"]
+1 7rx+2 x+1
= xr3odxytg 2x+3p(x’Ty)+2x+3p(x’y)]

olur.

Eger x € [0,3),y € [3,5] ise heru € Tx igin §(Tx,u) <&(Tx,Ty)=1, 6(Tx,y) =

y, p(x,Ty) = min{ |x — 1], |x — g [} oldugundan

4§y+g[min{|x—0|,|x—§|}+ Ix—yl]

saglanir ve

3x+45T <3x+4
2x + 3 (x,u)_2x+3
3x+4
<
2x + 3
x+1
<
2x + 3
<x+1 +7 x+ 2
=2x+37 "8l2x+3
x+1 7 x+2 x+1

= 223300 + gl 7z Pt Ty) + 5

6(Tx,Ty)

x+1
2x+ 3

min{lx—1|,|x—%}+ |x =yl

p(x,y)]
olur.
Eger x,y € (3,5] iseheru € Txicin 6 (Tx,u) < §(Tx,Ty) = max{|§— 1],|1 —%l} <

2

, 2<8(Tx,y) =max{ |1 -yl |5 =y} =5~ y1.2 < p(x, Ty) = min{|x — 1|, |x —

ul

§|} = |x — 1| oldugundan

e A P TR )

c=lg—yl+glx x—=y

saglanir ve

3x+46(T )<3x+46(T )

2x 300 W =g oY
3x+ 4 x y
=zrrsmellg =1 -5l
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S —

2x+ 35

x+1 x 71 x+ 2 y
< - — — i =
=2x+3'3 y|+8[2x+3mm{|x 1]+ 5”}

+x+1
2x+3|x vl

—x+16T +7[x+2 ( T)+x+1 ( )]
= 300N T gl I + o g py

olur. Dolayisi ile her durumda esitsizlik saglandigindan T bir Il. tip genellestirilmis kiime
degerli hibrid dénisimdir, 0 € F(T) ve T(0) = {0} dir. Fakat x = 2.9, y = 3 igin
T(2.9) = [0,0.58], T(3) = [0.60,1] oldugundan H(T(2.9), T(3)) =
max {|0 — 0.60[,|1 — 0.58]|} = 0.60 > p(2.9,3) = 0.1 oldugundan T daraltan ya da
nonexpansive degildir. Simdi ise Tanim 2.65 ile tanimh {x,} dizinin 0 € F(T)
yakinsadigini gésterelim; x, € X ve (a,,) = (%), (Bn) = (ﬁ) olsun.

n=0veuy, € Tx, < [0,1] igin; vy € Ty, C [O,y?"] c [0,1/2] olmak tizere

Yo = (1—1/1)x0 + (1/1)uq € [0,1] ve x; = 2y, +3v, € [0,1].

n=1 igin u; €Tx, = [0,%] ve yi=(1-1/2)x, +(1/2)u, € [0,%] oldugundan

v, €Ty, [0,%0] c [0,)16—(1)] olmak tizere x, = éyl +%v1 € [0,%]_

n=2 igin u, € Tx, = [O,x—sz] ve y2=(1-1/3)x,+ (1/3)u, € [0,2%] oldugundan

2 . 1 1 2
v, €Ty, C [O,y—sl] c [0,%] olmak lzere x5 = V2t v € [0,%] c [0,"2_2]_

Benzer yolla devam edildiginde, her n = 3i¢in u, € Tx,, = [O,x?"] ve vy, = ((1-

nx;

1/ (n+1D))x, +(1/(n+1))u, € [O'E oldugundan v, ETy, C [0,%] c

[0, 5(7:::11)] olmak lzere x4, = %yn +%vn € [0,2(7:121)] - [0,%"] saglanir. Yani x,4q €
[0.%] c [0,"’21;1] c...c [0, 2,’:31] olup lim x, = 0. Sonug olarak (x,) dizisi T nin
n—o0o

sabit noktasina yakinsaktir.
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BOLUM 5

SONLU NONEXPANSIVE DONUSUM AILESI iCIN YAKINSAKLIK SONUCLARI

Bolim 3 ve Bolim 4’de varlik ve yakinsaklik sonuglari ¢alisilan bazi donistimler, sabit
noktalarinin varligi durumunda ve bazi kisitlamalar ile quasi-nonexpansive déniisiim
sinifina dahil olurlar. Bu sebeple bu boliimde elde edilecek olan quasi-nonexpansive
dontstim sinifinin sonlu ailesi icin yakinsaklik sonuglari bu dontsiim siniflari icinde

gecerli olacaktir.

Onerme 5.1 {a,,} ve {b,} iki reel sinirl dizi ve lim a, = a olsun. Bu durumda ise

n—-co

liminf,_ . [a, + b,] = a + liminf,_ b, (5.1)

saglanir.

Tanim 5.2 (X, p) bir metrik uzay ve {T;: C » CC(X) : i = 1,2,...,N} kiume degerli
dénisimlerin ailesi F = N, F(T;) # @ kosulunu saglasin. Eger en az bir i € {1,2,... N}
ve her x € X icin p(x, T;x) = f(p(x, F)) olacak sekilde, her r € (0, ) igin f(r) >0
kosulunu saglayan ve azalmayan bir f: [0, 0] — [0, %] déniisiimii varsa {T; } I, ailesine

Kosul(I)’'y1 saglar denir.

Tanim 5.3 (X,p), bir jeodezik uzay, {11, 4,,..,4,} ©[0,1] ve X", 4; =1 olsun.

{x1, X3,..x,} € X sonlu kiimesinin konveks kombinasyonu

n n A
@D Aix; = 41x; ©(1 — 4y) [@ ﬁxi]
i=1 i=2 1

A A bl
= Thakgrig g |00 - |8 i

x.
2 1A
=1k

= /11x1 @Azx2®...®ﬂ,nxn (5.2)

93



biciminde tanimlidir.

Onerme 5.4 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

A1, A2,.., 2,3 € [0,1] ve X7-; A; = 1 olsun. Her sonlu {xq, x,,..x,} C X alt kime ve

x € Xigin
n n
o & Aixi 2) <) Apla2) (5.3)
1=
i=1

saglanir [108].

Tanim 5.5 (X, p), € € (0,/2) sabitiigin diam(X) < Z—; ile bir tam CAT (k) uzay, C,

X'in bogtan farkli, kapal ve konveks alt kimesi ve {T;: C » CC(X) : i = 1,2, ..., N}
kiime degerli donlsimlerin bir ailesi olsun. b,c € (0,1) ve her i = 0,1,2,...,N igin

{an,i}nf {.Bn,i}n' {An,i}n c [b,c], dizileri Zlino An,i =1, Zli\;l(an,i + .Bn,i) =1,

N o 4 -
Zi=0)’n,i =1 sartlarini saglayan reel diziler ve her n € N icin u,; € Ty, vy; €

Tizn, Wy, € Tix, olmak lzere,

( Xy €C,
N
Xn+1 = Pc (16—90 An,iun,i>l
N N
< Yn =P (ie_ala{n,iwn,ie9 ie—al .Bn,ivn,i> ) 5.4)
N
L z, = P (Yn,oanB ie—al )/n,iWn,i>

seklinde tanimlanan algoritmaya N —kime degerli proximinal Picard-S iterasyon

yontemi denir.

Onerme 2.52’in daha genel hali, benzer kanit yéntemini kullanilarak asagidaki sekilde
verilebilir.

Onerme 5.6 (X,p), € € (0,r/2) sabiti icin diam(X) < % ile 8(r,e) konvekslik

moddllne sahip bir tam CAT (k) uzayi ve x € X olsun. Ayrica sabit € icin §(r,€), ' ye

gore artan olsun ve heri = 1,2, ..., N igin {tn.i}n c [b, c] < (0,1) dizileri her n € N icin

ZN t,; = 1 kosulunu saglasin. Bu durumda heri = 1,2, ..., N icin {xn,i} C X dizileri,

i=1 Mt

94



N
sabitr > Oveheri = 1,2, ..., Niginlimsup p(x,;, x) < rve 11m p (GB Xpir X ) =r

n—oo

kosullarini saglarsa her k,1 € {1,2,...N}, k # Ligin lim p(xp, X,;) = 0 saglanir.
n—-0oo

ispat: Eger r = 0 ise asikardir. 7 > 0 olsun. Eger en az iki sabit k,l € {1,2,... N} igin

lim p(x, k, Xn) # O ise;
n—oo

Heri = 1,2, ..., N igin limsup p(xn,l-, x) < r saglandigindan, Onerme 5.4 yardimi ile her

n—-oo

m=1,2,..,Nigin

n

lim EIIVBLxx <1imzt— (%ni x)

n—>oop 1 _ tn’m n,u —_ N—00 ' 1 _ tnm p nu
=

lim

< lim Z <11msup p(xnl, x)>
n-—-co 1 - n m n—oo
lim

30

tni
< lim E —7r=r.
n—0o 4 1- tm
i=1, ’
L+m

elde edilir. Ayrica

N
r}l_)rg p(EB bn,iXn,ir X >=7}1_)r£10p ( nm) Aot xnl OtymXnm X | =T
i=m
.. N t i
oldugundan Onerme 2.52'den limp| @ ——x,;, X,m | = 0 olmahdir. Halbuki;
n—-oo i=1 1-tham
i#m

lim p(x;, %, X, ;) # 0oldugundan {x,, ; } ve {x,,} dizilerinin (genelligi kaybetmeden yine
n—-oo

ayni terimlerle gosterilen) inf, p(x;, x, X,;) > 0 olacak bicimde {x,,} ve {x,,} alt

dizileri vardir. Bu durumda herm =1, 2,.., N igin
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N tni
p(€B1 tn,ixn,i' xn,m) =p (1 - tn,m) @ xn,i eatn,mxn,mr xn,m
1=

N
< (1 - tn,m)p @ Xn,i» Xnm + tn,mp(xn,mr xn,m)

N tni
= (1 - tn,m)p @ , xn,iJ xn,m

saglandigindan

0< p(xn,k' xn,l)

N N
<p (16—91 tniXn,is xn,k) +p <le—91 tniXn,ir xn,l)

o tn,i N tn,i

< (1 4 tn,k)p @ Xn,ir Xnk + (1 r tn,l)p @ Xnir Xn,l
i=1, 1-— tn,k =1, 1-— tn,l
i#k i#l

elde edilir. {t;x}n , {tn3n © [b,c] € (0,1) ve metrigin pozitif tanimli olmasindan

N

dolayim = kveyam = ligin limp| @ T t:'i Xn i»Xnm | # 0 dir. Bu ise celigkidir.
n-o i=1 1=tnm
i=m

Sonug olarak her k, [ € {1,2,... N} icin lim p(x, 4, x,,;) = 0 saglanir.
n—-oo

Onerme 5.7 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < % ile bir tam CAT (k) uzay,

C, X’in bostan farkl, kapal ve konveks alt kimesi, {T; : C - CC(X) |i=1,2,...,N}
N

kiime degerli nonexpansive donlsimlerin bir ailesi, F =.r11 F(T)) # ® kosulunu
1=

saglasin. Bu durumda F kapalidir.

ispat: {x,,} € F ve lim x,, =x € C olsun.
n—-oo

Bu durumda heri = 1,2, ..., N igin

p(x,Tix) < p(x,x,) + p(xp, Tix) < p(x,x,) + H(Tixp,, Tix) < 2p(x, %)

oldugundan limit durumunda

p(x,Tix) =0
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olup, x € F elde edildiginden F kapaldir

Teorem 5.8 (X,p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesi, {T; : C » CC(X) |i=1,2,...,N}
kiime degerli nonexpansive dénisimlerin bir ailesi, F =i51 F(T;) # @veherp € Figin

T;p = {p} olsun. Bu durumda Tanim 5.5 ile verilen {x,} dizisi icin ve her p € F icin

lim p(x,,p) mevcuttur.
n—->oo

ispat: p € F olsun. Bu durumda {x,,} dizisinin tanimindan her n € N igin

N
p(zn,0) = p(Pc ()/n,oxn@ lﬂjl )/n,iWn,i) D)

N
< p (yn,oxnGa ie—al yn,iWn,il p)

N
< YnoP(Xn, D) + Z Yn,iP (Wi, D)
i=1
N
< YnoP(Xn, D) + Z Yn,iP Wi, TiD)
i=1

N
< YnoP(Xn D) + Z Yn,iH (Tixy, T;p)

i=1

N
< YnoP(Xn, D) + Z YniP (Xn, D)

=1

= p(xn, D)

ve
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N N

PO P) = PP (& tnWni® @ Privns ). )

N N
< p (lejl an,iWn,i® iejl .Bn,ivn,i; p)

N N
<D Gup WD) + ) Brip (i)
=1 =1
N N
< Z AniPp(Wni, Tip) + ) Pnip(Vni Tip)
=1 =1
N N
< Z an i H(Tixy, T;p) + Z Pn,iH(T;zy, Tip)
i=1 i=1
N N
<D GupCp) + ) Buip (D)
i=1 i=1
= p(x,, p)

ve de

N
pCins1s2) = p(Pe (D Anittns ) 2)

N
< p <I.G—91 An,iun,,: p)

N
< z An,ip(un,i: p)
i=1

N
< Z An,ip (Un,i, TiD)
=1

An,iH (Tyn, Tip)

IA
M -

=1
=

L

< Z An,iP (Vn, D)
i=1

= p(Yn, p)
elde edilir. Dolayisi ile her n € Nigin p(z,,p) < p(x,,p) ve p(Xp51,P) < PV, D) <
p(xyn, p) oldugundan lim p(x,,p) mevcuttur.
n—-oo

Teorem 5.9 (X,p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kimesi, {T; : C - CC(X) |i = 1,2,...,N}

N
kiime degerli nonexpansive dontstimlerin bir ailesi, F :'n1 F(T;) #+ @veherp € F igin
1=
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icin lim p(x,, Tix,) = 0 du.
n—>oo
ispat: p € F olsun. Bu durumda Teorem 5.8'den lim,_,p(x, p) vardir.

1im p(xy, p) = c olsun. Budurumda p(zn,p) < pCen, p) ve p(Xni1,0) < p(Yn, P) <

p(x,, p) oldugundan

lim p(y,, ) = ¢, limsup p(z,,,p) < ¢
n—->oo

n—oo
ve

p(vni0) < p(Vni Tip) < H(Tiz,, Tp) < p(24, D),
p(Unip) < Py, Tip) < H(Tyn, TP) < p(Vn, D),
P Wy i, ) < p(Wn,;, Tip) < H(Tixy, Tp) < p(Xn, D)

oldugundan da

limsup p(u,;,p) < c, limsup p(vn,i, p) < c ve limsup p(wn,i, p) < colur.
n—->oo

n—oo n—-oo
¢ = lim p(yn, p)

n—->oo

N N

< “Hlp(ﬂaamﬂ%ue9ﬂzﬂhﬂ%plo
i= i=

r N N

n—o0 |4 n—-oo c
Li=1 L=

< lim Z @y, ;limsup p(w,, p) + P ilimsup p(vn,i, p)]
n—-oo
1
- N

N
< lim z piC + Z .Bn,iC] <c
n—-oo
i=1

Li=1

N N
oldugundan lim p (GB Oy iWn D D ,Bn,l-vn,i,p> = ¢ dir. Ayrica limsup p(v,,;,p) < ¢
i=1 i=1

n-o n—-o

ve limsup p(w,;, p) < ¢ oldugundan, yine Onerme 5.6’dan her i,j=1,2,...,N igin

n—-oo
lim p(vy;, vp,;) = 0, lim p(vy,;, wyj) =0 ve lim p(wy;, wy ;) = 0 bulunur. {x,}
n-o ’ ’ n—-oo ’ ’ n—-oo ’ ’

dizisinin tanimindan ve metrigin 6zelliginden
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N N

PO D) = PP (& tniWni® @ Privns ). )

N N
< p (lejl an,iWn,i® l_ejl .Bn,ivn,i; p)

N N

<D Gup WD) + ) Brip (i)
1

i=1 i=

N N

<D il Wiy vam) + P D] + ) Brip (WD)
L N l N

<D @GP Wiy vam) + (1= ) Bup Wm0+ ) Brip ()
i=1 i=1 i=1
N N

= P V) + P D) + D Bl oW P) = P, )]
i=1 i=1

N
< Z an,ip(wn,i; vn,m) Y p(vn,ml p)

i=1

N
4 Buslp@nt Vm) + P, B) = (s )]

i=1

N N

< z an,ip(wn,i' Un,m) + p(vn,ml p) + Z .Bn,ip(vn,i: vn,m)

i=1 i=1

oldugundan her m=1,2,..,Nigin liminf p(v, 1, 0) = ¢ dir. Ayrica
n—-oo

limsup p(vy,;,p) < ¢ oldugundan lim p(v,;,p) = ¢ dir. p(vn,p) < p(Zn,p) ve

n—oo n-00
limsup p(z,, p) < c oldugundan lim p(z,, p) = c elde edilir. Son olarak

Nn—o0 n—-oo
¢ = lim p(zy, p)

n—-oo
' N
< 7111_{210 p (PC (yn,oxn® @1 yn,iWn,i> ’ p)
N
= 7111_{210 p ()/n,oanB 1@1 VYn,iWn,is P)

N
< lim |yyolimsup p(xy, p) + ) ¥y limsup p(wn,, p)]

=

r N
< lim [y,oc+ Z ym-c] <c
N i=1

n—-oo
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N
oldugundan lim [p (yn,oxn DD yn,iwn,l-,p) = ¢ dir. Yine limsup p(wn,i,,p) <cve
n—oo i=1

n—oo

limsup p(x,,p) <c oldugundan Onerme 5.6’dan her i,j=1,2,...,N icin

n—-oo

lim p(x,, wy;) =0 ve lim p(w,;,wy, ;) =0 elde edilir. Sonu¢ olarak her i =

n—oo n—oo

1,2,...,N ve her n €N igin p(x,, Tix,) < p(xp,wy;) ve lim p(x,,v,;) =0 a
n—oo

oldugundan lim p(x,, T;x,) = 0 elde edilir.
n—-oo

Teorem 5.10 (X, p), € € (0,7/2) sabitii¢cin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X’in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kimesi, {T; : C - CC(X) |i =1,2,...,N}
kiime degerli nonexpansive dénusimlerin bir ailesi, F =i51 F(T;) #+ @ ve herp € F igin
T;p = {p} olsun. Eger C kiimesinde 4 — ii_{gloxn =z ve heri=1,2,...,N igin

lim p(x,, Tix,) = 0 olacak sekildeki bir sinirli bir {x,,} dizisi varsa z € C ve z € F dir.
n—->oo

ispat: {x,} dizisi, C’'de 4 — Tlll_{go X, =zveheri=1,2,...,N igin r111_)r¥>1o p(x,, Tixy) =0
olacak bicimde bir dizi olsun. Lemma 2.47'den z € C dir. C kompakt alt kiime
oldugundan, {x,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xnk}, Ill_r)rolo Xn, = U € C olacak bicimde
bulunabilir. A4 — 711_%10 X, = z oldugundan u = z dir. Lemma 2.53’den her n € N igin
Yni € Tixy ve p(Xp, Yni) = p(xn, Tixy,) olacak bigcimde her i = 1,2,..., N igin {yn_i}n
dizisi vardir ve %1_{210 p(xn, Tix,) = 0 oldugundan T{l_{r.}o P(Xp,Yni) =0 dir. Her i =
1,2,...,N igin P(J’nk,i: Tiz) < p(ynk,l-,xnk) + p(xnk, Tiz) ve p(xnk, Tiz) <
P(VnyirXmy) + Py, Tyz) - oldugundan  lim p(xy,, Tyz) = lim p(vy,i Tiz) =
p(z,T;z) elde edilir. heri =1, 2,..., N igin T} nin 6zelliginden

p(Tiz, yn,i)) < H(Tiz, Tixy,) < p(Z, xp,)

olup k Gzerinden limit alindigindan p metriginin stirekliliginden
p(Tiz,z) = limp(Tiz, yp,) < limp(z, xpn, ) = 0

elde edilir. Sonug olarak z € F dir.
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Teorem 5.11 (X, p), € € (0,7/2) sabitii¢cin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapal ve konveks alt kimesi, {T; : C » CC(X) |i =1,2,...,N}
N

kiime degerli nonexpansive dénlstimlerin bir ailesi, F =,r\1 F(T;) # @ve herp € Figin
l:

T;p = {p} olsun. Egerenazbiri =1,2,...,N igin T; hemikompakt ve C kiimesinde

A—limx, =z ve heri=1,2,...,N icin lim p(x,, T;x,) = 0 olacak sekildeki bir
n—oo

n—oo

sinirl bir {x,,} dizisivarsa z € C ve z € F dir.

ispat: {x,} dizisi, C’de 4 — lim x,, = zve heri = 1,2,...,N i¢in lim p(x,, Tix,) =0
n—oo n—-oo

olacak bigimde bir dizi olsun. Lemma 2.47’den z € C dir.Enazbiri =1,2,...,N i¢in T;

hemikompakt oldugundan, {x,,} dizisinin yakinsak bir alt dizisi {xnk}, Ilim Xp, =UEC

olacak bicimde bulunabilir. ispatin geri kalani Teorem 5.10 ile aynidir.

Onerme 5.12 (X, p), € € (0,/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzay,
C, X’in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kiimesi, {T; : C - CC(X) |i =1,2,...,N}
kiime degerli nonexpansive dontsiumlerin bir ailesi, F =i51 F(T;) # @veherp € Figin
T;p = {p} olsun. Eger C kimesinde heri =1,2,...,N igin Tlll_r)rolo p(xp, Tix,,) = 0ve her
p € F icin {p(x,, )} olacak sekildeki bir {x,,} dizisi varsa w,, (x,) S F dir ve w,, (x,,)
yanhzca tek nokta igerir.

ispat: Onerme 3.11’in ispatina benzer olarak, Lemma 2.47, Teorem 5.10 ve Lemma 2.48

‘den istenen elde edilir.

Onerme 5.13 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkl, kapal ve konveks alt kimesi, {T; : C »> CC(X) |i=1,2,...,N}
N

kiime degerli nonexpansive donutstimlerin bir ailesi, F =.r11 F(T;) + @veherp € Figin
=

T;p = {p} olsun. Egerenazbiri =1,2,...,N icin T; hemikompakt ve C kiimesinde her
i=1,2,...,N i¢in lim p(x,, T;x,) = 0ve her p € F icin {p(x,, p)} olacak sekildeki bir
n—-oo

{x,} dizisivarsa w,,(x;) S F dir ve w,, (x,,) yanlizca tek nokta icerir.

ispat: Onerme 3.11’in ispatina benzer olarak, Lemma 2.47, Teorem 5.11 ve Lemma 2.48

‘den istenen elde edilir.
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Teorem 5.14 (X, p), € € (0,7/2) sabitii¢cin diam(X) < :—\; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kimesi, {T; : C » CC(X) |i = 1,2,...,N}
N

kiime degerli nonexpansive dontsimlerin bir ailesi, F =,r\1 F(T;) # @veherp € Figin
1=

T;p = {p} olsun. Budurumda Tanim 5.5 ile tanimli {x,,} < C dizisi F igindeki bir noktaya

A —yakinsaktir.

Ispat: Teorem 5.8, Teorem 5.9 ve Onerme 5.12’den isten sonug elde edilir.

Teorem 5.15 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,
C, X’in bostan farkl, kapal ve konveks alt kiimesi, {T; : C - CC(X) |i=1,2,...,N}
kiime degerli nonexpansive dénlsiimlerin bir ailesi, F =i£N\1 F(T;) # @ ve her p € F igin
T;p = {p} olsun. Egerenazbiri =1,2,...,N igin T; hemikompakt ise, Tanim 5.5 ile
tamimh {x,,} c C dizisi F igindeki bir noktaya A —yakinsaktir.

Ispat: Teorem 5.8, Teorem 5.9 ve Onerme 5.13’den isten sonug elde edilir.

Teorem 5.16 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzays,

C, X’in bogtan farkl, kapal ve konveks alt kiimesi, {T; : C - CC(X) |i=1,2,...,N}
N

Kosul(I)’'y1 saglayan kiime degerli nonexpansive dontisimlerin bir ailesi, F =.ﬂl F(T)) +
i=

@ ve her p € F icin T;p = {p} olsun. Bu durumda Tanim 5.5 ile tanimli {x,,} c C dizisi

F igindeki bir noktaya kuvvetli yakinsaktir.

ispat: {T;})_, ailesi Kosul(I)'y1 sagladigindan lim f(p(x,, F)) = 0 dir. Bu durumda
n—->oo

her k € N igin

1
p(xn, qr) < T

olacak bigcimde {x,} dizinsinin bir alt dizisi {x,, } ve F icinde de {q,} dizisi bulunabilir.

Teorem 5.8’den her k € N icin
1
P(nyyr @) = PGty Qi) < 5

olup
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1 1 1
P(Aks1 4i) < P(Qierss Xy + P (g 0) < 37071 + 57 < 71

bulunur. Bu kullanilarak her m = n igin

m-—1 m-—
p(qn' qm) < Z P(qk, qk+1) < Z
k=1 k=1

1
< e
k=1

elde edilir. Bu ise {q;} dizisinin Cauchy dizisi oldugu anlamina gelir ve (X, p) tam uzay

oldugundan Ilim qrx = q € X ve F kapal oldugundan q € F dir. Teorem 5.8'den herp €
Ficin lim p(x,, p) var oldugundan ve Ilimp(xnk, q) = 0 oldugundan limp(x,, q) =
n—->oo —00 n—-oo

0 dir.

Teorem 5.17 (X, p), € € (0,7/2) sabitiicin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzayi,

C, X’in bostan farkli, kapali ve konveks alt kiimesi, {T; : C -> CC(X) |i = 1,2,...,N}en

azbiri =1,2,...,N igin T; hemikompakt, kiime degerli nonexpansive donlisimlerin bir
ailesi, F =£11 F(T;) = @ ve her p € F igin T;p = {p} olsun. Bu durumda Tanim 5.5 ile
tamimh {x,,} © C dizisi F igindeki bir noktaya kuvvetli yakinsaktir.

Ispat: Teorem 5.9°den her i =1,2,...,N igin rlli_r)gop(xn, T;x,) =0ve}, enazbiri =
1,2,...,N icgin T; hemikompakt oldugundan {x,} dizinsinin bir alt dizisi {x,, } vardir.

}limxnk = q € C olsun. Budurumda heri =1, 2,...,N igin

p(q, Tiq) < p(q, xn,) + p(xn,, Tixn,) + H(Tixp,, T;q)
S p(CI' xnk) + p(xnk' Txnk) + p(xnk: q)

olup k lGzerinden limite gecildiginde heri =1, 2,..., N igin
p(q, Tig) <0

olupg € F dir. Teorem 5.8'den her p € Figin limp(x,,p) var oldugundan ve
n—->oo

’limp(xnk, q) = 0 oldugundan lim p(x,, q) = 0 dir; {x,,} c C dizisi q € F ye kuvvetli

—00 n-—oo

yakinsaktir.

Teorem 5.18 (X, p), € € (0,/2) sabitii¢gin diam(X) < :—; ile bir tam CAT (k) uzay;,

C, X’in bostan farkli, kompakt ve konveks alt kiimesi, {T; : C - CC(X) |i =1,2,...,N}
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N
kiime degerli nonexpansive dontgiimlerin bir ailesi, F =,n1 F(T;) # @ve herp € Figin
l=

T;p = {p} olsun. Bu durumda Tanim 5.5 ile taniml {x,,} c C dizisi F igindeki bir noktaya

kuvvetli yakinsaktir.

Ispat: Teorem 5.9’denher i =1,2,...,N icin Tlli_r%lop(xn, Tix,,) = Ove}, C kompakt alt
kime oldugundan {x,} dizinsinin bir alt dizisi {x,, } vardir. ;li_{?ox"k = q € C olsun. Bu
durumdaheri=1,2,...,N icin

p(q' qu) S p(q' x‘l’lk) + p(x‘l’lk’ Tixnk) + H(Tixnkl qu)
S p(q' x‘l’lk) + p(x‘l’lk’ Txnk) + p(xnkl q)

olup k Gzerinden limite gecildiginde heri =1, 2,..., N icin
p(q, Tiq) <0

olupg € F dir. Teorem 5.8'den her p € Figin ii_{glop(xn, p) var oldugundan ve
Ili_)rg)p(xnk, q) = 0 oldugundan 7lli_r)glop(xn, q) = 0 dir; {x,} c C dizisi g € F ye kuvvetli
yakinsaktir.

Bu bolimde ve Bolim 3 de verilen yakinsaklik sonuglari her T; dontsimii ve p €

F(T;) igin T; p = {p} kosulu(son nokta kosulu) altinda elde edildi. Fakat asagida

tanimlanan iterasyon yontemi ile bu kosulu ortadan kaldirmak mimkuindur.

Tanim 5.19 (X, p), € € (0, /2) sabitiicin diam(X) < Z—;ile bir tam CAT (i) uzayi, C,
X’inin bogtan farkli, kapali ve konveks alt kimesi ve {T; : C - CC(X) : i = 1,2, ..., N}

kiime degerli donusiimlerin bir ailesi olsun. b,c € (0,1) ve her i =0,1,2,...,N igin
. N N

{an,i}n: {ﬁn,i}n' {An,i}n c [b' C] c (0:1)1 dizileri zizoln,i =1, Zizl(an,i + ﬂn,i) =

1, Z?’zo Yn,i = 1 sartlarini saglayan reel diziler ve her n € N i¢in u,,; € Py, vy €

Pr,zp, Wy € Prx, olmak tzere,

( Xy €C,
N
Xn+1 = P¢ (le_ao An,i“n,i):
< N N (5.5)
Yn = P¢ (ie_alan,iwn,iea iE—B1 ﬁn,ivn,i> ’
N
L zy, = P¢ (Vn,oxn® ie—al yn,iWn,i>
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seklinde tanimlanan algoritmaya modifiyeli N —kime degerli proximinal Picard-S

iterasyon yontemi denir. Burada heri = 1,2,..., N ve x € X igin

Prx={y €Tix : p(x,y) = p(x,Tix)} © Tyx (5.6)

ile tanimhidir. Her p € F(Ty) icin Pr,(p) ={y € Tip : p(p,¥) = p(p, Tip) = 0} = {p}
dir. Dolayisi ile kiime degerli {T; : C » CC(X) : i = 1,2, ..., N} ailesi verildiginde eger

heri=1,2,..,N icin PTL, nonexpansive ise, herx € X, u € Tx ve p € F igin
p(u,p) < p(u, Pr,p) < H(Tu, Pr,p) < p(x,p) (5.7)

saglanacaktir. Bu yiizden bu bélimde elde edilen sonuglar da {T; : C » CC(X) : i =
1,2,...,N} ailesi yerine {PTL.}?’=1 ailesi nonexpansive, hemikompakt veya Kosul(/)'yi
saglar olarak alindiginda ve iterasyon yontemi olarak Tanim 5.5 ile verilen iterasyon
yontemi yerine Tanim 5.19 ile verilen iterasyon yontemi kullanildiginda, Bolim 5'teki

sonuglar son nokta kosulu olmaksizin elde edilebilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, hem yeni tanimlanan kiime degerli hibrid dontsim siniflarinin hem de
literatiirde var olan tekil degerli hibrid dénidsim siniflarinin kiime degerli genellemeleri

icin jeodezik uzaylarda varlik ve yakinsaklik sonuclari elde edilmistir.

Bolim 3’te nonexpansive benzeri kiime degerli hibrid donlisiimlerin genellemeleri
tanimlandi ve belirli sartlar altinda jeodezik uzaylarda sabit noktalarinin varliklar
gosterildi. Bu dondsum siniflarinin sabit noktalarina bazi yakinsaklik sonuglari elde edildi
ve bu doénidsim siniflarindan bazilarinin sabit nokta kimelerinin kararli oldugu
ispatlandi. Tanimi verilen bu dontisiim siniflari, dolayisi ile nonexpansive ve nonspreding

disindaki miimkiin olan bitin kiime degerli alt siniflari ilk defa bu tezde tanimlanmustir.

Bolim 4’te daraltan benzeri kiime degerli hibrid donlisimler tanimlanarak belirli sartlar
altinda sabit noktalarinin varliklari gésterildi. Bu donlsim siniflarinin sabit noktalarina
bazi yakinsaklik sonuglari elde edilerek sabit nokta kiimelerinin kararh oldugu ispatlandi.
Ayrica yakinsakhgi calisilan dizilerin elde edildigi iterasyon yontemlerinin kararli olduklar
gosterildi. Tanimiverilen bu donlisim siniflari, daraltan ve zayif daraltan gibi literatlrde

var olan donlsim siniflarindan daha geneldirler.

Bolim 5’te nonexpansive donlsimlerin sonlu ailesiicin son nokta kosulu ile ve son nokta
kosulu olmaksizin bazi yakinsaklik sonuglari elde edildi. Elde edilen bu sonuglar Bolim
3 ve Bolim 4’te verilen bazi donlisim siniflar icin de gegerli olmakla birlikte, gerek
calisilan Picard-S iterasyonu, gerekse calisilan dénisim sinifi yoninden literatirdeki

bazi calismalarin CAT (k) uzaylarindaki genellemeleridir.
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Ayrica Bélim 3, Boluim 4 ve B6lim 5’te verilen sonuglarin elde edildigi CAT (k) uzaylan,
CAT(0) ve k < 0igin CAT (k) ve Hilbert uzaylarini da igerdiginden dolayi elde edilen bu

sonuglar bu alt uzaylarda da sinir kosulu altinda gegerlidir.

Kime degerli dontsiimler ve jeodezik uzaylarla ilgilenen arastirmacilar, bu tezde
Hausdorff metrigini iceren dontisim siniflari igin elde edilen sonuglari, kompakthk ve
hemikompaktlik gibi kosullardan arindirarak ve asimptotik yarigap, merkez gibi tanimlari
ve bunlarla ilgili 6nermeleri, kiime degerli dontsimler igin yeniden insa ederek tekrar
irdeleyebilirler. Ayica jeodezik uzaylarda kiime degerli sabit nokta teorisi yeni
oldugundan, Banach uzaylarindaki kiime degerli sabit nokta calismalarinin mevcut
uygulama alanlari gibi uygulama alanlari jeodezik uzaylarda ¢cok fazla bulunmamaktadir.
ilgili arastirmacilar Banach uzaylarindaki uygulama alanlarinin jeodezik uzaylarda nasil

olabilecegini irdeleyebilirler.
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