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OZET

BiR GRAFIN DAYANIKLILIGI
AKSU, Hanife
Yiiksek Lisans Tezi Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yard. Dog. Dr. Aysun AYTAC
Aralik 2008, 56 sayfa

Bir iletisim aginin zedelenebilirlik degeri, baz1 merkezler veya bu
merkezler arasindaki baglantilarin bozulmasiyla iletisimin kesildigi
zamana kadar olan dayanma giiclinii gosterir. n-merkezli bir iletisim ag1
bir graf olarak modellenebilir. Burada agin merkezleri grafin tepelerine,
bu merkezler arasindaki baglantilar ise grafin ayritlarina karsilik gelir.
Boyle bir G grafinin baz1 tepelerinin graftan silinmesiyle bu grafin
zedelenebilirlik degeri bulunabilir. Baglama (connectivity) sayisi,
dayaniklilik (toughness) sayisi, baglayici (binding) sayisi, biitiinliik
(integrity) sayis1 gibi parametreler bir G grafinin zedelenebilirlik degeri
bulunurken kullanilir. Bu tezde bir grafin rupture sayisi parametresi
tizerine ¢alisilmistir. Dikenli (thorny) graflarin rupture sayisi hesaplanip,
graf islemlerini de kullanarak rupture parametresi ile ilgili baz1 teoremler
verilmigtir. Ayrica rupture sayisi hesaplanirken ulasilan bagimsizlik
sayisint bulmak i¢in Paull-Unger algoritmasi, rupture parametresinin
diger parametrelerle iliskisi ve 2K, yapisi igermeyen graflarin rupture
sayis1 verilmistir.

Anahtar kelimeler: Zedelenebilirlik, Dikenli Graf, Rupture Sayis1
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ABSTRACT

THE RESISTANCE OF A GRAPH
AKSU, Hanife
MSC in MATHEMATICS
Supervisor: Associate-Profesér Aysun AYTAC
December 2008, 56 pages

The wvulnerability of a communication network shows that
resistance of network until disconnection. A n-centers network can be
symbolized like a graph, network centers draw like graph’s vertices and
connections of network draw like graph’s edges. We can find
vulnerability of that graph after deleting some vertices. Connectivity
number, toughness number, binding number, integrity number and
scattering number are used for finding vulnerability of a G graph. In this
thesis; we search the rupture number parameter of thorny graphs. We
give some theorems about the rupture parameter using the graph
operations. Also we give Paul-Unger algorithm to find independence
number, the relation between rupture parameter and the others and the

rupture number of graphs which has no 2K,

Keywords: Vulnerability, Thorny Graphs, Rupture Number
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1.GIRiS

1.1 BiR GRAFIN ZEDELENEBILIRLIiGI

Glinlimiizde hemen hemen her tiirlii is alaninda hizli ve kesintisiz iletisim
kurmanin 6nemi ve vazgecilmezligi giderek artmaktadir. Onceden
bekledigimiz (6nemli) haberler i¢in kullandigimiz posta yoluyla 1-2 giin
beklemek sorun olmazken simdilerde yaptigimiz her is i¢in saniyelerin
onemi gittikge artmustir. Iletisim hizindaki bu artis ve énem bu bilgileri
bize saglayan sistemin degerini de arttirmigtir. Boylece kullandigimiz
sistemin miimkiin olduk¢a zarar gérmesini engelleme ya da zarar1 en aza
indirme ihtiyact dogmustur. Bu ihtiyac1 karsilamak ve pratik ¢oziimler
tiretmek icin devreye graflar girer ve graflarla birlikte zedelenebilirlik
kavrami ortaya ¢ikar. Bu kavram bize sistemimizi nasil modellersek daha
az zarar goOrebilecegimiz ve iletisimi en uzun silire nasil
saglayabilecegimiz konusunda yardimci olur. Yani sistemde bazi
elemanlar zarar gordiikten sonra iletisimin dayanma giiciinii gosterir. Bu
dayanma giiciinii belirlemek ic¢in bazi parametreler kullanilir. Bunlar
baglama (connectivity) sayisi, dayaniklilik (toughness) sayisi, baglayici
(binding) sayisi, bitiinliikk (integrity) sayisi, scattering sayisi gibi
parametrelerdir. Bu calismamizda ise zedelenebilirlik degerini bulmak
icin rupture parametresinden yararlandik.

Aslinda bu gibi bir iletisimde 6nemli merkezlerin zarar gdrmesi ve
derhal eski haline donmemesi durumunda sistemde ne gibi ciddi
hasarlara yol agilacagini gérmek ¢ok da zor degildir. Ornegin

viicudumuzdaki dolagim sistemini diisiinelim. Bu dogal bir iletisim



bicimidir. Viicudumuzda kan dolasimini saglayan bir sistemdir. Bu
sistemi bir grafa benzetmek gerekirse organlarimiz grafinin tepelerini ve
damarlarimiz da bu tepeler arasindaki ayritlari temsil etsin. Sistem iginde
paylasilan bilgi de kandir. Elimizi kestigimizi disiinelim. Buradaki
damarlar zarar gordiigii i¢in iletisimde bir yavaslama s6z konusudur. Biz
bunu aci olarak hissederiz. Ve sistemdeki bu bozukluk bir an once
giderilmelidir. Her seyin en kisa zamanda eski haline donmesi icin
caligilir. Sah damarimiz bizim hayat kaynagimiz sayilabilir. Bu nedenle
sistemdeki bu denli 6nemli bir noktanin hasar gérmemesi bizim ig¢in
onemlidir. Sah damar1 zarar goérmiis bir insana 1 giin sonra miidahale
edilmesi s6z konusu bile olamaz. Yani sistemdeki sah damarini korumak
sistemi korumak anlamma gelir. Oyleyse bu parametreleri kullanarak
sistemin sah damarini bulabiliriz ve sistemi ayakta tutmak i¢in nasil ve ne

kadar ¢alismamiz gerektigine karar verebiliriz.

1.2 GRAFLAR

Graflar aslinda anlatmak istediklerimizin karsimizdakine bir
ozetidir. Graflar1 egitimin her alaninda kullaniyoruz sadece bunlari1 graf
olarak tanimiyoruz. Ornegin tarih dersinde bir imparatorlugun soyunu
sekilsel olarak gostermek istersek burada aga¢ graftan yararlanmak
durumundayiz. Aslinda bunu ‘soyagaci’ olarak nitelendirmemiz bu
konuya hi¢ de yabanci olmadigimizin bir kanitidir. Agag graf yapisi icin
Sekil 1. 2. 1 bir 6rnektir.



III. MEHMET
(1566 -1604)

LLAHMET
(1590 -1617)

GENC OSMAN
(1604 -1622)

IV. MURAT
(1612 -1640)

LMUSTAFA
(1592 -1639)

L.IBRAHIM
(1615 -1645)

Sekil 1.2. 1

Ayrica graflar ¢ok karmagsik yapilart basitlestirmemize de
yardime1 olur. Mesela cografya dersinde her tiirlii ayrintinin ¢izildigi bir
haritayr ~ diisiinelim.  Burada  6grenmemiz  gereken  yalnizca
sehirlerarasindaki baglantilar ve bunlar arasindaki uzakliklar olsun.
Harita iizerinde dikkatimizi bu konuya yogunlagtirmamizi engelleyecek
bir¢cok ayrint1 varken ayni diizenegi bir grafla ¢izmek istersek daha basit
bir goriinti elde ederiz. Graftaki tepeler sehirleri temsil ederken
aralarindaki ayritlar da sehirlerarasindaki uzakliklar1 gosterir. Boylece

daha kolay anlasilir ve sade bir sekil elde etmis oluruz.

Ornek 1.2.1: Kimyada H,O su molekiiliiniin ve H,SO; siilfiirik

asidin sekilsel olarak ifadesinde de yine graflardan yararlanilmaktadir.

ol )
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Sekil 1.2.2
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Graflar bize algilamamizi hizlandirmanin disginda da yarar
saglamaktadir. Ornegin asagidaki sorunun cevabimni deneyerek bulmak
cok fazla zaman alirken graf teoremlerini kullanarak sonuca ulagmak bize

zaman kazandirmaktadir.

Soru 1.2.1: 705 makineden olusan ve her bir makinenin diger
makinelerden 605 tanesi ile baglantili oldugu bir bilgisayar laboratuari
olusturunuz.

Coziim: Bu soruyu deneme-yanilma yontemi ile ¢dzmenin ¢ok
zor oldugunu agikca gorebiliyoruz. Fakat graf teoremlerini kullanarak bu
problemi ¢ozmek 1 dakikamizi bile almamaktadir. Bir grafinin ¢iziminin
miimkiin olabilmesi i¢in graflarin dereceleri toplaminin ¢ift say1 olmasi
gerekmektedir.

Burada her bir makineyi olas1 grafin tepeleri olarak ve makineler
arasindaki baglantilari da grafin ayritlar1 olarak diistinelim. Her
makinenin 605 makine ile baglantili olmasi demek graftaki her bir
tepenin derecesinin 605 olmasi demektir. Grafta 705 makine olduguna

gore grafin toplam tepe derecesi 605.705 = 426525 bu da tek bir say1



oldugu i¢in bu grafin ¢izimi miimkiin degildir. Gordiigilinliz gibi graflar
tizerindeki bu teorem bize zaman kazandirmanin disinda kurulmasi
miimkiin olmayan bir bilgisayar laboratuari i¢in bosa para harcanmasini

da Onler.

Gortldiglt gibi graflar egitimin ¢ok da disinda olmayan ve
neredeyse sik¢a basvurdugumuz sekillerdir. Bir G = (V(G), E(G)) grafi,
tepeler(vertices) denilen bos olmayan bir V(G) sonlu objeler kiimesi ile
birlikte, ayritlar(edges) denilen G ’nin farkli tepe ciftlerinin diizensiz
siralanigt olan bir E(G) (bos olabilir) kiimesidir. Biz sadece yonlii

ayritlar1 ve bukleleri olmayan basit birlestirilmis graflar ele alacagiz.



2. BAZI BiLINEN GRAF PARAMETRELERI

2.1 TANIMLAR

Bu boéliimde bir grafin dayanikliligin1 hesaplamak i¢in kullanilan
daha onceden bilinen bazi1 graf parametrelerinin tanimlar1 ve bir grafin

bagimsizlik kiimesini ve sayisini bulan bir algoritma verilecektir.

Tamm 2.1.1: Tepe Baglantihilik Sayisi, Bir G grafin1 baglantisiz
bir graf veya izole tepelerden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan
atilmasi1 gerekli en az tepe sayisina grafin tepe baglantililik (connectivity)
sayist denir ve k(G) ile gosterilir. Bir G grafinin bilesenlerinin sayisi

W(G) olmak iizere

k(G) = Src_r\lll(r(13)«{|8|:W(G—S)Zz} dir.

Tammm 2.1.2: (Chvatal, 1973) Dayamkhhk Sayisi, Bir G
grafinin kesim tepesi S ve G — S grafinin bilesenlerinin sayis1 W(G — S)

olmak tizere bu grafin dayaniklilik (toughness) sayisi

. S|
(S =m LG s

dir.
Tamm 2.1.3: (Barefoot et al., 1987) Baglayic1 Sayisi, Bir G
grafinin tepeler kiimesi V(G) nin bos olmayan bir alt kiimesi S olsun. G

grafinin, S deki en az bir tepeye bitisik olan tiim tepeleri S ’nin N(S)



komsulugunu olusturdugunda N(S) # V(G) ise grafin baglayici (binding)

say1sl

b(G) = min NG| dir.
s [S]

Tanim 2.1.4: Minimum Tepe Derecesi, Bir G grafinin herhangi
bir tepesine bitisik olan ayritlarin sayisina o tepenin derecesi denir. Bir G

grafinin en kii¢iik tepe derecesi 8(G) ile gosterilir.

Tanim 2.1.5: Bagimsizlik Sayisi, Sc V(G), bir G grafinin tepeler
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi olsun. S kiimesindeki tepeleri ikiserli
aldigimizda G grafinda bir ayrita sahip degilse bu kiimeye bagimsiz
kiime denir. Bir G grafi en az bir bagimsiz kiimeye sahiptir. Bu kiimeler
icinde en ¢ok elemana sahip olan kiimenin eleman sayisina G grafinin

bagimsizlik sayisi (indepence number) denir ve [ (G) ile gosterilir.

Tamm 2.1.6: Ortii Sayisi, ScV(G), bir G grafinin tepeler
kiimesinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. G grafindaki her bir ayritin
en az bir u¢ noktasi bu kiimede ise bu kiimeye ortii kiimesi denir. Bir G
grafi en az bir ortii kiimesine sahiptir. Bu kiimeler i¢inde en az elemana
sahip olan kiimenin eleman sayisina G grafinin ortii sayis1 (covering
number) denir ve « (G) ile gosterilir.

Tamim 2.1.7: Kesim Tepesi, Eger k(G - v) > k(G) ise, o zaman

bir G grafinin v tepesine bir kesim tepe (cut vertex) denir. Bdylece,



birlestirilmis bir grafin bir tepesi ¢ikarildiginda grafi birlestirilmemis graf

haline getiriyorsa bu tepeye bir kesim tepe denir.

2.2 BAGIMSIZLIK SAYISINI BULAN PAULL-UNGER
ALGORITMASI

Tanmim 2. 2. 1 (Prather, 1976) >={c,0,,...0,} alfabesi ile x

=0, 0, ..0, gibi kelimeleri olusturabiliriz. (¢, null uzunlugu sifir olan

bir kelimedir). ¥’ gosterilimi verilen Y. alfabesinden iiretilen biitiin
kelimelerin kiimesinin bir y1ginidir.
>'={x: x, X, alfabesinin bir kelimesidir }
Simdi bu yigin1 iligkilendiren bir ikili islem tanimlayacagiz. Bu
islem genellikle kelimelerin birlesimi(bitisikligi) olarak adlandirilir. x
yukarida verildigi gibi ve y =0,0,..0; ,olsun. Birinci kelimeyi
yazdiktan sonra ikinci kelimenin sembollerini yan yana dizeriz

XY= 0,0, ..0, 0,0 ..0;
goriildigi gibi her x kelimesi igin

X.£=€.X=X
Syleyse ¥ = (X,-,&) bir monoid’e déniistiigii goriiliir ¢iinkii bitisiklik
isleminin birlesmeli oldugu agiktir. Z*’yi 2. alfabesinden elde edilen free

monoid olarak adlandiririz.



Ornek 2. 2. 1: Eger Y={a,b,c,d} ise Y. ’deki bitisiklik islemini
asagidaki ornekle gosterebiliriz
abba-dabba = abbadabba
da-da = dada

cab-¢ =cab

Eger Y. Ingiliz alfabesinin kiigiik harflerinden olusuyorsa bitisiklik islemi
asagidaki ornek gibidir

single-ton = singleton

water-gate = watergate

g-water = water

Ornek 2. 2. 2: Eger Y, ={0,1} ise
Z*Z{O, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001,...} dir. Birlesimlerin bazilarimi
gosterelim
01-101 =01101
101-01 =10101
01-e=01
2. alfabesinin tek bir harften olusmadigi agiktir, > degisme
ozelligi yoktur. Bir alfabeden olusturulabilecek kelimelerin sayisi
sonsuzdur. Ornegin Y. = {1} sadece bir karakterden olusan bir alfabeden
bile sonsuz tane kelime olusturulabilir. Bu alfabedeki bazi bilesimler
asagidadir.
11-1111=111111
111111 =111111
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2.2.1 ALGORITMA

x Ey & y=x0 (ce€X) ayrit bagintist araciligi ile birlestirilmis bir
sonsuz (digraf) G = (2", E) grafinin tepeler kiimesi olarak, G grafimin
tepelerinin alfabesinden iiretilen biitin kelimelerin kiimesini X ile

gosterelim (Prather, 1976).

aaa aab aac

Sekil 2.2.1. 1

> ={a,b,c} alfabesinden sonsuz tane olusturulan kelimelerin X"
kiimesinin elemanlarinin bazilart Sekil 2. 2. 1. 1’de yonlendirilmis bir
agac graf olarak gosterilmistir. Benzer sekilde Sekil 2. 2. 1. 2’de B={0,1}
ikili alfabesinden olusturulan B” i¢in sonsuz bir yonlendirilmis agac graf
gosterilmistir. Sekil 2. 2. 1. 2°de goriildiigii gibi yonlendirilmis dallar
olarak gdsterilen ayritlar1 soldan saga dogru etiketleriz, grafin biitiiniinde
B™1 temsil eden bu siralamay1 gercekten incelemek istiyorsak bu gerekli

olacaktir. Bu yonlendirilmis agag grafta ilk tepe grafin kok tepesi olarak
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adlandirilir. Bu ayn1 zamanda ¥" kiimesindeki null kelimesidir. Eger

istenirse graf yonsiiz graf olarakta diisiiniilebilir.

00 001

Sekil 2.2. 1.2

V, B”1n sonlu bir alt kiimesi olmak iizere T = (V, E) seklinde
sonsuz (digraf) bir ikili agactir,
(1) xo € V= xeV (ceB)
(i1) x Ey < baziceBiciny =xc
2. madde daha once sOylendigi gibi ayrit bagintisidir. 1. madde bize her
bir tepeden koke birlesmis bir yol oldugunu garanti eder. Ayni1 zamanda
agacin uglarindaki diiglimlere (tepelere) ait olan kiimeleri gosteren alt

kiime asagidaki sekilde tanimlanir.
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L=L(T) = {xeV: biitiin ceB i¢in xc¢V }c V

Ornek 2. 2. 1. 1: Sekil 2. 2. 1. 3°de bir ikili aga¢ gdsterilmektedir.
Ikili agacin tammindaki (i). maddeyi 6rneklemek igin

0101eV=010eV=01eV =0V =>ceV

01 10 11

01 110

0100 0101

Sekil2.2.1.3

Graftaki her bir tepenin gosterdigi x kelimesinin (xeX’) énce
gelenlerinin grafta daha 6nceden var oldugu (1). madde tarafindan garanti
edilir. Ornegin Sekil 2. 2. 1. 3’teki 0100 graf tepesi 0100=010-0 seklinde

olusturulmus olup bu tepenin 6nce geleni 010’dur ve bu grafta daha
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onceden grafin tepesi olarak vardir. Bu 6zel T agaci asagidaki diigiimler
(tepeler) kiimesine sahiptir.
L=1L(T)= {10, 110,0100, 0101}

T = (V,E) ikili agaci1 algoritmik islemler icerisinde kullanilabilir.
Sadece VcB™ “daki sonlu sayidaki tepeler kullanilmalidir. Bu ylizden
algoritmada T i¢in en uygun veri tipi dizi veri yapisidir

T: array B of A
Burada A, tepeler etiketlenirken kullamlan cebirdir. B* sonsuz bir kiime
oldugu i¢in algoritmanin g¢alistirilmasi sirasinda bu tepelerin hepsini
etiketlendirmek imkansizdir. Sadece VgB* bir sonlu alt kiimesi
etiketlendirilecektir. Tepelerin etiketlendirildigi yukaridan asagiya dogru
siradan dolay1r V alt kiimesinin (i) durumu sagladigin1 sdyleriz. Yani
islem sonlandig1 zaman etiketlendirilmis bir ikili aga¢ elde ederiz.

Etiketlendirilmis ikili agaglar, bir G = (V,E) grafinin f
bagimsizlik ve [’ klik sayisinin hesaplanmasinda kullanilir. Bu
hesaplamalar ilk M.C.Paull ve S.H.Unger tarafindan yapilmistir. Onlarin

olusturdugu ¢oziimii asagidaki algoritma ile gosterebiliriz.

T: array B” of @7 (V) B, 1, j, n: positive integer
E:arrayn’ xn' of B L, M: subset of B’
v: array B of V x: element of B"

c: element of B'

begin T « J; T[e] « V; L « {&};
forj<1ton—1do

fori<j+1 tondo
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if E[1, j] =1 then
begin M «— {x € L: {v;, vi}c T[x]}; L« L ~ M;
V[0] <= vi; V[1] <= v;;
for x e M do
forc € Bdo
begin T[xc] < T[x] ~ {V[c]};
if (T[xo]zT[y]) and (T[xc]#T[y])) for all y € L then
L « L u{xc}

end;

end;

B < max {|T[x]|}

end.

Bu algoritma herhangi bir G = (V,E) grafi i¢in  bagimsizlik
sayisint belirler ve ayni zamanda biitlin maximal bagimsiz kiimelerin
listesini verir. Bunlardan daha biiyiik bir bagimsiz kiime igerilmez.
Algoritmada

if E[i,j] =1 then yerine if E[i,j] = 0 then
Yazarak kiigiik bir degisiklikle B’ klik sayisin1 ve biitlin maximal
kliklerin listesini elde ederiz. Algoritmanin uygulamasi tanimlandig
kadar karmagik degildir.

Ikili aga¢ G = (V,E) grafinin tepeler kiimesi V’nin alt kiimesi ile
etiketlenir. Baglangigta T agacini etiketlemeyelim ya da eger isterseniz

agacin taniminda gosterildigi gibi bos kiime ile etiketleyebilirsiniz.
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Daha sonra agacin kokii (root) baglangi¢ kiimesi V ile etiketlenir. L < B’
alt kiimesi etiketleme islemleri sirasinda agacin yapraklarinmi ifade eder.
Her iki for ifadesi grafin altiicgensel matrisinde vi E v; (E[1,j] = 1)
kosulunu saglayan tepe c¢iftlerini arastirir. Bu tepe ciftini altkiime olarak
iceren agacin biitliin yapraklarint M ile isaretleyelim. Daha sonra L
kiimesinden M’leri silelim. Ciinkii bu tepe c¢iftini igeren bir alt kiime
bagimsiz olamaz. Kabul edelim ki agacin isaretlendirilmis tepelerinden
biri xeB" dir. En igteki begin...end blogu x’in maximal alt kiimesi T[x],
Vi Ve Vj tepelerinin  ikisini aym1 anda igermeyecek sekilde

Sekil 2. 2. 1. 4’deki gibi soldan saga etiketlenmesini saglar.

T[x]

T[x] ~{vi} T[x] ~{vi}

Sekil 2.2. 1. 4

Ayn1 zamanda yeni etiketledigimiz bu dallarin agacin etiketlenmis
diger yapraklar tarafindan igerilip i¢erilmedigini kontrol etmeliyiz.
Buna gore bu arastirmanin sonucunda L degistirilebilir. Boylece

yeni bir E [1,j] = 1 i¢in ayn1 islemler tekrarlanir.
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Ornek 2. 2. 1. 2: Paull-Unger algoritmasindaki gesitli adimlar
sirastyla orneklemek icin Sekil 2. 2. 1. 5°deki grafi inceleyelim. ilk
olarak Sekil 2. 2. 1. 6 (a) da gosterildigi gibi yalnizca agacimizin kokiinii

etiketleyelim.

Bu noktada L ={g} dir. Daha sonra altlicgensel matristeki girdileri

inceleyebiliriz.

g Ho oo o
S oo~ —
O = = — O
S o— O
S o -

e

abcdef

Sekil 2.2.1.5
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abcdefg bedefg
L={e} L={0, 1}
(a) (b)
abcdefg abcdefg

bedefg acdefg bedefg acdefg

[
cdefg < bedefg adefg cdefg beefg adefg
L={0, 11} L={00, 01, 11}
(b) (d)
Sekil 2.2. 1. 6

Simdi 1’leri arastirtyoruz. for ciimlelerinin diizenlemesi, siitunlari
soldan saga, yukaridan asagiya taramamizi saglar.

IIk 1’e a E b’de rasthiyoruz. Agacin dallarmin {a,b}’yi iceren alt
kiime ile etiketlenmis herhangi birini arastiririz. Sekil 2. 2. 1. 6 (b)’de
Sekil 2. 2. 1. 4°deki gibi bolme islemine basvurmamiz gerekmektedir.
Simdi dallarimizin kiimesi L ={0,1}’dir. Daha sonraki 1’e a E ¢
arasindaki iligkide rastlariz. {a,c}c T[x]={a,c,d,e.f,g} olan bir tane dal
vardir. Bu nedenle M=1"dir ve bu diiglim L’den silinir. Algoritmadaki

kiimeler
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T[10]=T[x0] < T[x]~{a}={c.d,e.f.g}
T[11]=T[x1] & T[x]~{c}={a,d,e,f.g}
Sonraki satirda yeni olusan dallarin agacin diger dallarinda igerilip
icerilmedigi kontrol edilir. Boylece
OeL ile T[10] < T[0]
10 diiglimii agacin yeni bir dali olarak gitmez (Sekil 2. 2. 1. 6 (¢)).

Simdi L ={0,11} dir. Sekil 2. 2. 1. 6 (d)’de (b E d)’den elde edilen
sonraki 1-girisi i¢in uygun bdlmenin sonucu gdosterilmistir, burada
L={00, 01, 11}dir. Bu durumda bu hesaplama S$ekil 2. 2. 1. 7°deki gibi

gosterilebilinir.

abcdefg

cdefg

cdg cdf bcg aef adg adf

Sekil 2.2. 1.7

Sekil 2. 2. 1. 7°de yuvarlak i¢ine alinmis diiglimler, matriste son
olarak bulunmus 1-girisi (f E g) tanimlandigi zaman isaretlenmis

M’lerdir. Bununla birlikte sonug olarak
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L={0010,0011,0111, 1101, 1110, 1111} dir.
Boylece, = max {|T[x]|}=3 tiir.

Gergekten algoritmanin uygulamasi sonucunda elde edilen biitiin
dallarin etiketleri maximal bagimsiz kiimelerle eslesir. Sirasiyla biitiin
bagimsiz alt kiimeler

{c.d.g}.{c.d,f},{b,c.g},{ae.f},{a,dg}{adf}
seklindedir.
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3. RUPTURE SAYISI

Bu bolimde tezimizde kullandigimiz dayaniklilik parametresi
olan rupture parametresinin tanimini verip bu parametre ile ilgili daha
onceden bulunmus bazi sonuglari ve teoremleri verecegiz.

Ayrica bu boliimde rupture sayisinin Bolim 2°de tanimlarini
verdigimiz parametrelerle iligkisini gosterecegiz.

n tepeli yol ve ¢evre graflan sirasiyla P, ve C, ile gosterilir. Cy
comet graf ise, ortasinda K;  yildiz grafi ve sonunda P; (t > 2) yol grafi
ile tanimlanir. Bu boliimde daha 6nceden hesaplanmis P,, C,, C;  ve

k-pargali tam graf K, . 6zel graflarinin rupture degerlerini verdik.

O

Tamm 3. 1: Rupture Parametresi, Birlestirilmis bir tam graf K,
icin rupture parametresi 1-n’dir ve birlestirilmis tam olmayan G grafi

icin rupture parametresi

r(G) = max {W(G —S)—|S|— m(G — S): Sc V(G), (G — S)>1}

olarak tanimlanmistir. Burada w(G — S), G — S grafinin bilesen sayis1 ve
m(G - S), G — S grafinin en fazla tepeye sahip bilesenidir. Bu parametre

bir grafin zedelenebilirlik degeri i¢in kullanilanir.

Teorem 3. 1: ( Li et.al, 2005) C; , comet, P, (n > 3) yol, Ky, n1

(n > 3) y1ldiz ve C,, gevre graflarinin rupture sayilari
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a) C;comet grafin rupture sayisi

r—1rgiftise
~ dir.
r—2,rtek ise

r(Ct,r) :{

b) Pn (n 2= 3) yol grafin rupture sayisi

-1, nciftise .
r(P,)= ¢ ) dir.
0, n tek ise

¢) Ki n1(n=3) yildiz grafin rupture sayist n — 3 tiir.

d) C, cevre grafinin rupture sayisi

-1 ifti
rC,)= Nl |_se dir.
—2,ntek ise

Teorem 3. 2: ( Li et.al, 2005) k-parcali Knl,nz _____ n, tam grafin

rupture sayisi

k
2max {Ny, Ny, ..., N} — . n; —1 dir.
i=1

Teorem 3. 3: ( Li et.al, 2005) G; ve G, birlestirilmis graflar,

sirastyla n; ve ny de bu graflarin tepe sayilari olsun. Bu durumda

r(G]_ + Gz) = max{r(Gl) —1ny, r(Gz) - Il]} dir.



22

Teorem 3. 4: ( Li et.al, 2005) G, n tepeli birlestirilmis tam

olmayan bir graf olsun. Bu durumda

[2(G)] ~x(G)[a(G)~1]-n
a(G)

a) 2a(G)-n-1<r(G)<

b) 3-n<r(G) <n-3

¢) r(G)<28(G)—1
dir.

Teorem 3. 5: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun. Eger

t(G) > 0 ise 0 zaman

a(G)1+a(G))
t(G)

rnG) < — (k(G) + &(G) + 1) dir.

Kamt: Herhangi bir S kesim tepesi (cut vertex) ele alalim. Bu
durumda
k(G) LS| < @ (G) olacag asikardir.

t(G) = min {L} buradan
w(G -9)

S VeW(G—S)Sﬂdir.

{(G) < — > —
W(G-S) t(G)

Esitsizligin her iki tarafindan |S| yi ¢ikaralim.



23

S
WG—9)—|s|< 2 _g

t(G)
k(G) <|S| < @ (G) oldugunu biliyoruz. Boylece
W(G—S) -S| < “((g)) _ K(G) olur. Ayrica

m(G -S) > &(G) —|S| + 1 dir.
Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda

r(G)=max { W(G—S)—|S|-m@G—9S)}

((G) < max { %g’)) _K(G) - (8(G)— S| + 1)}

a(

r(G) < max { (G ))—k(G)—S(G)+|S|—1}

( ) .

+a(G)-(k(G)+3(G) + 1)}

a(G)(1+1(G))

rG)< {(G)

—(k(G)+3(G)+1)

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanur.

Teorem 3. 6: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun ve t(G) > 0

ise bu durumda

r(G) < {2 ;(g()G) + 1} a (G) — (3(G) + 1) dir.

ING)|

Kamt: b(G) = Héln—

S|
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bG)<tG)+1 = G)=bG)-1

- S|
t(G) mm{w(G—S)}

t(G) =minil — M
w(G -S)

w(G—S>—|S|}

t(G)=1 —max{ WG -9)

1 - maX{W(G —5) I3 ’} > b(G) - 1 dir. Oyleyse

w(G -9S)

| WG-S)-|S|

WG - 5) > b(G) - 1

W(G - S) — S| < (2 - b(G)) W(G — S)
S| ye)s S|
w(G - S) - WG -39)

5| :>W(G—S)<ﬂ
w(G - S) " 1(G)

t(G) = min {

{(G) <

(2) esitsizligini (1) de yerine koyalim

S
W(G —S) — S| < (2 - b(G)) %

vE

m(G —S) > §(G) + 1 — 9| dir.

Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda

r(G)=max { WG —S)—|S|-m(G-S) }

r(G) <max {(2 —b(G)) t(SG)_ O(G)+1-19])}

0y

2
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r(G) < max {(2 - b(G)) %— §(G)—1+|9]}
r(G) < max { 5 (2_:’((;) Ol 8(G) - 1}

IS| < @ (G) oldugundan

((G) < max { 2&) (z_t?é();) U8 56 1

2-b©G) _,
t(G)

rG)< a(G) { }— B(G)+1)

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanir.
Teorem 3. 7: n >3 olmak tizere n tepeli bir G grafi i¢in
rG) > k(G)— ¢ (G)—n+ 3 olur.

Kamt: S kiimesi bir kesim tepesi (cut vertex) olsun. Bu durumda
k(G) <|S| £ a (G) olacagi asikardir.
W(G-S)=22vem(G-S)<|V(G)| -S| -1 dir.
IS| = k(G) oldugundan m(G —S) < |V(G)| — k(G) — 1 olur.
Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda
rG)=max { W(G—-S)—|5|-m(G-Y9) }
r(G) 2 max {2 — S| - |V(G)| + k(G) + 1}
r(G)>max {2 - a(G)— |V(G)| +k(G) + 1}
r(G) > max{k(G) — a (G) —n+3}
rG)>k(G)— a(G)-n+3

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanir.
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Teorem 3. 8: (Chartrand ve Harary 1968) G, n tepeli

birlestirilmis bir graf olsun. Eger G tam olmayan bir graf ise o zaman

K(G) > 28(G) — n + 2 dir.

Sonug¢ 3. 1: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun. Eger G tam

olmayan bir graf ise 0 zaman

r(G) > 28(G) — a (G) — 2n+ 5 olur.

Kamt: Teorem 3. 7 ve Teorem 3. 8 *den kolayca goriiliir.

Tamm 3. 2 p> 2 olsun. Bir G grafinin tepeler kiimesi birbirinden
bagimsiz p tane kiimeye ayrilabiliyorsa yani Vi, V3, ...V, olmak tizere
V(G) = ViU Vou ..UV, ve her bir i=1, 2, ..., p igin E(G[V])= &

oluyorsa G, grafina p-parcah graf denir.

Teorem 3. 9: (Topp andVolkmann 1993) p > 2 olmak {izere bir
tamsay1 ve G n tepeli bir p-pargali graf olsun. Eger k(G) < 8(G) ise o

zaman

K(G) > 2p 8(G) —n (2p — 3) dir.
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Teorem 3. 10: (Topp and Volkmann 1993) p > 2 olmak iizere

2p-3

bir tamsay1 ve G n tepeli bir p-pargal1 graf olsun. Eger 6(G) > 5 nise

o zaman k(G) = 8(G) dir.
Teorem 3. 11: p > 2 olmak {izere bir tamsay1 ve G n tepeli bir

p-parcali graf olsun. Eger k(G) < 3(G) ise 0 zaman
r(G)=>2pd(G)—n2p-2)— a(G) + 3 dir.
Kamt: Teorem 3. 7 ve Teorem 3. 9°dan kolayca goriiliir.

Teorem 3. 12: p > 2 olmak {izere bir tamsay1 ve G n tepeli bir

p-parcali graf olsun. Eger 6(G) Zip_in ise k(G) = 38(G) dir. Bu

durumda

2p-3
2p-1

r(G) > ~ a(G)—n+3 dir

Kamt: Teorem 3. 7 ve Teorem 3. 10’dan kolayca goriiliir.

Tamm 3. 3: Birlestirilmis bir G grafindan baz1 tepelerini attiktan
sonra Sekil 3. 1’deki gibi bir 2K, alt grafi elde edemiyorsak bu G grafi

2K; alt grafi igermez denir.
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|

Sekil 3. 1

Teorem 3. 13: n tepeli ve 2K, icermeyen bir birlestirilmis G

grafinin rupture degeri
rG)= pG)— a(G)—1dir.

Kamt: S — V(G) ve ayn1 zamanda S, G grafinin rupture sayisini
saglayan bir kiime olsun. Bdylece S kiimesine gore 3 durum soz
konusudur.

Durum 1: Eger S, G’nin bir oOrtii kiimesi ise bu durumda
IS|= a (G), w(G—-S)=£(G) ve m(G-S) =1 dir.

Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda

r(G)=max { WG —-S)—|§|-m(G-Y9S) }

rG)=max { 5(G)— a (G) -1}

rG)=p£0G)-aG)-1 3
elde edilir.

Durum 2: Eger |S|< a (G) ise o zaman
W(G-S) <n—|S| ve m(G-S) > 2 dir.
Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda
r(G)=max { W(G-S)—|§|-m(G-Y9) }
r(G)< max { n— || -S| -2}
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rG)< max { n—2( |5+ 1)}
rNG)<max {n-2(a(G)+ 1)}
rG)< max { B(G)+a (G)-2a (G) -2}
rG)< max { f(G)—a (G) -2}
r(G)< B(G)—a(G)-2 0)
(3)’de elde ettigimiz degerin (4)’de elde ettigimiz degerden daha biiyiik
oldugunu iddia ediyoruz. Bu durumda
BG)-a(G)-2< f(G)-a(G)-1

oldugu agiktir.

Durum 3: Eger |S| >a (G) ise o zaman S = S;US, olsun. Bu
durumda S, kiimesi G’nin bir ortii kiimesi olsun ve boylece |S;| < (G)
olur. Boylece
wW(G - S) = |V(G)| - |S| ve m(G — S) =1 dir.

Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda
rG)=max { W(G-S5)—|§|-m(G-Y9) }

r(G) =max { [V(G)| - [S| -S| - 1}

r(G)=max { B(G)+ a(G)-2|S| -1}

rNG)<max { f(G)+ a(G)-2a(G)-1}

rG)< max { f(G)— a(G)-1}

rG)< (G- a(G)-1

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanir.
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Tamm 3. 4: Tiimleme islemi, G, p tepeli ve q ayrith birlestirilmis

bir graf olsun. G grafinin tiimleyeni G ile gosterilir. G grafi G ’de

bulunan tepeler ile G ’de bulunmayan ayritlarin olusturdugu bir graftir.

G grafi birlestirilmis olmayabilir.

Sonug 3. 2:2K; yapist icermeyen graflar i¢in

(@) 2 (G)= a(G)ise r(G)=r(G) dir.
() @ (G)= B(G)ise r(G)=-rG)-2 dir

Kamt:
(a)

Gve G graflarmmn rupture degeri Teorem 3. 13°den hesaplanir.
r(G)= B (G)- a(G)-1ver(G)=(G)-a(G)-1
a(G)=a(G)ise f(G)= B(G)dir.

r(G)= B(G)— a(G)-1=B(G)- a(G)-1=1r(G)dir.

(b)
Gve G graflarmmn rupture degeri Teorem 3. 13°den hesaplanir.
r(G)= B(G)- a(G)~1ver(G)= B(G)-a(G)-1

a(G)= B(G)ise B(G)= a(G)dir.

r(G)= B(G)- a(G)-1

(G)=a(G)- B(G)-1 5)
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r(G)=f(G)-a(G)-1 ©)
(5) ve (6) esitsizliklerini taraf tarafa topladigimizda

rG)+r(G)=-2

r(G)=-rG)-2

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanir.

Sonug¢ 3. 3: G = P, i¢in G grafina grafta olmayan bir e ayritt

ekleyerek elde ettigimiz G + e grafinin rupture degeri
a(G)= a(G+e)ise r(G)=r(G +e) dir.

Kamt: G ve G + e graflarinin rupture degeri Teorem3. 13’den
hesaplanir.
rG)= LG —a(G)—1ve
rNG+e)= f(G+te)— a(G+e)—1dir
a(G)=a(G+e) ise L(G)= L(G+e) dir.
rG)=4G)-a(G)-1
a (G)=a (G +e)ve f(G)= B(G + e) oldugundan
rNG)=p(G+e)—a(G+e)—1
r(G)=r(G +e) dir.

Sonug¢ 3. 4: G =P, ve G = C,, olmak tizere G grafinin rupture
degeri

r(G)=—n+3 tir.
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Kamt: G grafi icin rupture degeri
r(é )=p (6 )—«a (6 )—1 (Teorem 3. 13 den ) hesaplanir. Burada
a( 6) =n-2ve B( 6) = 2 olarak hesaplanmastir.
Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda
r(G)=f(G)-a(G)-1
r(G)=2-(n-2)-1
(G)=-n+3

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanir.
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4. DIKENLI GRAFLARIN RUPTURE SAYISI

Bu boliimde bir grafin dikenli grafinin tanimi verilmistir. Daha
sonra dikenli graflarin rupture sayisi degeri hesaplanmistir. Son olarak
taclama (corona) graf iglemi uygulanarak elde edilen graflarin rupture

sayis1 hesaplanmugtir.
4.1 TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 4. 1. 1: Dikenli Graf, Birlestirilmis bir G grafinin her bir i
tepesine p; > 0 olacak sekilde p; tane tepe eklendiginde elde edilen G*
grafina dikenli graf (thorny graph) denir.

Sekil 111

Sekil 4.1.1 °de C : dikenli grafi gosterilmistir. Burada C4 ¢evre grafinin

her bir tepesine farkli sayida tepe ekleyerek C : dikenli grafi elde
edilmisgtir.

Teorem 4. 1. 1: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun. Her p;= 1
olacak sekilde G nin bir thorny grafi G ise o zaman G grafinin rupture

degeri

r(G)=4(G) -2 dir.
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Kamt: S ' V(G) ve aym zamanda S, G™ "in rupture sayisini
saglayan bir kiime olsun. Boylece S kiimesine gére 2 durum soz

konusudur.

Durum 1: Eger S, G’nin bir 6rtii kiimesi ise bu durumda
W(G=S)=L(G)+ « (G) ve m(G'—S") =2 dir.
Boylece
r(G") =max{W(G -5)—-|S|-m(G=5)}
r(G) =max{f(G) + & (G) - a (G) -2}
r(G)=max{S(G) -2}
(G)=p(G)-2 (7)

elde edilir.

Durum 2: S, G’nin bir 6rtii kiimesi olmasin ve |S'|# n olsun.
Bu durumda
WG -=S)=w(G-5)+|S|vem(G —S")>2 olur.
Boylece
r(G)=max{WG —S)—|S|-mG -S)}
r(G") <max{W(G-S)+|S|—|S]-2}
r(G") <max{w(G-S)-2}
W(G - S") < 3(G) oldugundan
r(G') < max{ 4 (G) -2}

rG) < B(G)-2 @®)
elde edilir.
Eger |S|=n ise bu durumda

WG =S)=nvem(G —S") =1 olur.
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Boylece

(G =max{W(G-S")—|S|-mG—-S")}
r(G") =max{n—-n-—1}

r(G") =max{—1}

(GH=-1

1 < B(G) -2 oldugunu iddia ediyoruz. Bu iddiamizi ispatlayalim.
1 < B(G) oldugunu biliyoruz.

Esitsizligin her iki tarafindan 2 ¢ikaralim.

—1 < B(G) —2 olur. Boylece iddiamizin ispat1 tamamlanir.

(7) ve (8) den r(G") = B (G) — 2 oldugu kolayca goriilir.

(G =B (G)-2

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanir.

Sonu¢ 4. 1. 1: Eger G grafi n tepeli bir Pp(yol), Kn(tam),
Cn(cevre), Sipa(yildiz) ve Wipng (tekerlek) graf olarak alinirsa bu
graflarin  p;=1 olacak sekilde dikenlilerinin rupture sayilar

Teorem 4.1.1°e gore Tablo 4.1.1°de verilmistir.



36

n tepeli dikenli graf | r(G)
* n
i s
£ n
G i
K, -1
* n-1|_
Wl,n—l LZJ 2
Si - n-3
K;j , ( tam bipartite)
m-—2
n=m-+p (m2p)

Tablo 4.1.1

Ornek 4. 1. 1: Teorem 4. 1. 1’i bilinen yapiya sahip olmayan
asagidaki herhangi 6 tepeli Sekil 4. 1. 2 gibi 2 graf i¢in inceleyelim.

Gy G

Sekil 4. 1.2

2

G1 ve Gz2’nin her bir tepesine p; =1 olacak sekilde 1 tane tepe
ekledigimizde elde edilen dikenli graflar ve rupture sayilar1 Tablo 4. 1. 2

ve Tablo 4. 1. 3’de verilmistir.
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( ]
Sekil 4. 1. 3
w(G, - S B m(G - r(G))

3 1 6 4
4 2 4 )
6 6 1 1
3 2 8 7
6 4 2 0

Tablo 4. 1.2

B(G1)=2 ve a (G1)=4 dyleyse (G, )= B(G1) —2 =2 —2=0 dur.

Sekil 4.1.4
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W(G,-S) B m(G,- S r(G))
6 4 2 0
6 6 1 ]
5 2 4 ]
6 3 2 1
Tablo4.1.3

B(G2)=3 ve a (G,)=3 dyleyse (G, )=(G,) —2 =3 —2=1 dir.

Tamm 4. 1. 2: Alt graf, Tepelerinin ve ayritlarinin herhangi bir
alt kiimesini aldigimizda olusan grafa G ’nin alt grafi denir ve genellikle

Hc G ile gosterilir.

Teorem 4. 1. 2: G n tepeli birlestirilmig bir graf olsun. Her p; > 2
olacak sekilde G nin bir dikenli grafi G™ ise 0 zaman G grafimin rupture

degeri

rG)= B(G)— a(G) -1 dir

Kamt: Burada (G) = z P ve a(G))=ndir.

i=1
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Kk
Eger S < V(G') ise 0 zaman W(G = S) = z P, +W(G-S")olur.

i=1
Burada |S'| = k dir. ilk olarak S™ kiimesi G~ grafinin bir 6rtii kiimesi

oldugunu kabul edelim. Bu durumda k = & (G") = n dir.
n

W(G—S)= D Pi vem(G—S") =1 olur.
i=1

Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda

r(G)=max{ WG —-5)—|S|-mG=9)}

H(G)=max{ ), Pi— a(G) -1}
i=1

KG)= D P —a(G) -1
i=1

r(G)=4(G)-a(G)-1 ©)
elde edilir.
Simdi ise S” kimesi G~ grafinin bir 6rtii kiimesi olmasm. Bu

durumda S kiimesi i¢in 3 durum sdz konusu olur.

Durum 1: Eger S| < a (G) ise 0 zaman
K
WG-S5 < B(G)vew(G =Sy < D Pi + B(G) olur.
i=1
Ayricam(G —S) > 6 dur.
Clinkii en azindan G’nin iki tepesi G’de bitisik olacaktir. Yani G’den

k tane tepe atildiginda G’nin en azindan Sekil 4. 1. 5’de oldugu gibi bir
G alt grafi olacaktir.
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*e——o

Sekil 4. 1. 5

Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda

r(G)=max{ WG -5)-|S|-mG-5)}

k
r(G") <max{ X, P+ B(G)-k-6}

k
(G< D P+ B(G)—k—6 (10)
i=1

elde edilir.
(9) de elde ettigimiz degerin (10) de elde ettigimiz degerden daha biiyiik

oldugunu iddia ediyoruz. Yani

k
Z Pi+ S(G)-k-6< (G- a(G)-1
i=1

Simdi bu iddiamiz1 ispatlayalim. Herhangi bir G grafi i¢in

n
2 4(G)< 2P
i=a(G)+1
a(G)
a(G)-k< D p
i=k+1
bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak
a(G) n
26@)+ aG)-k< X Pi+ 2P
i=k+1 i=a(G)+1

k
esitsizligin her iki tarafina Z P; ifadesini ekleyelim

i=1



k k a(G) n
Y p 280G +a@ k<D Pt D Pt b
i=l i=1 i=k-+1 i=a(G)+1

k n
Z P+ BG)+(S(©)+ a(@)—k< D P,

=

2P+ G-k p,

i=l

=

dp +ﬁ(G)—ksZpi—n
i=1

i=1
elde edilir. Ayrica
—6<-1

(11) ve (12) esitsizliklerini taraf tarafa topladigimizda

k n
Z Pi+ p(G)—-k-6< Z pi—n-1
i=1 i=1

n
> pi=B(G)ven=a(G") oldugunu biliyoruz. Oyleyse
i=1

k
>+ BG)-k-6<BG) - aG)-1
i=1

elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanir.

Durum 2: Eger |S'|= « (G) ise 0 zaman
a(G)

W(G—-5)=(G) ve w(G—S") = Z Pi + B(G) olur.
i=1

41

an

(12)
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Ayricam(G'—S") > 3 tir.

Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda
r(G)=max{w(G-S)—|S]-mG-S)}

a(G)

(G <max { X, P + #(G) - & (G)-3}

a(G)

(G)<max ), P + A(G)— a(G)-3 13)
i=1

elde edilir.
(9) de elde ettigimiz degerin (13) de elde ettigimiz degerden daha biiyiik

oldugunu iddia ediyoruz. Yani

a(G)

Z Pi+L(G) - a(G)-3< ,B(G*)—a(G*)—l

Simdi bu iddiamiz1 ispatlayalim. Herhangi bir G grafi i¢in

28(G)< DD

i=a (G )+

a(G)

Esitsizligin her iki tarafina Z Pi ifadesini ekleyelim
i=1

a(G) a(G)

2 Pi28G)< 2P+ Db
i=1 i=1 i=2(G)+1
a(G) n

D P+28(G)< DB
i=1 i=1

Esitsizligin her iki tarafindan o (G) ifadesini ¢ikaralim
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a(G)

> p +28G)-a(G)< ), Pi-a(G)
i=1

i=1
a(G)

> P+ BG) - aG)< ), P —(a(G)+ B(G))
i=1

i=1

a(G)

> p+ BG)-a(G)< D, P —n (14)
i i=1

i=1

elde edilir. Ayrica

~3<-1 as)

(14) ve (15) esitsizliklerini taraf tarafa topladigimizda

]

G)

Pi+ AG) - a(G)-3< Y. Pi—n—1
i=1

—_

=}

Pi=B(G)ven=a(G) oldugunu biliyoruz. Oyleyse

a(G)

D P +B(G)-a(G)-3< f(G)-a(G)-1

i=1

elde edilir. Boylece iddiamizin tamamlanir.
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Durum 3: Eger |S|>a (G) ise o zaman S~ = S;US, olsun. Bu
durumda S; kiimesi G’nin bir ortii kiimesi olsun ve bdylece |Sy| < S (G)
k
olur. Béylece W(G - S") = Z Pi + V(G)|— S| ve m(G™—=S") = 3 olur.
i=1
Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda

r(G)=max{WG—-8)—|S|-mG—8S)}

k
r(G)H< max{ ) p;,+|V(G) -S|~ |S]-3}

i=1

k
(G max{ ), P +V(G) - 2/S| - 3}

i=1

Ayrica
Kk
2 P <B(G).MG) = a(G)+ S(G)ve

IS= 11| +[S2| = a (G) + S| dir.

Bu degerleri rupture tamminda yerine yazdigimizda
(G)<max{B(G)+a (G)y+B(G)—2(a (G)+ Sy ) -3}

r(G) S max{ (G )+a(G)+f(G)-2a(G)+4(G))-3}

(G) < max{B(G)- (a(G)+ #(G)) -3}

r(G") < max{f(G)- n -3}

rG)< B(GH-n -3

r(G)< B(G)— a(G) -3 (16)

(9)’de elde ettigimiz degerin (16)’da elde ettigimiz degerden daha biiylik

oldugunu iddia ediyoruz.
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BG)-a(G) -3<f(G)-aG) -1
oldugu aciktir. Béylece ispatimiz tamamlanir ve

rG)=8(G)- a(G)-1dir.

4.2 TACLAMA (CORONA) iISLEMI VE
G ° P, GRAFININ RUPTURE SAYISI

Tamim 4. 2. 1: Taclama (Corona) Islemi, G; ve G; graflarinin
taglama islemi sonucunda elde edilen graf G;°G, ile gosterilir. G1°G,
grafinda Gjp’in her bir tepesine karsilik Gy’nin bir kopyast alinir.
Ardindan G;’in her bir tepesinden bu tepeye karsilik gelen G;’nin
kopyasinin her bir tepesine bir ayrit ¢izilir. Taclama isleminin degisme
ozelligi yoktur.

Teorem 4. 2. 1: G, n tepeli birlestirilmis bir graf olsun. Her
pi > 1 olacak sekilde G ’nin bir dikenli grafi G~ ve P, grafin1 alalim.

G °P, grafinin rupture degeri
r(G °P,) =(G") — 3 tiir.

Kamt: Burada « (G") = n dir. Eger S < V(G °Py) ise 0 zaman ilk
olarak S” kiimesinin G™ grafimin bir 6rtii kiimesi oldugunu kabul edelim.
Bu durumda
IS|= & (G") =n dir. Ayrica

n
W((G °P)—S)=n+ D P vem((G °Py)—S") =3 diir.
i=1

Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda



46

(G °P,) =max { W((G °P2)—S)—|S|—m((G °P,)— S")}

=max {n+ zpi—n—?)}
i=1

—max { 2, P; —3}
i=l1
=max { B(G) -3}
= f(G)-3 (17)
elde edilir.

Simdi ise S~ kiimesi G~ grafinin bir ortii kiimesi olmasin. Bu

* . . . . ..
durumda S kiimesi i¢in 3 durum s6z konusu olur.

Durum 1: Eger |S| < «(G) ise 0 zaman |S| = k olsun.

k
W(G" °P,y) — S = Z Pi+ k +wG - S ve w(G - S < B(G) dir.
i=1
Oyleyse
k
W((G °Py) ~S) < k+ D P + B(G)olur.
i=1
m(G" °Py) — S) > 12 dir. Ciinkii en azindan G’nin 2 tepesi bitisik

olacaktir. Yani G’den k tane tepe atildiginda G’nin en azindan

Sekil 4. 2. 1°deki gibi bir G; alt grafi olacaktir.

o———O

Sekil 4.2.1
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Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda
(G °Pz) =max { W(G °P2)~S)—[S|-m(G °P,)-S)}

(G °P,) < max {k + ipi + B(G)—k—12}

i=1
k
(G °Py) <max { Y P, + B(G)—12} 18)
=l
elde edilir.
(17) de elde ettigimiz degerin (18) de buldugumuz degerden daha biiylik

oldugunu iddia ediyoruz. Yani

=~

dp+ BG)-12< B(G)-3

i1
Simdi bu iddiamiz1 ispatlayalim.
k

k
Zpi*IZSZpi*:S (19)
i=1

i=1

oldugu aciktir

B(G)=n- «(G)dir.
k=|S1<a(G) = -a(G)<—k dir Oyleyse

L(G)=n—a(G)<n—k< DB budurumda

i=k+1

BG < QP 20)

i=k+1

(19) ve (20) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak
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k k n
P 12+ G O P+ D P -3
i=l

i=1 i=k+1
k n

Zpi + B(G)-12 < Zpi -3
i=1 i=1

k
D.p+ B(G)-12 < f(G)-3
i=1

elde edilir. Boylece iddiamizin ispati tamamlanur.

Durum 2: Eger k=S| = & (G) ise 0 zaman

k
W((G °Py) =S =k + Z Pi + B(G)
i=1

ve m((G” °P2) —S) > 6 dur.
Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda

(G °P,) =max { W((G °P2)—S")—|S|—-m((G °Py)—S")}

k
(G °P;) <max {k+ > P+ B(G)-k-6}

i=1

k
(G °Py) <max { )P+ B(G)—6}
i=1

k
(G °P) < D P+ B(G)—6 1)
i=1

elde edilir.
(17) de elde ettigimiz degerin (21) de buldugumuz degerden daha biiytik

oldugunu iddia ediyoruz. Yani
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k
2P+ BG)-6<B(G)-3
i=1
Simdi bu iddiamiz1 ispatlayalim.

n
B©G)< D.p
i=k+1
-6< -3
Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak

L(G)—6< Zpi -3

i=k+1

K
Esitsizligin her iki tarafina Z p; ekleyelim. Boylece

i=1

k K n
S P +AG)-6< 2P+ DB —3
i=l i=1

i=k+1

k
P +B(G)-6< B(G)-3olur.
i=1

Boylece iddiamizin ispat1 biter.

Durum 3:Eger k=S| > a (G) ve k#n ise 0 zaman
S° = S,US, olsun. S;, G grafi i¢in bir orti kiimesi olsun.
Yani [S)| = « (G) dir.
K
W(G °P2) —S) =k+ D P, +W(G—-S") vew(G—S")=n—k Oyleyse

i=1

k
W((G"°Py) =Sy =k+ X P; +n—kolurve m((G"°P2)—S") > 6 dur.

i=l

Bu degerleri rupture taniminda yerine yazdigimizda
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r(G °Py) = max { W((G °Py)—S)—|S’|—=m((G °Py)—S")}

k
F(G™°Pz) <max { 2P +n—k—6}

i=1

k
(G °Py) <max { D_P;+n—(|Si|+|S3 )~ 6}

i=1

ISi| = a (G) ve |Sy] < B(G) oldugu bilindigine gore

k
(G °Py) <max { )P, +n—(a(G)+ B(G)) -6}

i=1

k
(G °P;)<max { Y. P, +n—n—6}

i=1

k
(G °Py) <max { D, P —6}
i=1

k
(G °P)< DD —6 2)

i=1

(17) de elde ettigimiz degerin (22) da buldugumuz degerden daha biiyiik

oldugunu iddia ediyoruz. Yani

k

D P —6< B(G") -3 oldugunu iddia ediyoruz.

i=1

n

P —6< z P; — 3 oldugu agiktir. Oyleyse

i=l

M- -

P, —6< B(G") -3 tiir.

i=1
Bu durumda

1(G °Py) = B(G") - 3 elde edilir. Boylece ispatimiz tamamlanr.
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5. SONUC

Bir grafin rupture sayisi, iletisim agina hasar vermek i¢in yapilan
caligmanin biylkligi ile iletisim agmin bu hasardan ne derece
etkilendigi arasindaki degisikligi ifade eder.

Yapist 100 tepeli bir dikenli graf G;, (p=1) olacak sekilde bir

iletigim ag1 tasarlamak istedigimizi varsayalim. Bu agi rupture
parametresine gore nasil tasarlamaliyiz. Tablo 5. 1’de goriildigl gibi
dikenli graflar ayni connectivity degerine sahip iken farkli rupture

degerlerine sahiptir.

Bu durumda rupture degerlerine gore K;i o yapisini se¢meliyiz.

Tepeler ve iletisim hatlarindan olusan bir iletisim aginin dayaniklilig
network tasarimcilart i¢in olduk¢a Snemlidir. Bir networkun ayrit veya
tepelerinin herhangi birindeki bir kayip ya da hasar networkun
etkinliginde de kayba neden olur. Bu nedenle iletisim hatlar1 miimkiin
oldukca dayanikli olusturulmalidir. Rupture parametresi iletisim aginin

bir modeli olan grafin dayanikliliginin bir 6l¢timiidiir.

pi=1 olan 100 tepeli . .
rG) kG)
dikenli graflar
Py, 23 1
(o 23 1
K, 4 47 1
Wi 2 | 1

Tablo 5. 1
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