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OZET

DEGiISMELi OLMAYAN AYKIRI POLINOM HALKALARI UZERINDE TANIMLI
DNA KODLAR

Fatmanur GURSOY

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi
Tez Danismani: Dr. Ogr. Uyesi Ayten OZKAN

Adleman 1994 yilinda yaptigi calismasinda Hamilton yolu olarak bilinen kombinatéryel
problemi DNA dizileri yardimiyla deney tiplinde ¢dzmistir. Adleman’in ¢alismasi ile
birlikte DNA dizileri hesaplama islemlerinde kullanilmaya baslanmistir.

Bu tezde degismeli olmayan aykiri (skew) polinom halkalari ve aykiri devirli (skew
cyclic) kodlarin cebirsel 6zelliklerinden yararlanilarak ters sirali DNA kodlar ve ters sirali
tamlayan DNA kodlarin elde edilmesi amaglanmistir.

Uglincii béliimde F425 cismi Uzerinde tanimli bir aykiri devirli kodun DNA karsihginin

ters sirali DNA kod olmasi igin gerek ve yeter sartlar belirlenmistir. Ayrica, C aykiri

devirli kodunun DNA karsilig bir ters sirali DNA kod ise C* kodunun DNA karsiliginin
da ters sirali DNA kod oldugu gosterilmistir.

Dérdinci bolimde Fg + Uk, +VF, +UvE, halkasinin yapisal 6zellikleri belirlenmis ve
bu halka lzerinde tanimh aykiri devirli kodlardan ters sirali DNA kodlar elde edebilmek
icin uygun @ otomorfizmasi ve DNA 8-baz eslemesi belirlenmistir.

Besinci bolimde R, =F

42k[ul,...,us]/<u12—ul,...,usz—us> halkasinin tzerinde bir @

otomorfizmasi tanimlanmistir. Bu otomorfizma sayesinde R, halkasinin Cin Kalan

Teoremi’'ne gore ayrisimi belirlenmistir. Uygun DNA eslemesinin de belirlenmesi

Xi



sayesinde R, ; Uzerinde tanimli aykiri devirli kodlardan ters sirali DNA kodlar elde
edilmistir.

Ayrica ¢ift uzunluga sahip ters sirali DNA kodlardan ters sirali tamlayan DNA kodlarin
kolaylikla elde edilebilecegine dair bir teorem verilmistir. Boylece her (i¢ bolimde de
elde edilen ters sirali DNA kodlar ¢ift uzunluga sahip oldugu icin ayni zamanda ters
sirali tamlayan DNA kodlara karsilik gelmektedir.

Anahtar Kelimeler: DNA kodlar, ters sirali kodlar, lineer kodlar, aykiri devirli kodlar,
aykiri polinom halkalari
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ABSTRACT

DNA CODES OVER NON-COMMUTATIVE SKEW POLYNOMIAL RINGS
Fatmanur GURSOY

Department of Mathematics

Ph.D. Thesis
Adviser: Asst. Prof. Dr. Ayten OZKAN

DNA computing has started with the study of Adleman, in 1994. He solved the
Hamiltonian path problem, which is a famous combinatorial problem, in a test tube by
using DNA sequences.

In this thesis, it is aimed to obtain reversible DNA codes and reversible complement
DNA codes by using the algebraic properties of skew polynomial rings and skew cyclic
codes.

In Section 3, we give necessary and sufficient conditions for the corresponding DNA
code of a skew cyclic code over the field F425 to be a reversible DNA code. Moreover,

we show that if C is a skew cyclic code that corresponds to a reversible DNA code
then its dual code C* also corresponds to a reversible DNA code.

In Section 4, we determine the structural properties of the ring F, +uF +VF, +uvF.

Afterward, to obtain reversible DNA codes from the skew cyclic codes over this ring,
we determine the proper automorphism & and the proper correspondence between
DNA 8-bases and the elements of this ring.

In Section 5, we use Chinese Remainder Theorem to decompose the ring
Rkls:F42k[ul,...,us]/<u12—ul,...,usz—us>. We achieve this by defining an

Xiii



automorphism over R, . Furthermore, we obtain reversible DNA codes via skew cyclic

codes over R, ; by establishing the proper DNA correspondence.

In addition, we give a theorem that states if a reversible DNA code has even length,
then that code can easily be converted into a reversible complement DNA code.
Therefore, since the obtained reversible DNA codes are of even lengths in the
aforementioned sections, they also correspond to reversible complement DNA codes.

Keywords: DNA codes, reversible codes, linear codes, skew cyclic codes, skew
polynomial rings
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GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

DNA hesaplamalarinda 6nci kabul edilen galismasi ile Adleman, Hamilton yolu olarak
bilinen problemi sentetik DNA dizileri ile test tliplinde, 1994'te ¢6zmistir. Bu
problemin ¢6ziminde DNA’'nin WCC (Watson Crick Complement) ozelliginden
yararlanmistir [1]. Adleman’in c¢alismasinin 6nemli bir 6zelligi de DNA molekilleri
yardimiyla yapilan hesaplamanin standart bilgisayarlara gore daha kisa sirede
gerceklesebilecegini gostermesidir. Bu nedenle DNA hesaplamalari farkh alanlardaki
bircok arastirmacinin dikkatini cekmistir. Ornegin, [2] ve [3] calismalarinda bazi NP-tam
problemlerin ¢6ziimi DNA dizileri yardimiyla yapilmistir. [4] ve [5] numaral
calismalarda sifreleme alaninda 6nemli bir sistem olan ve kirilmasi zor olan DES (Data
Encryption Standart) olarak bilinen veri sifreleme standardi DNA molekdlleri yardimi ile
kinlmistir. [6] ve [7] calismalarinda DNA molekiillerinin veri depolama ortami olarak
kullanilabilecegini gostermistir. Ayrica DNA kodlarindan uretilen molekiler barkodlar

Urlinlerin dogrulanmasi icin biyobelirtec olarak kullanilir [8].

DNA’nin hibridizasyon 0zelligi DNA hesaplamalarinin temelini olusturur ki bu ayni
zamanda hatalarin kaynagidir. Dolayisiyla, DNA hesaplamalarinin basariya ulasmasi
olusabilecek hatali hibridizasyonlarin kontrol edilmesine baghdir. Dogal olarak hata
dizelten kodlar teorisi DNA hesaplamalarinda olusabilecek bu tip problemlerin
¢6ziminde 6nem arz etmektedir. Boylelikle kodlama teorisi ile DNA hesaplamalarinin

bir araya gelmesinden DNA kodlar ortaya ¢ikmistir [9].



DNA kodlarda, hatali hibridizasyonlarin minimuma indirgenmesi amaciyla yaygin
olarak; ters sira (reverse) kisiti, ters sira tamlayan (reverse-complement) kisiti,
Hamming uzakligi kisiti ve GC -miktar (GC -content) kisiti kullanilir [10], [11]. Bu
kisitlarin bir veya birkacini saglayan kodlari insa etmek icin stokastik arastirma [12],
genetik ve evrimsel algoritmalar [13], [14], sozliksel (lexicographic) insa [15] gibi
yontemler uygulanmustir. [11] calismasinda ise F, cismive Z, halkasi tizerindeki lineer
kodlardan TST (ters sira tamlayan) kisiti ve GC-miktar kisitini saglayan DNA kodlar elde
edilmistir. Kisitlari saglayan DNA kodlarin eleman sayisi igin alt ve Ust sinirlar
hesaplanmistir [15], [16]. Belirli bir Hamming uzakhigi icin TST ve GC -miktar kisitlarini

saglayan DNA kodlarin maksimum eleman sayisi icin sinirlar verilmistir [15].

Abualrub vd., F, cismi tizerinde taniml devirli kodlari DNA kodlar ile iligkilendirmistir
[17]. Siap vd. ise Fz[u]/<u2 —1> halkasini kullanarak ters sirali devirli DNA kodlar elde

etmislerdir [18]. Yildiz vd. tarafindan yapilan [19] numarali ¢alismada ise DNA kod

eldesi icin 16 elemanh Fz[u]/<u4 —1> halkasi ile DNA baz ciftleri (DNA 2-bazlan)

eslestirilmigtir. [20] nolu ¢alismada F, +VF, halkasi Gzerinde tanimli lineer kodlardan
ters sirali DNA kodlar elde edilmistir. Oztas vd. [21] nolu ¢alismada F, cisminin

elemanlari ile DNA baz ciftleri eslestirmis daha sonra [22] numarali calismada daha

genel olarak F425 cisminin elemanlariile 2s-bazlar eslestirmistir. Her iki calismada 6zel

polinomlar tanimlanmis ve bu polinomlar yardimiyla elde edilen 6zel (reteg

kiimelerinden ters sirali DNA kodlar ve ters sirali tamlayan DNA kodlar elde edilmistir.

Canlilara ait DNA pargalarinda kendi kendini onarma (self-repairing) gibi 6zelliklerin
olmasi yasayan DNA’larda gizli hata diizelten kod yapisi olup olmadig sorusunu

giindeme getirmistir. [23] ¢alismasinda TRAV7 geninin Z, lzerindeki bir BCH koda

tekabil ettigi gosterilmistir.

DNA’nin protein sentezlemek veya cogalmak gibi fonksiyonlari gergeklestirmesi igin
ilgili genin oldugu kisimdaki zincir acilir ve sentezleme islemi yapildiktan sonra da zincir
kapanir. Zincirin agilmasi islemi baglanma bdlgesi (binding site) denilen bolgeye bir
proteinin baglanmasi ile mimkiin olmaktadir. Baglanma bdlgesi bilindigi takdirde

gerekli protein ile DNA’nin ilgili kismindaki zinciri agilip, islevini tam gergeklestiremeyip
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hastaliklara neden olan gen ¢alistirilarak tedavi igin gereken proteinlerin Uretilmesi,

fonksiyonlarinin belirlenmesi gibi islemlerde kullanilabilecegi 6ngorilmektedir.

[24] nolu galismada Arabidopsis genomunun baglanma bdlgelerini tespit edebilmek
icin DNA dizilimi 8 uzunlugundaki DNA baz parcalarina kayan pencere (sliding window)
yontemi ile ayrilmig ve her bir parga igin gorilme sikligi hesaplanarak tablolar
olusturulmustur. Bu sik gortlen DNA 8-bazlarindan biri veya birkacinin baglanma
bolgesi olabilecegi dngoérilmektedir. Olusturulan tablolarda DNA 8-baz pargalarinin
blyik ¢ogunlugunun hem kendilerinin hem de ters sira tamlayanlarinin yogun bir
sekilde ilk 25 siraya yerlestigi gozlemlenmistir. Dolayisiyla, baglanma bdlgesi olma
ihtimali yuksek olan kisimlarin bir ters sirali tamlayan DNA kod veya alt kiimesi oldugu

duslinilmektedir. Bu da ters sirali tamlayan DNA kodlari 6nemli kilmaktadir.

Hammons vd. tarafindan yapilan [25] nolu calismada Z, halkasi Gizerinde tanimli lineer

kod ailelerinin 6zel bir dontsiim altindaki goruntilerinden Kerdock, Preparata gibi iyi
hata dizeltme kabiliyetine sahip, lineer olmayan ikili (binary) kodlar elde edilmistir. Bu

calisma ile birlikte cesitli halkalar tizerinde kod aileleri tanimlanmasi 6nem kazanmistir.

D. Boucher vd. [26] nolu ¢alismada degismeli olmayan halkalar kullanarak devirli
kodlarin genellemesini yapmis bu yeni kod ailesini aykiri devirli (skew cyclic) kodlar
olarak adlandirmistir. Boylece devirli kodlar alanina yeni bir boyut kazandirmistir. Bu

calismada F. d elemanli bir cisim ve @ bu cisim Uzerinde bir otomorfizma olmak
uzere F,[x;0] aykiri (skew) polinom halkalar kullaniimistir. F [X;0] halkasinin en

onemli 6zelligi carpanlara ayrilisin tek tirli olmamasidir. Bu 6zellik sayesinde devirli
kodlara kiyasla daha fazla sayida lretec¢ polinomu ve bdylece ayni n uzunluguna ve k
boyutuna sahip daha fazla sayida kod elde etmek mimkunddr. Dolayisiyla aykiri devirli
kodlar optimal kod eldesi agisindan avantajlidir. Boucher vd. bilinenden daha iyi

parametrelere sahip kodlar elde etmislerdir [26].
Fakat, [26] nolu ¢alismada aykiri devirli kodlarin uzunlugu n, @ otomorfizmasinin
mertebesi m olmak lGzere, m{n olarak kisitlanmistir. Daha sonra Siap vd. tarafindan

yapilan [27] nolu calismada uzunluk Gzerindeki bu kisitlama kaldirilmistir. Ayni

calismada aykiri devirli kodlar ile devirli ve pargali (quasi) devirli kodlar arasindaki iliski



incelenmistir. [28] nolu ¢alismada ise aykiri polinom halkalari kullanilarak aykiri pargali
devirli kodlarin insasi Gzerine calisilmis ve bilinenden daha iyi parametrelere sahip kod

ornekleri elde edilmistir.

[29] nolu calismada aykiri devirli kodlarin dualleri Gzerinde durulmus ve bir aykiri
devirli kodun dualinin de aykiri devirli kod oldugu gosterilmistir. Ayrica, aykiri devirli

kodlar farkh halkalar Gizerinde tanimlanmistir [30], [31], [32].

1.2 Tezin Amaci

Degismeli olmayan aykiri polinom halkalari ve aykiri devirli kodlarin cebirsel yapisindan
yararlanilarak ters sirali DNA kodlar ve ters sirali tamlayan DNA kodlarin elde edilmesi

amaglanmistir.

1.3 Orijinal katki

Literatlirde ilk olarak DNA kodlar degismeli olmayan halkalar yardimiyla ¢alisiilmis, DNA
kodlar ile aykiri devirli kodlar iliskilendirilmistir. Aykiri devirli kodlarin zengin cebirsel
yapisindan yararlanilarak DNA kodlar igin ters siraliik problemi farkh cebirsel yapilar
Gzerinde ele alinmis ve elde edilen sonuglar uluslararasi yayin olarak literatire

kazandiriimistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde hata dizelten kodlar ile ilgili temel bilgiler, aykiri devirli kodlar ve DNA
kodlarin tanimi ile bazi o6zellikleri verilecektir. Ayrica Bolim 4’te ve Bo6lim 5’te
kullanilacak olan sonlu zincir halkasi tanimi ile halkalar icin Cin Kalan Teoremi’nin bir

sonucu ve ispati verilecektir.

2.1 Halkalar ile ilgili Bazi Kavramlar

Bu bashk altinda halkalar ile ilgili bu tezde kullanilacak bazi kavramlar verilecektir. ilgili

tanim ve teoremler [33] nolu kaynak esas alinarak diizenlenmistir.

o n

Tanim 2.1 (Halka) R bostan farkh bir kime ve “+” ile ikili islemler olmak Uzere,

asagidaki ¢ ozelligi saglayan (R,+,.) cebirsel yapisina bir halka denir.
i. (R,+) bir degismeli gruptur.
ii. Her a,b,c € R igin (ab)c =a(bc).
iii. Her a,b,ceR icin a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+ab.

Ayrica, her a,be Rigin ab=ba saglaniyorsa R halkasina bir degismeli halka denir.
Her aeR icin 1,a =al, =a olacak sekilde 1; e R mevcutsa R halkasina birimli halka
denir.

Tanim 2.2 (Halkanin karakteristigi) R bir halka olsun. Her a e Ricin na=0 esitligini

saglayan en kiglk pozitif n tamsayisina halkanin karakteristigi denir. Eger boyle bir

pozitif n tamsayisi yoksa halkanin karakteristigi sifirdir denir.



Tanim 2.3 R bir halka ve e R olsun. Eger e? =e esitligi saglaniyorsa e elemanina

idempotent eleman adi verilir.

Tanim 2.4 (Halkanin merkezi) R bir halka olsun.
Z(R)={alar =ra,vr eR} (2.1)

kiimesine halkanin merkezi denir.

Tanim 2.5 (Alt Halka) R bir halka ve S, R’nin bostan farkh bir alt kimesi olsun. Eger
S kimesi R’nin islemlerine gore halka sartlarini sagliyorsa S’ye R’nin bir alt

halkasidir denir.
Tanim 2.6 (ideal) R bir halka ve |, R’nin bir alt halkasi olsun.
i.Her reR ve ael icin rae | oluyorsa | bir sol idealdir.
ii. Her reR ve ael icin ar €| oluyorsa | bir sag idealdir.
iii. I hem sag hem de sol ideal oluyorsa | 'ya R ’nin bir idealidir denir.

Teorem 2.7 R bir halka ve |, R’nin bostan farkh bir alt kiimesi olsun. | kiimesinin

R “nin bir sag ideali (sol ideali) olmasi icin gerek ve yeter kosul;

i. Hera,bel icin a-bel ve

i. Her ael,reR isin arel (rael) olmasidir.

Sonug 2.8 {A, |i € I} kiimesi R halkasinin (sol) ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda

A (sol) ideallerinin kesigimi; ﬂA de R’nin bir (sol) idealidir.

iel
Tanim 2.9 X, R halkasinin bir alt kimesi ve R’nin X'i iceren tim (sol) ideallerinin

ailesi {A |i € I} olsun. ﬂA kesisimine X kimesi tarafindan Uretilen (sol) ideal denir.

iel
X kiimesi tarafindan uretilen ideal <X> ile gosterilir. X kimesinin elemanlarina <X>
idealinin Uretegleri denir. Eger X:{Xl,...,xn} ise <X> ideali sonlu Gretilmigtir denir ve

<X1,...,xn> olarak gosterilir. Tek bir X elemani tarafindan (retilen ideal, <X>, temel

ideal olarak adlandirilir.



Teorem 2.10 R birimli bir halka ve ae R olsun. a elemani tarafindan uretilen sol

ideal Ra:{ra|r € R} ve sag ideal aR:{ar|r € R} seklindedir. Ayrica ae Z(R) ise

aR = <a> = Ra saglanir.

Teorem 2.11 |, R halkasinin bir ideali olsun. R/I :{a+ | |ae R} kiimesi toplama isle-
minin (@+1)+(b+1)=(a+b)+1 olarak, carpma isleminin ise (a+1)(b+1)=ab+1

olarak tanimlanmasi halinde halka belirtir.

Tanim 2.12 R bir halka ve | onun bir ideali olsun. R/I halkasina b&lim halkasi denir.

Tanim 2.13 R bir degismeli halka olsun. Eger R halkasinin tim ideallerinin kiimesi

tam siraliise R bir zincir halkasidir denir.

Ornek 2.14 Z¢4 halkasinin idealleri agagidaki gibi siralanir.
O (e @e)-7, 22
Dolayisiyla Zg bir zincir halkasidir.

Fakat Zz[u]/<u2 —u> halkasinin ideallerinin latisi tek bir zincirden ibaret degildir.

1
{u-1

(v )
N

(0)

Dolayisiyla Zz[u]/<u2 —u> halkasi bir zincir halkasi degildir.

2.1.1 Halkalar icin Cin Kalan Teoremi

Tamim 2.15 (Direkt carpim) {R,R,,...,R,} birtakim halkalardan olusan bir kime olsun.

r,eR olmak izere (r,r,,...,r,) sirali n-lilerinden olusan kiimeyi R, xR,x...xR,

olarak gosterelim. Toplama ve carpma islemi bilesen bilesene (componentwise)

tanimlandiginda bu kiime bir halka belirtir. Bu halka R; halkalarinin direkt carpimi (dig

direkt carpimi) olarak adlandirilir.



Teorem 2.16 R bir halkave A, A,,..., A,, bu halkanin birtakim idealleri olsun.

i. A+A+...+A =R,
ii. Her k e{1,...,n} icin A N(A+...+ A +A,+...+A)

0
sartlari saglaniyorsa R= A x A, x...x A 'dir.

Tanim 2.17 (Direkt toplam) R halkasinin A, A,,..., A idealleri yukaridaki teoremde
verilen sartlar sagliyorsa R halkasi A ideallerinin bir direkt toplamidir (i¢ direkt
carpimidir) denir. R=A @A ®...® A, olarak gosterilir.

Asagida halkalar icin Cin Kalan Teoremi verilmistir.

Teorem 2.18 (Cin Kalan Teoremi) R halkasinin A, A,,..., A, idealleri icin asagidaki

ozellikler saglaniyor olsun.
i. R*”+A =R, Vie{l,...,n},
i. A+A =R, Viz].
Bu durumda, herhangi b,,b,,...,b, € R igin
b=b (modA) (i=12,...,n) (2.3)

olacak sekilde bir b e R elemani vardir. Ayrica, b elemani, mod A NA,...1 A e gore

tek tarla belirlidir.

Eger R halkasi birimli bir halka ise R* =R esitligi saglanir. Dolayisiyla R halkasinin

herhangi bir A idealiicin R+ A=R saglanir.
Sonu¢ 2.19 A A,,..., A, R halkasinin idealleri olsun. Bu durumda
®:R/(ANA,...NA)>R/AXR/A,x..xR/A, (2.4)

seklinde bir halka homomorfizmasi mevcuttur. Eger her i icin R+ A =R ve her i # j

icin A +A; =R saglaniyorsa @ bir izomorfizmadir.



Asagidaki Teorem Cin Kalan Teoremi’nin bir sonucudur ve [33] nolu kaynakta egzersiz
sorusu olarak verilmistir (sayfa 135, soru 24). Bu teoremde Z(R) halkanin merkezini

ifade etmektedir.

Teorem 2.20 (Cin Kalan Teoremi’nin bir sonucu) R birimli bir halka ve
e,e,,...,e, € Z(R) olsun.

i. e =e, Vi,

ii. eiej=0,Vi¢j,

iii. e+e,+...+¢,=1;,

ozellikleri saglaniyorsa R halkasi ¢R ideallerinin direkt toplami seklinde yazilabilir,

yani, R=eR®e,R®...®¢ R olarak yazilir.

ispat Oncelikle e +e,+...+e, =1, oldugundan eR+e,R+...+e,R=R elde edilir.
Herhangi bir ke{l,...n} icin acgRN(eR+...+6 R+ R+...+eR) alalim. Bu
durumda,

a=genl =en+...+¢_ h_ +€ L, +...+Er (2.5)

olacak sekilde r, e R mevcuttur. er, =er+...+€ 6 +€,, +...+€r, esitliginin
her iki tarafini e, ile carptigimiz takdirde, k # j igin ee; =0 ve ef =¢, oldugundan
e.f, =0 elde edilir. Dolayisiyla e RN (e,R+...+e_R+e  R+...+¢€R)=0 dir. Boylece

Tanim 2.17 geregince R halkasi ¢R ideallerinin bir direkt toplamidir. m

2.2 Sonlu cisimler

Bu baslik altindaki tanim ve teoremler [34] nolu kaynaktan vyararlanilarak

diizenlenmistir.

o n

Tanim 2.21 F bos olmayan bir kiime ve bu kiimenin elemanlari arasinda “+” ve “.
seklinde iki tane ikili islem tanimlanmis olsun. (F,+) ve (F \{0},.) birer degismeli grup

ise (F,+,.) Uglistine cisim denir.



Tanim 2.22 F bir cisim olmak tzere pl. =0; esitligini saglayan en kiigik pozitif p
tam sayisina F cisminin karakteristigi denir. Boyle bir p tam sayisi olmadig

durumlarda karakteristik O dir.
Teorem 2.23 Bir cismin karakteristigi ya sifirdir ya da bir asal sayidir.

Teorem 2.24 Karakteristigi p olan sonlu bir cismin eleman sayisi, n pozitif bir tamsayi

olmak Gzere, p" seklindedir.
Not 2.25 q = p" elemanli sonlu cisim kisaca F, olarak gosterilir.

Teorem 2.26 (F, \{(},.) devirli bir gruptur.

Tanim 2.27 Fq :{O,a,az,...,aq’l} olacak sekildeki « elemanina Fq cisminin ilkel
(primitive) elemani denir. Ayni zamanda, ilkel eleman Fq cisminin ¢arpimsal grubunun
iretecidir, yani F, = (a), F, = F,\{0}.

Tanim 2.28 o € F, sifirdan farkl bir eleman olsun. a* =1 olacak sekilde en kiigiik

pozitif K tamsayisina & 'nin mertebesi denir ve ord(«) =k olarak gosterilir.
Onerme 2.29

i F0| cisminin sifirdan farklh bir o elemaninin ilkel eleman olmasi igin gerek ve

yeter kosul mertebesinin ord(«) =q—1 olmasidir.

ii. Her sonlu cismin en az bir adet ilkel elemani vardir.

2.3 Modiil ve Alt Modiiller

Bu baslik altinda modiuil ve alt modiiller ile ilgili temel bazi tanim ve toeremler [35]

nolu kaynak esas alinarak diizenlenmistir.

Tanim 2.30 (M,+) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. M ’‘deki elemanlarin,

R’deki elemanlarla skaler ¢arpimi, RxM — M fonksiyonu asagidaki kosullari

sagliyorsa, M 'ye R Uzerinde bir sol modiil veya kisaca sol R -modiil denir.

i. HerreR vehermm'eM igin r(m+m’)=rm+rm’,

i. Herr,r'eR vehermeM igin (r+rYm=rm+r'm,
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iii. Herr,r'eR veher meM igin (rr')m=r(r'm).

Not 2.31 Yukaridaki islemler sag taraftan tanimlandiginda M bir sag R -modildir. Bu

tezde moduller sol modul olarak ele alinacaktir.

Tanim 2.32 R bir halka, M bir R-modiil ve N ¢ M bos olmayan bir alt kiime olsun.
N de kendi basina bir R-modil ise N’ye M ’nin bir alt modili veya R -alt modilu

denir.
Onerme 2.33 R-modiil M ’nin bos olmayan bir N M alt kiimesinin alt modiil

olmasi igin gerek ve yeter kosul her r,r'e R ve her mym'eN i¢cin rm+r'm eN

olmasidir.

Tanim 2.34 M bir R-modiil ve me M olsun. m elemaninin irettigi alt modiil

(m)=Rm={rm|reR| (2.6)

seklinde tanimlanir. Eger M =<m> olacak sekilde bir me M bulunabilirse, M ’ye

devirli moddl denir.

Tanim 2.35 R bir halka, M bir R-modil ve S={y,}. <M olsun. Her meM

iel

elemani, I, € R olmak lizere m= Z:riyi seklinde sonlu bir toplam olarak yazilabiliyor

icl
ve bu toplam tek tiirli oluyorsa, S kiimesine M ’nin bir bazi (tabani) ve M modiliine

de bir serbest moddl denir.

2.4 Aykiri Polinom Halkalan

Aykiri (skew) polinom halkalarinin teorisi ilk olarak Oystein Ore (1933) tarafindan
ortaya atilmis, Nathan Jacobson (1943) ve Bernard R. McDonald (1974) tarafindan
gelistirilmistir [36], [37], [38].

g elemanli bir sonlu cismi F, ve F, cisminin otomorfizmalar kimesini Aut(F,) olarak

gosterelim. 6, F, uzerinde taniml bir otomorfizma (6 € Aut(F,) ) ve €’nin mertebesi
|<6?>|:m olsun. q=p' ise F, cisminin 6 otomorfizmas tarafindan sabit birakilan alt

cismi K, p'™ elemanli sonlu cisimdir. Bu baslik altindaki tanimlarda ve teoremlerde

bu notasyonlar kullanilacaktir.
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Tanim 2.36 Katsayilari bir F, cisminin elemanlari olan

Fq[x;e]:{aO +aX+...+a,x"

a eF,0<i<n| (2.7)

polinomlarinin kiimesi, aykiri (skew) polinomlar kiimesi olarak adlandirilir. Fq[X;H]

kiimesi Uzerinde toplama islemi polinomlardaki toplama islemi ve carpma islemi ise

(ax')(a;x") =2,6'(a;)x"! kuralr ile belirlidir [38].

Teorem 2.37 Toplama ve carpma islemlerinin yukaridaki sekilde tanimlandigi Fq[X;H]
kiimesi bir halka belirtir. 8 birimden farkli ise Fq[X;H] degismeli olmayan bir halkadir.

Bu halkaya aykiri (skew) polinom halkasi denir [38].

Aykiri polinom halkasinin bazi 6zellikleri asagida verilmistir [38]. f(X) polinomunun

derecesi der(f (x)) ile gosterilmektedir.
i. F,[X; 6] halkasinin sifir bdleni yoktur.
. F,[X; 0] halkasinin birimselleri F, cisminin birimselleridir.
iii. f(x), 9(x) € F,[x;0] olmak uzere
der(f(x)+ g(x)) < max{der(f(x)),der(g(x))},
ve der(f(x)g(x))=der(f(x))+der(g(x)) dir.
Teorem 2.38 (B6Ime Algoritmasi) F,[X;0] halkasindaki herhangi iki polinom f(x)#0

ve g(x) icin g(X)=q(x)f(x)+r(x), der(r(x))<der(f(x)) veya r(x)=0 olacak

sekilde q(x), r(x) e F,[x;0] vardir ve tek trltdur [38].

Yukaridaki teoremde g(x) polinomu f(x) polinomu ile sagdan bolinmustir. Ayni
teorem soldan bdlme igin de gegcerlidir. Dolayisiyla F[X;8] halkasi igin bélme

algoritmasi sagdan ve soldan saglanir.

I, F,[x;6] halkasinin bir sol ideali ve | idealindeki en kucik dereceli sifirdan farkli bir

polinom f(x) olsun. | idealindeki bir g(x) polinomu igin
g(x) =q(x) f (x)+r(x), der(r(x)) <der(f(x)) veya r(x)=0 (2.8)
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saglanir. Ancak r(x)=9(x)—q(x)f(x) el olmasi f(x) polinomu idealdeki en kiigik
dereceye sahip oldugundan r(x)=0 olmalidir. Dolayisiyla her g(x)el igin

g(x) =q(x) f(x) esitligi saglanir. Boylece | ideali F [x;60] halkasinda tek bir eleman
tarafindan Uretilir, yani temel idealdir. | =<f(x)> seklinde gosterilir. Benzer bigimde

F,[x;6] halkasinin tiim sag idealleri temel idealdir [38].

Not 2.39 Bu ¢alismada sol idealler tizerine yogunlasacagimiz igin, | =<f(x)> gosterimi

f (x) polinomu tarafindan uretilen sol ideal kavrami igin kullanilacaktir.

Tanim 2.40 F,[x;0] halkasinin bir | idealiicin | =F[x;0]g(x) = f (x)F,[x; 0] esitligini
saglayan f(x),g(x) € F,[x;0] varsa | idealine cift tarafli ideal veya kisaca ideal denir
[38].

Teorem 2.41 F [x;0] halkasinda x"-1 polinomunu tarafindan uretilen sol ideal
<x” —1> ve |<0>| =m olsun. <x” —1> idealinin cift tarafli ideal olmasi igin gerek ve yeter

kosul m|n olmasidir [28].

Teorem 2.42 Fq cisminin @ tarafindan sabit birakilan alt cismi K olsun.

Z(F,[x01)= {ao +a X" +..+a X"

a €K, |(6)|=m} (2.9)
kiimesi F,[X; 8] halkasinin merkezidir [38].

Onerme 243 h(x),g(X) e F,[x;0] olmak Gzere h(x)g(x)eZ(F,[x60]) ise
h(x)g(x) = g(x)h(x) saglanir [29].

Yukaridaki 6nermeden gorilecegi lUzere merkezdeki bir polinomun sol bdéleni ayni

zamanda sag bolenidir.

Sonug¢ 2.44 Fq cisminin mertebesi m olan bir otomorfizmasi 6 ve m|n olsun.

X" —1=h(x)g(x) € F,[x;0] ise ayni zamanda X" —1= g(x)h(x) € F,[x; 4] dir.

Ispat m|n olmasi durumunda X" -1 polinomu F,[x;0] halkasinin merkezindedir ve

yukaridaki 6nermenin bir sonucu olarak goruliir. m
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2.5 Hata Diizelten Kodlar

Hata dizelten kodlar teorisi iletisim, veri depolama gibi dijital bilgi transferi esnasinda
kaynak ile alici arasinda meydana gelebilecek hatalarin tespit edilmesi ve dizeltiimesi
Gzerinde calisir. Bunun icin transfer edilecek orijinal mesaja eklemeler yapilarak iletisim
kanalindan aliciya aktarilir. Bu eklemelere kontrol biti adi verilir. MUmkin olan en
dogru bicimde mesajin aliciya ulasacagi ve kanal verimliliginin diismeyecegi sekilde bu
eklemeleri optimize etmek hata dizelten kodlar teorisinin temel amacidir. Cebirsel
kodlama teorisi ise kodlama teorisinin optimizasyon problemini cebirsel argiimanlar
yardimiyla ¢c6zmeyi amaglar. Bu baslik altinda kodlama teorisi ile ilgili bazi temel tanim

ve teoremler [34] nolu kaynak esas alinarak diizenlenmistir..
Tanim 2.45 A={a,...,a,} seklinde g elemanli bir kiime olsun.
i w=wWw,...w, (W, eA) seklindeki diziye A kiimesi Gizerinde n uzunlugunda

bir q-lu s6z denir. W sézii ayni zamanda W = (W, W,,...,W,) seklinde vektér

olarak da disunulebilir.

ii. Bostan farkh bir C < A" kiimesi, A (zerinde n uzunlugunda bir koddur. C’nin

her bir elemanina C ’nin kodsozii denir.
Tanim 2.46 U =(U,,U,,...,U,) ve V=(V,,V,,...,V,), n uzunlugunda birer s6z olsun. u ile

v arasindaki Hamming uzakligi d(u,v) =|{i|ui #V,1<i< n}| seklinde hesaplanir.

Tanim 2.47 C'nin farkli kodsozleri arasindaki en kiigik Hamming uzakhgina C

kodunun minimum Hamming uzakligi denir ve d(C) ile gosterilir.

Tanim 2.48 A; g elemanl bir kiime olsun. A Uzerinde n uzunlugunda, eleman sayisi
M ve minimum Hamming uzakligi d olan bir kod kisaca (n,M,d)q-kod olarak

gosterilir. n, M ve d sayilarina kodun parametreleri denir.

2.5.1 Lineer Kodlar

Fqn vektdr uzayinin bir F_ -alt vektér uzayina n uzunlugunda F, Uzerinde lineer kod

denir.
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Tanim 2.49 C, n uzunlugunda bir lineer kod ve u=(u,,u,,...,u,), v=(v,V,,..,v,) €C
olsun. u kodso6zi igcin Hamming agirhig Wt(u):|{i|ui ¢0}| olarak tanimhdir. Ayrica u

ile v arasindaki Hamming uzakhg d(u,v)=wt(u—-v) seklinde hesaplanir. C’nin

kodsozlerinin sifirdan farkli en kiicik Hamming agirligina C kodunun minimum

Hamming agirhg denir ve wt(C) ile gosterilir.

Teorem 2.50 C bir lineer kod ise d(C) =wt(C) saglanir.

Tanim 2.51 F, Gzerinde uzunlugu n, boyutu k ve minimum Hamming uzakligi d olan
bir C lineer kodu [n,k,d]q-kod olarak gosterilir.

Tanim 2.52 U= (Uy,Uj,...,U, ;) ve V= (Y, V,...,V, ;) € F olsun. Asagida tanimlanan

(-, ) F'xF">F,

n-1 2.10
u,v) > uy, (2:10)
i=0

fonksiyonu bir ic carpim fonksiyondur ve Oklid i¢ carpimi olarak adlandirilir. C < Fqn bir

lineer kod olmak tGzere C* = {u cF,

Her v e C icin (u,v>:0} kiimesine C kodunun

duali denir.
Tanim 2.53 C ¢ Fqn bir lineer kod olsun.
i C, Fqn uzayinin bir alt vektor uzayr oldugundan bir bazi vardir. C’nin baz
vektorlerini satir kabul eden matrise C ’nin Ureteg matrisi denir.

ii. Her ueC igin Hu' =0 esitligini saglayan H matrisine C’nin kontrol matrisi

denir. H matrisi ayni zamanda C* kodunun {irete¢ matrisidir.

2.5.2 Devirli Kodlar

Devirli kodlar, lineer kodlarin 6zel bir alt ailesidir. Devirli kodlar ilk olarak Eugene
Prange tarafindan 1957 yilinda ortaya konulmustur [39]. Bu calisma, cebirsel kodlama
teorisi alaninda ¢ok 6nemli gelismelere yol agmistir. Devirli kodlar 6zellikle verimli

kodlama ve dekodlama algoritmalari saglamasi agisindan avantajlidir. n uzunlugunda
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k boyutlu bir lineer kodu temsil edebilmek igin k x n’lik bir matrise ihtiya¢ duyulurken,
ayni parametrelere sahip bir devirli kod sadece derecesi n—k olan bir polinom
tarafindan temsil edilebilmektedir. Hamming kodlar, Golay kodlar, BCH kodlar gibi

onemli kod aileleri devirli kodlardir.

Tanim 2.54 C, n uzunlugunda bir lineer kod ve her ¢ =(c,,C,,...,C, ;) €C i¢in o(C) =
(C,4:Cys--sC,,) €C ise C'’ye devirli kod denir. o dénusimine ise devirsel 6teleme
(cyclic shift) denir.

Onerme 2.55 Kodlar polinomlar cinsinden ifade edilebilir.
7 Bl — Fq[x]/<xn —1>, C=(Cy,CpyesCyy) = C(X) =Cy +C X+ C, X" (2.11)

Yukarida tanimlanan 7, fonksiyonu bir lineer dénugimdir. Bu durumda ceC
kodsozunin polinom yaziminda devirsel 6telemesi, Fq[x]/<xn —1> boélim halkasinda

X.C(X) polinomuna tekabil eder. Yukaridaki lineer dénlsim vasitasiyla devirli kodlar

idealler cinsinden ifade edilebilir.

Teorem 2.56 Cqu” lineer kodunun devirli kod olmasi igin gerek ve yeter kosul

7,(C) 'nin Fq[x]/<xn —1> halkasinin bir ideali olmasidir.

Teorem 2.57 Fq[x]/<xn —1> halkasinin sifirdan farkh bir ideali 1 ve g(x) polinomu da
| idealindeki sifirdan farkh en kiglk dereceye sahip monik (bas katsayisi 1 olan)
polinom olsun. Bu durumda g(X) polinomu | idealinin bir Gretecidir ve X" —1’i béler.
C c F; bir devirli kod ve ﬂl(C):<g(x)> ise g(x) polinomuna C kodunun Ureteg

polinomu denirve C = <g(X)> olarak gosterilir.

Teorem 2.58 Fq[x]/<xn —1> halkasinin sifirdan farkli herhangi bir | idealindeki sifirdan

farkl en kiictik dereceli monik polinom tektir.

Ornek 2.59 C ={0000,1010,0101,1111} kodu F, cismi zerinde bir devirli koddur.
C’nin kod sozlerine karsilik gelen polinomlarin kiimesi

7,(C) ={0,1+ x*, x+ x>, 1+ x+ x> +x*}dir.  7,(C), FZ[X]/<X4—1> halkasinin  bir
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idealidir. 7z,(C) idealindeki en kiigiik dereceli monik polinom x*+1, 7,(C) idealini

iretir. Boylece x*+1 polinomu C kodunun iirete¢ polinomudur, yani C =<x2 +1>’dir.

Teorem 2.60 F [x] halkasinda X" =1 polinomunun her bir monik béleni F, Uzerinde

tanimli bir devirli kod Uretir.

Teorem 2.61 g(x)e F[x], g(x)|x"-1 ve der(g(x))=k olsun. Bu durumda g(x)

tarafindan Uretilen ideale karsilik gelen kod n uzunlugunda boyutu n—k olan devirli

bir koddur.
Tanim 2.62 f(X)=a,+ax+a,x +...+ax" e F,[x], derecesi k olan bir polinom
olsun. f(x)’in ters sirali polinomu (reciprocal) f'(x):=x*f @/x) = z:;o ak_ix‘ seklinde
tanimhdir.
Onerme 2.63 x" -1=h(x)g(x) e F,[x] ve C :<g(x)>, F, lzerinde n uzunlugunda bir

devirli kod olsun. Bu durumda C’nin duali h'(x) polinomu tarafindan Uretilen devirli

koddur, yani C* :<ht(x)> dir.

Not 2.64 h(x) =h,+hx+...+hx* iken h'(x) polinomu monik olmayabilir. Bu
durumda h, =0 iken h;*h'(x) polinomu monik bir polinomdur. h'(x) polinomunun
Urettigi ideal ile h;'h'(x) polinomunun irettigi ideal esit olacagindan, C* =<ht(x)>
yazilir.

Teorem 2.65 X" —1=h(x)g(x) e F,[x] ve C =<g(X)>, F, Uzerinde n uzunlugunda bir

devirli kod olsun.

i.  g(X)=0,+0,X+...+0, X" ve der(g(x)) =n—k olmak iizere

g(x) 9% O - - G O 0 ... 0
G g9 | |0 g G o o Gy 0 .. 0
X*gx)| |0 0 ... 0 9, 9 - oo Ooy

matrisi C kodunun Urete¢ matrisidir.
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ii. h(x)=h,+hx+...+hx“ ve der(h(x)) =k olmak iizere

ht(x) h h, .. .. hb 0 0 .. 0
Lo e [0 he hy o 00
X"ty [0 0 ... 0 h h, .. ..Hh

matrisi C kodunun kontrol matrisidir. H matrisi ayni zamanda C* kodunun

Urete¢ matrisidir.

Ornek 2.66 g(x) =1+ x+Xx*+Xx* polinomu, F,[X] halkasinda x’ —1 polinomunun bir
bélenidir. Bu durumda g(x) polinomu n=7 uzunlugunda boyutu n—-k=7-4=3
olan devirli bir kod uretir. C :<g(x)> devirli kodu igin Urete¢ matrisi,
g(x) 1110100
G={xg(x)|=/0 1 11 010 (2.12)
x*g(x)| [0 0111 0 1
seklindedir. C kodunun parametreleri [7,3,4],"dir. h(x) = (x" =1)/g(X) =1+ x+x° ve

h'(x) =1+ x> + x* dir. Bu durumda C* :<ht(x)> ve C* kodunun Ureteg matrisi,

1 011000
01 01100
H= (2.13)
001 0110
0 001011
seklindedir.

2.5.3 Aykiri Devirli Kodlar

Aykiri  (skew) devirli kodlar ilk olarak Boucher vd. tarafindan 2007 vyilinda
tanimlanmistir [26]. Bu ¢alismada aykiri polinom halkalari kullanilarak devirli kodlarin
bir genellemesi elde edilmistir. Bazi ¢alismalarda bu aile aykiri devirli kodlar yerine @-
devirli kodlar olarak adlandirilmistir [29], [40]. Aykiri polinom halkalarinin cebirsel
Ozellikleri nedeniyle aykiri devirli kodlar optimal kod bulma agisindan devirli kodlara

gore daha avantajlidir. Bu cebirsel 6zellikler kisaca aykiri polinom halkalarinda sag ve
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sol bolme algoritmasinin saglaniyor olmasi ve c¢arpanlara ayirmanin tek tirli

olmamasidir.

Tanim 2.67 C kodu, F, tzerinde n uzunluguna sahip bir lineer kod ve @, F, cismi

tUzerinde tanimli bir otomorfizma olsun. Her ¢ =(c,,C,,....,C, ;) € C i¢in
o(c)=(0(c,4).0(c,),-0(c,,))eC (2.14)

saglaniyorsa C koduna n uzunlugunda aykiri devirli (skew cyclic) kod denir. o

doénistimiine aykiri devirsel 6teleme (skew cyclic shift) denir [26].

Eger @ birim ise C bir devirli koddur. Dolayisiyla aykiri devirli kod ailesi devirli kodlar

ailesini kapsar.

C kodunun kodsoézlerini polinomlar cinsinden asagidaki gibi ifade edebiliriz.

i Co F[x6]/(x"-1)

(2.15)
c=(¢,,C,..es Cpy) > C(X) =Cy +C X +.....+C, X

olarak tanimlanan 7 donlsimu bir izomorfizmadir. c € C kodsoézunin aykiri devirsel
otelenmis hali o(c), polinom yazihminda xc(x) =6(c, ,) +6(c,)X+....+8(c, ,)X"" ye

karsilk gelir.

C, F, lzerinde tanmli n uzunlugunda devirli kod iken 7,(C)’nin Fq[x]/<X“—l>

halkasinin bir ideali oldugu gosterilmisti. Aykiri devirli kodlar tanimlanirken iki durum

ile karsilasilir.
C, F, Uzerinde tanimh n uzunlugunda aykiri devirli kod ve |<(9>|= m olsun.
i. mjnise Fq[x;é’]/<xn —l> bir halka belirtir. Bu durumda 7(C), Fq[x;é?]/<X” —1>
halkasinin bir idealidir [26].
ii. m|/n olmasi durumunda Fq[X;H]/<X” —l> halka belirtmez. Fakat
Fq[x;H]/<x”—1> bir sol F, [x;0]-modildir. Herhangi bir n degeri icin 7(C),

F,[X 9]/<X” —l>’ in bir sol F,[x;#]-alt modulu olarak ele alinabilir [27].
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Teorem 2.68 C, Fq Uzerinde tanimh n uzunlugunda bir lineer kod olsun. C kodunun
aykiri devirli kod olmasi igin gerek ve yeter kosul C’nin Fq[x;<9]/<xn —1> modlliniin

bir sol F [x;&]-alt moduli olmasidir [27].

Onerme 2.69 C, Fq[x;é?]/<x”—1> modullintin bir sol F [x;#]-alt moduli olsun. Bu

durumda C devirli alt modildir ve C’deki sifirdan farkl en kiiglik dereceli monik

polinom tarafindan uretilir [27].

Teorem 2.70 C, Fq[X;H]/<X“—1> moduliintin bir sol F [x;6]-alt modili olsun ve
f(x) polinomu C’deki sifirdan farkli en kiigik dereceli monik polinom olsun. Bu
durumda f(x) polinomu X" —1’in bir sag bélenidir [27].

Teorem 2.71 F,[x; 6] halkasinda x" —1=h(x)g(x) ve der(g(x))=r olsun. C=(g(x)),
Fq[x;H]/<x”—1> modliiniin bir sol F [x;6]-alt modili olsun. Bu durumda C bir

serbest sol F -altmodildir. C’nin  bir baz ﬁ:{g(x),xg(x),...,X”’r’lg(x)}

n-r-1 i
seklindedir. Yani her ceC elemani, ¢; € F, olmak uzere c= Z aX'g(x) seklinde
i=0

sonlu toplam olarak yazilabilir ve bu yazilis tek turltdar [27].
Sonug olarak; x" —1’in sag bélenleri Fq[x;«9]/<xn —1> moddiliinde birer sol F [x;0]-alt
modul Uretir ve Fq[x;0]/<xn—l> modilliniin sol F, [x;0]-alt modulleri birer aykiri

devirli koda karsilik gelir. X" —1’'in derecesi n—k olan her bir sag béleni, n

uzunlugunda boyutu k olan bir aykiri devirli kod Gretir.

Teorem 2.72 g(X) = g, + g, X+...+ 0, X" polinomu F,[x;0] halkasinda x" —1"in bir
sag béleni ve der(g(x))=n-kolsun. Bu durumda n uzunlugunda C=(g(x)) aykiri

devirli kodunun Urete¢ matrisi asagidaki gibidir [41].

g(x) g, 9 I ¢ 0 0o .. 0
G Xg(x) _ 0 6&(g,) €(9,) ... 0(9,,) 0 .. 0
x'g(x)| [0 0 o 0009, 6(g) ... ... 0(9,.)
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Fq[x;é?] halkasinda polinomlarin garpanlara ayrilisi tek tirli degildir. Carpanlara

ayrilisin tek tirli olmamasi daha fazla sayida sag bolen bulmamiza ve daha fazla sayida
kod liretmemize olanak saglar. Béylece daha iyi parametrelere sahip kod bulunmasi
acisindan avantajhdir.
Ornek 2.73 9 < Aut(F,) ve #(a)=a’ olsun. F, {izerinde uzunlugu 4, boyutu 2 olan
aykiri devirli kod bulmak igin 6ncelikle x*-1e F,[x;8] polinomunun derecesi 2 olan
sag boleni bulunmalidir. X*—1’in F,[x;0] halkasinda derecesi 2 olan tim sag
bdlenleri asagida verilmistir.
x'—1=(x*+D(x*+1)

=(X* +ax+a)(X* +ax+a’)

=(X* +a’x+a?)(X* +a’x+a)

=(X* +a’x+a)(X* +a’x+a?) (2.16)

=(X*+X+a?)(X* +x+a)

=(X* +x+a)(X* +x+a’)

= (X’ +ax+a’)(X* +ax+a).
9,(X) = X* + ax+a?® polinomu [4, 2,3]4 parametrelerine sahip, aykiri devirli kod uretir.

a 1

2

2
C =<gl(x)> aykiri devirli kodunun trete¢ matrisi G, ={06
a «a

ﬂ seklindedir.

F4[X]/<X4—l> degismeli polinom halkasinda x*—1 polinomunun derecesi 2 olan
boleni sadece g,(x) = x*+1 polinomudur. g,(x) tarafindan uretilen ideal F, Gzerinde

[4,2,2], parametrelerine sahip devirli bir koda karsilik gelir. F4[X]/<X4 —1> halkasinda

x* —1’in ikinci dereceden baska boleni olmadigindan bu sekilde baska bir devirli kod

yoktur. Brouwer’in tablosuna gére F, uzerinde [4,2,3]4 parametrelerine sahip kodlar

optimaldir [42]. Bu O6rnekte de goruldiugl Gzere aykiri devirli kod ailesi devirli kodlar

ailesine gore optimal kodlar elde etme agisindan daha avantajhdir.

Simdi aykiri devirli kodlarin dualleri hakkinda bazi 6nemli teoremleri verelim.
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Tanim 2.74 f(x)=a,+ax+a,x’+...+ax €F[x;0] ve a =0 olmak izere f(X)

t t
polinomunun aykir ters siralisi (skew reciprocal) ff(x)=> x'a_; =) 6'(a_)X

i=0 i=0

olarak tanimhdir.
Not 2.75 f(x):a0+a1x+a2x2+...+a1xtqu[x;H] polinomunun aykiri ters siralisi

kolayca su sekilde hesaplanir;

fR(X)=x"(a, +X'a, +X %@, +...+ X 'a,)

(2.17)
=0'(a,)+0" (@)X +0"%(a,)x"* +...+ 4,

Onerme 2.76 O’nin mertebesi m ve m|n olsun. x"-1=h(x)g(x) e F,[x;0] ve
C=<g(x)>, F, Uzerinde n uzunlugunda bir aykir devirli kod olsun. Bu durumda

C’nin duali h®(x) polinomu tarafindan (iretilen aykiri devirli koddur, vyani

' =(h*(x))tir [29].

Teorem 2.77 C, F, lzerinde tanimli n uzunlugunda bir aykiri devirli kod ve |<6?>| =m

olsun. (m,n) =1 ise C bir devirli koddur [27].
Teorem 2.78 F,[x;6] halkasinda g(X) polinomu X" —1"in bir sag béleni ve F, cisminin
0 tarafindan sabit birakilan alt cismi K olsun. (m,n) =1 ise g(x) € K[x] tir [32].

Teorem 2.79 k<n, g(x), h(x) e F[x;6] ve der(h(x))=k, der(g(x))=n-k olsun.
Bu durumda, 6"(g(x))=6"(g,)+6"(9,)Xx+...+8"(9, . )X  olmak uzere,

x"—1=h(x)g(x) olmasiigin gerek ve yeter kosul x"—1=8"(g(x))h(x) olmasidir [41].

Teorem 2.80 Qe Aut(Fq) ,

<(9>|=m ve Fq cisminin @ tarafindan sabit birakilan alt

cismi K olsun. (m,n) =1 olmasi durumunda, X" —1 polinomunun F,[x;&] halkasindaki

ayrisim K[x] degismeli halkasindaki ayrisimindan ibarettir.

Ispat Teorem 2.78 ve Teorem 2.79’un sonucu olarak gorilir. m
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2.6 DNA ileilgili Temel Bilgiler ve DNA Kodlar

DNA; hicrelerin fonksiyonlarini siirdiirebilmesi icin gerekli bilgileri tasiyan molekildr.
DNA dizileri; Adenin ( A), Guanin (G), Sitozin (C) ve Timin (T ) olarak adlandirilan
dort temel bazdan (niikleotid) olusur. Bu bazlar DNA molekilinin seker ve fosfattan
olusan iskeletine tutunarak, molekiiliin bir iplikcigini olustururlar. iki DNA iplikgigi
birbirine WCC (Watson Crick complement) o6zelligine gore baglanir ve DNA cift
sarmalini olusturur. WCC 6zelligine gore A ile T ve G ile C birbirinin tamlayanidir ve
A°=T ve G°=C olarak gosterilir. A ile T ikili hidrojen bagi, G ile C ise lgli
hidrojen bagi kurarak DNA c¢ift sarmal yapisini olustururlar. Birbirinin tamlayani olan
uygun DNA parcalarinin bir araya gelerek ikili sarmal olusturmasina DNA hibridizasyonu

denir.

5 T T T T T T T 1
TG ATC CTTCG
ACTAGAGZC
C S N N U N N O

Sekil 2.1 DNA bazlarinin karsilikli dizilimi

Bir DNA iplikgiginin (DNA dizisi) u¢ noktalari kimyasal farkhlklarindan dolayr 3'-ucu ve
5 -ucu olarak adlandirilir. Genel olarak bir iplikli DNA ve RNA dizileri yazilirken 5'-
ucundan 3'-ucuna dogru yazilir ve hibridizasyon esnasinda 3'-ucu ve 5'-ucu birbirini
tamamlar. Bu yazima gore bir DNA dizisi ile ters sirali tamlayani DNA cift sarmalini
olusturur. Ornegin 5'-TGATCTCGTAA-3'ile 5'-TTACGAGATCA-3' DNA dizileri
WCC kuralina goére birbirine baglanarak DNA cift zincirini olustururlar (Sekil 2.1). Bir
DNA k -bazi (k -mer) kisaca k uzunlugunda bir DNA dizilimidir. Ornegin, ATGGC bir
DNA 5-bazidir.

Tanim 2.81 (DNA kod) Bilesenleri {AT,G,C} kiimesinin elemanlari olan n

uzunlugundaki vektorler(kelimeler)den olusan kiimeye DNA kod adi verilir. DNA kodun

elemanlarina kods6z denir.
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Tanim 2.82 D DNA kod ve ueD olsun. u kodsdziiniin ters siralisi (reverse) u',

tamlayani (complement) u ve ters sirali tamlayani (reverse-complement) u'™ olarak

gosterilir.
Ornek 2.83 u=ATGCTATT seklinde bir DNA kodséziinin ters siralisi

u" =TTATCGTA, tamlayani u°=TACGATAA ve ters sirali tamlayani
u = AATAGCAT seklindedir.

Adleman, Hamilton yolu problemini 7 digim icin sentetik DNA dizilerinin WCC
Ozelliginden yararlanilarak deney tiplinde manipile edilmesi ile ¢6zmusgtir. Bu galisma

ile birlikte DNA molekilleri hesaplama islemlerinde kullanilmaya baslanmistir.

Hamilton yolu problemi kisaca, yonli veya yonsiz bir graf verildiginde her bir dGgimu
tam olarak bir defa gecerek tim didgiumlere ugrayan bir yol olup olmadigidir.

Adleman’in deneyini 4 digim igin drneklendirelim.

Ornek 2.84 [43] Sekil 2.2’de sehirler arasindaki uguslar yénlii graf olarak verilmistir.

Buna gore, Chicago’dan Detroit’e ucus var iken Detroit’ten Chicago’ya ugus yoktur.

Detroit

£

Chicago & Boston

Atlanta

Sekil 2.2 Sehirler arasi uguslar

Sekil 2.2’ye gore Atlanta’dan baslayip Detroit’e her bir sehire tam olarak 1 kez
ugrayarak varan Hamilton yolunu bulalim. Bunun icin her bir sehir 8 uzunlugunda bir
sentetik DNA dizisi ile kodlanir. Sehirler arasindaki uguslar(yollar) ise kalkis sehrini
temsil eden DNA dizisinin son 4-bazinin tamlayani ile varis sehrinin ilk 4-bazinin

tamlayani seklinde kodlanir (Cizelge 2.1).
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Gizelge 2.1 Sehirler, uguslar ve DNA karsiliklari

Sehirler DNA karsihigi

Atlanta ACTT GCAG
Boston TCGG ACTG
Chicago GGCT ATGT
Detroit CCGA GCAA
Atlanta— Boston CGTC AGCC
Atlanta— Detroit CGTC GGCT
Boston — Chicago TGAC CCGA
Boston — Detroit TGAC GGCT
Boston — Atlanta TGAC TGAA
Chicago — Detroit TACA GGCT

Yollara karsilik gelen DNA dizileri gogaltilarak bir deney tlplne sehirlere karsilik gelen
DNA dizileri ise ¢ogaltilarak bir baska bir deney tlipline konulur. Bu iki deney tlipl ortak
bir kapta gerekli enzimler ile karistirilarak hibridizasyonlarin gergeklesmesi saglanir.
Daha sonra ayristirma yontemleri kullanilarak elde edilen DNA cift zincirlerinden ilk
etapta uzunlugu 4’ten kiiglik olanlar daha sonra Atlanta ile baslayip Detroit ile bitenler
haricindekiler ayristirilir. Neticede kalan DNA dizileri okunarak her bir sehre ugrayan

dizisi ¢6zUm olarak elde edilir (Sekil 2.3).
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Atlanta Boston Chicago Detroit

ACTTGCAG—TCGGACTG—GGCTATGT—CCGAGCAA

CGTCAGCC—TGACCCGA —TACAGGCT
Atlanta Boston Chicégo
->Boston ->Chicago ->Detroit

Sekil 2.3 Ornek 2.84’{in ¢6zimii

Yukaridaki 6rnekte de goruldigi Gizere DNA hesaplamalarinda onemli adimlardan biri
problemin sentetik DNA dizilerine uygun bir aktarimini (DNA-kodlamasini) bulmaktir.
Boylelikle hibridizasyon sireci neticesinde istenen sonug elde edilmis olacaktir. Fakat
DNA dizileri arasinda istenmeyen hibridizasyonlarin gerceklesmesi mimkiindir. Bu
durum problemin ¢6ziminli engeller ve verimi duslrir. Tasarlanan DNA dizileri
arasinda hatali hibridizasyon olusma ihtimalini minimuma indirgemek icin DNA kodlara
bazi kombinatoryel kisitlar uygulanir [10], [11]. D bir DNA kod ve d bir pozitif tamsayi

olsun.

i.  Hamming uzakhg kisiti: Her u,ve D (u=v)icin d(u,v)>d.
ii. Terssirakisiti: Her u,ve D igin d(u',v) >d.

ili. Ters sira tamlayan kisiti: Her u,ve D igin d(u”™,v)>d.

iv. GC -miktar kisiti: Her ue D kodsoziinin icerdigi G ve C bazlarinin toplam

sayisinin esit olmasidir.

Tanim 2.85 (Ters sirali DNA kod) D bir DNA kod olsun. Her ueD igin

u" e D saglaniyorsa, D bir ters sirali DNA koddur.

Tanim 2.86 (Ters sirali tamlayan DNA kod) D DNA kod olsun. Her ueD igin

u™ e Dsaglaniyorsa, D bir ters sirali tamlayan DNA koddur.

Dogal olarak ters sirali DNA kodlar ters sira kisitini saglar. Ayrica ters sirali DNA
kodlardan ters sira tamlayan DNA kod elde etmek oldukga kolaydir. Asagidaki teorem

[16] calismasinda verilen Teorem 4.1'in bir sonucu olarak gorulir.
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Teorem 2.87 D, uzunlugu n olan ters sirali bir DNA kod olsun. n= 2k seklinde bir gift

sayl ise, X, € D elemanlari x; = ab, seklinde uzunlugu k olan @, ve b, vektori olarak

ifade edildiginde; {yi = aibf} kiimesi bir ters sirali tamlayan DNA koddur.

ispat D bir ters sirali DNA kod ven=2k olsun. x, e D elemanlari x, =ab seklinde

yazilsin. D' = {yi = aibf} olsun. (b°)° =b, oldugundan y;* =b"a” elde edilir.

X =abeD = x =b'a €D,

(2.18)
ba’eD = ba’eD.

Boylece y“=Dba D’ elde edilir. Dolayisiyla D’ kiimesi bir ters sirali tamlayan

koddur. m

Ornek 2.88 D ={AAAATTTT,GCAT,TACG} kiimesi ¢ift uzunluklu bir ters sirali DNA

koddur.

X, =AAAA =y = AATT,
X,=TTTT =y,=TT AA
X; =GC AT =vy,=GCTA,
X,=TACG =y, =TAGC.

(2.19)

Vii=Y, Yy =Y., Vs =Y, Vve Yy, =Y, oldugundan D' ={y,,V,, Y, Y,} kimesi bir ters

sirali tamlayan DNA koddur.

2.6.1 Ters siralilik problemi

Abualrub vd. tarafindan [17] nolu ¢aligmada F, ={O,1,a,a2} cisminin elemanlari ile
DNA bazlari arasinda birebir esleme verilmistir. Bu eslemeye gore; A/.C,G ve T
bazlari sirasiyla 0, ¢, ve 1 elemanlari ile eslestirilmistir. Benzer sekilde bir halka veya
cismin elemanlari ile DNA Kk -bazlarini iliskilendirerek ters sirali DNA kodlar bulmak igin

bazi calismalar yapilmistir [19], [21], [22]. Bu calismalarda karsilasilan ters sirahlik

problemini (reversibility problem) kisaca su sekilde aciklayabiliriz. Fg cisminin

elemanlari ile DNA bazlarini iliskilendirmek igin F¢ cisminin her bir elemanini bir DNA
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2-bazi ile eglestirmek gerekmektedir, 6rnegin, aeF, icin a—> AT seklinde
eslestirilir.

a,a,,a, R, ve 3 > AC, a, > AG, a, > TC olsun.

(a,,a,,8;) kodsoziiniin DNA karsiligi ACAGTC elde edilir. Bu durumda (a;,a,,a,)

kodsdzlnin ters siralisi (a,,a,,8,) olup DNA karsiligi TCAGAC dir. Fakat TCAGAC

DNA dizilimi (string), ACAGTC diziliminin ters siralisi degildir.
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BOLUM 3

F, CiSMi UZERINDE TERS SIRALI DNA KODLAR

Cisimler veya farkli cebirsel yapilar Gizerinde DNA kodlar tanimlanirken ortaya ¢ikan
ters siralilik problemi B&liim 2.6.1’de agiklanmisti. Bu béliimde q =4 iken F, cismi

Uzerinde DNA kodlar igin ters sirallik problemi, aykiri devirli kodlar yardimiyla

cozilecektir. Onceki calismalarda ([21],[22]) Fq Uzerinde ters sirali DNA kodlar,

degismeli Fq[x] polinom halkasi kullanilarak 6zel Uretec¢ kiimeleri tarafindan belirlenen
lineer kodlardan elde edilmistir. Bu ¢alismada oncekilerin aksine, degismeli olmayan
Fq[X;H] aykiri polinom halkasi kullanilacak ve x"—1 polinomunun bu halkadaki
bolenlerinin o6zelliklerinden yararlanilarak aykiri devirli kodlardan direkt olarak ters

sirali DNA kodlar elde edilecektir. Ayrica bu kodlarin dualinin de ters sirali DNA kod

oldugu gosterilecektir.

Cizelge 3.1’de F cisminin elemanlari ile DNA baz ciftleri arasinda her bir eleman ve 4.
kuvveti birbirinin DNA ters siralisi olacak sekilde bir eslestirme verilmistir [21]. Cizelge
3.1’de verilen eslestirme, [22] nolu calismada genellestirilmistir. Bunun igin q= 4%
iken F, cisminin elemanlari ile DNA 2s-bazlar arasinda her bir cisim elemant ile 4* inci

kuvveti birbirinin DNA ters siralisi olacak sekilde bir eslestirme tablosu olusturmak icin

gerekli algoritma verilmistir. Asagida verilen ¢ donlisimu bu kurala gore cisim

elemanlarini DNA 2s-bazlarina esler.

2s
¢: F,. >{AT,G,C}
[04 %(boybl!-"’bZS—l)

(3.1)
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2sn

Bu doniisiim dogal olarak F. vektor uzayina genisletilebilir; ¢: F_, —{AT,G,C}
ve ¢((C,,C,,...,C ) = (b, by, 05 1)

Cizelge 3.1 F cisminin elemanlariile DNA 2 -bazlarinin eslestirme tablosu [21]

DNA 2-bazlari Fe (carpimsal) F (toplamsal)
AA 0 0
1T a’=1 1
AT at a
GC a’ a’
AG a® a’
TA a I+a
cC a’ a+a’
AC a® a’+a’
GT a’ 1+a+a’
CG o 1+a’
CA a’ a+a’
GG o l+a+a’
CT at a+a’+a’
GA a® l+a+a’+a’
TG a® 1+a’ +a’
TC o 1+a°

Ornek 3.1 F,, :<0:> olsun. q =256 =4" oldugundan F,,, cisminin her bir elemani bir

DNA 4-baziile eslenir. Ayrica her bir elemanile 4° inci kuvveti birbirinin DNA ters

siralisidir [22]. Ornegin,
*¢(a’) = (AAAG) ve g(a™) = (GAAA),

o §(c?,a”, o™, a™) = (AAAG ATAC CGAC TAGA),
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e d(c, 0" @) = (AAAC AATA AAAT) ve ¢(a'®,a®™,a*®) = (TAAA ATAA CAAA).

CcF.. ve c=(c,Cy...,C,;) €C olsun. ¢(c) DNA kodsdziinin ters siralisi asagida

verilmistir.

#(C)" = p(Cr 1y i Co ). (3.2)
C, F425 Uzerinde n uzunlugunda bir kod olsun. Bu durumda, ¢(C) DNA kodunun

uzunlugu 2sn’dir. Eger ¢(C) ters sirali DNA kod ise Teorem 2.87’de goruldugu tzere

#(C) kodundan bir ters sirali tamlayan DNA kod kolayca elde edilir.
Tanim 3.2 f(x)=a,+aX+...+aX € F.[x;0] ve 0; F, Uzerinde mertebesi 2 olan bir
otomorfizma olsun. Eger f(X) polinomunun katsayilari i¢cin & =a,; (i€{0,1,...,t})
esitligi  saglaniyorsa palindromik polinom, a =6(a,_;) (ie{01..,t}) esitligi
saglaniyorsa @-palindromik polinom denir.
Ornek3.3 F, = <a> ve O(a)=a" (6 e Aut(F,))olmak iizere;

o f(X)=a+a’x+X* + X' +a’x° +ax® € F,[x; 8] bir palindromik polinom,

o f,(X)=a+a’x+x*+x" +a’x* +a*x® € F4[x;0] bir @-palindromik polinomdur.
Teorem 2.77'de goruldiugi lGzere 6 otomorfizmasinin mertebesi m, ile n aralarinda
asal ise Fq Gzerinde n uzunlugundaki aykiri devirli kodlar ayni zamanda devirli koddur.

Ayrica, Teorem 2.80'de (m,n)=1 ise F,[x;0] halkasinda x"-1 polinomunun

carpanlara ayrilisinin tek tirli oldugu gorialar.

Bu calismada, q=4% ve #(a)=a" olarak taniml F,[x;8] aykir polinom halkalarini

kullanacagiz. Bu durumda, @ otomorfizmasinin mertebesi 2 oldugundan n tek iken

X" —1 polinomunun carpanlara ayrilisi tek tirlidir. Bu yizden tek ve c¢ift uzunluklu

kodlarin durumunu ayri olarak inceleyecegiz. Bu baslik altinda aksi belirtilmedikce

q=4% ve 6(a) =a" olarak kullanacagz.

31



3.1 Gift Uzunluklu Ters Sirali DNA Kodlar

Bu baghk altinda n cift iken x"-1'in F[x;0] halkasindaki sag bélenleri ile
ilgilenecegiz. C, uzunlugu n olan F Uzerinde @ otomorfizmasina gore bir aykiri

devirli kod ve g(x) polinomu bu kodun igerisindeki en kiglik dereceye sahip monik

polinom olsun. Bu durumda C kodu g(Xx) tarafindan uretilir ve g(X) polinomu
F,[x;8] halkasinda X" —1"in bir sag bolenidir [26]. ﬂqu* olmak uzere F, [x;6]
halkasinda (g(x)) ve <ﬁg(x)> sol ideallerinin esit oldugu kolayhkla gérilir. Ayrica
X" =1=h(x)g(x) e F,[x;0] ise X"-1=h(X)B'89(X) € F.[x 6] dir, yani g(x)
polinomu X" —1’in bir sag boéleni ise Bg(X) polinomu da x"—1’in bir sag bélenidir.
Dolayisiyla C’nin Ureteg¢ polinomu monik polinom olmak zorunda degildir. Asagidaki

teoremler icin C kodunun Urete¢ polinomunu, monikligi gézetmeden, kodun

icerisindeki en kiiglik dereceli bir polinom g(x) = g, + g;X+...+ g, X" olarak alacagiz.

Teorem 3.4 F [x;6] halkasinda x"-1=h(x)g(x) ve g(x) polinomunun derecesi cift

olsun. Bu durumda C :<g(x)> aykiri devirli kodunun DNA karsiligi ¢(C) 'nin ters siral
DNA kod olmasi icin gerek ve yeter kosul g(x) polinomunun palindromik polinom
olmasidir.

ispat g(x) derecesi cift olan bir palindromik polinom ve k =n-der(g(x)) olsun. Bu
durumda k bir ¢ift tamsayidir. Her ceC igin ¢(c)" € ¢(C) oldugunu géstermemiz
gerekiyor. Oncelikle ¢(g)" € ¢(C) oldugunu géstermekle baslayalim.

k-1

g(x) polinomunun kodséz karsihig g=(9,,9;,.--,09,,,0,0,...,0) olsun. Esitlik

(3.2)’den ¢(g) DNA kodsoziinilin ters siralisi

$(9) =¢((0,0,...,0 0 20,0008 10185 ) =4((0,0,...,0 0 -0,0(9,4):0(9 4 1)s---,0(9p))) -

g(x)  palindromik  oldugundan  ¢(g)’ —(15((OO -0,0(9,),6(9,),....0(9,.,)))

k—1

yazilabilir. ¢’ —(0 0,...,0,0(g,),60(9,),...,0(g, ) tam olarak x“*g(x) polinomunun
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vektor karsiigidir. x**g(x)eC oldugundan ¢ €C elde edilir. Ayrica g(x)
polinomunun bir g e Fq* skaler kati fg(x) e C dir. Sg(x) polinomuna karsilik gelen

kods6z ve DNA ters siralisi asagidaki gibidir.

k-1

v=(89,,89,....$9,4,0,0,...,0) =

kl

#(v)" =(0,0,...,0 Oﬂ O B BUY))
=$((0,0,...,0 o .0,0(89,.),0(BY, 1), 0(Y)))

1

=$((0,0....,0 0 -0,0(89,),60(89,),....6(89,.,))-

(3.3)

k-1 tek bir tamsayl ve @’nin mertebesi 2 oldugundan 6**(f)=6(53) saglanir.

kfl

Dolayisiyla, V' = (0,0, ...,0,0(89,), 0(89,).....6(BY._.)) vektdrii tam olarak X*Ag(X)
polinomuna karsilik gelir ve xk’lﬂg(x) e C oldugundan V' eC elde edilir. Boylece her

Lg(x)eC icin  #(Bg(X)" =d(O(B)x 'g(x)) oldugu goriliir. Teorem 2.71'de

k-1
goruldugu uzere C’nin elemanlan S e F, olmak Uzere Zﬂix'g(x) seklindedir.
i=0
Yukaridaki arglimanlar kullanilarak

¢(Zlﬂi><‘g(x)j =¢(ie(ﬂi)xk‘l‘ig(x)] (3.4)

i=0

oldugu gériilir. Y- 6(5)x"g(x) C oldugundan #(C) bir ters sirali DNA koddur.

Tersine, C = <g(X)> aykiri devirli kodunun DNA karsiligi ¢(C), bir ters sirali DNA kod ve

w

a(x)=g,'9(x)=a, +ax+...+a, X" +x", a=g9,0, (3.5)

olsun. Bu durumda, a(x) polinomu C kodunun igerisindeki sifirdan farkh en kiigiik

dereceli monik polinomdur. w ve n cift sayi oldugundan n—w-1 bir tek sayidir ve

X", = 6(a)x"" " =at x"" dir.
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Bu durumda; ¢ (X)=x""ta(x)=al x" " +a  x"" +...+al x"?+x" eC dir.
c,(X)=1+a, X+...+ax" " +a,x" olmak uzere, #(c) =¢(c,) ve ¢(c)" €d(C)
oldugundan c,(x) de C’nin bir elemanidir. Dolayisiyla,

c,(X)=a(x)—a,'c,(X) =(a, —a,") +(a, —a,'a, )X +...+(a,, —a,'a)x" " eC (3.6)
ve der(c,(x)) <der(g(x))=w elde edilir, ki bu da c,(x)#0 olmasi durumunda
g(x)’in derecesinin minimal olmasi ile gelisir. Boylece c,(x) =0 olmaldir. Dolayisiyla
a,-a,'=0 ve a,=1 elde edilr. Ayni zamanda a -a;'a,,=0 olacagindan
a—-a,,=0vea =a,,’dir.

Bu sekilde devam edildiginde, her i €{0,1,...,w} icin a, = a,, ; elde edilir. Bu ise a(x)’in
palindromik polinom oldugunu kanitlar. Ayrica,

9(x) =9g,a(x) (3.7)

oldugundan g(x) polinomu da palindromiktir. m

Ornek 3.5 a; F, cisminin bir ilkel elemani ve a’=a+1 olmak lzere, F[x;0]

halkasinda x*° —1’in bir ayrisimi

X ~1=h(x)g(x)

(3.8)
=+ ax+a’x* +ax® + X1+ ax+a"x* + o x* +ax® + x°).
C =<g(x)> aykiri devirli kodunun trete¢ matrisi
at 0 " a 1 0
4 14 14 4
0 1
G= “ “ (3.9)

=, O O O

0
0
a o 0 a a 1
a4

o O o B+

ve parametreleri [10,4,6],, dir. G matrisinin i inci satiri S, olmak Uzere, her bir satirin

DNA karsiliklari asagida verilmistir.
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#(s,) = (TT AT CT AACT AT TT AAAAAA)
#(s,) = (AAAAAATTTATC AATCTATT)
#(s,) = (AATTTATC AATCTATT AAAA)
#(s;) = (AAAATT AT CT AA CT AT TT AA).

(3.10)

Goruldugu  Uzere  ¢(s) =¢(s,) ve ¢(s,) =¢(s,)’tur. Ayni  zamanda g(X)
polinomunun derecesi ¢ift ve palindromik oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur.

C) DNA kodunun parametreleri ise (20,4°,8), olarak elde edilir.
4

Teorem 3.6 F [x;0] halkasinda x"-1=h(x)g(x) ve g(x) polinomunun derecesi tek

olsun. C :<g(x)> bir aykiri devirli koddur. Bu durumda, g(x) polinomu @-palindromik

ise #(C) bir ters sirali DNA koddur. Diger yandan, ¢(C) ters sirali DNA kod ise C

kodu bir @-palindromik polinom tarafindan Uretilir.

ispat g(x) bir @-palindromik polinom ve k =n—der(g(x)) olsun. Bu durumda k bir
tek tamsayidir. g(x) polinomunun kodso6z karsihgi ve ¢(g)" asagidaki gibidir.

k-1

0=(90,94s---,9,4,0,0,...,0) e C,

kl

#(9)" =#((0,0,...,0,g% . 9% -, 9)) (3.11)

l

=$((0,0,...,0,0(9, ), O(Gy 1)1+ 0(9o)))-

g(x) polinomu @-palindromik oldugundan ¢(g)" —((00 0,04, 0;,--,0,.4)) dir.

k—1
Burada, C—(OO 0,90,9;,...,0,,) tam olarak Xx“'g(x) polinomunun vektér

karsihgidir. Dolayisiyla, ¢'eC ve ¢(g)' €4(C) elde edilir. Herhangi ﬂqu* igin

£9(x) e C’dir. £g(x) polinomuna karsilik gelen kods6z v olsun.

k-1

v=_(8989---1$9,4,0.0.....,0)=

kl

$) =(0,0,...0, 897 . B 9Y 1 B )

l

=$((0.0,...,0,0(89, ). 0(BY,  1).-.-.0(59,)))

kl

=$((0,0,....0,0(8) 95, 0(B)G, .-, ()9, ,)-

(3.12)
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k-1

e —

Dolayisiyla, v'=(0,0,...,0,8(8)9,.6(5)9,,....0(8)9,,) vektéri tam olarak
A(B)x“*g(x) polinomuna karsilik gelir ve 9(3)x"'g(x) eC oldugundan v'eC elde

edilir. Béylece her £g(x)eC icin #(Bg(x))" =a(@(B)x*g(x)) oldugu gorilir.

k-1
Teorem 2.71'de goruldigu uzere C'nin elemanlan f € F, olmak uzere Zﬂix'g(x)
i=0

seklindedir. Boylece, her c € C igin ¢(c) € #(C) DNA kodsozlniin ters siralisi asagidaki

esitlikten bulunur. 5 € F, olmak Gzere,

k-1 r k-1 _
¢(Zﬂix'g(x)j =¢(Ze(ﬁi)xk“g(x)] (3.13)
D, 0(8)x"g(x) e C oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur.
Tersine, ¢(C) bir ters sirali DNA kod ve

a(x)=g,'9(x)=a, +ax+...+a, X" +x", a =g.'g, (3.14)

olsun. Bu durumda, a(x) polinomu C kodunun igerisindeki sifirdan farkli en kiigiik
dereceli monik polinomdur. w tek ve n cift sayi oldugundan n—w-—1 bir ¢ift sayidir ve

X" e, =0"" ()X =ax"™" olur. Budurumda;

n-w-1

() =x""a(x)=a X" +ax""+...+a, X" *+x""eC. (3.15)

c,(X)=1+al x+..+a" x" +al x" olsun. ¢(c) =4(c,) oldugundan, c,(x) de
C ’'nin bir elemanidir. Dolayisiyla,

(0 =a(x) -2, ¢, () = (8, -&" )+ (&, &, &) )x+..+(a,, —a,"a )x" " eC

ve der(c,(x)) <der(g(x))=w elde edilir, ki bu da c;(x)#0 olmasi durumunda

g(x) 'in derecesinin minimal olmasi ile celisir. Boylece, o elemani F, cisminin bir ilkel

elemanive | bir pozitif tam sayi olmak Uzere,
4541

(X)=0=a,-a‘ =0=al " =1=a,=a“™?. (3.16)

Ayrica, a,, —a,*a =0=a,, =a“™a] elde edilir.
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Bu sekilde devam edildiginde, a, =« ™’ olmak iizere,
(w=1)/2 ) s )
a(x)= Y (ax +a“afx"") (3.17)
i-0

oldugu gorulir. a(x) polinomunu a! ile carpalim.

) (w=1)/2 ) o )
a'a(x)= Y (a'ax +a“Va’ x"")eC. (3.18)

i=0
Béylece, a'a(x)=a’g;'g(x) bir &-palindromik polinomdur. «’'a(x) tarafindan
Uretilen sol ideal C:<g(X)>'e esit oldugundan C kodu bir @-palindromik polinom

tarafindan Uretilir. m

Ornek 3.7 F, cisminin bir ilkel elemani ¢ ve a'=a+1 olmak uzere, Fy[x;0]

halkasinda X° —1=(1+a'x+a'x* + x})(A+a'x+a”*x* + x%) tir.

g(x)=1+a’x+a®x* +x° polinomu tarafindan iretilen C=(g(x)) aykin devirli

kodunun Urete¢ matrisi

a® o 1 0 (3.19)

ve parametreleri [6,3,4],,’dir. G matrisinin i inci satiri s; olmak lzere, her bir satirin

DNA karsiliklari asagida verilmisgtir.

#(s) =TT GTTGTT AAAA)
#(s,) = (AAAATTGTTGTT) (3.20)
#(s,) = (AATT TG GT TT AA).

Dolayisiyla  ¢(s)" =¢(s,) ve ¢(s,)" =#(s,) oldugu gorilur. g(x) polinomunun
derecesi tek ve @-palindromik oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur. ¢(C) DNA

kodunun parametreleri ise (12,46,5)4'tl'jr.

Teorem 3.8 F [x;6] halkasinda x"-1=h(x)g(x) ve g(x) polinomunun derecesi cift

olsun. Eger h(x) palindromik polinom ise g(x) polinomu da palindromiktir.
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2 ve n=2k+2r olsun.

ispat h(x)=h, +hx+...+h, x*, g(X)=g,+gX+...+ 7, X
h(x) polinomunun palindromik oldugunu, yani her ie{0,1,...,k} i¢in h =h, ,
oldugunu kabul edelim.  h(x)g(x) polinomunda x' nin katsayisini a olarak

adlandiralim. Herhangi t <n/2 igin h(x)g(x) carpiminda

i<0veyai>2k = h =0,

. . 3.21
Jj<Oveya j>2r = g; =0, ( )
olmak lizere x'’nin katsayisi

a=> ,ho'g.)) (3.22)

n—ts . : _ t 2k—j .
ve X' ’nin katsayisi @, _Z,—:o hy 07 (95 j)) dir.

X"-1=h(x)g(x) oldugundan a,=a,=1 ve her iefl,...,n-1} igin a =0'dr.
Timevarim yontemini kullanarak her i€{0,1,...,r-1} icin g, =0,,; oldugunu yani

g(x) polinomunun palindromik oldugunu gosterecegiz.

i=0 igin; a,=h,0°(g,) =h,9, ve a,=h,0%(g,,)=h, g, dir. Ayrica a,=a, =1 ve

h, = h,, oldugundan g, =g,, elde edilir.

| <r olmak Gizere her 0<i < igin g, = g,,_; esitliginin saglandigini kabul edelim. Simdi

a, ve a_, katsayilarini inceleyelim.

=2.h0'(g. )= >ho'(g, ) +hg.
= = (3.23)
= z h2k—j02k_J (gzr—(l—j)) = thwjlgzk_J (gzr—(l—j)) + h2k92r—|'
j=0 j=1

6 otomorfizmasinin mertebesi 2 oldugundan her aeF, ve je{l... I} icin

0’ (a) =6 (a)’dr. Ayrnica, h,=h, , ve g, =0, oldugundan

hjﬁj (9. )= hzk_jt92k*j (92r_q_j)) elde edilir.
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| ) | )
Dolayisiyla, Zhjﬂ‘(gl_j):ZhZK_jHZk_J(ng_(l_D) dir. Ayrica, a =a,, =0 bilgisini

j=1 =

kullanarak, h,g, = h,,9,, , =h,9,,, elde edilir. Bdylece g, =g,, ,’dir. m
Onerme 2.43 ve Teorem 3.8’in bir sonucu asagida verilmistir.
Sonug 3.9 F,[x;4] halkasinda x" ~1=h(x)g(x) ve der(g(x)) sift olsun. Eger g(x) bir

palindromik polinom ise h(x) polinomu da palindromiktir.

Teorem 3.10 F_[x;#] halkasinda x" ~1=h(x)g(x) ve g(x) polinomunun derecesi tek
olsun. Eger g(x) bir #-palindromik polinom ise h(x) polinomu palindromiktir.

ispat h(x)=h, +hx+...+h, x**, g(X)=0,+0X+...+ 0, , X" ve n=2k+2r-2
olsun. g(x) polinomunun @-palindromik oldugunu, yani her ie{0,1,...,r-1} icin
9, =0(9,,,,) oldugunu kabul edelim. h(x)g(x) polinomunda x'’nin katsayisini a

olarak adlandiralim. Herhangi t <n/2 icin h(x)g(x) ¢arpiminda

i<Oveyai>2k-1= h =0,

. : 3.24
j<Oveya j>2r-1= g, =0, (3.24)
X' 'nin katsayisi a, = Z:_:O h,07(g, ;) ve x""'nin katsayisi ise

¢ L
=2, oMaes 1077 Qo)) - (3.25)

h(x)g(x)=x"-1 oldugundan a,=a,=1 ve her iefl,...,n-1} igin a =0'dr.
Timevarim yontemini kullanarak her i€{0,1,..., k-1 i¢in h =h, , . oldugunu yani

h(x) polinomunun palindromik oldugunu gésterecegiz.

i=0 ic¢in; a,=h0°(g,)=hg, ve a =h, ,0%7"(9, ,)=h,,0(d, ) dir. Ayrica

a,=a,=1ve g,=6(9,,,) oldugundan h, =h,, , elde edilir.

| <k -1 olmak tizere her 0<i<I igin h =h,, , . esitliginin saglandigini kabul edelim.

Simdi a, ve a,_, katsayilariniinceleyelim.
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a =2 00'(g.)= 200G )10 (G),

I .
a = Z‘,I‘lzkflq'éﬂk_l_J (92r—l—(|7j)) (3.26)
j=0
-1

= h2k—1—j92k717j (Goraqjy)+ hy 11677 (95r0).

j=0
0 otomorfizmasinin mertebesi 2 oldugundan her aeF, ve je{l..., -1} icin

6'(a)=6""(6(a)) dir. Ayrica h, =h,, , ; ve g, ; =6(9,_,_;) oldugundan

6’ (gl—j) =g (‘9(g|_j)) =g (gzr_l_(l_j)) (3.27)

ve béylece h,0'(g, ;) =h, . ;6™ 1(9,1 ;) elde edilir.

-1 ) 1-1 '

Dolayisiyla, Y h,0'(g,_;) = hy 1 0% (0, 1) dir. Ayrica, & =a,, =0 bilgisini
=0 =0

kullanarak, h g, =h,, , ,0(9,,,) elde edilir. Béylece h =h, ,, dir, dolayisiyla h(x)

palindromiktir. m

Teorem 3.11 h(x) € F,[x; 6] derecesi t olan bir palindromik polinom olsun.

1. Eger t tek tamsayiise h®(x) polinomu @-palindromiktir.
2. Eger t cift tamsayiise h®(x) polinomu palindromiktir.
ispat h(x)=h, +hx+...+hx" € F [x;0] polinomu bir palindromik polinom olsun. Bu
; - t i toji i g
durumda her i e{0,1,...,t} igin h =h_ ve h*(x) =" ax' =>"_ 6&'(h )x' dir.
1. t bir tek sayr olsun. Eger i tek sayr ise t—i ¢ifttir. Bu
durumdaa =6'(h_)=6(h_)=0(h) ve a_ =60""(h)=h. Bdylece a =6(a,,)
oldugu gorilir. Benzer sekilde i cift iken de a =6(a_;) oldugu gorulir.

Dolayisiyla h®(x) bir @-palindromik polinomdur.

2. t bir gift sayi olsun. Eger i tek sayl ise t—i tektir. Bu durumda

a=0(h.)=0(h)=0(h) ve a_ =6"(h)=0(h). Béylece a =a_, oldugu
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gorilir. Benzer sekilde i cift iken de & =a, ; oldugu goriiliir. Dolayisiyla h® (x)
bir palindromik polinomdur.m
Teorem 3.12 C, x"-1"in F,[x;0] halkasindaki bir sag béleni tarafindan Uretilen aykiri
devirli kod olsun. Eger ¢(C) ters sirali DNA kod ise, #(C") de ters sirali DNA koddur.
ispat C bir aykiri devirli kod ve g(X) polinomu C ’nin icinde en kiigiik dereceli sifirdan
farkli bir polinom olsun. Bu durumda C :<g(X)> ve g(x) polinomu F,[x;d] halkasinda
X" —1’in bir sag bélenidir [26]. #(C)’nin bir ters sirali DNA kod oldugunu kabul edelim.
1. Eger g(X) polinomunun derecesi ¢ift ise Teorem 3.4’te goruldigu Gzere g(X)
polinomu palindromiktir. x"—1=h(x)g(x) € F,[x;d] ise h®(x) polinomunun
derecesi cifttir ve Sonug 3.9 ile Teorem 3.11’in bir sonucu olarak h®(x)

palindromik polinomdur. Boylece, Teorem 3.4’ten, ¢5(CL) bir ters sirali DNA

koddur.

2. Eger g(x) polinomunun derecesi tek ise Teorem 3.6’da gorildugi Gzere C bir

g'(x), @-palindromik polinomu tarafindan uretilir ve bu polinom g(x)’in bir
skaler katidir. Dolayisiyla g'(x) polinomu F,[x;6] halkasinda X" —1'in bir sag
bélenidir. Eger x"-1=h'(x)g'(x) € F,[x;0] ise h'®(x) polinomunun derecesi
tek ve Teorem 3.10 ile Teorem 3.11’in bir sonucu olarak h'®(x) bir 8-

palindromik polinomdur. Béylece, Teorem 3.6’dan, ¢(Cl) bir ters sirali DNA

koddur. m

Ornek 3.13 F[x; 0] halkasinda x® —1 polinomunun bazi ¢arpanlari asagida verilmistir.

6_1_ _ 3 3,3 4 3 2
X" =1=h(x)g,(X) =L+ x+a’X" + X" )L+ a X+ X) (3.28)

=h,(X)g,(X) = L+ X+ o x* + X*) L+ ™ x + &' x* + X%).

e 0,(x) polinomu palindromik iken h (x) de palindromiktir.

h¥(x)=x*A+x"a® +xa® +x*) = x* +a*x* +a*x+1 palindromik polinom

ve derecesi ¢ift oldugundan C* :<th (X)> aykiri devirli kodunun DNA karsilig
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#(C"), bir ters sirali DNA koddur. C* kodunun parametreleri [6,2,4], ve

#(C*) DNA kodunun parametreleri (12,4%,4), tir.
e ,(x) polinomu &-palindromik iken h,(x) palindromiktir.

h¥(x) = x*@L+x o™ +x%a™ +x°) =x* +a"*x* +a'x+1  @-palindromik ve
derecesi tek oldugundan Cl=<h2R(x)> aykiri devirli kodunun DNA karsilig

#(C"), bir ters siralil DNA koddur. C* kodunun parametreleri [6,3,4],, ve

#(C*) DNA kodunun parametreleri (12,4°,4), tir.

3.2 Tek Uzunluklu Ters Sirali DNA Kodlar

Bu calismada #(a) = a” oldugundan F425 cisminin @ tarafindan sabit birakilan alt cismi
F4s ‘dir. @’nin mertebesi m=2 oldugu icin asagidaki dnerme Teorem 2.80’in 6zel

halidir.
Onerme 3.14 n bir tek sayi ve g(x) polinomu F..[X;0] halkasinda X" —1’in bir monik

sag bdleni olsun. Bu durumda g(x)eF,[x] ve Xx"-1in F.[x0] halkasindaki

carpanlara ayrilisi F45[x] degismeli halkasindaki carpanlara ayrilisindan ibarettir.

Teorem 3.15 F_.[x;0] halkasinda x"-1=h(x)g(x) ve n tek olsun. Bu durumda
C :<g(x)> aykiri devirli koddur. ¢(C) ’nin ters sirali DNA kod olmasi igin gerek ve yeter
kosul g(x) polinomunun palindromik olmasidir. Ayni zamanda eger ¢(C) ters sirali

DNA kod ise ¢(C") de ters sirali DNA koddur.

ispat F..[X;0] halkasinda x" —1=h(x)g(x) ve n tek olsun. Onerme 3.14'te gérildugi
uzere g(x) e F,[x]’tir. der(g(x))=r ve g(x) polinomu palindromik bir polinom ise
1€{0,1,...,r} icin g, =0, ;, ve g, =6(9, ;) elde edilir. Dolayisiyla, g(x) polinomu ayni

zamanda @-palindromik bir polinomdur. Cift uzunluklu DNA kodlar igin kullanilan

argiimanlar yardimiyla ispatlanir. m
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Ornek 3.16 «; F, cisminin bir ilkel elemani olsun. F; cisminin, 8(a)=a* olarak
tanimli @ otomorfizmasi altinda sabit kalan alt cismi F, ={0,1,&°,a°} dur. Bu
durumda F,[x;8] halkasinda X° —1=(Xx—1)(x* + &’Xx+1)(x* + a'°x +1) olarak tek turlii

carpanlarina ayrilir.

g(x) =X’ +a®x+1 polinomu tarafindan dretilen C aykiri devirli kodunun Ureteg

matrisi
1 &® 1 0 O

G=|0 1 &° 1 0 (3.29)
0 O 1 o 1

seklindedir. C kodunun parametreleri [5,3,3],’dir. G matrisinin satirlarina karsilik

gelen DNA kodsozleri sirasiyla asagida verilmistir.

#(s,) = (TT GGTT AAAA),
#(s,) = (AATT GG TT AA), (3.30)
#(s,) = (AAAATT GG TT).

g(x) polinomu palindromik oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur. ¢(C)’nin

parametreleri ise (10,46,3)4 olarak elde edilir.

Ayni zamanda h(x) = h?(x) = x> + &™x* + &®x +1 polinomu da palindromik polinom
oldugundan ¢(C") de ters sirail DNA koddur. C* kodunun ve ¢(C"') kodunun

parametreleri sirasiyla [5,2, 4], ve (10,44,4)4 olarak elde edilir.
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BOLUM 4

F,; +UF,, +VFy +UVF,, HALKASI UZERINDE TERS SIRALI DNA KODLAR

Bu bélimde F+UuF +VF, +uvk, halkasi Gzerinde aykiri devirli kodlar tanimlanacak
ve F+UF+VF, +uvk, halkasinin elemanlari ile DNA 8-bazlari eslenerek ters sirali

DNA kodlar elde edilecektir.
R, = Fs +UF, +VF, +UVF, halkasi u*=u, v =v ve uv=vu olmak uzere birimli ve
degismeli bir halkadir ve karakteristigi 2’dir. Rj :{a+bu+cv+duv|a,b,c,d € Flﬁ}

halkasinin 16* = 65536 adet elemani vardir ve ideal yapisini belirlemek kolay degildir.

Asagida R halkasinda uv ve v+uv elemanlarinin irettigi idealler verilmistir.

R, =(uv) ={auv|ae Fy} i)
(V+uv)R, =(v+uv)={av+auvjaeF}. '

Goruldugi Gzere her iki ideal de 16 elemanlidir ve birbirini icermez. Dolayisiyla R, bir
zincir halkasi degildir.

R,; halkasinin idempotent elemanlarindan olusan kiime asagida verilmistir.

{a+bu+cv+duv|a,b,c,d e{O,l}} ={0,1, u, v, uv,v+uv,u+uv,u+Vv, U+Vv+uv,1+u,

1+v,1+uv,1+v+uv,1+u+uv,1+u+v,1+u+Vv+uv}

€=UV, & =V+UV, e =U+UV ve e =1+U+V+Uv olarak segelim. Bu durumda i# j
ve i, j€{l,2,3,4} iken &e, =0 oldugu kolayca goralur. Ayrica, € +e,+e,+¢, =1 dir.
Dolayisiyla; Teorem 2.20 geregince R halkasi

Rs=UR @ (V+uv)R;® U+uv)R, ®1+u+v+uv)R, (4.2)
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olarak ayrisir. Yukarida gorildigu tzere uvR ideali uvF’ya esittir. Benzer sekilde

(V+uv)Re =(v+uv)F,, (u+uv)R, =(u+uv)F,ve

(I+u+v+uv)Re =(+u+v+uv)Fy (4.3)
oldugundan
R =UVF; ® (V+uv)F, @ (u+uv)F, @ (1+u+v+uv)F, (4.4)
elde edilir. Bu ayrisima goére

¢: R, — Ft (4.5)

a+ub+vc+uvd — (a+b+c+d,a+c,a+b,a)

dénigimi R, halkasindan F; vektér uzayina bir Gray dénisimidir. R, halkasi

Uzerinde aykiri devirli kodlarin tanimlanabilmesi igin bu halka tGzerinde bir otomorfizma

tanimlanmasi gerekmektedir.

01 Rg =Ry
a+ub+vc+uvd »a’ + (L+u)b* + 1+ v)c* + (1+u)(L+v)d* (4.6)
=(@a+b+c+d)* +u(b+d)*+v(c+d)*+uvd*
Yukarida tanimladigimiz @ doéniisimi R, halkasi lzerinde mertebesi 2 olan bir

otomorfizmadir. Dogal olarak R [X;8] bir aykiri polinom halkasidir ve R halkasi

Uzerinde tanimh n uzunlugunda bir C aykin devirli kodu Rj[x;&]-modil

Rm[x;@]/<xn —1>’in bir sol alt moddline karsilik gelir.

Cizelge 3.1’de F cisminin elemanlari ile DNA baz ciftleri arasinda her bir eleman ve 4.
kuvveti birbirinin DNA ters siralisi olacak sekilde bir eslestirme verilmisti. Cizelge
3.1’deki déniisimii 7 olarak adlandiralim. Bu déniisiim F’ten DNA 8-bazlarina olan
bir dontsiime asagidaki gibi genisletilebilir.

7,: Fi >{AT,G,C)
(a,b,c,d)— (z(a), 7(b), 7(c), 7(d)).

(4.7)

R,¢ halkasinin elemanlari ile DNA 8-bazlarini eslestirmek igin ¢ =17, ¢ dénisimini

tanimlayalim. Bu durumda herhangi a+ub+vc+uvd € R igin
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p(a+ub+vc+uvd) =7,(¢(a+ub+vc+uvd))=(r(a+b+c+d),z(a+c),z(a+b),z(a))

seklindedir.

Onerme 4.1 Herhangi p =a-+ub+vc+uvd € R, igin ¢(p)" = p(8(p)) dur.
ispat O(p) =(a+b+c+d)* +u(b+d)* +v(c+d)* +uvd® ve

p(0(p)) =p((@+b+c+d)* +u(b+d)* +v(c+d)* +uvd?)
=7,(#((@+b+c+d)* +u(b+d)* +v(c+d)*+uvd?))
=r,(a*, (a+b)*, (a+c)*, (a+b+c+d)*)
=(r(@*),r((a+b)*"),r((a+c)"),z((a+b+c+d)*).

(4.8)

Ayrica  ¢@(p)=(r(a+b+c+d),z(a+c),z(a+b),z(a)) ve @(p) nin ters siralisi
o(p) =(c(@)",z(a+b)",r(a+c)",z(a+b+c+d)") seklindedir. Cizelge 3.1’de z(a) ile
r(a*) birbirinin ters siralisi oldugundan r(a)" =z(a*) tir. Bdylece ¢(p)" = @(8(p))
oldugu gordlir. m

Yukaridaki ¢ doénisimi dogal olarak n-koordinata genisletilebilir. Herhangi
c=(c,,C,..-,C, ,) € R icin ¢(c) = (p(c,), @(C,),-..,¢(C, ,)) seklindedir. Onerme 4.1’in
n-koordinata genisletimis hali asagida verilmistir.

Onerme 4.2 c=(c,,C,,...,C,,) € R} ve 0(c")=(0(c,,),0(c,,)...,0(c,),0(c,)) olsun.
Bu durumda, ¢(c)" = (0(c")) saglanir.

Ornek 43 Fg;=(a) ve a’+a+1=0 olmak lzere, f=a+U+a’v+a’uveR;
alalim. Bu durumda ¢(f) = (r("),7(a°),7(a*), () = (GA,CA, TA, AT) elde edilir.
Ayni zamanda  @(0(B))=r1,(a*,a,a’,a’)=(TA AT,AC,AG)  dir. Béylece
o(B)" =p(0(F)) oldugu gordlar.

Tanm 4.4 f(x)=a,+ax+...+aXx €Ry[x;0] olsun. Eger f(x) polinomunun
katsayilan i¢in a, =a,;, (ie{0,1,..,t}) esitligi saglaniyorsa palindromik polinom,

a, =6(a,;) (i€{0,1,...,t}) esitligi saglaniyorsa @-palindromik polinom denir.
Ornek 4.5 R[x;0] halkasinda;

o f(X)=a+a’x+x*+x"+a’x’ +ax® bir palindromik polinom,
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o f,(X)=a+a’x+x*+x" +a’x* +a*x® bir @-palindromik polinomdur.

Teorem 4.6 R [x;0] halkasinda x"—-1=h(x)g(x) olsun. C:<g(x)>, R, Uzerinde

g(x) polinomu tarafindan Uretilen aykiri devirli kod olsun. Eger n—der(g(x)) ¢ift ve

g(x) polinomu bir palindromik polinom ise ¢(C) bir ters sirali DNA koddur.

ispat g(x) bir palindromik polinom ve k =n-der(g(x)) olsun. ¢ déniisimi kod
sOzlerin DNA kodsozu karsiligini verir. Her ¢ € C igin ¢(c) DNA kodsozliniin ters siralis

asagidaki esitlikten bulunur, S € R, olmak Ulzere,

¢(Zﬂixig(x)j = (/)(Zﬁ(ﬁi)xk_l‘ig(x)j- (4.9)

Ziﬁ(ﬂi)xk’kig(x) € C oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur. m
Ornek 4.7 R, [x; 0] halkasinda x° —1 in bir ayrigimi;
x® —1=h(x)g(x),

h(x) = 1+ (a® + &® (U +V)) X + X°), (4.10)

g(x) =1+ (@ +a®(U+V))x+ (@’ +a? (U+Vv)x> +x*)

seklindedir. Bu durumda C=<g(x)>, R Uzerinde [6,4,4], parametrelerine sahip
aykiri devirli koddur (q=16"). Ayrica g(x) polinomu palindromik ve n—der(g(x)) cift

oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur.

Teorem 4.8 R [X;0] halkasinda x"—-1=h(x)g(x) olsun. C=<g(x)>, R, Uzerinde

g(x) polinomu tarafindan Uretilen aykiri devirli kod olsun. Eger n—der(g(x)) tek ve

g(x) polinomu bir @-palindromik polinom ise ¢(C) bir ters sirali DNA koddur.

ispat g(X) bir @-palindromik polinom ve k =n—der(g(x)) olsun. ¢ déniisimi kod
sOzlerin DNA kods6zi karsiligini verir. Her ¢ € C igin ¢(C) DNA kodsoziinin ters siralisi

asagidaki esitlikten bulunur, S € R, olmak lzere,

rp(ZﬂiX‘g(x)j =¢(Z«9(ﬂi)xk‘1“g(x)} (4.11)
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Ziﬁ(ﬂi)xk*ig(x) € C oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur. m
Ornek 4.9 R[x; 0] halkasinda x® —1 polinomunun bir ayrisimi asagida verilmistir.

x° =1=h(x)g(x),

h(x) = 1+ (a’ + a(U+V))Xx+(a’ +a(u+Vv))x* +x%), (4.12)
g(xX) =1+ (@’ +a(uU+V))x+(a® +a’ uU+V))X* +x°).

Bu durumda C=<g(x)>, Rj; Uzerinde [6,3,4], parametrelerine sahip aykiri devirli
koddur (gq=16"). Ayrica n-—der(g(x)) tek ve g(x) polinomu @-palindromik
oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur.

Not 4.10 Teorem 4.6 ve Teorem 4.8’in ispatlarini somut bir 6rnek Gzerinde agiklayalim.
C=<g(x)>, R halkasi Gzerinde 8 uzunlugunda bir aykiri devirli kod olsun. Farz
edelim ki g(x) derecesi 5 olan bir @-palindromik polinom olsun. Bu durumda g(x)

polinomu, ¢,,0,,0, € R, olmak lizere,
g(X) = go + GiX + G X* +6(9,)x + ()X +0(go)X° (4.13)

formundadir.

Vektor gosteriminde g(X) polinomuna karsilik gelen kodséz ¢ olsun.
¢=(90,9:,9,.6(9,).6(9,),6(9,).0,0) C, (4.14)

?(C)" = (9(9,), (9,), 2(9,), 9(6(9,)), ©(6(9,)), »(6(9,)), 2(0), (0))’
= (0(0), (0), 9(9,), #(9,), 9(9,), 9(6(9,)), 9(6(9,)), 9(6(9,))) (4.15)
=p(C').
Yukarida verilen ¢’ vektoéri c¢'=(0,0,9,,0,,9,,6(9,).6(9,).6(9,)) dir. ¢’ vektoéri
x’g(x) polinomuna karsilik geldiginden c¢'eC dir. Boylece g(X) ve x°g(X)
polinomlarina karsilik gelen DNA kodsozleri birbirinin ters siralisidir. Benzer sekilde,

herhangi BeR, icin, Bg(x) ve O(B)x’g(x) polinomlarina karsilik gelen DNA

kodsozleri birbirinin ters siralisidir.
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Not 4.11 C, R, uzerinde n uzunlugunda bir kod olsun. Bu durumda, ¢(C) DNA
kodunun uzunlugu 8n’dir. Eger ¢(C) ters sirali DNA kod ise Teorem 2.87’de goruldugi

uzere @(C) kodundan bir ters sirali tamlayan DNA kod kolayca elde edilir.
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BOLUM 5

R.s HALKASI UZERINDE TERS SIRALI DNA KODLAR

Bu bélimde, bir 6nceki bélimde tanimlamig oldugumuz F +ukF, +VF, +uvk halkasi
Uzerinde aykirn devirli kodlar ve ters sirai  DNA kodlarin genellemesi

Res = Fo [ul,...,us]/<u12 —U,...,u° —us> halkasi izerinden yapilacaktir.

Res :F42k[ul,...,us]/<u12—ul,...,usz—us> halkasi, k,s>1 olmak Ulzere, karakteristigi

2, eleman sayisi 4%% =42 olan degismeli bir halkadir, zincir halkasi degildir. Res

halkasi (zerinde aykiri devirli kodlari tanimlamak icin asagidaki otomorfizmayi

kullanacagiz.

0:R. —> R,

a »a* vaeF,, (5.1)
u —u +1viefl..., s}

olarak tanimh @ doénusimi R, halkasi UGzerinde mertebesi 2 olan bir
otomorfizmadir. Dogal olarak R [x;8] bir aykiri polinom halkasidir ve R, ; halkasi
Uzerinde tanimli n uzunlugunda bir C aykiri devirli kodu Rkvs[x;H]/<xn —1>'in bir sol

R, [X; 0] -alt moduliine karsilik gelir.

5.1 R, Halkasinin Cin Kalan Teoremi’ne Gére Ayrigimi

R, halkasi ile DNA kodlari iligkilendirilebilmek igin, R,  halkasinin her elemanini bir

,S

DNA 2°7k -sirali bazi ile eslestirmemiz gerekmektedir. Bunun icin oncelikle Res
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halkasinin elemanlarini bir siralamaya goére tek tirli yazacagiz. R, halkasindaki
idempotent elemanlarin yardimiyla Cin Kalan Teoremi’ni kullanarak halkanin bir

ayrigimini elde edecegiz. Ardindan bu ayrigimin yardimiyla R, halkasindan Ffzsk

Uzerine bir Gray donlsimi tanimlayarak halka elemanlarinin DNA karsiliklarini

tanimlayacagiz.

R, halkasinin ufuy...us tipindeki elemanlarini siralayalim. Bu tipteki elemanlarin

kiimesi, A= {ufu;2 ..U

rre{0,},1<i< s} , eleman sayisi 2° olan bir kiimedir.

A ZP
" (5.2)

s = n,...rn).

utuz...u .
Yukarida tanimlanan x dénusimi A kimesinin elemanlarini, S bilesenli vektorlere
(S-tuples) esler. (r,r,,...,r,) formundaki s-bilesenli vektorlerin siralamasi igin birgok

metod gelistirilmistir. Biz sozliiksel (lexicographic) siralamayi kullanacagiz.

Tanm 5.1 [44] a = (o, ,,...,a,), B=(B., By -... B,) € Z:, olsun. Eger o — S farkinin
sifirdan farkli en soldaki elemani pozitif ise o elemani S elemanindan sozluksel

siralamaya gore blyuktir denir ve a >, S olarak gosterilir. Ayrica o>, [ ise

lex

uugz...us > ufufz . u? dir.

Ornegin; u,,u, R, elemanlarini siralayalm. x(u,)=(10,0) ve u(u,)=(0,10)

oldugu gorildr. Ayrica (1,0,0)—-(0,1,0) =(1,-1,0) oldugundan u, >, U, elde edilir.

Simdi, A:{ufugz...usrs rie{O,l},lsiss} kiimesinin  elemanlarini  yeniden
adlandiralim;

1. ilk olarak A kiimesinin

T I
A ={ufuz ...l

tam olarak jadet r, 1, digerleri 0}, 0< j<s

seklindeki 6zel alt kiumelerini ele alalim. Bu durumda, A ={1},

A ={u,u,,...,u.}, A ={uu, uu,...,u_u} ve A ={uu,...u}.
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2. A kiimesininin elemanlarinin sozliksel siralamaya gore bilyikten kiclige
dogru siralanmis dizisini B, olarak adlandiralim. By =[1], B, =[u,,u,,...,u,].

3. B, dizilerini birlestirerek B dizisini olugturalim; B=[B,,B,,...,B].

4. B dizisininin i. elemanini U, olarak adlandiralim. Ornegin, U, =1, U, =u,
U, =uu,...u, gibi.

2°-1

R, halkasinin sirali s -bilegenlerinin dizisini

T=[u(U),#(Us)s (U ) |=[To T T, ] (5.3)
olarak tanimlayalim. Bu durumda, 0<i <2° -1 iken

u(U)+u(U,, )=T+T,  =@1...,2) oldugu gérilir.

Ornek 5.2 R, = Fle[ul,uz,u3]/<u12—ul,uzz—uz,usz—u3> halkasini ele alalim. R,

halkasi igin A kiimesi;
A={1,u;,U,,Us,U,U;, UyUy, UyU,, UyU U } (5.4)

ve Aj alt kiimeleri;

Ao :{1}’ Ai:{ul’UZ’u3}'

(5.5)
Az :{U2U3’u1u3!u1uz}’ Aa = {ulu2u3}
ve Bj dizileri;
Bo :[1]’ Bl =[u1’u2’u3]1 (5.6)

B, =[u,u,,uu;,u,u,], B, =[u,u,u,]

olarak elde edilir. Béylece B =[1u,,u,,u,,u,u,,uu,,u,u,, uu,u,]=[U,,U,,...,U,] dir.
Ayrica R, ; halkasinin sirali 3-bilegenlerinin dizisi;

T =[T,,T,....T,] =[(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,2),(0,1,1), (1,1, 1) ] (5.7)
seklindedirve T +T,, =(111) esitliginin saglandigi kolayca gorilir. Ornegin;

To+T, =pulU,)+uU,)=p@®+ x(uu,u,) =(0,0,0)+(1,1,1) = (L11),
T,+T,=ul,)+uU,) = u(u,)+ x(uu,)=(0,0,1)+(1,1,0) = (L1L1).
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R, halkasinin Teorem 2.20’yi saglayan idempotent elemanlarindan olusan |

,S

kiimesini olusturacagiz. Bunun icin R, . halkasinin bazi elemanlari ile T, sirali s-

bilesenlerini iligkilendirecegiz. Her T, =(r,r,,...,r,) igin I, =6%(u,)0%(u,)...6"(u,)

olarak tanimlayalim.
Ornegin;  T,=(0,0,0), T,=@00), ve T,=@QL0) iken I,=uu,u,,

I, =0(u)u,u, = (u, +u,u, ve I, =60(u,)0(u,)u, = (u, +1)(u, +1)u, tir.

Teorem 5.3 | :{Ii =6"(u)0%(u,)...60% (u,)

T.=(r,r,...,1r,),0<i<2° —l} olsun. Bu

durumda | kimesi Teorem 2.20’yi saglar ve R, = IOF42k @ IlF42k @...®1_, F, olarak

-1 4
yazilir.
ispat i) 17 =1..
Her I, elemani (U, +0...(u;, +Yu; ...u; formundadir oyle ki

{i; Jor-- i 3=102,...,8} dir. (uje+1)2:(uje+1) ve ui =U,

j, oldugundan I7 =1,

esitligi saglanir.

i) i#jve0<i,j<2°-1iken II;=0.

= 0% (U)0% (U,)...0%(U) —>T = ([, 1,,....T.),

S

(5.9)
I, =60™(u)0™(u,)...0™ (u) > T, =(m,m,,...,m,)

olsun. i j oldugundan T, ile T, nin en az bir koordinati farklidir, yani r, = m, olacak
sekilde en az bir e e{l,..., s} vardir. Genelligi bozmadan r, =0 ve m, =1 olarak kabul
edebiliriz. Bu durumda 6" (u,) =u, ve 8™ (u,) =u, +1 dir. u,(u, +1) =0 oldugundan,

I;1; =0 olarak elde edilir.

i) 32 1, =1.
Timevarim kullanilarak ispatlanir. s=0 igin I, =1"dir. Her 0< j<I igin ziio_lli =1

esitliginin saglandigini kabul edelim. s =1 durumunu inceleyelim.
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I={l,,1;,...,1,_} kiimesinin elemanlarinin tam olarak yarisi u,’yi bir carpan olarak
icerirken diger yarisi U, +1’i carpan olarak icerir. | kiimesinin u,’yi bir ¢arpan olarak
iceren elemanlarinin alt kiimesini alalim ve bu elemanlarin her birinden u, carpanini

silelim. Olusan yeni kime tam olarak R, halkasinin idempotent kimesidir. Bu

.
1} olarak gosterelim. Timevarim hipotezi geregi Zio 1Vi

kimeyi {V,,V,,....V

ol _

1

oldugu gorulir.

I kimesinin u, +1’i bir ¢arpan olarak iceren elemanlarinin alt kiimesini alalim ve ayni

sekilde her elemandan u, +1 carpanini silelim. Elde ettigimiz yeni kiime yine R,

halkasinin idempotent kiimesidir. Boylece;

Zi;l li = “IZ?jlvi +(u +1)Zi2:lvi (5.10)
=u,+(Uu,+1) =1

Dolayisiyla, Teorem 2.20’nin sonucu olarak R, ;= 1,R, ;@ LR, (®... D1, R, seklinde

ideallerin direkt toplami olarak yazilabilir. Simdi ;R ideallerini inceleyelim. Her

i€{0,...,2° -1} igin I, =6"(u,)0%(u,)...6"% (u,) elemani a=u*u;>...us formunda bir

eleman ile ¢arpildiginda en az bir je{O,l,...,Zs —1} pozisyonunda r; =g, =1 olmasi

durumunda (u; +1)u; =0 oldugundan al; =0 elde edilecektir. r; ve e;’nin diger

durumlari asagida listelenmistir.

r;=0,e;=01iseu;(u})=u,,

r,=1e, =0ise(l+u;)(u’)=1+u,, (5.11)

_ —1i 2 —
r,=0,e; =liseu;(u;)=uj=u,.
Sonug olarak hicbir pozisyonda r, = =1 durumu yoksa al; = I, elde edilir. Dolayisiyla
iR, ={ali |ae Rk’s} idealinin elemanlari  I;F ={ali |ae F42k} kiimesinden ibarettir
ve

R.s = I,F

42k

®IF,. ©.01, F, (5.12)

olarak yazilir. m
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Ornek 5.4 R, halkasiigin | kiimesini olusturalim. Ornek 5.2’de T kiimesi
T =[T,.T,....T,] =[(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),1,11)]  (5.13)

olarak belirlenmisti. Bu durumda

Iy =uu,u;,

|1 = (Ul +1)U2U3,

I, =u,(u, +1)u,,

I, =uu, (Us +1),

I, = (u +1)(u, +Dus,,

I, =(u, +1u, (u, +1),

Iy =u,(u, +1)(u, +1),

I, = (u +1)(u, +(u, +1),

elde edilir. Yukarida listelenen I, elemanlarinin Teorem 2.20'yi sagladigi gorilir.

Ornegin ;

17 =[ (U +Dugu, | = (uf +Dudus = (U, +Dugu, =1,

(5.14)
1,1, =[(u, +Du,u, |[uu, (u; +1)] =0
ve D" I, =1'dir.
Teorem 5.3’teki aynigim kullanilarak R, halkasinin her «a elemani,
Qi @y, Ay, € F o 0lmak lzere, a =gl + eyl +...+a, 1. biciminde tek turli
yazilir. Bu yazimi kullanarak Gray dontisiimini tanimlayalim;
‘R > FL

?: R = F (5.15)

a=oly+taol +..ta, . —(xa,.. . a.)

¢ donlisimu birebir ve 6rten bir donlisimdir ve n-bilegenli vektorlere dogal olarak

genisletilebilir. Yani, B =(,,5,....5,) € R/ icin §(B) =((B). ¢(8,).....4(5,)) € R,
seklindedir.

Asagidaki énerme a=bU,+bU, +...+b, U, eR,  formundaki elemanlarin Gray

déniisimi altindaki goriintiisiinii belirlememize yardimci olur. Onermede kullanilan
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noktasal ¢arpim ™" kisaca Z uzerinde bilesen bilesene garpim olarak tanimhdir.

Ornegin; (0,1,0)-(1,0,0) = (0,0,0)’dr.

Onerme 5.5 by,...,b,

2°-1 4

eF, ve a=bU,+bU +...+b, U . R, olsun. Bu

2517251 S

durumda ¢(a)=(ay ,...,a, ) ise her «

icin o, =Y b, saglanir, Syle ki
j
0<j<2°-1lve j, T,-T,;=(0,0,...,0) esitligini saglar.

ispat a=bU,+bU,+...+b eR, ve ¢(a)=(aa,...,a, ) olsun. Bu

2° 1 2°-1
. - .. 2 o
durumda, a =l + oyl +...+a, |, dir. 1 ] iken I;]1; =0 ve I =I; oldugundan

lia =l =1,(bUy+bU, +...+b, U, )
5.16
ol =bUyl +bU I +...+b, U, I. (526

0<j<2°-1 igin U;l;’yi  belirleyelim. I, elemani icin T, sirali s-bileseni
T.=(r,1,....1,) ve U, elemani icin T, sirall s -bileseni Tj:(el,ez,...,es) olsun.
Herhangi k e{L,2,...,s} icin 1, =¢, =1 ise I, elemanini (u, +1)’i, U, elemani u,yi
carpan olarak icerir ve dolayisiyla Ujli:O'dlr. Bunun anlami; |, carpiminda

b,U;1; =0 oldugundan b; géziikmez.

Diger taraftan, her  ke{l,2,...,s} icin r,=e =0 veya r, #¢ ise U;l;=0'dr.
Dolayisiyla I, ¢arpiminda bj gozukdar.

Her ke{L2,...,s} icin ., =e, =0 veya I, e, olmasi durumunda T, T, =(0,0,...,0)

dir. Sonug olarak; 0< j<2°-1ve T, -T,=(0,0,...,0) esitligini saglayan j tam sayilari

icin ; =Y b, “dir. m
j

5.2 R, Halkasi Uzerinde Tanimh Ters Sirali DNA Kodlar

Bu baslk altinda ¢ Gray dénlgimunden yararlanarak R, halkasi Gzerindeki aykiri

devirli kodlardan ters sirali DNA kodlar elde edecegiz.

E. Oztas vd. (2015) [22] nolu calismada F42k cisminin elemanlari ve DNA 2K -bazlari

arasinda birebir esleme yapmayi saglayan bir algoritma vermistir. Bu algoritmaya gore
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her S ve ,6’4k eF4Zk elemanlarinin DNA karsiliklari birbirinin ters siralisidir. F42k
cisminden DNA 2k -bazlarina tanimlanan eslemeyi z doénusimi olarak adlandiralim.
7 donlsimi 2° koordinata asagidaki gibi genisletilebilir.

7, FL >{AT.G.C} "

(ao,al,...,azs_l) - (r(ao),z'(al),...,r(azs_l)).

(5.17)

Bizim calismamizda her BeF, icin ,B4k:¢9(ﬂ) oldugundan z(p) ile z(8(p))
birbirinin ters siralisidir. Kisaca g ve 6(f) birbirinin DNA ters siralisidir diyebiliriz.

a€R,; elemaninin Gray donistimi altindaki géruntust ¢(a) = (@, @, 2 )

olsun. R, halkasinin elemanlar ile DNA 2°"'k -sirali bazlarini eslestirmek igin

@=1,0¢ donisimini tanimlayalim. Bu durumda o elemanina karsilik gelen DNA

2°K -baz

0(@) =, ($(@) = 1, (@0, @y oy 1, ) = (7(@,), 7). 7@, ) (5.18)
ve ters siralisi

p(a)" =(z(0(a, )., 7(O(er,)), 7(0(xy))) (5.19)
seklindedir.

Onerme 5.6 je {0,1,...,2S —1} olmak tzere, O(1,) = I J_ saglanir.

1

Ispat T, =(r,1,,...,1,) olsun. T +Te = (L1,...,1) oldugundan
thH =(1-r,1-r,....,1-r) dir. (5.20)

Boylece, I, =6"(u,)0%(u,)...0% (u)) = 6(1,) = 6" (u,)0" 2 (u,)...60" (u,) = | n

21"
Teorem 5.7 ae€R  olsun. Bu durumda ¢(a)’nin ters siralisi (8(a))’dir, yani
p(a)" = p(0(a)) dr.
ispat o = ol + oyl +...+a, . €R, olsun. Budurumda ¢(a)=(a,a,...,a, )

ve p(a) = (z(ay), 7(a,),..., 7(,_,)) seklindedir.
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O(a) =0(a,)0(1,) +0(c))O(1,) +...+ 0(a,. )OI, )
=0(ap)l . +0(a)l,. ,+...+0(a, )], (5.21)
=0(a, ), +0(a, ) +...+0(a)l .
Boylece ¢(0(a)) = (z(0(a,_))---,7(0(,)), 7(0(c,))) elde edilir ve bu da tam olarak
o(a) 'nin ters siralisidir. m

Ornek 5.8. Ornek 5.2'deki R , halkasini ele alalim. S elemani F cisminin ilkel

elemanive f*+ B+1=0 olmak lzere
a=Ll+BlL+B L+ L+ 1, +p 1 +1,eR, (5.23)
olsun. Bu durumda

#la)=("B. 5. 5’10, 5".2). (5.24)

Gizelge 3.1'i kullanarak a elemanina karsilik gelen DNA 16-bazi asagidaki gibidir.

pla)=1,(8* 8.8, f° 10,50

= (2(p*),2(B),7(B°),7(8°),z(1),(0), z(B"), 7(1)) (5.25)
= (GC, AT,CC, AG,TT, AA,GT,TT).

Ayrica,

O(a) =1, + 21 + 1, + 721, + Bl + Bl + B°L,
#(0()) = (L 57,01, 5%, °, p*, B°) ve (5.26)
p(0(a)) =1, 4°,01 8%, 5,8, p°)=(T,TG,AA TT,GA,CC,TA CG).

Boylece ¢(a) ve @(6(«))’nin birbirinin DNA ters siralisi, ¢(a)' = ¢(6(«)) oldugu
goralir.
Herhangi bir f(x)=a,+ax+...+aXx €R [x;6] polinomu i¢in palindromik ve &-

palindromik tanimi Tanim 4.4’te oldugu gibi yapilir. Teorem 4.6 ve Teorem 4.8’in

R [X; 8] halkasindaki genellestiriimesi agagidaki teoremde verilmistir. Teorem 4.6 ve

4.8’deki yontemler kullanilarak ispatlanir.

Teorem 5.9 R [x;d] halkasinda x"—1=h(x)g(x) olsun. C:<g(x)>, R, Uzerinde

g(x) polinomu tarafindan tretilen aykiri devirli kod olsun.
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1. Eger n—der(g(x)) tek ve g(x) polinomu bir @-palindromik polinom ise ¢(C)

bir ters sirali DNA koddur.
2. Eger n—der(g(x)) cift ve g(x) polinomu bir palindromik polinomise ¢(C) bir

ters sirali DNA koddur.
Ornek 5.10 R , halkasini ele alalim. S elemani F cisminin ilkel elemani olsun. x° -1
polinomunun R, ;[x; 8] halkasinda bir ayrigimi,

x® —1=h(x)g(x) =[1+ (8" +u, +U,)x+ X°]

(5.27)
[L+ (B +u, +u,) X+ (B +u, +u,)x* +x*].

C=(g(x)) olsun. g(x)=1+(B" +u,+U,)x+ (B +u, +u,)x*+x* polinomu bir

palindromik polinom ve n—der(g(x)) ift oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA koddur.

Ornek 5.11 R , halkasini ele alalm. B elemani F, cisminin ilkel elemani olsun. x° -1

polinomunun R, ;[x; 8] halkasinda bir ayrigimi,

X* ~1=h(x)g(X) = [L+ (BU, +U) + B)X+(B(U, +U;) + BT +X°] 5.8
[L+ (B, +U;) + A1)+ (B (U, +u3) + )X+, |

C=(g(x)) olsun. g(x)=1+(BU,+U;)+ B )X+ (B* (U, +U,)+ 5°)x* + x> polinomu

bir @-palindromik polinom ve n—der(g(x)) tek oldugundan ¢(C) bir ters sirali DNA

koddur.

Not 5.12 C, R, Uzerinde n uzunlugunda bir kod olsun. Bu durumda, ¢(C) DNA

kodunun uzunlugu 2°*kn’dir. Eger @(C) ters sirali DNA kod ise Teorem 2.87’de

goruldugi Gzere ¢(C) kodundan bir ters sirali tamlayan DNA kod kolayca elde edilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, literatiirde ilk olarak, degismeli olmayan aykiri polinom halkalari ile DNA

kodlar iliskilendirilmistir. DNA kodlar igin ters siraliik problemi aykiri devirli kodlar

yardimiyla ¢ozulmustir. F, cismi (q=4%) uzerinde tanimh bir C aykiri devirli

kodunun DNA karsihginin ters sirali DNA kod olmasi igin gerek ve yeter sartlar
belirlenmistir. Ayrica C kodunun DNA karsiligi ters sirali DNA kod ise bu kodun
duailinin de ters sirail DNA koda karsilik geldigi gosterilmistir. Daha sonra,

F¢ +UFg +VE +UVF, halkasinin elemanlari ile DNA 8-bazlari arasindaki uygun
esleme belirlenerek F; +UFg +VF +UVE, halkasi Gizerindeki aykiri devirli kodlardan
ters sirali DNA kodlar elde edilmigtir. Son bélimde ise zincir halkasi olmayan R, ; halka
ailesi incelenmigtir. Bu halka Gzerinde tanimlanan bir 6 otomorfizmasi sayesinde R,

halkasinin Cin Kalan Teoremi’ne gore ayrisimi belirlenmistir. Daha sonra tanimladigimiz

Gray donisumi vasitasiyla R, halkasi Gzerindeki aykiri devirli kodlardan ters sirali

DNA kodlar elde edilmistir. Ayrica cift uzunluga sahip ters sirali DNA kodlardan, ters
sirali tamlayan DNA kodlarin kolayca elde edilebilecegine dair bir teorem verilmistir.
Her (¢ boliimde de elde edilen ters sirali DNA kodlar ¢ift uzunluga sahip oldugundan

ayni zamanda ters sirali tamlayan DNA kodlara karsilik gelmektedir.

GC -miktar kisitini saglayan DNA kodlarin aykiri devirli kodlar yardimiyla elde edilmesi
ve farkli metriklerde (Levenshtein uzakligi vb.) iyi parametrelere sahip DNA kodlarin
bulunmasi agik bir problemdir. Ayrica elde edilen DNA kodlarin canlilara ait gergek gen

parcalari ile karsilastiriimasi da 6nemli bir problemdir.
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