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ÖNSÖZ 

 

Doğadaki fenomenleri açıklarken integral denklemler sıklıkla kullanılmaktadır. Bu 
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denklemlerin özel bir sınıfı olan love tipi integral denklemler incelenmiştir. Love tipi 
integral denklemler iki paralel plakadan oluşan elektrostatik potansiyeli hesaplamada 
kullanılmaktadır. Uygulamalı matematikte diferansiyel denklemler ve integral 
denklemlerin çözümünde kullanılan legendre sıralama yöntemi ilk defa love tipi integral 
denkleme uygulanmıştır. Bilgisayar yazılımları yardımıyla gerçek sonuçlar ile 
karşılaştırılma yapılması hedeflenmiştir.  
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ÖZET  

 

LOVE TİPİ İNTEGRAL DENKLEMİN NÜMERİK ÇÖZÜMÜ 

 

Erdem ŞENTÜRK 

 

Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi 

 

Tez Danışmanı: Dr. Öğr. Üyesi Sebahat Ebru DAŞ 

 

Uygulamalı bilimlerde integral denklemler ile sıklıkla karşılaşılmaktadır. İlk olarak 
integral denklemlerde analitik yöntemler üzerinde daha çok çalışılmış olsa da zaman 
içerisinde bilgisayar teknolojisinin gelişmesiyle sayısal yöntemler önem kazanmıştır. 
İntegral denklemlerin lineer olmayan veya derecesi yüksek olan tiplerinde analitik çözüm 
neredeyse imkansızdır. Klasik sayısal yöntemlerin dışında (newton, gauss.) matris 
formuna dönüştürülüp çözümlere ulaşılmaya çalışılmaktadır.  

Bu tezde, integral denklemin özel bir tipi olan love denklemini legendre sıralama 
yöntemi ile çözmek hedeflenmiştir. Denklemin katsayıları cebirsel sistem olarak 
düşünülüp matris formuna dönüştürülmüştür. Matris çözülerek legendre polinomunun 
katsayıları elde edilmiştir. Sonuçlar diğer sayısal yöntemlerin sonuçları ile 
karşılaştırılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Love denklemi, Legendre sıralama 
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ABSTRACT 

 

NUMERICAL SOLUTION OF LOVE’S TYPE INTEGRAL EQUATION 

 

Erdem ŞENTÜRK 

 

Department of Mathematics 

MSc. Thesis 

 

Adviser: Asst. Prof. Sebahat Ebru DAŞ 

 

Integral equations are frequently encountered in applied sciences. Firstly, although 
analytical methods have been studied more in integral equations, numerical methods 
have gained importance with the development of computer technology over time. For 
nonlinear or highly linear types of integral equations, the analytical solution is almost 
impossible. In addition to the classical numerical methods (newton, gauss.) Matrix 
solutions are tried to be converted to form. 

In this thesis, it is aimed to solve the love equation which is a special type of integral 
equation by using the legendre collocation method. The coefficients of the equation are 
considered as algebraic systems and transformed into matrix form. The matrix was 
solved and the coefficients of the legendre polynomial were obtained. Results were 
compared with the results of other numerical methods. 

Keywords: Love equation, Legendre collocation  
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

İntegral denklemler 1820’lerde Abel’in çalışmalarıyla önem kazanmıştır. Abel integral 

denklemlerde sürekliliğin analizi ile ilgilenmiştir. Fredholm, Cauchy, Volterra gibi birçok 

matematikçi integral denklemler üzerine çalışmışlardır. Zaman içerisinde integral 

denklemler teoride ve uygulamada geniş bir yer edinmiştir. Elastisite, yarı-iletkenler, 

metalürji, sismoloji, ısı iletimi, kimyasal reaksiyonlar gibi konularda kullanım alanı 

bulmuştur. İntegral denklemlerin çözümleri beşeri bilimlerdeki birçok fenomeni 

anlamakta önemli rol oynamaktadır. 

İntegral denklemleri çözmek için çok sayıda yöntem kullanılmaktadır. Bu yöntemler 

analitik ve sayısal olmak üzere ayrılmaktadır. Bu yöntemlerden sonlu sayıda bileşenden 

oluşan fonksiyonun ayrıştırılmasını sağlayan adomian ayrıştırma yöntemi [1-2], 

fonksiyonun birden fazla polinom, trigonometrik fonksiyon, hiperbolik fonksiyondan 

oluşması durumunda kullanılan modifiye ayrıştırma yöntemi [3-4], adomian ayrıştırma 

yönteminde daha hızlı yakınsama sağlamak için gürültü terimi yöntemi [5-6], kapalı 

formda çözüm mevcut olduğunda hızlı bir şekilde kesin sonuca yakınsama sağlayan 

varyasyonel iterasyon metodu [7-8], başlangıç değer tahminiyle başlayıp ardışık 

yaklaşımla denklemi çözmeyi sağlayan ardışık yaklaşımlar yöntemi [7-8], integral 

denklemin çözümünü analitik fonksiyon olarak varsayıp taylar serilerinden yararlanılan 

seri çözüm yöntemi [9-10].  
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İntegral denklemlerin çözümünde nümerik yöntemler sıkça kullanılmaktadır. En çok 

kullanılan yöntemlerden biri nümerik integrali kullanarak integral denklemi çözmeye 

imkan sağlayan kuadratür yöntemi [11-12]. 

1.2 Tezin Amacı 

Bu tezin amacı, diferansiyel ve integral denklemlerin sayısal çözümünde kullanılan 

legendre sıralama yöntemi ile fiziksel uygulaması mevcut olan love tipi integral denklemi 

çözmek ve diğer sayısal yöntemlerle karşılaştırmaktır. 

1.3 Hipotez 

Love tipi integral denklemi cebirsel sistem olarak ele alıp matris sistemine 

dönüştürülecektir. Matris sistemi çözülerek bilinmeyen fonksiyonun katsayılar elde 

edilecektir. 
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BÖLÜM 2 

LEGEDRE POLİNOMLARI 

Tanım 2.1 Legendre polinomları, legendre denkleminin (2.1) çözümü olarak karşımıza 

çıkmaktadır. 

2(1 ) 2 0, ( 1), 0,1,2,x u xu mu m n n n                                                      (2.1) 

Denklemin çözümü ( )nP x  olarak n sayısının özel bir değeri için yazılır. N polinom 

derecesidir. Eğer n tek/çift ise polinom da tek/çift olur. N değeri göre legendre 

polinomları şu şeklidedir: 

 

0

1

2

2

( ) 1

( )

1
( ) 3 1

2

P x

P x x

P x x





 
  

2.2 Rodrigue Formülü 

Legendre polinomları rodrigue formülü yardımıyla ifade edilebilir. 

 21
( ) 1 .

2 !

n
n

n n n

d
P x x

n dx
                          (2.2)  

2
2

0

2 21
( ) ( 1) , 0,1,2,....

2

n

k n k

n n
k

n n k
P x x n

k n
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,
2

12
,

2

n
n çift

n

n
n tek


 

     


  

2.3 Ortogonallik 

( )nP x  ve ( )mP x  legendre denkleminin çözümleri ise 

 21 ( 1) 0,n nx P n n P
    

 
           (2.3) 

 21 ( 1) 0,m mx P m m P
    

 
          (2.4) 

denklemlerini sağlar. (2.3) ve (2.4) denklemleri integre edilip birleştirildiğinde 

     
1 1

2 2

1 1

1 1 ( 1) ( 1) 0.m n n m n mP x P P x P dx n n m m P P dx
 

            
       

birinci integral için kısmi integrasyon kullanılırsa, 

       
1

1 1
2 2 2 2

1 1
1

0

1 1 1 1 0m n n m m n n mP x P P x P P x P P x P dx
 





               
      

1

1

( ) ( ) 0,n mP x P x dx n m


             (2.5) 

ortogonalite bağıntısı elde edilir. Legendre polinomları bu bağıntıyı sağlar. 

2.4 Legendre Polinomları için Doğrucu Fonksiyon 

İki değişkenli ( , )G x t  fonksiyonunu göz önüne alalım. 

0

( , ) ( ) n

n

n

G x t P x t
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Şeklinde yazılırsa legendre polinomları, ( , )G x t fonksiyonunun taylor serisinin katsayıları 

olur. Küresel koordinatlarda 0r   dışında 1r  fonksiyonunun harmonik olduğunu 

biliyoruz. 

2 21 1
0.

r x
     

Harmonik fonksiyon  ’den bağımsızdır. Benzer şekilde 0x x  dışında  01 x x  

harmoniktir. Eğer 0x , z- yönünde birim vektör ise, 

   0 0 0

0 0 0

2

.

. 2 . .

2 cos 1

x x x x x x

x x x x x x

r r 

   

  

  

  

olur. Bu yüzden  

 
2

0

1
cos

2 cos 1

n

n n

n

A r P
r r









 

  

formunda yazılabilir. 1nA   olduğu gösterilirse x ve t’den meydana gelen cos ‘daki yer 

değiştirme gerekli sonucu verecektir. nA ’i bulmak için cos 1   için fonksiyon z-ekseni 

boyunca değerlendirilir. 

2 3

2 2

1 1 1
1 , 1

12 1 ( 1)
r r r r

rr r r
       

  
  

ifadesi dikkate alınırsa 

0 0 0

(1) ,n n n

n n n

n n n

r A r P A r
  

  

      

olur. Buradan 1nA   bulunur. cosx   ve t r  olarak alınırsa 

2
0

1
( , ) ( )

1 2

n

n

n

G x t P x t
xt t





 
 

           

ifadesi elde edilir. 
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BÖLÜM 3 

LOVE DENKLEMİ 

Tanım 3.1 1949’da Eric Russell Love yarıçapı R, aralarındaki mesafe h olan iki paralel 

dairesel levha tarafından üretilen elektrostatik potansiyeli tanımladı. Levhaların 

dışındaki keyfi noktadaki potansiyel 

 
1

1 2 2

1 1 1
, ( ) ,

1 1

2 2

V r z f x dx

r z d ix r z d ix




 
 
 

  
                 

   

Şeklinde ifade edilmektedir. Kareköklü ifadeler düzenlenirse, 

 

1

22
1

1
( ) ( ) 1, 1 1.

d
f x f y dy x

d x y


    
 

         (3.1) 

Denklem ikinci çeşit fredholm integral denklemine dönüşmektedir. Russell Love bu 

integral denklemin çözümünün [-1,1] aralığında tek, gerçek ve sürekli olduğunu 

ispatlamıştır. Bu denklem (3.1) Love’un birinci integral denklemi olarak 

adlandırılmaktadır. (3.1)’in yaklaşık çözümü, d=1 durumu için Love [13] tarafından  

2 4 6 8( ) ( ) 1.919200 0.311717 0.015676 0.019682 0.000373Lf x f x x x x x        

olarak hesaplamıştır. 
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Norgen & Jonsson [14] love integral denkleminin çözümünü kullanarak paralel 

plakalardaki kapasitansı hesaplamışlardır. 2010’da A.S. Kumar [15] Boubaker 

polinomlarını kullanarak love integral denkleminin analitik çözümünü sunmuştur. 

Bununla beraber yaklaşımında ciddi hatalar ortaya çıkmıştır. 

Bu tezde legendre sıralama yöntemi love tipi integral denkleme uygulanmıştır. 
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BÖLÜM 4 

LEGENDRE SIRALAMA YÖNTEMİ 

Legendre sıralama yönteminde diferansiyel veya integral denklemlerin seri 

çözümündeki katsayılar sıralama noktaları yardımıyla matris formuna dönüştürülür. 

Matris sistemi çözülerek katsayılar hesaplanır. Hesaplanan katsayılar legendre 

polinomları ile çarpılıp çözüm elde edilir. 

4.1 Diferansiyel Denklemler için Sıralama Yöntemi 

( )

0

( ) ( ) ( ), 1 1
m

v

v

v

F x y x h x x


                (4.1) 

Diferansiyel denkleminin 

1
( ) ( ) ( )

0

( 1) (0) ( 1) , 0,1,..., 1
m

v v v

vi vi vi i

v

f y g y h y i m




           

koşullarında 

0

( ) ( )
N

n n

i

y x a P x


   

legendre polinomlarından oluşan bir seri çözümü olduğunu varsayalım. Bu toplam 

( ) ( )y x P x A                            (4.2) 

şeklinde matris olarak ifade edilebilir.  
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Bu durumda (4.2)’deki matris ifadesi 

, 0,1,...,j

b a
x a j j N

N


     

Sıralama noktaları kullanılarak 

( ) ( ) , 0,1,...,j jy x P x A j N       

şekline dönüşür. Kesim 2.2’de verilen legendre polinomlarını elde etmek için kullanılan 

formülü matris olarak 

( ) ( )T TP x DX x   

yazılabilir. D matrisi N sayısının çift ve tek olmasına göre değişiklik göstermektedir. 

        
( ) ( ) ( )

0 1( ) ( ) ...
v v v

NvX x x k x k x k
  

       
  

Olarak yazılır. 

v=0 için 

 
0 1( ) ( ) ...( )NX x x k x k x k    

 
  

v=1 için 

        
(1) (1) (1)

0 1(1) ( ) ...
N

X x x k x k x k
  

       
  

olarak hesaplanır.  
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Diğer v değerleri için aynı işlemler tekrar edildiğinde ifade matris olarak 

  

  

  

  

(1)
0

0
(1)

1
1

2(1)
2

(1)

0 0 0 ... 0 0 ( )

1 0 0 ... 0 0 ( )

0 2 0 ... 0 0 ( )

... ... ... ... ...

0 0 0 ... ... ( )N

N

x k

x k
x k x k

x k
x k

N x k

x k

 


 
   
       
    

    
   
       

 
  

  

yazılabilir. Burada 

0 0 0 ... 0 0

1 0 0 ... 0 0

0 2 0 ... 0 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... ...

B

N

 
 
 
 
 
 
  

  

Bu ifade daha sade bir şekilde 

 (1) ( ) ( ( ))
T

TX x B X x   

Olarak yazılır. 

 

(1)

(2) (1)

2
(2)

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

T

T

T T

T

X x X x B

X x X x B

X x B B

X x X x B









  

 ( ) ( ) ( )
v

v TX x X x B             (4.3) 

Yazılabilir. (4.2)’deki ifadenin v. mertebeden türevi 

( ) ( )( ) ( )v vy x P x A             (4.4) 

olarak yazılır.  
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Daha önce elde edilen 

( ) ( )T TP x DX x  

İfadesi ile (4.4) denklemi birleştirildiğinde 

 ( ) ( ) ( )
v

v T Ty x X x B D A             (4.5) 

Denklemi elde edilir. 

jx x  için (4.1) denklemi sıralama noktaları kullanılarak 

( )

0

( ) ( ) ( ), 1 1
m

v

v j j j

v

F x y x h x x


      

şeklinde düzenlenir. Bu denklem matris olarak yazılırsa 

( )

0

m
v

v

v

F Y H


              (4.6) 

Şeklini alır. Burada 

( )
0 00

( )
1 1( ) 1

( )

( ) 0 ... 0 ( )( )

0 ( ) ... 0 ( )( )
, , ( )

... ... ... ...

0 0 ( ) ( )( )

v
v

v
v v

v

v
v N NN

F x h xy x

F x h xy x
F Y H x

F x h xy x

    
    
      
    
    
     

  

olarak yazılır. (4.5)’deki denklem (4.6)’da yerine yazılırsa 

 
0

m
k

T T

v

v

F X B D A H


            (4.7) 

Temel matris bağıntısı elde edilir. (4.7)’deki ifade 

 
0

m
k

T T

v

v

W F X B D


   

olarak isimlendirilir. 
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(4.7) aynı zamanda  

WA H   

şeklinde yazılan (N+1)x(N+1) boyutlu bir cebirsel sistem olarak düşünülebilir. Bu sisteme 

koşullar yerine yazıldığında arttırılmış matris elde edilir. Arttırılmış matriste ters alma 

işlemleri uygulanarak 

 
1

A W H


  

katsayılar matrisi 

 0 1...
T

NA a a a   

olarak bulunur. Diferansiyel denklemin çözümü ise 

( ) ( )y x P x A   

veya 

0

( ) ( )
N

n n

n

y x a P x


  

legendre polinomları kullanılarak bulunur. 

4.2 Fredholm İntegral Denklemi için Sıralama Yöntemi 

Fredholm integral denklemi 

1

1

1

( ) ( ) ( , ) ( ) , 1 , 1zy x h x K x t y t dt x t


              (4.8) 

şeklinde ifade edilir. Daha sade bir biçimde 

1( ) ( ) ( )zy x h x L x    

yazılabilir. Burada 

1

1

( ) ( , ) ( )z zL x K x t y t dt


             (4.9) 
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çözüm fonksiyonu y(x) legendre polinomları ve katsayıların çarpımı şeklinde ifade 

edilebilir. Yani 

( ) ( )y x P x A            (4.10) 

Şeklinde yazılabilir. Seri açılımdan 

( , ) ( ) ( ), , , 0,1,...,T t

z t t ijK x t X x K X t K k i j N       

ve legendre polinom özelliklerinden 

( , ) ( ) ( ), , , 0,1,...,T z

z z z ijK x t P x K P t K k i j N          (4.11) 

bulunur. Buradan 

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

T T

t z

T T T

t z

T

t z

T

z t

T

z t

X x K X t P x K P t

X x K X t X x D K DX t

K D K D

K D K D

K D K D

 

 











       (4.12) 

elde edilir. (4.10) ve (4.11)’deki denklemler (4.9)’de yerine yazılırsa 

1

1

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T

z z

T

z

L x P x K P t P t Adt

P x K P t P t Adt













 

elde edilir. Bu kısımda 
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1

1

0

1
1

0 1

1

0 0 0 1 0

1
1 0 1 1 1

1

0 1

1

1

( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T

N

N

N

N

N N N N

i j

Q P t P t dt

P t

P t
P t P t P t dt

P t

P t P t P t P t P t P t

P t P t P t P t P t P t
dt

P t P t P t P t P t P t

P t P t d











 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

   







 ; , 0,1, ,ijt q i j N   

  

legendre polinomlarının ortogonalliğinden 

1

1

2
,

( ) ( ) 2 1

0,
ij i j

i j
q P t P t dt i

i j




     
 

         (4.13) 

                   (El-Mikkawy vd., 2005) 

şeklinde yazılabilir. Bu durumda 

( ) ( )z zL x P x K QA  

matris şekline dönüşür. 

ix x  noktaları için 

1( ) ( ) ( ), 0,1, ,i i z iy x h x L x i N     

olur. Matris olarak ifadesi 

0 0 0

1 1 1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

z

z

N N z N

y x h x L x

y x h x L x

y x h x L x



     
     
      
     
     
     

  

şeklindedir. Bu ifade daha sade olarak 
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i zY H L              (4.14) 

yazılabilir. 

( ) ( ) ( ) Ty x P x A X x D A            (4.15) 

Olduğundan ix x  için 

 

 

olursa 

TY XD A   

Denklemi elde edilir. H ve zL  ise 

0 0

1 1

( ) ( )

( ) ( )
,

( ) ( )

z

N N

h x L x

h x L x
H L

h x L x

   
   
    
   
   
   

  

olur. 

( )

( )

z z

T

z z

L P x K QA

L X x D K QA




  

Matris şeklinde ifadesi 

0 0

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

z

z T

z

z N N

L x X x

L x X x
D K QA

L x X x

   
   
          
   
   

 

 

 

 

0 0 0

1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T

N N N

y x P x X x

y x P x X x
A D A

y x P x X x
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veya sade bir şeklide 

T

z zL XD K QA            (4.16) 

olarak yazılır. (4.15) ve (4.16)’da bulunan denklemler (4.14)’de yerlerine yazılırsa 

( )

(1 )

z

T T

z

T T

z

T

z

Y H L

XD A H XD K QA

XD XD K Q A H

XD K Q A H









 

 

 

 

          (4.17) 

temel matris bağıntısı elde edilir. Bu bağıntı 

zW A H   

sistemine çevrilir. Başlangıç koşulları kullanılarak katsayılardan oluşan matris elde edilir.  

( ) ( )y x P x A   

şeklinde çözüm bulunur. 
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BÖLÜM 5 

SAYISAL SONUÇLAR 

Bu bölümde diferansiyel, integral ve love tipindeki integral denklem örneği ele 

alınacaktır. Bilgisayar programı ile çözülecek olan denklem Russell Eric Love’un [13] 

bulduğu sonuç ile karşılaştırılacaktır. 

Örnek 1.  2( 2) 3 2 4 ln( 2) , 1 1x y x y y x x           denklemini 

1( 1) , ( 1) 1
2

y y     ve başlangıç değer şartlarını göz önüne alalım. Sıralama 

noktaları N=2 değeri için 

0 1 21, 0, 1x x x      

olarak hesaplanır. Fonksiyonların katsayıları 

2

0 1 2( ) 2, ( ) 3( 2), ( ) ( 2) , ( ) ln( 2)f x f x x f x x g x x           

Olduğundan, katsayıların matris olarak ifadesi 

0 1 2

4 0 0 3 0 0 1 0 0

0 4 0 , 0 6 0 , 0 4 0

0 0 4 0 0 9 0 0 9

0 1 1 1 0 0 0 1 0 0

0.6931 , 1 0 0 , 1 0 0 , 0 1 0

1.0986 1 1 1 0 2 0 0.5 0 1.5

F F F

G X B D
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olarak hesaplanır. N=2 için denklem 

 
2

0

k
T T

k

k

F X B D A G


             (5.1) 

olarak yazılabilir. Elde edilen matrisler (5.1) denkleminde yerine yazıldığında arttırılmış 

matris 

 

 

4 7 16; 0

; 4 6 10; 0.6931

4 5 4; 1.0986

W G

 
 

 
 
  

           (5.2) 

olarak elde edilir. Arttırılmış koşul matrisleri 

 

 
0

1

1 1 1; 0.5

0 1 3; 1

U

U

 

 
  

olarak yazılır. (5.2) matrisinin son iki satırı yerine arttırılmış koşul matrisleri yazıldığında, 

arttırılmış matris 

4 7 16; 0

; 1 1 1; 0.5

0 1 3; 1

W G

 
       
  

  

olarak hesaplanır. Katsayılar matrisi 

1

0

1

2

4 7 16 0 13 6

1 1 1 1 2 2

0 1 3 1 1 3

k

k

k


       

       
  

       
              

  

olarak hesaplanır. Bulunan katsayılar legendre polinomları ile çarpılırsa 

0 1 2

2

13 1
( ) ( ) 2 ( ) ( )

6 3

13 1 1
( ) 1 2 (3 1)

6 3 2

y x P x P x P x

y x x x
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2

( ) 2 2
2

x
y x x     

olarak çözüm fonksiyonu bulunur. Tam çözüm belirsiz katsayılar yöntemi ile 

   
2 2

2 2 ln( 2) 1
( ) ln( 2)

4 4 4 4

x x x
y x x

  
       

olarak hesaplanır. 

N=2, N=4 ve N=6 alınarak örnek 1’deki denklemin tam çözümünün sonuçları ile 

karşılaştırma yapılmıştır. 

Çizelge 5.1 N=2, N=4 ve N=6 için sonuçların karşılaştırılması 

x 
Tam 
Çözüm 

N=2 için 
Sıralama 

N=2 için 
Hata 

N=4 için 
Sıralama 

N=4 için 
Hata 

N=6 için 
Sıralama 

N=6 için 
Hata 

-1 0.5 0.5 0 0.5 0 0.5 0 

-0.7778 0.7486 0.7469 0.0017 0.7483 0.0003 0.7485 1E-04 

-0.5556 1.0553 1.0432 0.0121 1.0539 0.0014 1.0552 1E-04 

-0.3333 1.4269 1.3889 0.038 1.4236 0.0033 1.4266 0.0003 

-0.1111 1.8683 1.784 0.0843 1.8627 0.0056 1.8677 0.0006 

0.1111 2.3835 2.2284 0.1551 2.3755 0.008 2.3828 0.0007 

0.3333 2.9762 2.7222 0.254 2.9645 0.0117 2.9751 0.0011 

0.5556 3.6492 3.2654 0.3838 3.6314 0.0178 3.6477 0.0015 

0.7778 4.4052 3.858 0.5472 4.3764 0.0288 4.4029 0.0023 

1 5.2465 3.858 1.3885 5.1981 0.0484 5.2416 0.0049 

Çizelge 5.1’den anlaşılacağı üzere kesim sayısı(N) arttıkça legendre sıralama yöntemi ile 

bulunan sonuçlar tam çözüme çok yaklaşmaktadır. Fonksiyonda logaritma fonksiyonu 

olsa bile polinom yaklaşımında belli kesim sayısından sonra aynı değere yakınsama 

görülmektedir. 
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Örnek 2. Tam çözümü ( ) 3y x x  olan 

 
1

1

( ) ( ) 1 , 1y x x xty t dt x t


       

fredholm integral denklemini legendre sıralama yöntemi ile çözelim. 

( , ) , ( ) 1K x t xt h x   ve N=2 için sıralama noktaları 

0 1 21, 0, 1x x x      

olduğunu bilinmektedir. 

1 (0,0)
, , 0,1,...,

! !

m n
z

mn m n

K
k m n N

m n x x


 

 
  

Şeklinde hesaplanmaktadır. Bu durumda 

 

0 1 2

00 01 020 0 0 1 0 2

1 2 3

10 11 121 0 1 1 1 2

2 3

20 212 0 2

1 (0,0) 1 (0,0) 1 (0,0)
0, 0, 0

0!0! 0!1! 0!2!

1 (0,0) 1 (0,0) 1 (0,0)
0, 1, 0

1!0! 1!1! 1!2!

1 (0,0) 1 (0,0)
0,

2!0! 2!1!

K K K
k k k

x t x t x t

K K K
k k k

x t x t x t

K K
k k

x t x

  
     

     

  
     

     

 
  

  

4

221 2 2

1 (0,0)
1, 0

1!2!

K
k

t x t


  

  

  

olarak bulunur. O halde 

0 0 0

0 1 0

0 0 0

tK

 
 


 
  

 ve 

1 0 0

0 1 0

1 2 0 3 2

D

 
 


 
  

  

şeklindedir. 
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   1 1

0 0 0

0 1 0

0 0 0

T

z tK D K D 

 
 

 
 
  

  

ve 

1 1 3 1

(1 ) 1 0 1 2

1 1 3 1

T

zW XD K Q

 
 

   
 
  

 

olarak hesaplanır. 

1

1 1 3 1 1

1 0 1 2 0

1 1 3 1 1

zW G

    
   

 
   
      

 

İşleminin sonucunda katsayılar matrisi 

0

1

2

0

3

0

k

k

k

   
   


   
      

  

olarak bulunur. 

0 1 2

2

( ) 0 ( ) 3 ( ) 0 ( )

1
( ) 0 1 3 0 (3 1)

2

y x P x P x P x

y x x x

  

      
 

( ) 3y x x   

Çözüm fonksiyonu elde edilir. 
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Örnek 3. 
1

2 2

1

1
( ) 1 ( ) 1 1.

( )

d
f x f y dy x

d x y


    
   denklemini göz önüne 

alalım. 

İlk olarak sıralama noktalarını belirlenir. Sıralama noktaları için

, 0,1,...,i

b a
x a i i N

N


    formülü kullanılmaktadır. Fonksiyon [-1,1] aralığında 

değiştiği için a=1 ve b=-1 alınır. Kesim noktası N=3 seçildiğinde sıralama noktaları 

0 1 2 31 1/ 3 1/ 3 1x x x x        

olarak bulunur. Sıralama noktaları denklemde yerine yazılırsa matrisler şu şekilde 

bulunur: 

1 1 1 1 1 0 0 0 2 0 0 0

1 1/ 3 1/ 9 1/ 27 0 1 0 0 0 2 / 3 0 0
, ,

1 1/ 3 1/ 9 1/ 27 1/ 2 0 3 / 2 0 0 0 2 / 5 0

1 1 1 1 0 3 / 2 0 5 / 2 0 0 0 2 / 7

1 0 0 0 1

0 2 0 24 1
,

2 0 24 0 1

0 24 0 720 1

z

X D Q

K G

      
     

 
       
     
     

     

   
   


    
   
   

   

 

Fredholm integral denklemi için katsayıları hesaplama formülü; 

 1T

ZXD K Q A G   şeklindedir. 

 

 

 

 

 



 

23 

 

 

 

 Matrisler yerlerine yazıldığında katsayılar matrisi 

0.3189

0

2.2674

0

A

 
 
 
 
 
 

   

Olarak bulunur. Legendre polinomları ile katsayılar çarpıldığında çözüm 

4 2( ) 2.52 0.096 1.4753f x x x      

olarak bulunur.  

 

Şekil 5.1 Örnek 3 için karşılaştırma 

İterasyon sayısı arttıkça legendre sıralama yöntemi ile bulunan sonuç gerçek sonuca 

yaklaşmaktadır. 
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BÖLÜM 6 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında love tipi integral denkleme legendre sıralama yöntemi 

uygulanmıştır. İlk olarak integral denklemlerle ilgili literatür çalışmaları verilmiştir. Daha 

sonra ortogonal polinom olan legendre polinomları tanıtılmıştır. Son olarak da legendre 

sıralama yöntemini kullanarak lineer diferansiyel denklemler ve fredholm integral 

denklemleri için matris bağıntıları elde edilmiştir. Yöntemin geçerliliğini ve kullanışlılığını 

göstermek için love denkleminden önce diferansiyel ve integral denklem örnekleri ele 

alınmıştır. Diferansiyel denklem için önce N=2 için çözüm yapılmıştır. Kesim sayısının 

artmasıyla işlemler zorlaşacağı için MATLABR2017a programı yardımıyla algoritma 

kurulup denklem çözülmüştür. Çizelge 5.1’den anlaşılacağı üzere kesim sayısı(N) arttıkça 

legendre sıralama yöntemi ile bulunan sonuçlar tam çözüme çok yaklaşmaktadır. 

Fonksiyonda logaritma fonksiyonu olsa bile polinom yaklaşımında belli kesim sayısından 

sonra aynı değere yakınsama görülmektedir. İntegral denklem için alınan örnekte 

bilgisayar programına gerek kalmadan tam sonuç elde edilmiştir. Love tipi integral 

denklem örneği çözülüp şekil 5.1’de gösterilmiştir. Şekil 5.1’de görüldüğü üzere kesim 

sayısı arttıkça gerçek sonuca yaklaşılmıştır. Matrislerin kurulumu ve işlemlerin 

basitliğinden dolayı diğer nümerik yöntemlere göre tercih edilebilir. Programlamaya 

uygun olduğunu için yüksek kesim noktaları için kolayca hesaplama yapılabilmektedir. 

İlerleyen çalışmalarda ortogonal türdeki diğer polinomlar love denklemi çözümünde 

kullanılabilir. Aynı zamanda nonlineer integral denklemler için matris bağıntıları 

oluşturulabilir. Bu durum, bir sonraki çalışmanın araştırma konusudur.
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