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ONSOz

Kesirli tlireve, miihendislikten doga bilimlerine finanstan tipa kadar bircok farkli alanda
rastlanmaktadir. Klasik analizin yetersiz geldigi durumlarda, kesirli analizin daha etkin
oldugu gorilmistir. Ozellikle mekanik, elektrik, biyoloji, kimya, ekonomi, kontrol teorisi
ve sinyal, goriintl isleme gibi bircok alanda olduk¢a 6nemli rol oynamaktadir. Bu
calismada da bazi kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere Legendre Operasyonel
Matris yontemi uygulanarak denklemlerin yaklasik ¢oziimleri elde edilmeye galigiimistir.
Calismada Legendre Operasyonel Matris yonteminin tim detaylarinin verilmesi, bu
yontemle birlikte kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢éziimlerinin

elde edilmesi amaglanmistir.

Oncelikle bu tezi hazrlarken her konuda desteklerini esirgemeyen degerli tez
danismanim Dr. Ogr. Uyesi Sebahat Ebru DAS’a en icten tesekkiirlerimi sunarim. Ayrica
her zaman yanimda olan aileme, nisanlima ve bu siiregte bana ¢ok yardimci olan canim

arkadasim Elveda Gamze MEMIS’e tesekkiir ederim.
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OZET

KESIRLi MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN NUMERIK
COZUMLERI

Serap AYHAN

Matematik Anabilim Dali

Ylksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dr. Ogr. Uyesi Sebahat Ebru DAS

Kesirli analiz, mertebesi tamsayi olmayan adi tiirev ve integralin bir genellemesi olarak
ortaya cikmistir. Daha sonraki yillarda ise kendisine bircok uygulama alani bulmustur.
Kesirli analizin dogmasiyla birlikte kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin birgok
problemi modellemede daha etkin oldugu gorilmdustir. Bu tip problemler genellikle tam
¢Ozlime sahip olmadiklarindan, yaklasik ¢oziimleri bulmak igin bircok sayisal yéntem
gelistirilmistir. Bu tezimizde, bazi kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere Legendre
operasyonel matris yontemi uygulanarak, yaklasik ¢oziimleri elde edilmeye calisiimistir.
Tezin birinci bélimiinde, konunun kaynak taramasi, tezin amaci ve hipotez kismi
bulunmaktadir. ikinci béliimde, kesirli analizle ilgili bazi 6zel fonksiyonlar hatirlatiimistir.
Ugtincii bliimde, kesirli analizle ilgili temel kavramlar tanitilmistir. Dérdiinci bélimde
ise, Legendre operasyonel matris yontemi tiim yonleriyle agciklanmis ve birtakim sayisal
ornekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli analiz, kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, Legendre
Operasyonel Matris yontemi
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Serap AYHAN

Department of Mathematics

MSc. Thesis

Adviser: Asst. Prof. Sebahat Ebru DAS

Fractional calculus is a generalization of ordinary derivation and integral with
noninteger. In the following years, it has found many application areas. With the
emergence of fractional analysis, it is seen that fractional differential equations are more
effective in modeling many problems. Since such problems often do not have exact
solutions, many numerical methods have been developed to find the approximate
solutions.

In this thesis, the Legendre operational matrix method is applied to some fractional
differential equations and the approximate solutions are tried to be obtained. In the first
chapter, the literature review of the subject, the aim of the thesis and the hypothesis
are given. In the second chapter, some special functions related to fractional analysis
are explained. In the third chapter, the basic concepts of fractional calculus are
introduced. In the fourth chapter, Legendre operational matrix method is explained in
all aspects and some numerical examples are given.

Keywords: Fractional calculus, Fractional differential equations, Legendre operational
matrix method
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kesirli tiirev 300 yildan fazla tarihi olan adi tiirevin bir genislemesidir. Kesirli tlirev 1695
yilinin son birkag ayinda Leibniz ve L'Hospital arasindaki yazismalar sonucu baslatiimistir.

O yilda Leibniz L'Hospital’e asagidaki soruyu ortaya atarak bir mektup yazdi:
“Tam sayi dereceli olmayan tlrevler tam sayi dereceli tiirevler ile genellestirilebilir mi ?”

L’'Hospital bahsi gegcen soruyu biraz merak etmis ve Leibniz’e baska basit bir soru
yoneltmis: “ Eger mertebe 1/2 olursa ne olacak?” Leibniz 30 Eylil tarihli bir mektubunda

soyle cevaplamis: “Bu bir paradoksa sebep olacak ve bir glin bundan yararli sonuclar

cizilecektir.” O tarih kesirli analizin tam dogum glini olarak sayildi.

L'Hospital ve Leibniz’in ilk arastirmalarindan sonra kesirli analiz, matematikte en iyi
anlamda oncelikli bir galisma olarak edinildi. Kesirli analiz ve matematiksel sonuglarla

ilgilenen bir¢cok ¢calisma arasinda Fourier, Euler, Laplace da vardir.

Tam sayi mertebeli olmayan integral veya tiirevlerin uygun hale getirilen tanimlarinin
bircogu kendi gosterim ve yontemleri kullanilarak bulundu. Kesirli analiz alaninda
populer olmus tanimlarin en UnlisG Riemann-Liouville ve Griinwald-Letnikov
tanimlaridir. Kesirli analiz ¢alismalari icin uygulanabilir matematiksel teorilerin ¢ogu
20.yy'in baslangicindan o6nce gelistirildi. Bu yilizden, mihendislik ve bilimsel

uygulamalarda en ilgi ¢cekici atilimlar son 100 yilda bulundu.



Kesirli analizin kullanimi ve tanimlarin anlami, bu anlayistaki ¢aligmalarda ortaya ¢ikacak
olan bazi gerekli fakat nispeten temel matematiksel tanimlarin hizla tartisiimasiyla daha
anlasilir hale getirilecektir. Bunlardan bazilari Gama Fonksiyonu, Beta Fonksiyonu ve

Mittag-Lefler Fonksiyonudur.

Momani ve Odibat, [1] ‘deki calismasinda kesirli mertebeden lineer diferansiyel
denklemlerin ¢ozimlerini elde etmek icin 6ncelikle Varyasyonel iterasyon yontemi ve
daha sonra ise Adomian Ayristirma yontemini kullanmis ve elde edilen sonuglari
birbirleriyle kiyaslayarak ¢éziimlerin dogruluklarini ve etkinliklerini tablo halinde ifade

etmislerdir.

Odibat ve Momani [2] galismasinda ise, He’'nin Homotopi Pertlirbasyon Yontemini
modifiye ederek nonlineer kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri ¢6zebilmek igin
yeni bir yéntem gelistirmis ve bu yontemi ikinci dereceden kesirli mertebeden Riccati

diferansiyel denklemini ¢cézmek icin uygulamistir.

Hossein Jafari ve Varsha Daftardar-Gejji, kesirli mertebeden lineer olmayan denklem
sistemlerinin ¢o6zlimlerini elde etmek icin Adomian ayristirma (dekompozisyon)
metodunu kullanmislardir ve bununla ilgili sembolik hesaplamalar kullanarak bazi

ornekler ¢cozmuslerdir[3].

S. Saha Ray ve R.K. Bera [4] ¢alismalarinda ilk olarak lineer olmayan kesirli mertebeden
bir diferansiyel denklemin ¢6zimu igin Adomian ayristirma(dekompozisyon) metodunu
uygulamayi analizin amaci olarak ele almislar ve sonunda ¢6zimdi, tablolar halinde

gosterilmis nlimerik olarak hesaplanmis dekompozisyon metodu olarak elde etmislerdir.

E. Babolian, A. R. Vahidi ve A. Shoja [5] calismalarinda kesirli mertebeden lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢éziimlerini vermek igin yeni bir tekrarli metod
kullanmislardir. Bu yaklasim spektral Adomian dekompozisyon metodu ve Adomian

dekompozisyon metodu olmak lizere iki farkl denklemin kompozisyonuna dayanir.

Changpin Li ve Fanhai Zeng [6] calismalarinda kesirli sonlu fark metodlarinin kesirli
diferansiyel denklemlerin ¢ozlimleri i¢in faydali oldugunu dlsinmuslerdir.
Calismalarinin amaci olarak kesirli Euler metodunun, kesirli Adams metodunun ve

genellestirilmis ayrik Gronwall esitsizligi olarak kullanilan kivrim formdiillerine bagl



yuksek mertebeden metodlarin kararlilk ve yaklagimlarini ispatlamak oldugunu ifade

etmislerdir.

S. Kazem, S. Abbasbandy ve Sunil Kumar [7] calismalarinda kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢ézimlerini elde etmek icin kesirli mertebeden Legendre
fonksiyonlari icin genel bir formilasyon ingsa etmislerdir. Kesirli analizin kesirli
diferansiyel denklemlerle en iyi sekilde tanimlanarak kurulan fiziki modelleme ve
muihendislik uygulamalarinda kullanildigini bu yizden onlarin ¢oéziimleri igin etkili ve
gluvenilir bir teknigin ¢ok 6nemli oldugunu ifade etmislerdir. Ayrica kesirli tlirev igin
Riemann-Liouville kesirli integral operatoriini kullanarak Caputo’nun tanimini
kullanacaklarini ve temel amaclarinin kesirli analiz icin Legendre polinomlarindan yola

cikarak yeni ortogonal fonksiyonlarini genellestirmek oldugunu belirtmislerdir.

Abbas Saadatmandi ve Mehdi Dehghan [8] c¢alismalarinda, kesirli diferansiyel
denklemlerin bir sinifinin niimerik ¢ézimleriyle ilginmislerdir. Kesirli tlrevlerin Caputo
anlamina goére tanimladiklarini ve asil amaglarinin kesirli analizi Legendre islemsel

matrisine genellestirmek oldugunu belirtmislerdir.

H. Jafari, S.A. Yousefi, M.A. Firoozjaee, S. Momani ve C.M. Khalique [9] ¢alismalarinda,
kesirli mertebeden tirevleri ilgilendiren basit diferansiyel denklemlerin nimerik
¢Ozlimlerin yaklasimini elde etmek icin Legendre dalga yaklasimlarini kullanarak bir

calisma alani gelistireceklerini ifade etmislerdir.

1.2 Tezin Amaci
Bu tezin amaci asagida maddeler halinde siralanmistir.

e Tezden vyararlanacak arastirmacilarin  Kesirli mertebeden diferansiyel

denklemlerle ilgili genel bir bakis agisi kazanmasi
e Legendre Operasyonel Matris Yontemini tiim ozellikleriyle birlikte 6grenmek

e Bu yontemi birtakim kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere uygulayarak

yaklasik ¢coziimler elde etmek

e Daha sonra yapilabilecek calismalarla ilgili fikirler vermek



1.3 Hipotez

“Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Niimerik Coziimleri” adl hipotezimizde,
Oncelikle Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerle ilgili bir literatiir taramasi
yaparak Legendre Operasyonel Matris Yontemini tim ayrintilariyla inceledik. Daha sonra
ise bu yontemi bir takim kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere uygulayarak bazi

denklem sistemi elde ettik. Bu sistemleri ¢6zlip sonuglari ifade ettik.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde tezde gerekli olan bazi tanim ve kavramlardan bahsedilecektir.
2.1 OZEL FONKSIYONLAR
2.1.1 GAMMA FONKSIYONU

Gamma fonksiyonu 18. Yiizyilda isvicreli bir matematikgi olan Leonhard Euler tarafindan
ortaya atilmis bir fonksiyondur. Kisaca, Gamma fonksiyonuna tam olmayan degerler icin

faktoriyel fonksiyonunun genellestirilmis bir hali de denebilir.

Tanm2.1 I (0,00) — R" olmak tzere,

rx) = foooe‘t t*~1dt
seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma Fonksiyonu denir[11].
Teorem 2.1 Gamma fonksiyonu asagidaki sartlari saglar:

i. TI'(x+1)=x.T(x)

i. T'(x)=x-1)

i. I(5)=vr

2



ispat.

i.  Gamma fonksiyonunun tanimindan kolaylikla gortlar ki
- —tp X t=00 —tpx-1
F(x+1):J'e‘ttht =[-e '] +XJ.e tdt = x.1(x)
0 0

i.  Burada bir genelleme yapacak olursak I'(1) =1 oldugu agiktir.
x = 1,23...igin
r'(2)=1r(1)=1=1
r(3)=2r(2)=2.1=2!

I'(4)=3I(3)=32!=3!

I(x)=(x-1).r'(x-1)

=(x—-—1)(x—-2)!
= (x — 1! olur.

iii.
1\ 7o
F(Ej_le t 2dt g,

y} donidsimi yapilirsa

F(%) =2 fooo e"yzdy elde edilir. Ayni sekilde, F(%) =2 fooo e~**dx olarak da yazilabilir.
Bu iki denklemi ¢arpacak olursak,

[1“(%)]2 = 4[ fooo e~ *+¥*) dxdy elde ederiz. Bu iki katli integrali kutupsal
0

koordinatlari kullanarak rahatlikla ¢6zebiliriz:



X = rcosf

T 12_ Eoo_rz _
y = rsine}donugumu ile [F(Z)] = 4[0 fo e™" rdrd6 = molur [14].

2.1.2 BETA FONKSIiYONU

Beta fonksiyonu, 1990 yilinda Legendre, Whittaker ve Watson tarafindan Beta integralini
ifade etmek icin (diger adiyla birinci tir Euler integralini) tanimlanan bir fonksiyondur.
Beta fonksiyonu Gamma fonksiyonu ile yakindan iliskili oldugundan bir¢ok karmasik

integraller beta fonksiyonu iceren ifadelere indirgenebilir.

Tanm 2.2 X, Y € R* icin,
1
B(xy)= [t (1-t) dt
0

fonksiyonu Beta Fonksiyonu olarak adlandirilir. Beta fonksiyonu asagidaki gibi Gamma
fonksiyonlari yardimiyla da ifade edilebilir.

TEOREM 2.2 X, Y € R” icin

B(x,Y) =M dir.

C(x+y)
ispat.
Irx)I'(y) =je"”ux_1duj e vy 1dy
0 0

Simdi, u = a?, v = b? yazalim
Fr)r(y) = 4f0°° = a2*-1(q foooe‘bzbzy_ldb
= [0 [ e @ +bM)q2x~1|p|2Y1dq db

Kutupsal koordinatlar dontisiminden a = rcos@ b = rsinf

2T

F(x)r(y) = f f e’ |rcos|*~1 |rsinf|? 1 r dr dO
0 0

= [0 e P2 gy [T (cos8)* 1 (sind) > 1| df



= %fooo e " 20ty g (y2) 4 fon/z(cose)zx‘l(51'1119)23"1 do

=T(x +7vy)2 fon/z(cosﬁ)zx‘l(sin@)zy‘1 do
=T'(x+y)B(x,y).

Ozel olarak,

B 11 1_%1 _%d 211 2_%d 2 in(l) =2 T
—, ==t 2@1-t) 2dt= —-u u=_2arcsin(l) =2= =
(2 2) ! -1 !( ) @ >

olur.

2.1.3 LEGENDRE POLINOMLARI

ingiliz matematikci olan Isaac Todhunter "Legendre katsayilar” olarak adlandirdig
polinomlari, ilk kez tanitan ve ¢alisan Fransiz matematik¢i olan Adrien-Marie
Legendre (1752-1833)'na atfetmistir. Todhunter fonksiyonlari polinomlar yerine
katsayilar olarak adlandirmistir; ¢linkii Greten fonksiyonunun seri agilimindaki h"
katsayilari olarak ortaya ¢ikarlar. Todhunter ayrica genellikle kullanilan B, notasyonunu

da tanimlamistir.

Legendre polinomlari, Legendre tarafindan [1] ‘deki tanimlanmistir. Fonksiyonlar ayrica
Laplace yaptigi [2]’deki calismada da ortaya ¢ikmistir; fakat orijinal tanimlama yazmis
olmasinda ragmen birka¢c sene yayinlamamis olan Legendre’ye aittir. Legendre’nin
kendisi Laplace’in potansiyel fonksiyonu tanimladigini ancak kendisinin agilimi
gelistirdigini agiklamistir. Daha sonralari, Jacobi, Dirichlet ve Heine oncelik sorusunu

yazmislar ve sonug olarak takdiri hak edenin Legendre olduguna karar vermislerdir.

Legendre Polinomlari

Legendre polinomlari [-1,1] araliginda tanimh polinomlardir ve asagidaki yineleme

formuli ile belirlenebilir:


http://en.citizendium.org/wiki?title=Isaac_Todhunter&action=edit&redlink=1
http://en.citizendium.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
http://en.citizendium.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
http://en.citizendium.org/wiki?title=Carl_Gustav_Jacob_Jacobi&action=edit&redlink=1
http://en.citizendium.org/wiki?title=Johann_Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet&action=edit&redlink=1
http://en.citizendium.org/wiki?title=Heinrich_Eduard_Heine&action=edit&redlink=1

20+ 1
Li+1(Z) T

L(z)— ll(z) , i=12,..

Burada Ly(z) = 1 ve L;(z) = Zz'dir. Polinomlari [-1,1] araliginda degil de [0,1] araliginda
tanimlamak istedigimizde z = 2x — 1 donlsimund kullanalim. O zaman o6telenmis

Legendre polinomlari L;(2x — 1) yerine P;(x) notasyonunu kullanabiliriz. Buna gére
2i+1 i _
Piyy(x) = i-l——l(zx - DP(x) - i-l-—lpi_l(x) ,  1=12, ..

olacaktir. Bu baglantiya gore Py(x) = 1 ve P;(x) = 2x — 1 ‘dir. Yineleme bagintisindan

yararlanarak i. Legendre polinomu P;(x)’i analitik olarak

i+ (l+k)'
P(x)-Z( D T

seklinde ifade edilir.

Legendre polinomlari ortogonal olduklarindan dolayi, ortogonallik 6zelligine gore

) 1 o
2i+1 77

f P,(x)P;(x)dx = { !

0 0, i #j

olur.



BOLUM 3

3.1 KESiRLI TUREV VE iNTEGRAL

Kesirli analiz ortaya atildiktan zamanimiza kadar kendisine bircok uygulama alani

bulmustur. Bunlardan bazilari asagida ayrintili olarak verilmistir.

3.1.1 Kesirli Tiirevin Uygulama Alanlar

Kesirli tlirev, miihendislikten doga bilimlerine finanstan tipa kadar bir¢cok farkli alanda
kendine yer bulmustur. Klasik analizin yetersiz geldigi durumlarda, kesirli analizin daha
etkin oldugu gorilmistir. Daha ayrintiya girecek olursak, kesirli analiz, mekanik,
elektrik, biyoloji, kimya, ekonomi, kontrol teorisi ve sinyal, goriinti isleme gibi bircok
alanda c¢ok 6nemli bir rol oynar. Ornegin son (¢ alanda modelleme, egri uydurma,
sizme, Orlntl tanima, ayrit saptama, kimlik saptama, kararllik, kontol edilebilirlik,
gozlenebilirlik ve saglamlik gibi bazi 6nemli degerlendirmeler simdi uzun dalga bagimlilik
davranisina baghdir. Benzer gelismeler listede bulunan diger alanlarda da

go6zlenmistir.(Springer Nature,2018)
Bu alanlarin bazilarini belirtecegiz:
» Elektrik Enerji Akim Hatlan

19.ylzyilin son yillari boyunca, ¢ok titiz matematiksel gériis olmadan Heaviside islemsel
analizini basarih bir sekilde gelistirmistir. 1892’de elektrik enerji akim hatlari calismasina

kesirli tlrev fikrini katmistir. Gregory (1846) ‘dan dolay! i1si denkleminin sembolik
operator ¢ozimiinden yola cikarak, Heaviside % diferansiyel operatori icin p harfini

kullanmistir ve diflizyon denkleminin ¢ézimund,

10



p= :—x sabit olacak sekilde, ayrica a, A ve B de yine sabit olmak Uzere,

0%u ,
ax2 4P

seklinde, sembolik formdaki u(x, t) 1si dagihmi denklemini,

u(x,t) = A exp(ax,/p) + B exp(—ax,/p)
seklinde kullanmistir.
> insandaki Siingerimsi Kemikteki Ses Otesi Dalga Yayilimi

Kesirli analiz, sivi ve katilar arasindaki akiskan olmayan etkilesimleri tanimlamak igin
kullanilir. Yansima ve iletme dagitim operatorleri Blot’s teorisi kullanilarak elastik bir
cercevede siingerimsi kemigin bir parcasi icin tiirevlenir. insan siingerimsi kemik
ornekleri araciligiyla iletilen hizlh ve yavas dalgalar icin deneysel sonuglar, teorik

tahminler ile karsilastirilir. [10]
» Kesirli Analiz Kullanilarak Konugma Sinyallerinin Modellenmesi

Kesirli analiz kullanilarak konusma sinyali modellemede yeni bir yaksalim sunulur. Bu
yaklasim tam sayili mertebeden modeller temel alinarak bilinen Dogrusal Tahmini

Kodlama(LPC) yaklasimi ile karsilagtirilir. [11]
» Kardiyak Doku Elektrot Arayiiziiniin Kesirli Analiz Kullanilarak Modellenmesi

Doku elektrot arayiizii, bio-potansiyel kayitlarin tim formlarinda (6rnegin ECG, EMG,
EEG) ve fonksiyoel elektrik uyarilarinda (6rnegin pacemaker, koklear implant, derin
beyin stimilasyonu) yaygindir. Elektrotlarin klasik toplu devre element modelleri akim-
gerilim iligkilerini tanimlayan degisiklikler yardimiyla diferansiyelin mertebesinin
genellestirilmesi ile genisletilebilir. Bu tiir kesirli mertebeden modeller, bioelektrot
hareketleri gozlenen gelistirilmis bir tanimi saglar, ama kardiyak doku ile ilgili son
deneysel c¢alismalar bu karmasik sistemi tanimlamak icin ek matematiksel araclara

ihtiyac duyulabilecegini belirtir. [12]
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> Otonom Araglarin Yanal Ve Boylamsal Kontrolleri igin Kesirli Analiz

Uygulamasi

Bir otonom elektrik aracinda yol izleme problemine uyarlanan Kesirli Mertebeden
Kontrollerin kullanimi (FOC) sunulmustur. Endistriyel bir aracin yanal hareketli bir
modeli konvansiyonel ve kesirli mertebeden kontrollerin uygulanmasi icin hesaba

katilmistir. [13]

Bu bélimde bazi temel tiirev ve integral tanimlarini verecegiz.

3.2 RIEMANN-LIOUVILLE INTEGRALI VE TUREVI
Tanim 3.2 « >0 olmak Uzere, f J :(0,00) Uzerinde sureklive J =[0,) 'nin herhangi
bir sonlu alt araliginda integrallenebilen pargal bir fonksiyon olsun.

O zaman, t>0igin
1 f (t) —ij(t—f)“-l f(r)dr
o't () )

ifadesine, f 'nin a.mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali denir [14].

Tanm 3.3 n-1<a<nigin

1 d
DS f(t) = ——
i) I'(n-c) dt"

t
[t—*f(r)dr O<a<l, t>0

ifadesine Riemann-Liouville sol kesirli tiirevi ve

d" N
[0 f(z)de 0<a<l, t>0

a

vty (D)
P T = r(n—c) dt"

ifadesine ise Riemann-Liouville sag kesirli tiirevi denir.

a € (0,1) olmasi durumu gok énemli olup yukaridaki Riemann-Liouville sol kesirli tiirevi

1 d

Pt 0=ty a

j f(r)(t—7)“dr
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seklinde indirgenir.

3.3 CAPUTO TUREVI

Kesirli analize en 6nemli katkilardan birisi 1967 yilinda M.Caputo tarafindan yapiimistir.
Kesirli tirevin Riemann-Liouville tanimindaki temel sorunlardan biri, kesirli diferansiyel
denklemler ile bu tip diferansiyel operatorlerin birtakim yeni baslangig sartlarina ihtiyag
duymasidir. Ozellikle belli kesirli integral ve tiirevlerin degerlerinin, bulunan kesirli
diferansiyel denklemlerin ¢6zimd icin baslangicta belirlenmesi gerekmektedir. Caputo
klasik baslangi¢ kosullarini kullanarak Riemann-Liouville kesirli tiirevinin daha klasik

tanimini gelistirmistir. f, (n-1) tam sayi dereceli stirekli bir fonksiyon olsun,

D) = s f (¢ -7 (L) fespas

ifadesi Caputo kesirli tiirevi olarak tanimlanir.

3.4 GRUNWALD- LETNiKOV TUREVI

Grinwald-Letnikov kesirli tlirevi, matematikgi olan A. Griinwald ve A.V. Letnikov
tarafindan 1860’l yillarda ortaya atilmis bir tirevdir. Liouville’nin yaklasimindaki
kisitlamalardan rahatsiz olan Grunwald, baslangi¢ noktasi olarak bir fark kesirinin
limitini bir tiirev tanimi olarak yeniden tanimlamistir. Buna gore,

(85) zkzo(—l)k( ) f(x — kh)

(x)— ha ,a>0

a — 1
Dy f(x) ,1113(1)
denklemi Grunwald-Letnikov kesirli tiirevi olarak adlandirilir.

Tanimdaki (Z) genellestirilmis binom katsayisidir ayrica faktoriyeller Euler Gama

fonksiyonunun yerini alir.
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BOLUM 4

LEGENDRE OPERASYONEL MATRIS YONTEMI

[0,1] araliginda integrallenebilen herhangi bir y(x) fonksiyonu oOtelenmis Legendre

polinomlari yardimiyla
y(x) = XiZo ¢ Pi(x) = coPo(x) + ¢, Py (x) + -+ + ¢ Pi(x) + - (4.1)

seklinde seriye acilabilir. Buradaki c; katsayilarini bulmak igin ortogonallik 6zelligini

kullanirsak
JPi(x)y(x)dx =C, ] Py(x)P;(x)dx + ¢, ] P, (x)P;(x)dx + - + ¢ J P;(x)P;(x)dx + -+
0 0 0 0

olur. Buna gore ¢; ,

¢ =Qi+1) f P;(x)y(x)dx
0

yardimiyla hesaplanir. Pratikte, (4.1) denkleminde serinin ilk (m+1) terimi alinir ve buna

gore,
) = ) P = CTow) (42
i=0

elde edilir. Burada CT = [cq ¢; ... ¢, matrisi 1 x (m + 1) lik Legendre katsayl matrisi ve

®(x) = [Py(x) Py(x) ... P,(x)]"matrisiise (m + 1) x 1 lik Legendre &teleme matrisidir.

®(x)’in birinci turevi

— = Do) (43)
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olarak ifade edilebilir. Buradaki D matrisi (m + 1) x (m + 1)’lik operasyonel matristir ve

matrisin elemanlari
e mtekise

2Qi+1), j=i—k , k=13,..,m
dij:
0, diger

e myiftise

2Qi+1), j=i—-k , k=13,...m—1
dij=
0, diger

olarak alinir. Ornegin, m = 3 igin

000 0
300 0
D=2y 5 0 o
307 0
m = 4 igin
/00000\
1 0 0 0 O
p=2l0 3 0 0o o]
10500/
0 3 0 7 0

®(x)’in n. turevi icin bir genelleme yapacak olursak,

n

=D"d(x 4.4
— = Do) (4.4)
olur. Burada D™, D matrisinin n. Kuvvetini gostermektedir.

4.1 Lineer Coklu Mertebeden Kesirli Diferansiyel Denklemler

Lineer ¢oklu mertebeden bir kesirli diferansiyel denklemi sinifi

D% (x) = a;DPry(x) + -+ + a DPry(x) + ajy1y(x) + ay129(x) (4.5)
lyl
y@0)=d;, i=01,..,n (4.6)

Baslangig sartlari ile ele alalim. Burada j = 1,2, ..., (k + 2) i¢in a;’ler reel sabit katsayilar ve
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n<a<n+1ligin 0<pB; <, << <a ‘dir. Ayrica D% , @ mertebeden Caputo kesirli

tlrevini ifade eder.

(4.5)-(4.6) problemini ¢ézmek igin y(x) ve g(x) fonksiyonlarina 6telenmis Legendre
Polinomlari ile yaklasiriz.

m

() = ) aPi() = CT¢) (4.7)
900 = B giP() = 6T () (48)

T

Burada G = [gq, ..., gm]! bilinen matristir; fakat C = [cg,...,c,]7 bilinmeyen bir

matristir.

D*p(x) = D*¢p(x) esitligini de kullanarak

D% (x) = CTD*p(x) = CTD¢(x)

elde ederiz.

4.2 Uygulamalar

Ornek 1.

Asagidaki lineer baslangic deger problemini dikkate alalim.
1,3DY5y(t) + 2,6y(t) = sin2t

y(0) =y'(0) =y"(0) =0

Legendre yontemini m = 2 alarak uygulayalim. Burada
y(t) = coPo(t) + ¢ Pi(t) + cPo(t) = CT (L)

olur. Buna gore

0 00 , 00 0 1
DD=[(2 0 0 pE=2(0 0 0] s=(o
’ \/E 1 E __1 ’
0 6 0 = - 0
elde ederiz.
CTA=GT

esitligini kullanarak
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CT[1,3D'5+2,61] =G

elde ederiz.

Co
H _ gyt
&)

oldugundan,

w1 |2
_ 113
1| =
[Czl 0
0
bulunur. Boylece,

1
5 5
y(t)=ﬁ 0 O]( 2t—1 >=E
6t? — 6t +1

yazabiliriz.

Ornek 2. Asagidaki homojen olmayan lineer baslangic deger problemini ele alalim.
D%y(t) + 0,2D¥y(t) + 0,3D%%y(t) = cost

y(0)=y'(0)=0

Bu problemin tam ¢6zim y(t) = cost ‘dir. m = 2 alarak ¢6ziime

y(t) = coPo(t) + ¢ Pi(t) + c,P,(t) = CTp(t)

olarak yaklasiriz. Burada

0 0 0
0 0 0 0 0 O N g1 1 -1
DM =(2 0 0],D@P =10 oo,D(E)=ﬁ§EH
0 6 0 12 0 0 -1 3 1
5 7 3
5
. 0 0 0 6
T 3 -1’ 4
1 = —= -1
5 7 _
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CT[D% +0,2D'5 + 0,3D%5 + 1] (t) = GTp(t) elde ederiz.

Her iki tarafi sagdan ¢~ (¢t) ile carparsak
CTA=GT

olur. Burada A = D% + 0,2D'° + 0,3D%° + I dir.

Co
1| =
C2

1 0
25
etz -5  175vVw 1
5 1 -1 —192_175Vm_g 43 516 _—44 12 175Vm
[— _— - 32vm 16 301Vmw 43 516
6 4 12
672 ﬁ 875VT
251 16 1
-192 175«/_ —9 +7 44 12 175Vm
35ym | 16 301Vm 43 516
/ 2 \ /672 g 875Vn \
_E_ll n 4 |—i|25\/;+4+ 16 +7|
0= 74| Z102 \/__9 12| -192 175V
32yn 16 35y 16

_ -1 (-5 175V® 1 1 1
G = 4 43 516 —44__ 12 175V 12\ 44 12 175w

3017 43 516 301w 43 516

c, =2 1 1 (21 n 31\/5) 1
y=—|——]-=| =
4\ 192 +235\/E+2 12 5 4 192 +235\/E+2

35vm 16 4 35vm 16 4

katsayilari elde edilir. Boylece,

1

(Z+

192

0

1
235«/— 21

35V

31Vm

16

4

y(t)=(co €1 ¢C2) ( 2t—1 ) = 6c,t%2 + (2c; — 6Cc)t + ¢y — ¢ + ¢,
6t2

—6t+1
yazabiliriz.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Tezimizde, Legendre Operasyonel Matris Yontemini birtakim kesirli mertebeden
diferansiyel denkleme uyguladik. Daha ileriki calismalarda bu yontem kismi kesirli

diferansiyel denklemlere uygulanabilir.
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