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OZET

HIPERHALKALARDA ASAL HIiPERIDEALLER
Elif OZEL

Matematik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danigsman: Doc. Dr. Giirsel YESILOT

Es-Danigsman:

Hiperyapilar 1934 yilinda temelleri atilan bir konudur. Bazi durumlarda toplama
isleminin sonucunun bir kiime olmasi, bazen carpma isleminin sonucunun bir kiime
olmasi bazen ise her ikisinin de sonucunun bir kiime olmasi hiperyapilar1 klasik
cebirden farkli kilar. Ayrica hiperyapilar kimya, yapay zeka, kodlama, fuzy kiimeleri,
graflar ve olasilik konularinda calisilmasindan dolay1r uygulama alani genis bir
konudur. Bu calismada 3. béliimde 2-yutan hiperidealler iizerinde calisilmis ve
2-yutan hiperideallerin sagladig1 bazi 6zellikler gosterilmistir. 4. boliimde 6-asalimsi
hiperidealler arastirilmis ve cesitli 6zellikleri verilmistir. 5. boliimde ise 2-yutan
6-asalimsi hiperidealler incelenmistir. 6. boliimde ise diizgiin asalimsi hiperideal

tanimlanmis ve cesitli 6zellikleri ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Krasner Hiperhalkasi, Carpimsal Hiperhalka, Asal Hiperideal,

Diizgiin Asalims1 Hiperideal, 6-asalims1 Hiperideal
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PRIME HYPERIDEALS OVER HYPERRINGS
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Hyperstructures is a subject founded in 1934. Hyperstructures are different from
abstract algebra since in some case outcome of addition is a set, in some case
outcome of multiplication is a set and in some case both of them is a set. Also
hyperstructures are wide range of application field and used in chemistry, fuzzy sets,
artificial intelligence, graphs, probability, coding. In this study, in chapter 3 we studied
about 2-absorbing hyperideals. In chapter 4 we studied o-primary hyperideals and
gived some properties of them. In chapter 5 we investigated 2-absorbing 6-primary
hyperideals ve gived some examples. In chapter 6 we analyse uniformly primary

hyperideals.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Hiperyapilar ilk olarak 1934 yilinda 8. Iskandinav Matematik kongresinde E
Marty tarafindan tanimlanmistir [1]. E Marty hipergruplari tamimlamistir. Marty
nin tanmimladig1 hipergrup bostan farkli bir H kiimesi ile H kiimesinin kartezyen
carpimindan H nin kuvvet kiimesine giden bir fonksiyonla olusturulur. 1940’11 yillarda
ise Fransada E Marty, M. Krasner, M. Kuntzmann, R. Croisot, Amerikada M.Dresher,
0. Ore, W. Prenowitz, H. Campaigne, Rusyada A. Dietzman, A. Vikhrov, Italyada ise
G. Zappa tarafindan hiperyapilar teorisinin genel sonuclari, etkileri ve geometri ile
iliskisi tizerinde calisilmistir [[2-7]] .

19507l ve 1960’l1 yillarda da Italyada A. Orsatti ve Romanyada M.Benado tarafindan
yariregiiler hipergruplar ve hiperlatisler tizerinde ¢alisilmistir. 1956 da Marc Krasner
hiperhalka ve hipercisim tanimlarini1 yapmistir [2, 8].

1970’1i yillarda ise Fransada M. Krasner, M. Koskas, ve Y. Sureau alt hipergruplari ve
hiperyapilarla olan iligkilerini arastirmistir. Yunanistanda ise J. Mittas ve 0grencileri
kanonik hipergruplar, hiperhalkalar ve hiperlatisler iizerinde ¢alismislardir [9-11]].
1980’1i yillarda ise hiperhalkalarin farkli cesitleri tanimlanmistir. Bunlar Carpimsal
hiperhalka ve Genel hiperhalkadir. Carpimsal hiperhalkalar ilk olarak Rosaria Rota
tarafindan 1982 yilinda bulunmustur [[12].

20001 yillarda ise B. Davvaz, Salasi, Asokkumar, Procesi, Kemprasit ve Velrajan
tarafindan calisilmis ve gesitli kaynaklar olusturulmustur [[13-17]].

Klasik cebirdeki o6-asalimsi idealler 2000 yilinda Zhao Dongsheng tarafindan
tanimlanmustir [[18]]. Klasik cebirdeki 2-yutan idealler ise 2007 yilinda A. Badawi
tarafindan tanimlanmustir [[19]]. Diizglin asalimsi idealler ise 2008 yilinda J. A. Cox
ve A. J. Hetzel tarafindan tanimlanmustir [20[]. Klasik cebirdeki 2-yutan §-asalimsi
idealler ise 2017 yilinda Zhao Donsheng ve Brahim Fahid tarafindan tanimlanmis

nn

ve cesitli ozellikleri gosterilmistir [21]]. Hiperhalkalar 3 cesittir. Eger "+" ve

nn

iki hiperislem ise genel hiperhalka, "+" hiperislem normal islem ise Krasner

hiperhalkasidir. "+" normal islem "." hiperislem ise ¢arpimsal hiperhalkadir [[22]].



1.2 Tezin Amaci

3. Dbolimde klasik cebirde tamimlanmis olan 2-yutan ideal taniminin Krasner
hiperhalkasinda saglanip saglanmadigini inceledik. Sonrasinda 2-yutan idealin
sagladig1 bazi1 o6zelliklerin Krasner hiperhalkasinda da uygulabilir olup olmadigini
inceledik. 5. boliimde ise carpimsal hiperhalkalarda 2-yutan §-asalimsi4. boliimde
klasik cebirde tanimlanmis olan 6-asalimsi ideal taniminin Krasner hiperhalkasinda
saglanip saglanmadigini gozlemledik ayrica 6-asalimsi idealin sagladigi 6zelliklerin
hiperyapilarda saglanip saglanmadigini arastirdik. 5. bodliimde ise carpimsal
hiperhalkalarda 2-yutan 6-asalimsi hiperideal tanimini arastirdik ve cesitli 6rnekler
vermeye calisttk. 6. boliimde ise degismeli cebirde tanmimlanan diizgiin asalimsi
ideal, Mori giiclii asalimsi ideal ve Noether giiclii asalims1 ideal tanimlarinin carpimsal
hiperhalkalarda hangi kosullarda saglandiginm1 gosterdik ve aralarindaki iliskileri
inceledik.Tezimizde 3. ve 4. boliimlerde Krasner hiperhalkasi, 5. ve 6. boliimlerde

ise carpimsal hiperhalka kullanilmistir.

1.3 Hipotez

Krasner hiperhalkasinda tanimlanmamis olan 2-yutan hiperideali tanimladik ve
sagladig1 Ozellikleri arastirdik.  Yine Krasner hiperhalkasinda 6 fonksiyonunu
tanimlayip &-asalimsi hiperideali ve sagladigi o6zellikleri inceledik.  Carpimsal
hiperhalka icin ise 2-yutan 6-asalimsi hiperideal, diizgiin asalims: hiperideal, Mori
gliclii asalims: hiperideal ve Noether giiclii asalims: hiperideal tanimlarini verip ¢esitli

ozelliklerini arastirdik.



2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Halka ile ilgili Genel Tanimlar ve Ozellikleri

Calismalarimizda kullanilan R halka ve hiperhalka yapisi birimli ve degismeli olarak
kabul edilmistir.

Tanim 2.1. R # () kiimesi tlizerinde taniml iki ikili islem " +" ve "." olsun. (R,+,.)
cebirsel yapisi eger asagidaki kosullar1 saglarsa halka olarak adlandirilir.

(1) (R,+) bir degismeli gruptur.

(2) "." isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.

(3) "." isleminin "+" islemi iizerinde sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir:

Va,b,c €Ricin, a(b+c) =ab +ac ve (a+ b)c = ac + bc [23].

Halkanin "+" islemine gore etkisiz elemanina halkanin sifir elemani denir ve Oy ile
gosterilir. Halkanin "." islemine gore etkisiz eleman1 olmayabilir. Eger ikinci isleme
gore de etkisiz eleman: varsa bu elemana halkanin birim eleman: denir ve 1; ile
gosterilir. Boyle bir halkaya da birimli halka denir. Ayrica halka ikinci isleme gore

degisme Ozelligine sahip ise halkaya degismeli halka denir [[23] .
Ornek 2.1. Z tamsayilar kiimesi, R reel sayilar kiimesi birer halkadir [23] .

Tanim 2.2. R bir halka ve §} # K C R olsun. R deki islemlere gore K alt kiimesi de bir
halka ise K ye R halkasinin bir alt halkas1 denir [23]].

Ornek 2.2. Z tamsayilar halkast R reel sayilar halkasimn bir alt halkasidir: [23]

Onerme 2.1. R bir halka ve § # K C R olsun. K nin R nin bir alt halkast olmast icin
gerek ve yeter kosul Va, b € K i¢cin, a— b € K ve ab € K olmasidwr [23]].

Tanim 2.3. R bir halka ve ) # I C R olsun.
(1) Va,belicinja—belve
(2) VaelIver eRigin; ra € I(ar €1) ise I ya R halkasinin bir sol(sag) ideali denir.

Hem sol, hem de sag ideale iki tarafli ideal veya kisaca ideal denir [[23]].

Ornek 2.3. Z tamsayilar halkasinda nZ bir idealdir [24].

3



Tanmim 2.4. A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin A kiimesini kapsayan biitiin
ideallerinin kesisimine A nin iirettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. Eger A = a tek

elemanli bir kiime ise A nin iirettigi ideale temel ideal denir ve (a) ile gosterilir [23].

Onerme 2.2. R halkasimin bir I idealine gore tamimlanan denklik stniflart arasinda;
(a+De(b+I)=(a+b)+1I, (a+I)®(b+1I)=(ab)+1I ile tamumlanan bir & ve ®
islemlerine gore R/I bir halkadir. Bu sekilde tanimlanan halkaya R nin I hiperidealine

gore boliim halkast denir [23].

Tanim 2.5. R ve S iki halka ve f : R— S bir fonksiyon olsun. Va, b € R icin;
(1) fla+b)=f(a)+f(b),
(2) f(ab) = f(a)f (b)

kosullarini sagliyorsa f’e bir halka homomorfizmasi denir [23].

Tanmim 2.6. Bir homomorfizma birebir ise monomorfizma, 6rten homomorfizma ise

epimorfizma ve hem birebir hem de 6rten homomorfizma ise izomorfizma denir [[25]].

Onerme 2.3. f : R — S fonksiyonu bir halka homomorfizmast olsun.
(1) R nin her H alt halkast i¢in, f(H) da S nin bir alt halkasidur.
(2) S nin her K alt halkast icin, f ~*(K) da R nin bir alt halkasidir [25].

Onerme 2.4. f : R — S bir halka homomorfizmast olsun. J, S nin bir ideali ise
FfYJ)={r €R: f(r) € J} ters goriintii kiimesi de R nin bir idealidir [23]].

Teorem 2.1. I, R halkasinin bir ideali olsun. f : R — R/I, f(r) = r + 1 ile taniml

fonksiyon bir 6rten homomorfizmadir. f’ e bir dogal homomorfizma denir [23|].

Tamim 2.7. R bir halka olsun. Sonlu sayidaki I, I,,...,I,, de R nin idealleri olsun.
Ideallerin toplam1

Li+I,+..+I,={a; +ay+...+a, : a; € I,} seklinde tanimlanir. Ozel olarak iki idealin
toplami I +J ={a+b:a €1,b € J} seklinde tamimlanir [23].

Tanmim 2.8. R bir halka ve I, J de R nin iki ideali olsun. Bu ideallerin ¢arpimi IJ =
{2a;b; : a; €I, b; € J} seklinde tanimhdir [23]].

Tanim 2.9. R bir halka, I da R nin bir ideali olsun. R de modulo I ya gore tiim kalan
siniflarinin kiimesini R/I ile gosterecegiz. R/I = {a+1I : a € R} seklinde tanimlanir.
[25]].

Tanmim 2.10. f : R— S fonksiyonu bir halka homomorfizmasi olsun. f nin ¢ekirdegi,
cekf={a €R: f(a) =0} seklinde tanimlanir [24]].

Teorem 2.2. f : R —> S ye bir orten halka homomorfizmast ise R/ ¢ekf = Im(f) =
f(R)=Sdir [23].



Teorem 2.3. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. K de bir alt halkast ise K + I, R
nin bir alt halkast ve K NI da K nin bir idealidir. Ayrica K +I1/I =S/KNI dir [23].

Teorem 2.4. R bir halka olsun. I ve J de R nin idealleri ve I C J olsun. Bu durumda
J/I, R/I min ideali ve (R/I1)/(J/I)=R/J dir [23].

Tanim 2.11. R bir halka ve P de R halkasinin 6z ideali olsun. a, b €R icin; ab € P =
a € P veya b € P gerektirmesi dogru ise P ye bir asal ideal denir [[24]].

Ornek 2.4. Z tamsayilar halkasinda 0,27, 57, 77 birer asal idealdir [24]].

Tanmim 2.12. R bir halka olsun. R nin I ve J idealleri icin kolon tanimi (I : J) =
{a €R: aJ C I} seklindedir [23]].

Tanim 2.13. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. I nin radikali vI =
{r e R:r" €l,n € N} seklindedir [24].

Tanim 2.14. R bir halka ve Q da R halkasinin bir 6z ideali olsun. a, b € R icin; ab € Q
iken a € Q veya pozitif bir n tamsayisi icin b" € Q ise Q idealine asalimsi ideal denir
[24].

Ornek 2.5. Her asal ideal bir asalimst idealdir [23]].

Tanim 2.15. R halkasinin Q 6z ideali ve P asal ideali icin; eger 4/Q = P ise Q ya R nin
bir P asalimsi ideali denir [[24].

2.2 Diizgiin Asalims1 idealler ve Ozellikleri

Tanim 2.16. R bir halka ve Q da R nin bir 6z ideali olsun. r,s € Ricin; rs€Qver ¢ Q

iken pozitif bir n tamsayisi ici s" € Q ise Q ya diizgiin asalimsi ideal denir [20]].

Tanim 2.17. R bir halka ve Q da R halkasinin P-asalimsi bir ideali olsun.

(a) Pozitif bir n tamsayisi icin; P" C Q sart1 saglanirsa Q ya R halkasinin bir Noether
giiclii asalimsi ideali denir. PV C Q sartim1 saglayan en kiiciik tamsayiya Q nun iissii
denir ve ez(Q) = N seklinde gosterilir.

(b) rP € Q olacak sekilde r € R—Q varsa Q ya Mori giiclii asalimsi ideal denir.
Noether giiclii asalimsi ideal Mori giiclii asalimsi idealdir. Q, R nin bir Noether giicli
asalims: ideali olsun. Ayrica ez(Q) = N olsun. Bir r € PY~! secelim. Buradan rP C
P C Q ve béylece Q, R nin bir Mori gii¢lii asalimsi idealidir. Fakat Mori giilii asalimsi

ideal Noether giiclii asalimsi ideal omayabilir [20].

Ornek 2.6. K bir cisim olsun. X = {X,,X,,...}, K iizerinde bagimsizlardan olusan bir
kiime olsun. Q = ({Xlz}:1 AX1 X} 2K [X 1 bir P = XK[X ] asalimst idealdir. X, X,P C

Q sartint saglayan bir elemandir ve X, € K[X ] —Q dir [20]].
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Onerme 2.5. Q, R halkasinin bir Noether giiclii P asalimst ideali olsun. O zaman Q, R

nin bir diizgiin P asalimst idealidir [20|].

Ispat. Q, R nin bir Noether giiclii P asalims1 ideali olsun. r,s €Riken rs € Q ve r ¢ Q
oldugunu varsayalim. O zaman s € P dir [[20]]. |

Sonug 2.4.1. R bir halka ve P de R nin asal ideali olsun. Eger P" , R nin bir asalimst

ideali ise ayni zamanda diizgiin asalimst idealidir [20].

Diizgiin asalimsi olan bir ideal Mori giiclii asalimsi ve Noether giiclii asalimsi ideal
olmayabilir [20].

Ornek 2.7. R karakteristigi 2 olan bir halka olsun. T = R[X] olsun éyle ki X =
{X1,X,,X5,...} kiimesi R tizerinde bagimsizlarin olusturdugu bir kiime olsun. Q =
({X f};:)T olsun. Q, T nin bir P = (X)T asalimst idealidir. Q , T nin bir diizgiin
asalimst idealidir. Fakat X; ,X; ...X; ¢ Q oldugundan rP C Q sartini saglayan r € R—Q
bulunamaz. Dolayistyla Q, T nin bir Mori giiclii asalimst ideali degildir [20)].

Onerme 2.6. R bir halka olsun. O zaman Q, R nin bir diizgiin P asalimst idealidir ancak
ve ancak asagidaki iki kosul saglanir:

(1) Q, R nin bir P asalimst idealidir ve

(2) Pozitif bir n tamsayist vardir 6yle ki P = {r € R : r" € Q}dir. Dahast, ord(Q) = N
dir ancak ve ancak (2) bu kosulu saglayan en kiigiik pozitif tamsayidur [20|].

Ispat. (=): Q, mertebesi N olan bir diizgiin P asalimsi ideal olsun. (1) agik bir sekilde
saglanir. r € P olsun. Pozitif bir m tamsayisi icin r™ 'r = r™ € Q fakat r™ ! ¢ Q dur.
Fakat Q nun mertebesi N oldugundan r" € Q dur. Boylece (2) saglanir.

(«<): Kosul (1) ve (2) nin saglansin. r,s € R iken; rs € Q ve r ¢ Q olsun. (1) den
s € P dir. (2) den s" € Q olacak sekilde pozitif bir n tamsayis1 vardir. Boylece sonuca
ulasilir [20]]. |

Onerme 2.7. Q, ve Q,, R halkastmin Q, € Q, sartim saglayan iki diizgiin P asalimst
ideali olsun. O zaman ord(Q;) = ord(Q,) dir [20/].

Ispat. ord(Q,)=mve ord(Q,)=nolsun. Rders €Q,, r ¢ Q,, s ¢ Q, ves" €Q,
olacak sekilde r,s € R vardir. O zaman s € P = rad(Q,) yani s™ € Q; € Q, dir.
Buradan m > n — 1 ve boylece m > n elde edilir [[20].



Teorem 2.5. I bir indeks kiimesi ve {Q;},c;, R nin diizgiin P asalimst ideallerinin bir
kiimesi olsun dyle ki bir pozitif N tamsayist igin maks;c;ord(Q;) = N olsun. O zaman

N;c;Q;> R nin mertebesi N olan diizgiin P asalimst bir idealidir [20].

Ispat. Q = N,;Q; olsun. Acikca, rad(Q) = N,g;rad(Q;) =P ve P = {r e€R:rV e Q}
dir. r,s € Rigin; rs € Q ve r ¢ Q olsun. Buradan bir k € I vardir 6yle ki rs € Q. ve
r ¢ Q, dir. O zaman s € P ve boylece sV € Q vardir. Buradan Q, mertebesi en fazla N
olan bir diizglin P asalims idealdir. $imdi Q; € {Q;},; mertebesi N olan bir diizgiin
P asalimsi ideal olsun. Bir r € P vardir 6yle ki ¥~ ¢ Q dir. Béylece Q nun mertebesi
N dir [[20]. [ |

Onerme 2.8. ¢ : R— T ye bir halka homomorfizmast ve Q, T halkasinin bir diizgiin
P asalimst ideali olsun. O zaman ¢~(Q), R nin ¢ *(P) asalimst idealidir [20].

Ispat. Q nun T nin bir P asalims1 ideali oldugu aciktir. O zaman ¢ ~!(Q), R halkasinin
bir ¢ ~}(P) asalimsi idealidir. Dahasi eger Q nun T halkasinin bir P asalims: ideali
ve N = ord;(Q) ise Onerme 2.6. dan P = {t eT:tN e Q} oldugunu ortaya koyar.
Boylece ¢ 1(P) = {reR:r" € $71(Q)} ve ¢ 1(Q), R nin ¢!(P) asalims1 idealidir
[20]. [ |

Sonuc 2.5.1. R bir halka olsun. I, R halkasinin bir ideali ve Q da R halkasinin I y1
kapsayan bir ideali olsun. O zaman Q, R nin bir diizgiin P asalimst idealidir ancak ve
ancak Q/I, R/I min bir P/I asalimst idealidir [20|].

Ispat. Varsayalim ki Q/I, R/I nin bir P/I asalimsi ideali olsun. Onerme 2.8. den
r+1€P/I vardir 6yle ki (r + I)V1 ¢ Q/I dir. Béylece r € P dir éyle ki r"~! ¢ Q dur.
Karsit1 aciktir [20].

2.3 2-yutan idealler ve Ozellikleri

Tanim 2.18. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. x,y,z € Ricin xyz € I iken
xy €l yadaxze€lyada yz el isel yaR nin 2-yutan ideali denir [|19].

Ornek 2.8. Tiim asal idealler 2-yutan ideallerdir [19]].

Teorem 2.6. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun .O zaman rad(I), R nin bir
2-yutan idealidir ve her x € rad(I) icin x> € I dir [19]].



Lemma 2.7. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. P de R nin I C P sartini saglayan
asal ideali olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(1) P, I min bir minimal asal idealidir.

(2) Her x € P i¢in yx" € I olacak sekilde bir y € R— P ve pogzitif bir n tamsayist vardir
[26]].

Teorem 2.8. R bir halka ve I da R halkasinin bir 2-yutan ideali olsun. R nin I iizerinde

minimal olan en fagla iki asal ideali vardir [19)].

Teorem 2.9. R bir halka ve I da R nin bir 2-yutan ideali olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanir:

(1) rad(I) = P, R halkasinin bir asal idealidir oyle ki P> C I dur.

(2) rad(I) = P,NP, ise PP, C I ve rad(I)*> C I dir. Burada P, ve P,, R nin I iizerindeki

ayrik minimal asal idealleridir [19)].

Teorem 2.10. R bir halka ve I da R halkasinin bir 2-yutan ideali olsun dyle ki rad(I) =
P, R halkasinin bir asal ideali ve I # P olsun. Her x € P—1 i¢cin; B, ={y € R: yx €I}

olsun. O zaman B,, R nin P yi iceren bir asal idealidir [19]].

Teorem 2.11. R bir halka ve I da R halkasinin bir 2-yutan ideali olsun Oyle ki I #
rad(I) = P, N P, olsun. Burada P, ve P,, R nin I iizgerindeki sifirdan farkli ayrik asal
idealleridir. Bu durumda Vx € rad(I)—1I i¢in; B, ={y € R: xy €I} Rnin P, ve P, yi
iceren asal idealidir [|19].

Teorem 2.12. R bir halka ve I da R halkasinin bir ideali olsun éyle ki I # rad(I) ve
rad(I), R nin bir asal ideali olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) I, R halkastnin bir 2-yutan idealidir.

(2) Her x € rad(I)—1I i¢cin; B, ={y € R: yx €I}, R nin bir asal idealidir [[19]].

Teorem 2.13. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun dyle ki I # rad(I) =P, NP,
sarti saglansin. Burada P; ve P,, R nin I lizerindeki minimal olan asal ayrik idealleridir.
O zaman asagidakiler denktir:

(1) 1, R nin bir 2-yutan idealidir.

(2) Her x € rad(I)—1I i¢in; P,P, CIve B, ={y €R: yx €1} R nin bir asal idealidir.
(3) Her x € (P, UP,)—1I icin; B, = {y €R: yx € I} R nin bir asal idealidir [[19|].

Teorem 2.14. R bir halka ve I da R halkasinin bir ideali olsun 6yle ki I # rad(I) sarti
saglansin. Her x € rad(I)—1I i¢in; B, = {y € R: yx € I} olsun. O zaman:

(1) x €rad(I)—1Ivey €Riken yx ¢ 1 ise B, = B, dir.

(2) x,y €rad(I)—1I ve B, C B, olsun. Her f,d € Rve fd ¢ B, iken B;,,4, = B, dir
[19]]

Teorem 2.15. R bir halka ve I da R halkasinin sifirdan farkli 6z ideali olsun. Asagidak-
iler denktir:



(1) 1, R halkastnin 2-yutan idealidir.
(2) R halkastmin I,,1,, 15 idealleri icin eger I,1,I; C I ise I,I, €I ya da I;I5; € I ya da
LI;CIdwr[19]

2.4 §-Asalimsi Idealler

Tanim 2.19. §, R halkasinin her I idealini ayni halka {izerinden baska ideallere
gotliren bir fonksiyon olsun. Eger asagidaki kosullar1 saglarsa 6 fonksiyonuna bir
genisleme fonksiyonu denir:

M I1<Co(),

(2) P ve Q idealleri i¢in; P € Q iken 6(P) € 6(Q) [18]].

Ornek 2.9. 5,(I) =1 birim fonksiyonu bir ideal genislemesi fonksiyonudur [18]].

Tanim 2.20. R bir halka ve I da R halkasinin bir ideali olsun. 6 genisleme fonksiyonu
asagidaki kosullari saglarsa 6-asalimsi fonksiyon denir:
Va,b €Ricin;abelvea¢liken b € 6(I) dir [18]].

Ornek 2.10. Bir I ideali 5,-asalimsidir ancak ve ancak asal idealdir [18]].

Lemma 2.16. Bir P asal ideali 6-asalimsidir ancak ve ancak I ve J idealleri igin eger
IJCPvel ¢ Pised C&(P)dir [18].

Teorem 2.17. 6 bir genisleme fonksiyonu olsun.

(1) Eger bir I ideali ve P §-asalimst ideali icin; 1 &€ 5(P) ise P : [ = P dir.

(2) R halkasinin bir N alt kiimesi ve bir P 6-asalimst ideali i¢in; P : N ayni zamanda
6-asalimsidwr [18|].

Teorem 2.18. & bir ideal genisleme fonksiyonu olsun. Ayrica her I ideali icin 6(I) <
6,(I) olsun. O zaman herhangi bir 6-asalimst P ideali igin 6(P) = 6,(P) dir [18]].

Tanmim 2.21. Bir 6 ideal genislemesi eger her I,J € Id(R) icin 6(INJ)=06I)N6(J)

ise kesisimi koruyan fonksiyon denir [[18].

Tanim 2.22. f : R — S bir halka homomorfizmasi olsun. Eger 6(f (1)) = f~1(8(I))
ise 6 ya global fonksiyon denir [18]].

Ornek 2.11. &, hem kesisimi koruyan hem de global bir genisleme fonksiyonudur [|18]].

Lemma 2.19. 6 kesisimi koruyan bir ideal genisleme fonksiyonu olsun.  Eger
Q1,Qy;.-.,Qp, R nin 6-asalimst idealleri ve her i icin P = §(Q;) ise Q = N'_,Q; de 5-
asalimsidir [18]].

Tanim 2.23. R halkasinin bir a elemani eger a € 6({0}) ise 6 a ya & nilpotent denir
[18].



Ornek 2.12. 5, i nilpotent elemant sifirdir [18]].

Teorem 2.20. 6 global bir genisleme fonksiyonu olsun. R nin bir I ideali 6-asalimsidir

ancak ve ancak R/I min her sifir béleni & nilpotenttir [18|].

Lemma 2.21. f : R — S bir halka homomorfizmast, & global bir genisleme fonksiyonu

ise S nin herhangi bir 5-asalimst I ideali icin f ~'(I), R nin 6-asalimst idealidir [18]].

Onerme 2.9. f : R — S fonksiyonu érten bir halka homomorfizmast olsun. R nin
cekf’i kapsayan bir I ideali 6-asalimsidir ancak ve ancak f(I), S nin bir &-asalimst
idealidir [18]].

2.5 2-yutan 5-Asalimsi idealler

Tamim 2.24. R bir halka, 6 bir ideal genisleme fonksiyonu ve I da R nin bir 6z ideali
olsun. Her a,b,c € R icin; abc € I, ab ¢ I ve ac ¢ 6(I) iken bc € 6(I) ise I ya R nin
2-yutan 6-asalimsi ideali denir [[21]].

Ornek 2.13. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun.
I, 2-yutan 6y-asalimst idealdir ancak ve ancak I, 2-yutan idealdir.

I, 2-yutan 6,-asalimst idealdir ancak ve ancak I, 2-yutan asalimst idealdir [21].

Tanim 2.25. R bir halka, I da R nin bir ideali ve 6 bir ideal genisleme fonksiyonu
olsun. R nin I, I,,1, idealleri I, I,I; € I, I;I; € I ve I,I; € &(I) iken I;1, € 6(I) ise I

ya R nin 2-yutan §-asalimsi ideali denir [21]].

Lemma 2.22. R bir halka ve I da R nin bir 2-yutan 6-asalimst ideali olsun. R nin bir
J ideali ve a,b € R icin; abJ C I olsun. Eger ab ¢ I ise aJ € 6(I) ya da bJ C 6(I) dir
[21]].

2.6 Krasner Hiperhalkas: ve Temel Ozellikleri

Tanmim 2.26. H bostan farkli bir kiime ve o : H x H — P*(H) bir hiperislem olsun.
(H, o) bir hipergrupoid olarak adlandirilir.
H nin iki A ve B alt kiimesi ve x € H icin;

AoB = U aob,Aox =Ao{x} ve x o B = {x}oB seklinde tanimlanir [[22].

a€A,beB

Tanmim 2.27. Her a,b,c € H icin; (ao b)oc = ao(boc) ise (H,o) hipergrupoidi
yarihipergrup olarak adlandirilir. Burada birlesim su anlama gelmektedir:

Uweaop 1€ = Upepoc @0 v [22]].

Tanim 2.28. (H, o) hipergrupoidi her a € H icin; aoH = H oa = H sartin1 saglarsa H

ye hemen hemen hipergrup denir [22].
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Tanim 2.29. (H, o) hipergrupoidi hem yarihipergrup hem de hemen hemen hipergrup
ozelliklerini saglarsa hipergrup olarak adlandirilir [[22]].

Ornek 2.14. H bostan farkli bir kiime olsun. Her x,y € H icin; hiperislemi x o y = H
seklinde tanimlayalim. Bu durumda (H, o) bir hipergruptur [22|].

Ornek 2.15. G bir grup olsun. Her x,y € G icin; hiperislemi x o y = (x,y) seklinde
tammlayalim. Bu durumda (G, o) bir hipergruptur [22].

Tamim 2.30. (H,.) bir yarithipergrup olsun. H nin bos kiimeden farkli K alt kiimesi alt
yarihipergruptur.

Diger bir deyisle, (H,.) nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi eger K o K C K sartini
sagliyorsa K bir alt yarthipergruptur [22].

Tanim 2.31. (H, o) bir hipergrup olsun. H nin bos kiimeden farkli bir K alt kiimesi
eger bir hipergrup ise alt hipergrup olarak adlandirilir.

Boylece (H, o) nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi Va € K icinaocK =Koa =K
sartini saglarsa bir alt hipergruptur denir. Bircok alt hipergrup cesidi vardir. Bunlar

kapal, terslenebilir, ultrakapali, eslenebilir alt hipergruplardir [22]].

Tanmim 2.32. (H, o) bir hipergrup ve (K, o) da H nin bir alt hipergrubu olsun.
Her k,k, € K ve x € H icin; k; € x ok, veya k, € k, o x ise K kapal1 alt hipergruptur.

Her x, y € H icin; e§er x € Koy veya x € y oK iken sirasiyla y € Kox veyay € Kox
ise K ya tersenebilirdir denir.

Her x € Hicin; KoxN(H K)ox =@ veya x oKNx o (H K) =0 ise K ya ultrakapali
alt hipergrup denir.

Her x € H i¢in; x’ o x € K olacak sekilde x’ € H varsa K ya eglenebilir alt hipergrup
denir [22].

Tanim 2.33. H hipergrubu asagidaki kosullar1 saglarsa kanonik hipergrup olarak
adlandirilir:

(1) Degismeli,

(2) dJeeHve Vx €Higin; xoe=eox = x,

(3) Her elemanin tek bir tersi vardir yani her x € H icin, bir x~! € H vardir 6yle ki
ecxox 'nxlox,

(4) Egerx € yozisez€ y lox ve y € x oz~ ! dir [22].
Ornek 2.16. C(n) = {eo, €1, €9, ees ek(n)} olsun. Eger n ¢ift sayi ise k(n) = g, tek sayt ise

k(n): (Tl;l)

ve her e, e, € C(n) icin hiperislem e;oe, = {ep, ev} seklinde tanimlansin.
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Burada p = min{s + t,n— (s + t)}, v = |s — t| dir. Bu durumda (C(n), o) kanonik bir
hipergruptur [22|].

Tanmim 2.34. (H,,0) ve (H,,*) iki hipergrupoid olsun. f : H; — H, bir fonksiyon
olsun.

Her x,y € H igin; f(xoy) C f(x)* f(y) ise f’e bir homomorfizma denir.

Her x,y € H icin; f(x o y) = f(x) * f(y) ise f’e bir iyi homomorfizma denir [22]].

Tamim 2.35. Bir (R, +, .) hiperhalkasi asagidaki kosullar1 saglayan cebirsel bir yapidir:
(1) (R, +) bir kanonik hipergruptur yani;

(i) Her x,y,z€Ricin; x +(y+2)=(x+y) +z,

(ii)) Her x,y € Ricin; x +y =y + X,

(iii) Her x € R icin; 0 € R vardir Oyle ki 0 4+ x = {x},

(iv) Her x €R icin; tek bir x €R vardir Oyle ki 0 € x + x/,

(v) z € x+ y olmas1 y € —x + 2z ve x € 2 — y olmasini saglar,

(2) (R, .) sifir yutan eleman ile birlikte bir yar1 gruptur 6yle ki x.0 = 0.x =0,

(3) Garpma isleminin toplama islemi {izerinde dagilma 6zelligi vardir [22]].

Ornek 2.17. Asagidaki hipertoplam ve carpima gore (R, +, .) bir Krasner hiperhalkasidir
[27]].

+(0 1 2 .10 1 2
0|0 1 2 o0(0 0 O
ve
1|1 R 110 1 2
2|2 R 2 2|10 1 2

Tamim 2.36. (R, +,.) bir hiperhalka ve A da R nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi
olsun. Eger (A, +,.) kendisi bir hiperhalka ise A ya R nin bir alt hiperhalkasi denir [22]].

Tanmim 2.37. R bir hiperhalka ve A da R nin bir alt hiperhalkas: olsun. Vr € R ve
a,b €Aicin; egera—b C Aver.a €A (a.r €A) sartini saglarsa A ya sol(sag) hiperideal
denir. A hem sag hem de sol hiperideal ise hiperidealdir denir [[22].

Lemma 2.23. R hiperhalkasinin bos kiimeden farkli bir A alt kiimesi hiperidealdir ancak
ve ancak

(1) a,beAikena—b CA,
(2) ac€Aver €Riken r.a€Adir [22)].
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Tanim 2.38. R, ve R, iki hiperhalka olsun. Her a, b € R, icin, R; den R, ye giden ¢
fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa iyi (giiclii ) homomorfizma denir:

(1) p(a+Db)=p(a)+ ¢(b),

(2) ¢(a.b) = p(a).¢(b),

(3) ¢(0) =0 [22].

Tanim 2.39. f : R — S fonksiyonu bir hiperhalka homomorfizmasi olsun. f nin
cekirdegi, cekf ile gosterilir ve su sekilde tanimlanir; cekf = {x € R: f(x) = 0} [22]].

Tanmim 2.40. R hiperhalkasinin bir P hiperideali, a.b € P ikena € P yada b € P ise P
hiperidealine asal hiperideal denir [[22].

Ornek 2.18. H = {0,1,a} olsun. H asagidaki hipertoplam "+" ve carpmaya "." gore bir
hiperhalkadr.

+10 1 a 0 1 a
0|0 1 a o|0 0 O
ve
1|11 H 1 110 1 a
ala 1 B al0 a O

Bu hiperhalkada B = {0, a} bir asal hiperidealdir. Fakat {0} bir asal hiperideal degildir
[27].

Tamim 2.41. I, R hiperhalkasmin bir hiperideali olsun. I mn radikali v seklinde
gosterilir ve rad(I)= {x|x™ € I bazi ne Nicin } seklinde tanimlanir [[22].

Tamim 2.42. R bir hiperhalka, I ve P de R nin hiperidealleri olsun. a.b € P iken a € P
ya da b € rad(I) ise I hiperidealine asalims1 hiperideal denir [22].

Hiperyapilarin bircok alanda uygulamasi oldugunu soylemistik. Asagida verdigimiz

ornek kimya alanindaki uygulamasina bir 6rnektir.

Ornek 2.19. Asagidaki tablo bir orantisal(comproportion) tepkime ile ilgili sonuglart
gostermektedir. Bu tepkime tiim elemanlart ayni olan fakat oksitlenme numarasi farkl
olan kimsayal bir reaksiyondur.

Kalay elementi i¢in tiim olast ihtimaller asagidaki gibidir:

+ Sn Sn?t Sn*t
Sn Sn Sn, Sn?* Sn?t
Sn?t | Sn, Sn?* S2* Sn2t, Sn*t
Sn4+ Sn2+ Sn2+ Sn4+ Sn4+



Sn:=a,Sn*" :=b,Sn*" :=c olsun.

+| a b

a|l a {ab} tablosu elde edilir [15]].
b {a’ b} b {bJ C}

c| b {be} ¢

2.7 Carpimsal Hiperhalka ve Temel Ozellikleri

Tanim 2.43. Asagidaki kosullar1 saglayan (R,+,.) cebirsel yapisi ¢arpimsal bir
hiperhalkadir.

(1) (R, +) degismeli bir gruptur.

(2) (R, .) bir yar1 hipergruptur.

(3) Her a,b,c €Ricin; a.(b+c)Ca.b+a.cve(b+c).aC b.a+c.a;

(4) Her a, b € Ricin; a.(—b) = (—a).b = —(a.b) dir. Eger (3) deki ifadede esitlik varsa
bu hiperhalkaya gii¢lii dagilimli carpimsal hiperhalka denir [22].

Ornek 2.20. (R, +,.) bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Her a, b € R icin hiperislem
aob = ab+1 seklinde tamimlansin. (R, +, o) giiclii dagilimli carptmsal bir hiperhalkadur.
(R, +) degismeli bir gruptur. Her a,b,c € Rigin ao(boc) =ao(bc+1) = Uy ao
(bc + h) = Upga(bec +h) +1 = abc + I ve benzer sekilde (a o b) oc = abc + 1 elde
edilir Her a,b,c €e Ricinao(b+c)=a(b+c)+1 =ab+ac+I1=aob+aoc
ve benzer sekilde (b +c)oa = boa+coa elde edilir Son olarak her a,b € R igin;
ao(—b)=a(—b)+I =(—a)obve—(aob) =(—ab)+I =(—a)b+I = ao(—b) bulunur
[22]

Ornek 2.21. (R, +, .) sifirdan farkli bir halka olsun. Her a, b € R icin; hiperislemi aob =
{ab,2ab,3ab,...} seklinde tanimlayalim. (R,+,0) gii¢lii dagilimli olmayan ¢arpimsal
bir hiperhalkadir [22].

Tanmim 2.44. R hiperhalkasinin bostan farkli bir I alt kiimesi eger asagidaki kosullar
saglarsa bir hiperideal olarak adlandirilir:

(1) Herhangi x,y €1 icin; x —y €1,

(2) Her r €Ricin; r.x € 1 [22].

Ornek 2.22. (Z,+,.) tamsayilar halkasinda A= {2, 4} olsun. Bu durumda hipercarpim
x oy ={2xy,4xy} seklindedir. I = 6Z, Z, nin bir hiperidealidir [28 ].

Tanim 2.45. Eger A ve B, R hiperhalkasinin hiperidealleri ise A+ B = {a+b : a €
AbeB}ve AB =U{D  a.b;: a; €A b; € B} seklinde tanimlanir. Bu kiimeler de
hiperideallerdir [22]].
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Tamm 2.46. R hiperhalkasinin temel hiperideali (a) = {p.a : p € Z} +{>._, x; +
Z;.n:lyj 4 z;zlzk : Vi, j,k,Ar,s;,uy €R| x; €r;0a,y; €aocs;,z € roao0ou}
seklinde tanimlanir [22]].

Tanim 2.47. P, R hiperhalkasinin bir 6z hiperideali olsun. Herhangi x,y € R icin;
xy C P iken x € P veya y € P ise P ye R nin asal hiperideali denir [22]].

Tamim 2.48. Q, R hiperhalkasinin bir 6z hiperideali olsun. Herhangi x,y € R icin;
xy € Q iken x € Q veya y € /Q ise Q ya R nin asalims1 hiperideali denir [22].

Ornek 2.23. Z, carpimsal bir hiperhalka olsun. A = {2,3} olsun. O zaman asal bir

tamsayt tarafindan iiretilen tiim temel idealler asal hiperideallerdir [28 ].

Ornek 2.24. A = {14, 21} olsun. Z, carpimsal hiperhalkasinda (7) = {7n : n € Z} bir
asal hiperideal degildir. 101 = {14,21} C (7) fakat 1 ¢ (7) dir [28].

Ornek 2.25. Degismeli carpimsal bir hiperhalkada tiim asal hiperidealler asalimst
hiperideallerdir. Tiim c¢ift tamsayilar kiimesi A kiimesi ¢ift tamsayilardan olustugunda

asalimst hiperidealdirler fakat asal degildirler [28].

Onerme 2.10. Z, carpimsal bir hiperhalka olsun. (p), Z, min bir asal hiperidealidir
ancak ve ancak p bir asal tamsayidir ve A ¢ (p) dir [28]].

Tamim 2.49. I, R hiperhalkasimnin bir hiperideali olsun. I min radikali v seklinde
gosterilir ve rad(I)= {x|x™ € I bazi ne Nigin } seklinde tanimlanir [[22].

Tanim 2.50. R bir hiperhalka olsun.
(0) = { 25 x; + 25, ¥; + 25 % : tiim toplamlar sonlu ve her i, j, k icin r;,5;, t;, ux € R
oyle ki x; € 1.0, y; € 0.5}, € t;.0.u; } seklinde tamimlanir [22]].

Tanim 2.51. (R,,+,0,) ve (R,,+,0,) iki hiperhalka ve f : R, — R, bir fonksiyon
olsun. Her x,y € Ricin; f(x+y) =f(x)+f(y) ve f(xo;y) C f(x)o,f(y) kosullari
saglanirsa f fonksiyonuna homomorfizma denir. Eger ikinci kosul i¢in esitlik saglanirsa

iyi homomorfizma denir [22]].

Tamim 2.52. f : R; — R, bir iyi hiperhalka homomorfizmasi olsun. f nin ¢ekirdegi
(0) nin ters gorintiistidiir. Burada f((0)) € (0) yani (0) € ¢ekf dir [22].

Tamim 2.53. R bir hiperhalka ve I da R nin bir hiperideali olsun. Eger C, R nin
elemanlarinin sonlu carpimlarinin bir sinifi ise yani C = {ryry...r,, : r; € R,n € N}
ve herhangi A € C igin; ANT # @ iken A C I ise I hiperidealine bir C-ideal denir [22].

Ornek 2.26. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Hipercarpim aob = ab +1
seklinde tamimlandiginda (R, +, o) bir ¢carpimsal hiperhalkadw. Burada I bir C-idealdir
[28]].
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Ornek 2.27. Z tamsayilar halkasinda hipercapimi x oy = {2xy,4xy} seklinde
tammladigimizda (Z,+,0) bir ¢arpimsal hiperhalkadir ve 12Z = {12n:n € N} bir
hiperidealdir. Fakat bir C-ideal degildir [28].

Ornek 2.28. (Z,+,.) tamsayilar halkasin diisiinelim. Burada hipercarpim x o y =
{2xy,3xy} seklinde tamimlansin. Burada I = 5Z hiperideali bir C-idealdir [29|].

Tanmim 2.54. R carpimsal bir hiperhalka olsun. R nin elemanlarinin sonlu sayidaki
carpim smifi C olsun. C = {ryryr3...1r, : r; €R,i =1,2,...,n}. Eger A; € C ve UA; NI #
@ iken UA; C I ise I ya R nin C birlesik ideali denir ve C, seklinde gosterilir [29].

Ornek 2.29. (Z, +,.) tamsayilar halkasinda hipercarpumi x o y = {2xy,4xy} seklinde
tanimlayalim. Bu durumda R deki tiim elemanlarin sonlu sayidaki carpimlart 27 nin alt
kiimesidir. Tiim A; ler icin {UA;} NI # @ ve UA; € 2Z oldugundan 2Z bir C, idealdir.
Her C, ideal bir C-idealdir [29]].

Tanim 2.55. R carpimsal bir hiperhalka ve I da R nin bir hiperideali olsun. x,y,z €R
icinxoyogCIlikenxoy ClyadaxozCIlyadayoz CIisel yaR nin 2-yutan
hiperideali denir [29].

Ornek 2.30. Tiim asal hiperidealler 2-yutan hiperideallerdir.
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3

KRASNER HIPERHALKASINDA 2-YUTAN
HIPERIDEALLER

Bu boliimde R bir Krasner hiperhalkasidir.

Tamim 3.1. R bir hiperhalka ve I da R nin bir hiperideali olsun. Her a,b,c € R ve
abc € I iken, ab € [ ya da ac € I ya da bc € I ise I hiperidealine R nin 2-yutan
hiperideali denir [30].

Ornek 3.1. R bir hiperhalka olsun. R hiperhalkasindaki bir P asal hiperideali 2-yutan
hiperidealdir [30].

nn

Ornek 3.2. [22]H = {0,1,a} olsun. H asagidaki hipertoplam "+" ve carpmaya "." gore
bir hiperhalkadr.

+10 1 a 0 1 a
0|0 1 a o|0 0 O
ve
1|11 H 1 110 1 a
ala 1 B al0 a O

{0} hiperideali 2-yutan hiperidealdir. Fakat asal hiperideal degildir [30].

Ornek 3.3. [27]]R = {0,a, b,c} olsun. R asagidaki hipertoplam ve carpmaya gére bir
hiperhalkadur.

+10 a c 0O a b c
0|0 a c 0 0 0 O
al|a {0,b} {a,c} b ye ala a b c
b|b {ac} {0,b} a b|0O b b 0
clc b a 0 c|0 ¢ 0 c

I ={0, b} hiperideali bir 2-yutan hiperidealdir [30|].
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3.1 2-yutan Hiperideal Ile Ilgili Ozellikler

Teorem 3.1. R bir hiperhalka, I da R nin 2-yutan hiperideali olsun. rad(I), R nin
2-yutan hiperidealidir ve her a € rad(I) icin a® € I dir [30].

Ispat. Her a € rad(I) i¢in; I min 2-yutan hiperideal olmasindan a® € I dir. a,b,c €R
olsun. Ayrica abc € rad(I) sart1 saglansin. (abc)? = a?b?c? € I dir. I, 2-yutan
hiperideal oldugundan (ab)* = a®b? € I olsa ab € rad(I), (bc)*> = b*c* € I olsa
bc € rad(I) ve (ac)? = a®c? € I olsa ac € rad(I) oldugundan rad(I), R nin 2-yutan
hiperidealidir [30]. [ |

Teorem 3.2. Varsayalim ki I, R nin 2-yutan hiperideali olsun. O zaman R nin I iizerinde

minimal olan en fazla 2 tane asal hiperideali vardur [30].

Ispat. Varsayalim ki K = {P; : P;, R nin I {izerinde minimal asal hiperideali } ve K nin
en az 3 elemani olsun. P;, P, € K iki ayrik asal hiperideal olsun. Boylece bir x; € P,—P,
ve bir x, € P, — P, vardir. Oncelikle x,x, € I oldugunu gosterelim. Lemma 2.7. den
m, ¢ P, ve my & P, vardir 8yle ki bazia, b > 1 igin; myx? € I ve myx2 € I dir. xy,x, ¢
P, NP, ve I, R nin 2-yutan hiperideali oldugundan m,x,; € I ve m;x, € I elde edilir.
X1,Xy € PLNPy,ve myx, €I C P, NP, ve myx; €I € P, NP, oldugundan m, € P, — P,
ve m, € P, — P, sonucunu elde ederiz. Buradan m;m, ¢ P, N P, bulunur. my,x, € I
ve myx, € I oldugundan (m; + m,)x;x, C I olur. (m; + m,) ¢ P, ve (m; + m,) ¢ P,
dir. (m; +my)x; & P, ve (my +my)x, ¢ P, oldugundan ne (m; + m,)x; C I ne de
(m, + my)x, €1 dir. Boylece x;x, €I elde edilir.

Simdi bir P; € K oldugunu varsayalim. Secti§imiz P;, P; ve P, den farkli olsun. Bu
durumda bir t, € P, — (P, UP;) ve t, € P, —(P; UP;) ve t; € P, — (P, UP,) segebiliriz.
t,t, €l dir. I CP,NP,NP;ve t,t, €I dir. Buradan ya t; € Py yada t, € P; diir. Bu

da celiski olusturur. Boylece K nin en fazla iki elemani vardir [30]]. |

Teorem 3.3. I, R nin 2-yutan hiperideali olsun. O zaman asagidakiler saglanir:
(1) rad(I) = P, burada P, R nin asal hiperidealidir éyle ki P? C I dir:
(2) rad(I) = P,NP,, P,.P, CIverad(I)* CI dir Burada P; ve P,, R nin I iizerindeki

minimal olan ayrik asal hiperidealidir [30].

Ispat. Teorem 3.2. den ya rad(I) = P yada rad(I) = P, NP, dir. Burada P, R nin asal
hiperideali, P, ve P,, I iizerinde minimal olan ayrik asal hiperideallerdir. Varsayalim
ki rad(I) = P olsun. a € P? olsun. (P? ={a:a € >, xy,x; € P,y; € P,})
a € I olup olmadigini gostermeliyiz. a € Y. x;y; = X1¥1 + XYy + oo + X, ¥, = P2,
a € {x;y; + Xy, + .... + x,y,} dir. Burada x;.y; € P dir. x; € Pise x> € I,y; € P
ise y> € I dir. x?+ y? CIise x?y; + x;y? € I yani x;(x; + y;)y; € I. Herhangi bir
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t € x; + Y, icin; x;ty; € I ve I, 2-yutan hiperideal oldugundan x;t € I ya da ty; ya da
x;y; €1 dir.

Vt € x; + y; i6in; Uy eqynXity = X0 + ;) = x? + x;y; € I bulunur. ty; €1 ise
Vt € x;+ y; icin; ty; € (x; + y;))y; = x;y; + y7 € I ve x;y; € I bulunur. Yani her
durumda x;y; € I elde edilir. I hiperideal oldugundan a € Z?zl x;y; €I dir. Yani
a € I bulunur. Béylece P? C I dir. Simdi rad(I) = P, NP, olsun. x;,y; € P, NP, i¢in
yukaridaki ifadeden x;y; € I dir. Béylece rad(I)* C I dir. Simdi P,P, C I oldugunu
gosterecegiz. x; € P, — P, ve x, € P, — P, olsun. Teorem 3.2. den x;x, € I dir.

P,P,={a€R:ac 2?21 X;Yi,X; € P, —P,,y; € P,—P,} dir. a € P,P, olsun. a € I olup
olmadiginmi gostermeliyiz. a € P,P, ise a € Z?:l X Yi =X1Y1 + XYy + . + X, ¥, OlUL
a € x,y; +xy¥y +..... + x,y, dir. Buradan x;y; € I olur. Dolayisiyla Z?zl x;y; €I dir.
Buradan a €I elde edilir. P,P, C I dir [[30]. |

Teorem 3.4. I, R nin 2-yutan hiperideali olsun dyle ki rad(I) = P, R nin asal hiperideali
ve I # P oldugunu kabul edelim. Yx € P —1I igin;

K, ={y €R:yx €I} olsun. O zaman K,, R nin P yi iceren bir asal hiperidealidir [30].

Ispat. x € P—1 olsun. Teorem 3.3. den P? C I oldugundan rad(I) = P C K, dir.
Ciinkii; x € P —1I icin; x* € I dir. Buradan x € K, dir. Varsayalim ki P # K, olsun.
Bazi y,z € Rigin yz € K, olsun. P C K, oldugundan y,z ¢ P iken yz ¢ I dir. yz €K,
oldugundan yzx € I dir. Ayrica I, R nin 2-yutan hiperideali oldugundan ve yz ¢ I
olmasindan ya yx € I ya da zx € I bulunur. Boylece ya y € K, ya da z € K, dir.
Buradan K, R nin P yi kapsayan asal hiperidealidir [30]. |

Teorem 3.5. R bir hiperhalka ve I da R nin bir 2-yutan hiperideali olsun dyle ki I #
rad(I) = P, N P, alalim. Burada P; ve P,, R nin I iizerindeki sifirdan farkli minimal
ayrik asal hiperidealleridir. Her x € rad(I)—1 i¢in; K, ={y € R: xy €1}, Rnin P, ve
P, yi iceren bir asal hiperidealidir [30].

Ispat. x € rad(I)—1I olsun. Teorem 3.3. den P,P, C I dir. xP, C 1 ve xP, C 1
ayrica xp,,xp, € I dir. Boylece p;,p, € K, dir. P, € K, ve P, C K, olur. Varsayalim
ki yz € K, olsun. P, € K, ve P, C K, oldugundan y,z ¢ P, ve y,z ¢ P, oldugunu
varsayabiliriz ve yz ¢ I oldugu sonucuna ulasiriz. yz € K, oldugundan yzx € I dir.
I, 2-yutan hiperideal oldugundan yx €I ya da zx € I bulunur. Béylece ya y € K, ya
da z € K, dir. K, R nin asal hiperidealidir [|30]].
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Teorem 3.6. Varsayalim ki I, R nin I # rad(I) sartini saglayan bir hiperideali ve rad(I),
R hiperhalkasinin bir asal hiperideali olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) I, R nin bir 2-yutan hiperidealidir.

(2) K, ={y €R:yxel}, Yx € rad(I)—I icin; R hiperhalkasinin asal hiperidealidir
[30].

Ispat. (1) = (2) : Teorem 3.5. de ispatland.

(2)= (1) : a,b,c €R iken; abc €I olsun. a € rad(I) oldugunu varsayabiliriz. Eger
a €1 ise ab € I bulunur. Boylece sonuca ulasilir. a € rad(I)—I oldugunu varsayalim.
Buradan bc € K, dir. K, R nin bir asal hiperideali oldugundan b € K, ya da c € K,
dir. Boylece ba € I ya da ca € I sonucuna ulasilit. BoOylece I, R nin bir 2-yutan
hiperidealidir [30].

Teorem 3.7. I, R hiperhalkasinin bir hiperideali, P, ve P,, I iizerinde sifirdan farkl
minimal iki ayrik asal hiperidealler ve I # rad(I) = P, NP, olsun. O zaman asagidakiler
denktir:

(1) I, R nin bir 2-yutan hiperidealidir.

(2) Yx € rad(I)—I i¢in; P,P, CIveK, ={y €R: yx €1}, Rnin bir asal hiperidealidir.
(3) Vx € (P,UP,—1I)icin; K, ={y €R: yx €I}, R nin bir asal hiperidealidir [30].

Ispat. (1) = (2): Teorem 3.5. de ispatlandi.

(2)=>@B):xeP,—P,olsun. yx €[ & y € P, dir. P;P, C I oldugundan K, = P,,
R nin asal hiperidealidir. y € P, icin tanimdan P, C K, ve y € K, olsun. yx €I,y €
P,,z € P,—P; olsun. Buradan K, = P,, R nin asal hiperidealidir. z € P,—P, ikena € P,
icin P; C K, dir.

P,P, C I oldugundan az € I dir. Buradan a € K, dolayisiyla P; € K, bulunur. Tersine;
y € K, olsun. Tanimdan yz € I dir. 2 ¢ P, NP, idi. Ayrica P;P, C I oldugundan
Yy € P,z € P, dir. Buradan K, C P, bulunur. Yani K, = P, elde edilir. Herd € rad(I)—I
icin K; nin asal hiperideal oldugu gosterilmis oldu.

3= (1) :xyzelvex e (P,UP,)—1I olsun. Boylece yz € K, dir. K, R nin
asal hiperideali oldugundan ya yx € I ya da zx € I dir. Boylece I, R hiperhalkasinin
2-yutan hiperidealidir [[30]. |

Teorem 3.8. I, R nin bir 2-yutan hiperideali olsun dyle ki I # rad(I) sartint saglasin.
Vx € rad(I)—1I i¢in; K, = {y € R: yx € I} olsun. Bu durumda;
(1) x €rad(I)—1Ive y €Riken eger yx ¢ I ise K, = K,

(2) Eger x,y € rad(I)—1ve K, C K, ise her f,d € R i¢cin; K;,.4, = K, dir dyle ki
fd &K, [30]
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Ispat. (1) Tamimdan K, C K,y....(1) dir. ¢ €K, olsun. cyx € I oldugundan cy € K,
dir. Ayrica yx ¢ I olmasindan y ¢ K, dir. I, 2-yutan hiperideal oldugundan cx €1 ya
da cy €I dir. K, in asal hiperideal olmasindan y ¢ K, ise ¢ € K, dir. Boylece cx €1
bulunur. K, € K,....(2) elde edilir. (1) ve (2) den esitlik elde edilir.

(2) c €K, olsun. Tamimdan cx € I bulunur. fd ¢ K, oldugundan f ¢ K, iken fx ¢ I
dir. d ¢ K, iken dx ¢ I dir. Buradan dx ¢ I oldugundan ve cx € I oldugundan
herhangi bir f e Ricin cfx € I dir. dx ¢ I ve x ¢ I oldugundan d ¢ I dir. Herhangi
bir d € R igin; cdx € I dir. Tamimdan cd € K, ayrica K, € K, oldugundan cd € K,
dir. Buradan cdy € I elde edilir. cfx € I ve cdy € I oldugundan cfx +cdy C I
bulunur. Boylece ¢ € K;, 4, bulunur. K, € Ky, ,4,...(1) elde edilir. ¢ € K;, 4, olsun.
Tanimdan; cfx +cdy C Idir. cfx €I ve cdy €I dir. Ayrica fd ¢ K, oldugundan ve
K, asal hiperideal oldugundan f ¢ K, i¢in; fx ¢ I,d ¢ K, igin; dx ¢ I dir.

cfx €liken f x ¢ I ve I bir hiperideal oldugundan c € I ve dolayisiyla cx € I bulunur.
Buradan ¢ € K, dir. Yani K¢, 4, € K,....(2) bulunur. (1) ve (2) den esitlik elde edilir

[30]. -

Teorem 3.9. I, R hiperhalkasinin sifirdan farkli bir 6z hiperideali olsun. O zaman asagi-
dakiler denktir:

(1) I, R hiperhalkastnin bir 2-yutan hiperidealidir.

(2) R hiperhalkasinin bazi I, I,, I5 hiperidealleriigin; I, 1,15 € Iise I;I, C I yadaI,I; C I
yada I,I; €I dir [30].

Ispat. (2) = (1) : Eleman alimu ile elde edilir.

(1) = (2) : R nin baz1 I, I,, I; hiperidealleri i¢in; I,I,I; € I olsun. Eger rad(I) =1 ise
I,I, CIyadaI,I; CIyadalI; €I oldugu agiktir. (asal = 2-yutan ). I # rad(I)
oldugunu varsayalim. Bu durumda iki secenek vardir. Birinci durum: Varsayalim ki;
rad(I), R nin bir asal hiperideali olsun. I; C rad(I) ve I; ¢ I oldugunu varsayalim.
x € I, —1I olsun. xI,I; € I oldugundan I,I; € K, dir. Teorem 3.5. den K, bir asal
hiperidealdir. Buradan I, € K, ya da I; € K, bulunur. Her d € I; —I icin; I, € K,
yada Iy C K, ise I;I, € I ve I;I; € I dir. Varsayalm ki baz1 y € I, — I i¢in; I, € K,
vel; ¢ K, olsun. Her z € I, —I i¢in; I, € K, dir. Boylece I;I, C I elde edilir. ikinci
durum: Varsayalim ki rad(I) = P, N P, olsun. I; € P; oldugunu varsayabiliriz. Eger
I, CP,yadal; CP,iseyal,I, €Iyadal;I; €I dir. Glinkii; P,P, C I idi. Boylece
I, C rad(I) ve I; € I oldugunu varsayalim. 1. durumdan ve K, in asal olmasindan
I,I; C I elde edilir [30]. u
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4

HIPERIDEAL GENISLEME FONKSIYONU ve 5-ASALIMSI
HIPERIDEALLER

Bu boliimde R bir Krasner hiperhalkasi olarak kabul edilecektir.

Tanim 4.1. R nin tiim hiperideallerini ayn1 hiperhalka tizerindeki diger hiperideallere
gotliren 6 fonksiyonuna eger asagidaki kosullar1 saglarsa hiperideal genisleme
fonksiyonu denir:

1) Her I hiperideali icin; I € 6(I)

2) R nin P ve Q hiperidealleri icin; P € Q iken 6(P) € 6(Q) [131].

Ornek 4.1. Her I € Id(R) i¢in; &, birim fonksiyonu 5,(I) = I oldugundan bir hiperideal
genislemesi fonksiyonudur [31|].

Ornek 4.2. Her I hiperideali icin 5,(I) = +/1 seklinde tamimlansin. Buradan &, bir
hiperideal genislemesi fonksiyonudur.

1C6()=+IvelC5(I)olmasindan ilk kosul saglanir. I, C I, oldugunda +/I, C /I,
ve 6,(I;) € 6,(I,) dir. Boylece 6, bir hiperideal genisleme fonksiyonudur [31|].

Tanim 4.2. 6 bir hiperideal genisleme fonksiyonu ve I, R nin bir hiperideali olsun. Her
a,b €Ricin; ab el vea¢lIiken b € 6(I) ise I hiperidealine 6-asalimsi hiperideal
denir.

Tanim su sekilde de verilebilir; her a,b € Ricinab €1 ve a ¢ 6(I) iken b € I dir [|31]].

Ornek 4.3. Bir I hiperideali §,-asalimsidir ancak ve ancak I asal hiperidealdir.
Varsayalim ki I, &,-asalimst hiperideal olsun. I nin asal oldugunu gosterelim. ab €
I olsun. I, §y-asalimst oldugundan a € I yada b € 6,(I) = I. Dolaystyla I asal
hiperidealdir.

Tersine, I bir asal hiperideal ve ab € I olsun. I asal hiperideal oldugundan a € I ya da
bel=256y(I)vel, 6,-asalimst hiperideal bulunur [31)].

Ornek 4.4. Bir I hiperideali §,-asalimst hiperidealdir ancak ve ancak I asalimst

hiperidealdir.
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Varsayalim ki I , 0,-asalimst hiperideal ve ab € I olsun. Bdylece a € I ya da
b € 6,(I) = VI dir. Dolayistyla I asalimst hiperidealdir.

Tersine, I asalimst hiperideal ve ab € I olsun. Béoylece I asalimst hiperideal oldugundan
a€lyadab eI dr Boyleceaclyadab € /I=5,(I)bulunur [31]].

Uyari:(1) Eger 6 ve v, her I hiperideali icin 6(I) C y(I) sartin1 saglayan iki genisleme
fonksiyonu ise her §-asalims: hiperideal ayni1 zamanda y-asalimsidir. Ozel olarak her
0 hiperideal genisleme fonksiyonu i¢in; bir asal hiperideal 6-asalimsi hiperidealdir.
I, 6-asalimsi olsun. Her a, b € Ricin; ab € I ve a ¢ I olsun. I, 6-asalimsi, 6(I) C y(I)
ve b€ 6(I) € y(I) oldugundan b € y(I) dir.

(2) 6, ve 6, iki hiperideal genislemesi olsun. &6(I) = 6,(I) N 6,(I) seklinde
tanimlayalim. Bu durumda 6 ayni zamanda bir hiperideal genislemesidir.

6, ve O, hiperideal genislemesi oldugu icin; I € 6,(I) ve I C 6,(I) dir. I C
6,(I)N6,(I) = 6(I) oldugundan I € 6(I) sonucuna ulasilir.
P ve Q, R nin P C Q sartin1 saglayan hiperidealleri olsun. Boylece &;(P) N 6,(P) C

6,(Q) N 6,(Q) elde edilir.

(3) o bir hiperideal geniglemesi olsun. Espy= N {J € Id(R) : P € J, J 5-asalimsi}
seklinde tanimlansin. E; bir hiperideal genislemesidir.

Her P € Id(R) icin; P € Es(P) ve herhangi K,L € Id(R) icin eger K C L ise
Es(K) C Es(L) oldugunu gosterecegiz. Es(P) nin tanimindan P € Ez(P) sonucuna
ulasilir. K,L € Id(R) icin eger K C L ise L yi kapsayan hiperidealler K y1 da kapsar.
Ek olarak, L de kapsanan fakat K da kapsanmayan hiperidealler vardir. Bdylece

Es5(K) € E5(L) elde edilir [31]].

Lemma 4.1. R bir hiperhalka ve P de R nin bir asal hiperideali olsun. R nin I ve J
hiperidealleriigin IJ € Pvel ¢ P ise J € &(P) ancak ve ancak P -asalimst hiperidealdir

[31]].

Ispat. P, 5-asalimst hiperideal olsun. Varsayahm ki IJ C P ve I ¢ P fakat J ¢ 5(P)
olsun. Bira € I —P ve b € J — 6(P) secelim. Buradan ab € IJ C P fakat a ¢ P ve
b ¢ 6(P) dir. Bu da P nin §-asalimsi hiperideal olmasi ile ¢elisir.

Tersine; kabulden a ve b elemanlari i¢in; ab € P ve a ¢ P olsun. (a)(b) € P ve (a) £ P
dir. Buradan (b) € 6(P) elde edilir. Boylece b € (b) € 6(P) iken b € 6(P) dir. Boylece
P, 6-asalimsi hiperideal bulunur [[31]. [ |

Teorem 4.2. 6 bir hiperideal genisleme fonksiyonu olsun. O zaman;

(1) Eger P, R hiperhalkastnin &-asalimst hiperideali, I bir hiperideal ve I & 6(P) ise
(P:I)=Pdir

(2) R nin herhangi bir P 6-asalimst hiperideali ve bir N alt kiimesi icin; (P : N) &-
asalimsidir [31]].
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Ispat. (1)(P : I) min tammmindan VYx € I(P : I) icin; a; € I ve p; € (P : I) iken
x € > a;p; dir. P bir hiperideal oldugundan x € 3", a;p; € P ve x € P elde ederiz.
Bagka bir deyisle I(P : I) C P dir. P, 5-asalimsi hiperideal oldugundan I ¢ 5(P) ise
(P : 1) C P bulunur. Tersine, P C (P : I) oldugundan (P : I) = P elde edilir.

(2) Her a,b € Ricin; ab € (P : N) ve a ¢ (P : N) oldugunu kabul edelim. Bir n € N
vardir Oyle ki an ¢ P dir. Fakat anb = abn € P dir. Buradan b € 6(P) elde edilir.
6(P) € 6(P : N) oldugundan b € 6(P : N) bulunur. Boylece (P : N) nin §-asalimsi
hiperideal oldugu gosterilmis oldu [[31]. [ |

Teorem 4.3. Her I hiperideali i¢in; eger 6, 6(I) € 6,(I) sartint saglayan bir hiperideal
genisleme fonksiyonu ise herhangi bir P &-asalimst hiperideali i¢cin 6(P) = 6,(P) dir
[31].

Ispat. Her I hiperideali icin; 6(I) € §,(I) oldugundan 6(P) C §,(P) dir. Tersine,
a € 5,(P) olsun. a € 5(P) oldugunu goésterecegiz. k, a* € P sartin1 saglayan en kiiciik
pozitif tamsay1 olsun. Eger k = 1 ise a € P C §(P) dir. Eger k > 1 ise a*'a € P
dir. Fakat a*~! ¢ P ve boylece a € §(P) dir. Buradan §,(P) € §(P) ve §(P) = 5,(P)
sonucuna ulasilir [31].

4.1 Genisleme Fonksiyonu ile ilgili Ek Ozellikler

Tanim 4.3. & bir hiperideal genisleme fonksiyonu olsun. Eger asagidaki kosulu
saglarsa & ya kesisimi koruyan fonksiyon denir:
Herhangi I,J € Id(R) icin 6(INJ) =6I)N6(J) [131].

Tanim 4.4. f : R — S bir hiperhalka homomorfizmasi olsun. Her I € Id(S) igin;
eger 6(f1((I))) = f1(6(I)) ise 6 genislemesine global fonksiyon denir [[31]].

Ornek 4.5. 5, ve 5, genisleme fonksiyonlart hem kesisimi koruyan hem de global
fonksiyonlardur [31|].

Teorem 4.4. 6 kesisimi koruyan bir hiperideal genisleme fonksiyonu olsun. Eger
Q1,Qy,...,Q, R nin & asalimst hiperidealleri ve her i icin; P = 6(Q;) ise Q = NI_,Q;
bir 6-asalimst hiperidealdir [31|].

Ispat. & kesisimi koruyan bir genisleme fonksiyonu olsun. Bazi k lar icin; eger xy € Q
ve x ¢ Q ise x ¢ Q, elde edilir. Fakat xy € Q C Q, ve Q, 6-asalimsi oldugundan
¥ € 6(Q;) bulunur. 6(Q) =6(N_,Q;) =N,6(Q;) = P = 6(Q,) elde edilir. Boylece

y € 6(Q) sonucuna ulasilir. Buradan Q nun 6-asalimsi oldugu bulunur [31]. [ |
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Tanim 4.5. R bir hiperhalka ve 6 bir hiperideal genisleme fonksiyonu olsun. Herhangi
a € R icin; eger a € 6({0}) ise a elemanina 6 nilpotent denir [|31]].

Ornek 4.6. Hiperhalkamn sifir elemant 8, nilpotent elemandur.

6,’in nilpotent elemanlart ise klasik nilpotent elemanlardwr [31)].

Teorem 4.5. 6 bir global genisleme fonksiyonu olsun. R nin bir I hiperideali 6-asalimst
ise R/I nin her sifir boleni 6 nilpotenttir [31)].

Ispat. I, 5-asalimsi olsun. Eger ¥ = r + I, R/I mn bir sifir béleniise 7s = rs +1 = I
olan bir s = s+ 1 # I vardir. Yani rs € [ ve s ¢ [ olacak sekilde rs € R vardir. I,
6-asalimsi oldugundan r € 6(I) yani r € 6(I)/I elde edilir.

g : R — R/I ya bir dogal boliim hiperhalka homomorfizmas: olsun. & global
oldugundan &(I) = 6(q'(0z/;)) = q '(6(0g/;)) elde edilir. g orten oldugundan
6(I)/I = q(6(I)) = 6(0g/;) sonucuna ulasilit. Béylece 7 € 6(0g/;) elde edilir. Yani
7, 6 nilpotent bulunur [31]].

Teorem 4.6. f : R — S bir hiperhalka homomorfizmast olsun. S nin herhangi 6-
asalimst I hiperideali icin; eger & global ise f~(I) da R nin 5-asalimst hiperidealidir

131]].

Ispat. a,b € R ve ab € f~Y(I) olsun. Eger a ¢ f~!(I) ise f(a)f(b) € I fakat
f(a) ¢ I dir. I, 5-asalimsi oldugundan f (b) € 6(I) bulunur. Béylece b € f~1(6(I)) =
S(f71(8(1))) elde edilir. Béylece f (), 5-asalimsi hiperidealdir [31]]. [

Teorem 4.7. f : R — S bir orten hiperhalka homomorfizmast ve 6 global genisleme
fonksiyonu olsun. Eger I, R nin ¢ekf yi iceren &-asalimst hiperideali ise f(I) da S nin
6-asalimst hiperidealidir [31)].

Ispat. Eger f(I), S-asalimsi ise I = f~}(f(I)) olmasi ve Teorem 4.6. dan I,
O-asalimsidir. Simdi f(I) nin 6-asalimsi oldugunu varsayalim. Eger a,b € S ve
ab € f(I)vea ¢ f(I)ise; x,y € R vardir 6yle ki f(x) = a, f(y) = b dir. Buradan
flxy)=fx)f(y)=abe f(I)olmasixy € f'(f(I)) =1 ve f(x) = a ¢ f(I) olmasi
x ¢ I olmasini saglar. Boylece y € 6(I) ve b = f(y) € f(6(I)) dir. Simdi f(6(I)) =
5(f (I)) oldugunu géstermeliyiz. Buda §(I) = &6(f1(f(I))) = fY6(f (I))) ve f nin
orten olmasindan elde edilir [31]].
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Teorem 4.8. 6-Asalimsi Hiperidealler i¢cin Esleme Teoremi 6 bir global hiperhalka
genisleme fonksiyonu , f : R — S ye bir orten hiperhalka homomorfizmast olsun. O
zaman f, R nin ¢ekf yiiceren 6-asalimst hiperidealleri ile S nin &-asalimst hiperidealleri
arasinda esligi koruyan bir icerme fonksiyonudur 6yle ki eger I, R nin ¢ekf’i iceren bir
&-asalimst hiperideali ise f(I), S nin &6-asalumst hiperideali ile eslenir ve eger J, S nin

S-asalimst hiperideali ise R nin 5-asalimst f ~(J) hiperidealleri ile eslenir [31)].

Ispat. ispat1 teorem 4.6. ve 4.7. den elde edilir [31]. |
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5)

CARPIMSAL HIPERHALKALARDA 2-YUTAN §-ASALIMSI
HIPERIDEALLER

Bu boliimden itibaren R Carpimsal hiperhalka olarak kabul edilecektir.

Tanim 5.1. R carpimsal bir hiperhalka olsun. R nin tiim hiperideallerini ayni
hiperhalka tizerindeki diger hiperideallere gotiiren &6 fonksiyonuna eger asagidaki
kosullar1 saglarsa hiperideal genisleme fonksiyonu denir:

(1) R nin her I hiperideali icin; I € 6(I),

(2) R nin P ve Q hiperidealleri icin; P € Q iken 6(P) € 6(Q) dir.

Ornek 5.1. Birim fonksiyon 5,(I) = I ve §,(I) = +/T birer hiperideal genisleme fonksiy-
onlardr:

Tanmim 5.2. R carpimsal bir hiperhalka olsun. I da R nin bir hiperideali olsun. 6 bir
genisleme fonksiyonu olsun. Her a,b € Ricin; ab C I vea ¢ I iken b € 6(I) ise I ya

0-asalimsi hiperideal denir.

Ornek 5.2. (Z,+,.) tamsayilar halkast icin hipercarpimt x o y = {2xy,3xy} seklinde
tamimlayalim. Bu durumda (Z, +, o) ¢arpumsal bir hiperhalkadir. &, genisleme fonksiy-

onu olsun. Bu hiperhalkada I = 5Z hiperideali 6,-asalimst hiperidealdir.

Tanim 5.3. R carpimsal bir hiperhalka ve I da R nin bir 6z hiperideali olsun. Her
a,b,c € Rigin; abc C I iken ab € I ya da bc € 6(I) ya da ac € 6(I) ise I ya R nin
2-yutan 6-asalimsi hiperideali denir.

Ornek 5.3. R bir hiperhalka ve I da R nin bir hiperideali olsun. I, 2-yutan §,-asalimst
hiperidealdir ancak ve ancak I, 2-yutan hiperidealdir.

Coziim: I, 2-yutan hiperideal olsun. Va,b,c € R i¢in; abc C I iken ab € I ya da
bc €I =06y(I)yadaac €1 = 6y) oldugundan I, 2-yutan &,-asalimsidi. Benzer
sekilde diger taraf da gosterilir.

Ornek 5.4. R carpimsal bir hiperhalka ve I da R nin bir hiperideali olsun. I, 2-yutan

0,-asalimst hiperidealdir ancak ve ancak I, 2-yutan asalimst hiperidealdir.
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Goziim: I, 2-yutan 6,-asalimst hiperideal olsun. Her a, b, c € Ri¢in; abc C I iken ab C 1
yada bc C /1= 6,(I)yada ac C V1= 8,(I) olmasindan 2-yutan asalimst hiperideal
bulunur. Benger sekilde karsitt da gosterilebilir.

Her 6 genisleme fonksiyonu icin; ¢arpimsal bir hiperhalkada her 2-yutan hiperideal
2-yutan 6-asalimsi hiperidealdir. Fakat karsit1 dogru degildir.

Ornek 5.5. (Z,+,.) tamsayilar halkasini ele alalim. Hipercarpimi x o y = {2xy,3xy}
seklinde tamimlayalim. Bu durumda (Z,+,0) carpumsal bir hiperhalkadw. &,
genisleme fonksiyonu olsun. Bu hiperhalkada I = 127 hiperideali 2-yutan &,-asalimsi
hiperidealdir. Fakat 2- yutan hiperideal degildir. a =2,b =2,c = 3 olsun. aocboc =
{48,72,108} € I = 12Z iken aob = {8,12} € I ve boc = {12,18} € I ve
aoc ={12,18} ¢ I oldugundan 2-yutan hiperideal degildir. Fakat &, genisleme fonksiy-

onu i¢in; vI = 6Z oldugundan ¢arpimlardan en az biri radikale diiser:

2-yutan 6-asalimsi hiperideal olmayan hiperideal 6rnegi;

Ornek 5.6. (Z,+,.) tamsayilar halkasimu diisiinelim. Hipercarpimi x oy = {5xy,6xy}
seklinde tamimlayalim. Bu durumda (Z,+,0) ¢arpimsal bir hiperhalkadi. 1 = 30Z
hiperidealini diisiinelim. 6 genisleme fonksiyonu I hiperidealini I nin radika-
line gétiiren bir fonksiyon olsun. I hiperidealinin radikali a®> = {5a?, 6a%},a® =
{25a%,30a?,36a%}, a* = {125a* 150a*,180a*, 150a*,216a*}, ....,a" =
{5 '.a",6.5"2.a",...} bulunur. vI =30Z dir.

a=2,b=3,c=5igin; 20305 ={750,900,1080} C I iken 203 = {30,36} € I ve
305={75,90} ¢ 6,(I) = 30Z ve 205 = {50,60} ¢ 6,(I) = 30Z oldugundan I bir
2-yutan 6-asalimst hiperideal degildir.

5.1 2-yutan §-asalimsi Hiperideallerin Ozellikleri
Teorem 5.1. & ve y her I hiperideali icin; 6(I) € y(I) sartini saglayan genisleme fonksiy-

onlart olsun. Eger I, bir 2-yutan &-asalimst hiperideal ise I ayni zamanda 2-yutan -
asalimst hiperidealdir.

Ispat. & ve y fonksiyonlarinin tanimindan aciktir. |

iki 2-yutan §-asalimsi hiperidealin kesisimi genel olarak 2-yutan 5-asalims: hiperideal
degildir.

Cozim: [ ve J, 2-yutan - asalimsi hiperideal olsun. K = I nNJ olsun. Va,b,c € R
i¢in; abc € K ve ab & K olsun. ab € K ise ab ¢ I ve ab ¢ J dir. I ve J ,2-yutan
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&-asalims1 hiperideal oldugundan ab ¢ I ise ac C 6(I) ya da bc € 6(I) ve ab ¢ J ise
ac € 6(J)yada bc C 6(J) dir.
ac € 6(I) olsa be € 6(J) olsa ac € 5(K) ve be ¢ 5(K) bulunur.

Teorem 5.2. R bir hiperhalka, & bir hiperideal genisleme fonksiyonu, P, ve P, asal
hiperidealler olsun. Bu durumda P; N P,, R ¢arpimsal hiperhalkasinin bir 2-yutan 6-

asalimst hiperidealidir.

Ispat. Her a,b,c € Ricin; abc € P, NP, ve ab ¢ P, N P, olsun. bc € §(P, N P,) ya da
ac € 6(P; N P,) oldugunu gostermemiz gerekir.

abc € P, NP, ise abc C P, ve abc C P, dir. ab ¢ P, N P, oldugundan ab ¢ P, ve
ab ¢ P, dir. P, ve P, asal hiperideal olduklarindan abc C P, ve ab ¢ P, iken ¢ € P, dir.
abc C P, ve ab ¢ P, iken ¢ € P, dir. c € P, NP, ise bc C P, NP, ve ac C P, NP, elde
edilir. 6 tanimindan P, NP, € 6(P;NP,) olmasindan bc € 6(P,NP,) ve ac € 6(P,NP,)
ve dolayisiyla P, N P,, 2-yutan 6-asalimsi hiperidealdir.

Ornek 5.7. (Z,+,.) tamsayilar halkasinda A = {2,7} kiimesini ele alahim. xoy =
{2xy,7xy} seklinde tanimlanan ¢carpimla birlikte (Z, +, o) carpimsal bir hiperhalkadir.
P, = (2) ve P, = (3) birer asal hiperideallerdir. P, NP, = (2) N (3) = (6), 2-yutan

6-asalimst hiperidealdir.

Teorem 5.3. R bir carpimsal hiperhalka ve P de R nin 2-yutan &-asalimst hiperideali
olsun. Herhangi a, b € R i¢in; abl C P ve ab € P ise al C 6(P) ya da bl C 5(P) dir.

Ispat. Bazia,b €Ricin; abl C P ve ab ¢ P olsun. al ¢ 5(P) ve bl ¢ 5(P) oldugunu
kabul edelim. c¢,d € I i¢in; ac € 6(P) ve bd ¢ &(P) sonucuna ulagiriz. P, 2-yutan
&-asalimsi hiperideal oldugundan abc C P ve ab & P iken ac € 6(P) ise bc C 8(P) ve
abd C P ve ab ¢ P iken bd € 6(P) olmasi ad C 6(P) olmasini saglar.

abc+abd = ab(c+d) C Pve ab ¢ P oldugundan ya a(c+d) C 6(P) yada b(c+d) C
0(P) elde edilir.

a(c+d) € 6(P) ise ad € 6(P) oldugundan ac € 6(P) celiskisi elde edilir. b(c +d) €
6(P) ise bc € 6(P) oldugundan bd C 6(P) celiskisi elde edilir. Buradan al € 6(P) ya

da bI € 6(P) sonucuna ulasiriz. [ |
Ornek 5.8. (Z,+,.) tamsayilar halkasinda A = {2,5} kiimesini ele alalim.
x oy = {2xy,5xy} seklinde tamimladigimiz ¢arpimla birlikte (Z,+,0)
carpimsal bir hiperhalkadur. P = 3Z bir 2-yutan &-asalimst hiperidealdir.

a = 4b =5vel = 6Zolsun. aob = {40,100} ¢ P dir aobol =
(480,1200, 960, 2400, 1440, 3600, 1200, 3000, 2400, 6000, 3600, 1200, 3000, 2400, 6000, 3600, 900
P=3Zikenaol =40l = {48,120,144,360,...} C 6,(P), 5,(P) bulunur:
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Teorem 5.4. R c¢arpimsal bir hiperhalka ve P de R nin bir 6z hiperideali olsun. P, 2-
yutan 6-asalimsidir ancak ve ancak R nin bazt 1,J,K hiperidealleri i¢cin eger IJK C P ise
IJ CPyadaIK C 6(P)yadaJK C &6(P)dir.

Ispat. P, 2-yutan 5-asalimsi hiperideal olsun. IJK C P ve IJ € P olsun. IK C §(P) ya
daJK C 8(P) oldugunu gostermeliyiz. IK ¢ 6(P) ve JK ¢ &(P) oldugunu varsayalim.
dr € I,s € J vardir 6yle ki rK ¢ 6(P) ve sK ¢ 6(P) dir. rsK € P, rK € 6(P),
sK ¢ 5(P) oldugundan Teorem 5.3. den rs C P elde ederiz. IJ ¢ P oldugundan a € I
ve b € J vardir dyle ki ab ¢ P dir. abK C P ve ab ¢ P oldugundan aK C 6(P) ya da
bK C 6(P) dir. aK C 6(P) ve bK ¢ 6(P) oldugunu varsayalim. rbK € P, bK € 6(P)
ve rK ¢ &(P) oldugundan rb C P dir. (a+r)bK € P, aK C &(P) ve rK ¢ 6(P)
oldugundan (a + r)K ¢ 6(P) dir.

Eger (a +r)K C 6(P) ise (a + r)k € 6(P) ve rk € 6(P) elde edili. aK C 6(P) ve
rk € 6(P) oldugundan Teorem 5.3. den (a + r)b C P elde edilir. rb € P oldugundan
ab C P dir. Boylece geliski elde edilir. akK ¢ 6(P) ve bK C §(P) oldugunu varsayarsak
benzer sekilde celiski elde ederiz. |
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6

DUZGUN ASALIMSI HiPERIDEALLER

Tanim 6.1. R carpimsal bir hiperhalka ve Q da R nin bir 6z hiperideali olsun. Egerr,s €
R iken; rs C Q ve r ¢ Q iken pozitif bir n tamsayisi i¢in s” € Q ise bu Q hiperidealine
diizgiin asalimsi hiperideal denir. Diizgiin asalimsi bir hiperideal i¢in; s" € Q kosulunu
saglayan en kiiciik N tamsayisina bu hiperidealin mertebesi denir ve ordgz(Q) = N
seklinde gosterilir.

Ornek 6.1. Tiim asal hiperidealler mertebesi 1 olan bir diizgiin asalimst hiperideallerdir.
Tiim asalimst hiperidealler diizgiin asalimst hiperideallerdir ve ordyz(Q) = N dir.
Coziim: Q, R ¢arpumsal hiperhalkasinin bir asal hiperideali olsun. a,b € R iken ab C
Q ve a ¢ Q olsun. Bu durumda n = 1 icin b' € Q oldugundan Q diizgiin asalimst
hiperidealdir. Karsitt n # 1 iken dogru degildir.

T, R carpimsal hiperhalkastnin bir asalimst hiperideali olsun. r,s € Riken rs C T ve

r ¢ T olsun. Bu durumda s" C T oldugundan T diizgiin asalimst hiperidealdir.

Ornek 6.2. Toplam ve hipercarpum asagidaki gibi tamimlansin:

0 1 2 3
0 © 0 o
0 {z) 02 {z)
0 02 @ (62
0 {z) 027 {z)

Bu durumda (Z,,+,°0) ¢arpumsal bir hiperhalkadwr [28|] Bu hiperhalkada Q = {6}

hiperideali diizgiin asalimst hiperidealdir fakat asal hiperideal degildir.

ve

Wl N | ol +
Wl N =] Ol Ol
ol Wl NI I~
R ol wl NI NI
N R O Wi wi

w| N | Ol o

Tanim 6.2. R carpimsal bir hiperhalka ve Q, R nin bir P asalimsi hiperideali olsun. Bir
pozitif n tamsayisi icin; P" C Q ise Q ya Noether giiclii asalims1 hiperideal denir. Ayrica
Q, Noether giiclii asalims: hiperideal ise PN C Q sartim saglayan en kiiciik pozitif N

tamsayisina Q nun {ssl denir. ex(Q) = N seklinde gosterilir.

Tanim 6.3. R carpimsal bir hiperhalka ve Q da R nin bir P asalims1 hiperideali olsun.

Eger rP C Q olacak sekilde r € R—Q varsa Q ya Mori giiclii asalimsi hiperideal denir.
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Yorum. Genel olarak Noether giiclii asalims: bir hiperideal Mori giiclii asalimsi bir
hiperidealdir.
e(Q) =N olsun. r € P’ —Q alalim. r o P € PV C Q oldugu elde edilir.

Ornek 6.3. Toplam ve hipercarpim asagidaki gibi tanimlansin:

0 1 2 3
0 o 0 o
0 (z) 02 (z)
0 63 © 0.3
0 (2} 02 (z)

ve

w| N | ol +
wl N =] Ol Ol
ol Wl NI R~
R Ol wl NI N
N R O Wi wi
w| N | Ol o

Bu durumda (Z,, +, o) ¢carpimsal bir hiperhalkadir [28]. Q = {5} hiperidealini diisiine-
lim. P= {6,5} olsun. Q bir P asalimst hiperidealdir. r = 2 olsun. roP = {5, 6} 02 =
{6, 6} - {6} oldugundan Q bir Mori giiclii asalimst hiperidealdir.

{6, 5} ¢ {5}, {6, 5}2 = {5} C Q oldugundan Q bir Noether giiclii asalimst hiperidealdir.

Onerme 6.1. Q, R hiperhalkasinin bir Noether giiclii P asalimst hiperideali olsun. O

zaman, Q bir diizgiin P asalimst hiperidealdir.

Ispat. Q, R hiperhalkasinin bir Noether giiclii P asalims: hiperideali olsun. a,b € R
olsun Oyle kiao b C Q ve a ¢ Q oldugunu kabul edelim. Q nun P asalimsi olmasindan
b € P dir. Pozitif bir n tamsayis1 icin b™ C P" C Q oldugundan b" C Q elde edilir ®W

Ornek 6.4. (Z,+,.) tamsayilar halkasi diisiinelim. A = {2,3} olsun. Bu durumda
(Z4,+,.) carpumsal bir hiperhalkadir. Bu hiperhalkada Q = 8Z olsun. Bu durumda
P=2Zdir r=3€Z—Qigin; 302Z=30{2.n:neN}={12.n,18.n:neN} £Q
oldugundan Q Mori giiclii asalimst hiperideal degildir.

Onerme 6.2. R carpimsal bir hiperhalka ve P de R nin bir asal hiperideali olsun. Eger
P", R nin bir asalimst hiperideali ise P" bir diizgiin asalimst hiperidealdir.

Ispat. Diizgiin asalimsi hiperideal tanimindan aciktir.

Onerme 6.3. R carpimsal bir hiperhalka olsun. Q, R nin bir diizgiin P asalimst
hiperidealidir ancak ve ancak asagidaki iki kosul saglanir.

(1) Q, R nin bir P asalimst hiperidealidir ve

(2) Pozitif bir n tamsayist vardir 6yle ki P = {r € R: r" C Q} dir. Dahast ord(Q) = N,
(2) kosulunu saglayan en kiiciik pozitif tamsayidir.
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Ispat. Varsayalim ki Q, R nin bir diizgiin P asalimsi hiperideali olsun. Birinci kosul
kabulden saglanir. r € P olsun. Pozitif bir t tamsayisi i¢cin r* 1 or = r* C Q fakat
r'~! ¢ Q dur. Buradan r nin herhangi bir kuvveti Q nun alt kiimesi bulunur. Q nun
mertebesi N oldugundan r¥ C Q elde edilir.
Tersine iki kosulun da saglandigini varsayalim. r,s € R igin r os C Q ve r ¢ Q olsun.
(1) dens € P dir. (2) den s™ C Q elde edilir.

6.1 Diizgiin Asalims: Hiperideallerin Ozellikleri

Onerme 6.4. R carpimsal bir hiperhalka olsun. Q,Q, de Q, C Q, sartint saglayan iki

diizgiin asalimst hiperideal olsun. Bu durumda ord(Q,) = ord(Q,) dir.

Ispat. ord(Q,) = a ve ord(Q,) = b olsun. Q,,Q, diizgiin asalims: hiperidealler
oldugundan r,s €Ricin ros CQ, ve r ¢ Q, iken s CQ, € Q, dir. s € P oldugundan
s CQ; €Q, ves® CQ,bulunur. Onerme 6.3. dens® ! ¢ Q, dir a>b—1yania>b
elde edilir.

Mertebeleri esit fakat kendileri esit olmayan diizgiin P asalimsi hiperidealler
bulunabilir. [ |

Ornek 6.5. (Z,+,.) tamsayilar halkast icin hipercarpimt x o y = {2xy,4xy} seklinde
tammlayalim. Bu durumda (Z,+,0) bir hiperhalkadw. Bu hiperhalkada Q, = 4Z ve
Q, = 9Z hiperidealleri diizgiin asalimst hiperideallerdir. Q, # Q, fakat ord(Q;) =
ord(Q,) =2 dir.

Teorem 6.1. I bir indeks kiimesi ve {Q;},c;, R ¢arpimsal hiperhalkasinin diizgiin P
asalimst hiperideallerinin kiimesi olsun oyle ki maxord(Q;) = N olsun. O zaman N,;Q;

de R nin bir diizgiin P asalimst hiperidealidir ve mertebesi N dir.

Ispat. Q = N;;;Q; olsun. Q; ler P asalimsi hiperideal oldugundan rad(Q) =
Nig;rad(Q;) = P dir. a,b € R olsun 6yle kiao b € Q ve a ¢ Q olsun. Bir t € [ icin;
aob CQ, vea¢ Q, vardir. Buradan b € P ve bY C Q bulunur. Béylece Q nun
mertebesi en fazla N olan bir diizgiin P asalims1 hiperideal oldugu bulunur. Onerme
6.3. den N nin P = {r €ER:rN C Q} kosulunu saglayan en kiiciik pozitif tamsay1
oldugunu biliyoruz. Q; € Q; mertebesi N olan diizglin P asalims: hiperideal olsun.
Boylece b € P vardir 6yle ki b~ € Q; ve b¥~! ¢ Q dur. Buradan Q nun mertebesi N

olmalidir.
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Yorum. Genel olarak iki diizgiin asalimsi hiperidealin kesisimi diizgiin asalimsi

hiperidealdir diyemeyiz.

Ornek 6.6. (Z,+,.) tamsayilar halkasini diisiinelim. A = {2,4} olsun. Bu durumda
(Z,, +,.) carpumsal bir hiperhalkadwr. Tanumlanan ¢arpimla birlikte Q, = 6Z ve Q, = 47
olsun. Q; NQ, = 127 diizgiin asalimst hiperideal degildir.

Onerme 6.5. f : R —> S ye orten bir iyi hiperhalka homomorfizmast olsun. Q da R
nin bir C-ideali olsun 6yle ki ¢cekf C Q sartini saglasin. Q ,R nin bir diizgiin P asalimst

hiperideali ise f(Q) da S nin bir diizgiin P asalimst hiperidealidir.

Ispat. Oncelikle f(Q) nun S nin bir hiperideali oldugunu gosterelim. r,,r, € R ve
f(ry), f(ry) € f(Q)olsun. f(r;)—f(ry) =f(r;—r,) € f(Q) ve f 6rten homomorfizma
oldugundan f (r) = s olacak sekilde s € S ve r € Rvardir 6ylekisof (x) = f(r)of(x) =
f(rx) € f(Q) bulunur.

rpory, € f(Q) olsun. f orten oldugundan f(r;) = s, ve f(r,) = s, olacak sekilde
ri,r; € Rvardir. f(ryory) = f(r)of(r) =s105, S f(Q)ve 0 € f(Q)—f(ry0r)
dir. Buradan 0 € f(Q)— f(ryory) = f(Q—ry0ry) = {f(t):t€Q—r;or,} vardir
oyle ki f(m) =0 € (0) C ¢cekf C Q olacak sekilde bir m € Q —r; o r, vardir. Boylece
Q—ry0r,NQ # @ bulunur. Q bir C-ideal oldugundan Q —r;or, CQver,or, €Q
bulunur. Q, diizgiin P asalimsi hiperideal oldugundan r,or, C Qikenr, ¢ Q ver, € P
dir. Buradan f(r;) ¢ f(Q) ve f(ry) € f(P) yani [f(r,)]" € f(Q) elde edilir. [ |

Onerme 6.6. f : R— S ye bir iyi hiperhalka homomorfizmast olsun ve Q da S nin bir
diizgiin P asalimst hiperideali olsun. O zaman f~'(Q), R nin diizgiin f*(P) asalimst

hiperidealidir.

Ispat. Q, S nin bir diizgiin P asalims: hiperideali olsun. a,b € R olsun &yle ki a o
b C f1(Q) ve a ¢ f1(Q) olsun. Homomorfizmadan f(a)o f(b) € Q ve f(a) ¢ Q
oldugundan ayrica Q nun kabulunden f(b) € P elde edilir. b € f~'(P) ve b" C f1(Q)
bulunur. [ |

Sonug 6.1.1. R carpimsal bir hiperhalka olsun. I, R nin bir hiperideali ve Q da R nin
I y1 iceren bir C-ideali olsun dyle ki cekf C Q sartint saglasin. Q, R nin bir diizgiin P
asalimst hiperidealidir ve mertebesi N dir ancak ve ancak Q/I da R/I nin mertebesi N

olan bir diizgiin P /I asalimst hiperidealidir.

Ispat. f :R— R/I bir 6rten iyi hiperhalka homomorfizmasi olsun. Onerme 6.5. den
Q, R nin bir diizgiin P asalimsi hiperidealidir ve mertebesi en fazla N dir. r +1 € P/I
vardir oyle ki (r + I)V™' ¢ Q/I ve r € P i¢in "' ¢ Q elde edilir. Buradan Q nun
mertebesi N olmalidir.

34



Tersine Q nun mertebesi N olan bir diizgiin P asalims1 hiperideal oldugunu diisiinelim.
r+I,s+I1 €R/I olsun 6yle ki (r+1)o(s+I1) CQ/Iver+I ¢ Q/I olsun. (r+I)o(s+1I) =
(ros+1) < Q/I elde edilir. Buradan r os € Q bulunur. r ¢ Q oldugundan s € P yani
s+1I € P+1 elde edilir. Yanis"+1 € Q/I bulunur. [ |
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7

SONUGC ve ONERILER

Calismamizda oncelikle hiperyapilar ile ilgili genis bir literatiir taramasi yapilmistir.
Ozellikle Krasner hiperhalkasi ve carpimsal hiperhalka arastirlmistir.  2-yutan
idealler, 6-asalimsi idealler ve 6zellikleri Krasner hiperhalkasinda incelenmistir. Daha
sonra carpimsal hiperhalkalarda 2-yutan &-asalimsi idealler {izerinde calisilmistir.
Son béliimde ise diizgiin asalimsi ideallerin ¢arpimsal hiperhalkalardaki durumu
arastirilmistir.

Hiperyapilar gelistirilmeye cok uygun olmasi ve uygulamali bircok alanda
kullanilmasindan dolay:1 tizerinde calisilmas:i cok gerekli bir konudur.  Klasik
cebirdeki bir¢ok konu hiperyapilarda arastirilabilir.
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