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OZET
CIZGELERDE TEPE BIRLESTIRILMISLIK SAYISI

UZERINE

BESERI SEVIM, Tina

Doktora Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danismant: Prof. Dr. Urfat NURIYEV
Eyliil 2010, 60 sayfa

Cizge Kurami, temel matematikteki matematiksel iliskiler konusu incelenirken
kullanilabildigi gibi, modern hayatta karsilagilan karmagik ve genis kapsamli birgok
probleme de ¢oziim getirebilmektedir. Herhangi bir ag yapisi cizgelerle ifade
edildiginde bu c¢izgenin bazi tepelerinin bozulmasi durumunda dahi baglanti nok-
talar1 arasindaki iletisimin siirdiiriilmesi istenir. Aglarda iletigimi saglayan baglanti
noktalari, cizgelerdeki tepelere karsilik gelir.

Bu tezde Oncelikle tepe birlestirilmislik kavrami ve bu kavramla ile ilgili tanim
ve teoremler verilmis, daha sonra literatiirde yer alan tepe birlestirilmiglik algorit-
malart incelenmigtir. Birlestirilmis bir ¢izgenin tepe birlestirilmiglik sayisini veren
yeni bir algoritma Onerilmistir. Bu algoritmanin literatiirdeki diger algoritmalardan
farki, silinen tepeler kiimesini de verebilmesidir. Bu algoritmaya ek olarak, tepe bir-
lestirilmiglik problemi ile ilgili matematiksel modeller 6nerilmigtir.

Bunun yam sira, bir ¢izgedeki yogun tepe ve tepe yogunluk sayis1 kavramlari
tanimlanarak temel cizge simflan icin tepe yogunluk sayilari hesaplanmig ve
sonuglart verilmigtir. Son olarak, genetik algoritma teknigi ile tepe birlestirilmiglik
sayisim1 elde etmek icin bir bilgisayar programi yazilmig ve farkli cizgeler igin

hesaplama denemeleri yapilmusgtir.

Anahtar Sozciikler: Cizge Kurami, tepe birlestirilmislik, tepe birlestirilmiglik

algoritmalar1, matematiksel model, tepe yogunluk sayisi.
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ABSTRACT

VERTEX-CONNECTIVITY NUMBER ON GRAPHS

BESERI SEVIM, Tina

PhD in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Urfat NURIYEV
September 2010, 60 pages

Graph theory can be used when examining the mathematical relations in basic
mathematics, can give a solution to many complex and comprehensive problems en-
countered in modern life. Any network structure, when it is expressed by graphs,
even if corruption of some vertices, the communication between the ports is to be
maintained. The ports in the network communications corresponds vertices in graph
theory.

In this thesis, firstly the concept of vertex connectivity definitions and theorems
are given, then vertex connectivity algorithms are investigated in the literature. A new
algorithm is proposed for calculating the vertex connectivity number of a connected
graph. The difference of this algorithm from similar algorithms in literature is to
be given the set of deleted vertices. In addition to this algorithm, new mathematical
models have been proposed related with the vertex connectivity problem.

Besides of this, an intense vertex and vertex intensity number concepts are de-
fined. The intensity number is calculated for some graph families and the results
were given.

Finally, by using genetic algorithms technique, we have obtained vertex connec-
tivity number. A computer program is written and the computational experiments

are carried out for different graphs.

Key Words: Graph Theory,vertex connectivity, vertex connectivity algorithms,

mathematical models, vertex intensity number.
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1. GIRIS

18. yiizyilda tinlii matematik¢i Euler’in Konigsberg kopriileri problemine ¢oziim
ararken ortaya c¢ikan cizge (graf) teorisi, 20. yiizyilin basinda Konig ve Kura-
towski’nin, Cayley’in ve daha yakinlarda Berge, Erdos ve Harary’nin ¢calismalariyla
bir matematik dali haline geldi. Bilgisayar alaninda ve 6zellikle algoritmalar tizerinde
yapilan arastirmalar, graf teoriye yeni bir soluk getirdi. Graf teori, ¢esitli uygulamalar
icin olusturulan problemleri, noktalar ve noktalar arasi baglantilar yardimiyla ¢izilen
konfigiirasyonlara indirgeyerek ¢6zme olanagi verir. Graf Teori, genel olarak ayrik
matematigin bir alt dali olarak siniflandirilmistir, fakat bunun yaninda cebir ve ma-
tris teorisi ile de yakindan ilgilidir. Ayrica, graflar {izerine matematiksel anlamda
gelistirilen bir¢ok teorem, aksiyom ve algoritma yazilim diinyasinda da yogun kul-
lanim alan1 bulmaktadir. Baglanti noktalar1 ve aralarinda yol anlaminda baglanti olan
her tiir uygulama graf veri modeliyle ifade edilebilir. Graf teori, her seyden 6nce
¢Oziimil aranan bir problemi ya da isi en etkin sekilde temsil edebilmeye ve diizen-
lemeye yarar. Bir problem graf bicimine cevrildikten sonra, tiim amaclar1 yerine
getirecek en hizli veya en az masrafli yolu bulmak icin sistematik yontemler aranir.

19. yiizyildan itibaren elektrik devreleri ve molekiil diyagramlar1 basta olmak
tizere graflarin kullanim alanlart giin gectikge artmistir. Fizik, kimya gibi temel
bilimlerde, miihendislik uygulamalarinda ve tip alaninda bir¢cok problemin ¢oziimii
ve modellenmesi graflara dayandirilarak yapilmaktadir. Graf Teori yardimiyla mod-
ellenebilen esleme, ulagim, bilgisayar aglar1 ve akis problemleri genel olarak pro-
gramlama problemleri olarak isimlendirilir. Graf Teori ayrica birbirinden son derece
bagimsiz olan ekonomi, yonetim bilimi, satis ve pazarlama, bilgi iletimi, psikoloji,
kimya ve biyoloji alanlarinda da kullanilabilmektedir. Ozellikle biiyiik sehirlerde
her tiirlii acil durum planlamasi yapilirken, veriler birbirleri ile iligkilendirilebil-
meli ve tiim bu verilerin birlikte analizi yapilabilmelidir. Kent bilgi sistemi uygu-
lamalarinda, acil durumlarda ambulans, itfaiye ve polis araclarinin istenen noktaya
en kisa siirede ulagsmasi, zamana baglh caligsan otobiis, okul tagitlari, metro, dagitim
ve benzeri hizmetleri sorgulama ve izleme ihtiyaci vardir. Biitiin bu analiz islemleri
ag analizi ile miimkiindiir. Ag analizinin gerceklestirilebilmesi i¢in tepe-ayrit topolo-

jisinin olusturulmasi gerekir.



Bilimsel ve teknik modellemelerde ve onlarin bilgisayar ortaminda benzetim-
lerinin gerceklestirilmesinde, ¢cogu zaman graflar ve onlara ait teoremler, aksiyom-
lar ¢oziim olmaktadir. Eger bir problemin ¢oziimii graf veri modeli sekline ben-
zetilebiliyorsa o problem i¢in algoritmik bir durum elde edilmis olunur ve problemin
¢Oziimiinde tanimlanmisg tiim graf teoremleri ve aksiyomlar1 kullanilabilir ve graflar
tizerine gelistirilmis olan veri yapilariyla onlara ait olan algoritmalar, fonksiyonlar

program igerisinde dogrudan kullanilabilir.

Giliniimiizde Graf Teori, temel matematikteki matematiksel iligkiler konusu ince-
lenirken kullanilabildigi gibi, modern hayatta karsilagilan karmagik ve genis kapsamli
cok sayidaki probleme de ¢oziim getirebilmektedir. Graf Teori problemleri tanim-
lama ve yapisal olarak iligkileri belirlemekte olduk¢a kolaylik saglar. O halde graf
nedir? Basit olarak bir graf, tepeler olarak adlandirilan noktalar ve herbiri bu tepeleri
veya sadece tepenin kendisini birlestiren ve ayrit olarak adlandirilan bir fonksiyon-
dur. Bu tanimdan hareketle kimya alaninda bir molekiiliin yapisini olusturan atomlar1
tepelerle, atomlar1 bir arada tutan kimyasal baglar1 ayritlarla veya bilgisayar bilim-
lerinde bir bilgisayar agindaki bilgisayarlar1 tepelerle, bilgisayar agindaki iletisim
kablolarin1 ayritlarla modelleyebiliriz. Bir bilgisayar aginda en az kac tane bilgisa-
yar bozulursa ag islevini yitirir sorusunun cevabi graflardaki modelleme yardimiyla
bulunabilir. Literatiirde bu sorunun cevabi tepe baglantililik kavrami ile bulunmak-
tadir. Tepe baglantililik kavrami Graf Teorideki zedelenebilirlik 6l¢iimlerinden bir
tanesidir. Zedelenebilirlik ol¢iimlerini hesaplamak i¢in 6ncelikle yapisi bilinen 6zel
graflar iizerinde ¢alisilir, daha sonra tiim graflar icin genelleme yapilir. Ozel graflarin
belirli 6zelliklerinden yararlanilarak herhangi bir graf ile bu graflar arasindaki islem-

sel iligki incelenmektedir.

Ag tasarlama, dayaniklilik ve planlama problemlerine algoritmik agidan
bakildiginda baglantililik kavrami 6nemli bir rol oynar. Bir agin baglantililiginin
kalitesi tepelerinin baglantililig1 ile ilgilidir. YOnsiiz bir grafta, graftan silindiginde
grafi baglantisiz yapan veya graftaki bilesen sayisimi arttiran tepeye kesim tepe, grafi
parcalamak icin graftan silinmesi gereken tepe sayisina ise kesim degeri denir. Kesim
kiime, silindiklerinde grafi baglantisiz yapan tepelerin bir kiimesidir. En kii¢iik kesim
kiime, kesim kiimeler icinde eleman sayisi en az olan kiimedir. Bu durumda tepe bir-
lestirilmiglik sayis1 ise bir graftaki minimum kesim degeridir. Baglantililikla ilgili

bir problemde genellikle baglantililik degerine ulagilabilen ya da bu degerin korun-



abildigi bir graf dizayn edilir ya da var olan graf {izerinde degisiklik yapilir. Baglan-
tililik degerini iceren pekc¢ok problemin polinom zamanda ¢oziilebildigi bilinmekte-
dir. Baglantililikla ilgili problemler i¢in gelistirilen polinom zamanli algoritmalarda

genellikle Ford ve Fulkerson’un maksimum-akig minimum-kesim teoremi kullanilir.

Menger 1927 yilinda, graflarin birlestirilmislik sayisi ile graftaki herhangi iki
tepe arasindaki kesismeyen yollarin sayist arasinda bir iligki oldugunu ispatlamustir.
Bu teorem ve farkli yorumlarindan cikan sonuclar kullanilarak bir¢ok algoritma
gelistirilmigtir. Bu algoritmalarin ortak 6zelligi grafin birlestirilmiglik sayisin1 bul-
masidir. Ancak bu algoritmalar kullanilarak bu sayinin hangi tepe veya tepelerin
silinmesi ile bulunabilecegi bilinmemektedir. Dolayisiyla bu algoritmalar karmagik-
lik bakimindan iyi ancak ayrintilar agisindan yetersizdir. Menger’den giintimiize
kadar bir¢ok bilim adami ve arastirmaci literatiire onemli katkilar yapmistir. Bu
tezde de, graflarda tepe birlestirilmislik kavrami iizerine inceleme yapilarak yeni al-
goritmalar ve matematiksel modeller onerilmistir. Tezin izleyen béliimleri su sekilde

Ozetlenebilir:

Ikinci boliimde temel graf bilgileri verilerek birlestirilmislik ve tepe birlestiril-
miglik kavramlar1 tamtilmigtir. Bu kavramlarla ilgili tanim ve teoremler verilerek

temel graf siniflar1 icin tepe birlestirilmislik 6l¢ctimleri sunulmusgtur.

Uciincii boliimde, algoritmik karmasiklik kavrami, en kisa yol algoritmalari,
arama algoritmalari ve akis algoritmalarindan kisaca bahsedilerek tepe birlestirilmig-
lik sayisin1 veren algoritmalar incelenmistir. Tepe birlestirilmislik sayisini1 ve grafi
baglantisiz yapmak icin graftan silinmesi gereken tepeleri sunan yeni bir algoritma
Onerilmis ve bu algoritmay1 kullanarak yazilan bilgisayar programiyla drnek bir prob-

lem ¢oziilmiistiir.

Doérdiincii  boliimde, tepe birlestirilmiglik problemi, problemin Onerilen

matematiksel modelleri ve bu modellerin 6rnekleri verilmistir.

Besinci boliimde tepe birlestirilmiglik kavramina bagl olarak graftaki en yogun
tepenin bulunmasi hedeflenmistir. Bir grafta hangi tepe ya da tepeler atilirsa graftaki
iletisim daha erken kesilir sorusuna yanit aramak icin grafin tepe yogunluk sayisi
tanimlanmugtir ve bu say1 Tepe Yogunluk Sayisi - Y;(G) olarak gosterilmigtir. Ayrica
temel graf simiflan1 (P, C,,, K1 ,—1, K,,) igin tepe yogunluk sayilarin: elde etmeye ve

yukaridaki soruya yanit vermeye caligilmistir.

Altinc1 boliimde genetik algoritmalar detayl bir sekilde incelenerek tepe birlesti-



rilmislik sayisinin bulunmasi problemine genetik algoritma ile ¢6ziim Onerisi getiril-
mis ve tasarlanmig programlar yoluyla hesaplama denemeleri yapilmistir.

Yedinci boliimde tezde elde edilen sonuglardan bahsedilmistir.

Tezin son iki boliimiinde ise kaynaklar dizini ve ve Onerilen algoritmalarin bil-

gisayar programlarinin kaynak kodlarinin verildigi ekler bulunmaktadir.



2. GRAFLARDA BIRLESTIRILMISLIK KAVRAMI iLE ILGILi
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, graf teorideki temel kavramlarin tanimlar1 ve agiklamalari veril-
mistir. Asagida yer alan tamimlar Graph Theory and Its Applications (Gross and
Yellen, 2004), Graph Theory: Modeling, Applications, and Algorithms (Agnarsson
and Greenlaw, 2007) ve Graph Theory (Bondy and Murty, 2008) adli kitaplardan

alinmagtir.

2.1 Temel Graf Bilgileri

Tanim 2.1.1. Matematiksel anlamda graf, tepeler ve bu tepeler arasindaki iliskiyi
gosteren ayritlardan olugan bir kiimedir. Yonsiiz bir G = (V| E) grafi sunlardan

olusur:
e grafin tepe sayist |V'| = n olmak iizere bos olmayan sonlu bir V' tepeler kiimesi
e grafin ayrit sayist | F| = m olmak tizere sonlu bir E ayritlar kiimesi

e f: E — V fonksiyonunda her bir e ayriti i¢in f(e) fonksiyonu, V’nin bir veya

iki elemanl: bir alt kiimesidir.

Tamm 2.1.2. Bir GG grafi tizerindeki u ve v tepeleri, ayritlar kiimesinde bulunan bir
ayritla iligkilendiriliyorsa bu tepeler komsu tepe adini alir ve e = uv yada e = (u, v)
seklinde gosterilir. Diger bir anlatimla e ayrit1 u ve v tepelerini birbirine baglar veya

u ve v tepeleri e kenarinin ug tepeleridir denir.

Tanim 2.1.3. Bir G grafinda herhangi bir v € V' tepesine bitisik ayritlarin sayisina v
tepesinin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir. G grafinin en kiigiik tepe derecesi

d(G), en bityiik tepe derecesi ise A(G) ile gosterilir.
Tamim 2.1.4. Bir G grafindaki baglangi¢ ve bitis tepeleri ayni olan ayrita bukle denir.

Tammm 2.1.5. Bir G grafinda, herhangi bir v tepesi herhangi bir ayrt ile bitisik

degilse, bu tepeye izole tepe denir.

Tanim 2.1.6. Tek bir tepe iceren, ayrit icermeyen bir grafa asikar graf denir.



Tamim 2.1.7. Bir G grafinin herhangi iki tepesi arasinda birden fazla ayrit varsa bu

ayritlara cok kath ayrit, bu tiir graflara ise ¢ok kath graf denir.
Tanim 2.1.8. Cok katli ayrit ve bukle icermeyen graflara basit graf denir.

Tamim 2.1.9. Bir G grafinin tepelerini birlestiren biitiin e; ayritlarinin bir w; agir-
lig1yla birebir iligkilendirilmesiyle olusan grafa agirhklandirilmis graf denir. Agir-
liklandirilmamig bir grafin ayritlarinin agirligi 1 olarak alindiginda graf, agirlik-

landirilmig bir graf olarak diisiiniiliir.

Tanm 2.1.10. Bir G = (V, E) grafinda V' C V ve E' C E olacak bicimde tanim-
lanan H = (V'  E') grafina G grafinin bir alt grafi denir ve H C G bigiminde

gosterilir.

Tamm 2.1.11. Bir G = (V, E) grafindan V' = V ve E' C E olmak iizere olusturulan
H = (V', E) alt grafi G grafinin bir érten alt grafi olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.12. S C V bos olmayan bir kiime olmak iizere, tepelerinin kiimesi S,
ayritlarinin kiimesi ise her iki tepesi .S kiimesinde olan ayritlarin olusturdugu G; C G

alt grafina S kiimesinin etkiledigi etkilenmis alt graf denir.

Tamim 2.1.13. Bir GG grafinin bazi tepelerinin veya ayritlarinin ¢ikarilmasiyla elde
edilen graf en az iki par¢adan olusuyorsa bu parcalarin her birine grafin bir bileseni
ad1 verilir. Bagka bir tanimla, bir G grafinin baglantili olma 6zelligine gére maksimal

olan alt graflarina G’ nin bilesenleri denir.

Tamm 2.1.14. Birlestirilmis bir GG grafindaki herhangi iki tepe v ve v olsun. u ve v
tepeleri arasindaki uzaklik, bu tepeleri birbirine baglayan en kisa yolun uzunlugudur

ve d(u,v) ile gosterilir.

Tanim 2.1.15. Farkli tepe ciftlerinin tiimii bir ayrit ile baglh olan n tepeli basit grafa
tam graf adi verilir ve K, ile gosterilir. Bir K,, grafinda tiim tepelerin derecesi

n — 1), aynitlarin sayisi ise M’din
( y y 5

Tamim 2.1.16. Tiim tepeleri ayni1 r derecesine sahip grafa r-diizenli graf denir. Tam
graflar ayn1 zamanda diizenli bir graf olup bunun tersi her zaman gecerli degildir.

Yani, diizenli bir graf her zaman tam graf degildir.

Tamim 2.1.17. Bir G grafinin alt graflarinin i¢inden tam graf olanlarin, en biiytigiine

G grafindaki bir klik denir.



Tanim 2.1.18. Bir G grafinda (1 < ¢ < n) olmak iizere, her e; = v;_qv; ayrit1 i¢in,
tepelerin ve ayritlarin bir sirali dizisi (vo, €1, v1, . . ., Un_1, €5, Uy, ) bir yilrityiistiir. Bir

yiirllyiisteki ayritlarin sayisi o yiiriiyiisiin uzunlugunu verir.

Tanim 2.1.19. Biitiin ayritlar1 birbirinden farkli olan yiiriiylise zincir denir. Bir zin-

cirde bir tepeden birden fazla kez gecilebilir.

Tanim 2.1.20. Bir graftaki v, tepesinden v,, tepesine uzunlugu n olan bir yol, (n+ 1)
tepeden ve n ayrittan olusan, (vg, €1, v1,...,V,_1, €, v,) seklinde ifade edilen bir
dizidir. Bagka bir anlatimla, ug tepeleri 1, i¢ tepeleri 2 dereceli olan grafa yol graf

denir. n tepeli yol graf P, ile gosterilir.

Tamm 2.1.21. Tiim tepelerinin derecesi 2 ve tepe sayist n > 3 olan kapali bir
yiiriiylis ¢evre graf olarak adlandirilir. n tepeli bir ¢cevre grafin ayrit sayis1 n tane

olup, bu graf C), ile gosterilir.

Tamim 2.1.22. n tepeli bir grafin bir tepesi n — 1, diger tiim tepeleri 1 dereceli ise bu

grafa yildiz graf denir ve K ,,_; ile gosterilir.

Tanim 2.1.23. n tepeli bir cevre grafin her bir tepesine, bu n tepeden farkli bir tek
tepeden birer ayrit eklenmesiyle elde edilen grafa tekerlek graf denir ve bu graf W, ,,

ile gosterilir. Tekerlek grafi Ky + C,, seklinde de ifade etmek miimkiindiir.

Tamim 2.1.24. Bir G = (V| E) grafi verildiginde, V; NV, = 0, V3 U V5 = V olacak
sekilde V' kiimesinin iki alt kiimesi var ve £ kiimesindeki herbir ayrit, V; kiimesin-
deki bir tepe ile V5 kiimesindeki bir tepeyi birlestiriyorsa bu tiir graflara iki parcah

graf denir.

Tamim 2.1.25. Basit bir G grafinin tepeler kiimesi biri m adet tepe igeren V7, digeri n
adet tepe iceren V5 seklinde iki ayrik kiimeye parcalamiyor ve s € Vi, t € V5 olmak
tizere her bir (s, t) ¢ifti arasinda bir ayrit bulunuyorsa G' grafina m ve n aynth iki

parcal tam graf denir ve K, ,, ile gosterilir.

Tamm 2.1.26. G grafi, n tepesi olan basit bir graf olsun. GG grafinin tiimleyeni olan

G grafi, K, tam grafindan G grafinin ayritlarinin silinmesiyle elde edilir.

Tanmm 2.1.27. G ve G, graflarinin tepeler ve ayrtlar kiimesi sirasiyla V(Gy),
V(Gs) ve E(Gy), E(Gy) olsun. FE(G) ve E(G2) kiimelerindeki tiim ayritlarla
V(G,) ve V(G3y) kiimelerindeki tim tepelerin olugturdugu G grafina G ve Go

graflarmin birlesimi denir ve G = G U G, seklinde gosterilir.



P, Yol Grafi Cg Cevre Grafi
K1,5 Yildiz Grafi W, ¢ Tekerlek Grafi
K4 Tam Grafi Kj 4 Iki Par¢ah Tam Grafl

Sekil 2.1: Temel Graflar

Tamm 2.1.28. G| N G5 = () olmak iizere G ve G graflarinin olusturdugu G U G
grafinda, G; grafinin her bir tepesini G5 grafinin tiim tepelerine birlestirerek elde

edilen G grafina GG; ve G5 graflariin toplam denir ve G = G + G ile gosterilir.

Tanim 2.1.29. Tepelerden tepelere olan baglantiy1 gosteren (n X n) boyutlu matris,
bitisiklik matrisi adin1 alir. Bitisiklik matrisi,
1, eger (v;,v;) € E veya (vj,v;) € E ise;
;5 =
’ 0, diger durumlarda.

seklinde gosterilir. Matrisin simetrikligi sol-iist kose ile sag-alt kdse arasindan cizile-

cek bir kosegen cizgisine goredir. Bitisiklik matrisinde, matrisin satir veya siitun



toplamlar1 grafin tepe derecelerini verir. Bitisiklik matrisinin tercih edilme sebep-
lerinden biri, matristen tek bir sorgulama ile tepeleri birlestiren ayritlar hakkinda bir

bilgi edinilebilmesidir. Dezevantaji ise bellekte n?’lik yer kaplamasidr.

Tanmm 2.1.30. Tepelerle ayritlar arasindaki baglanti iligkisini gosteren (n X m)

boyutlu matrise komsuluk matrisi adi verilir. Komgsuluk matrisi,

. 1, eger v; tepesi e;; ayritina bitisik ise;
ij = )
0, diger durumlarda.

seklinde gosterilir. Komguluk matrisinde satirlar tepe, siitunlar da ayritlara aittir. Bu
matris, ayritlar arasi bilgileri icermediginden bilgisayarlt modellemede cok da tercih
edilmemektedir ve bellekte (n x m)’lik yer kaplar. Bu nedenle algoritmik agidan en

kotii graf ifadelendirilmesi olarak degerlendirilmektedir.

2.2 Graflarda Tepe Birlestirilmislik Kavramn ile Tlgili Tanimlar

Bu calismada, n-tepeli, buklesiz, kath ayritsiz, yonsiiz, agirliklandirilmamis
graflarin tepe birlestirilmislik 6l¢timii iizerinde durulmustur (Esfahanian and Hakimi,

1984), (Galil, 1980).

Tanmm 2.2.1. Eger bir graftaki her {u,v} € V tepe ¢ifti i¢in, v’dan v’ye bir yol
varsa, G(V, ) grafina birlestirilmis (baglantili) graf denir. Birlestirilmis (baglan-
til1) olmayan graflar, birlestirilmemis (baglantili olmayan) graf adin1 alir. Verilen
bir G = (V, E) grafinda, G’nin baglantili bir bileseni, o grafin baglantili ve maksimal
olan G' = (V', E’) etkilenmis alt grafidir. (Yani V" D V" olacak sekilde baglantili
bagka bir G” = (V" E") alt grafi yoktur.)

Tamim 2.2.2. Birlestirilmis bir G grafin1 baglantisiz bir graf ya da sadece izole tepe-
lerden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan atilmasi gerekli en az ayrit sayisina

G grafinin ayrit birlestirilmislik sayis1 denir ve A\(G) ile gosterilir.

Tamim 2.2.3. Birlestirilmis bir G grafin1 baglantisiz bir graf ya da sadece izole tepe-
lerden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan atilmasi gerekli en az tepe sayisina

G grafinin tepe birlestirilmislik sayisi denir ve () ile gosterilir.

Tanim 2.2.4. n tepeli bir grafta iki ayrik s ve ¢ tepesi icin s’den ¢’ye olan tiim yollari

yok etmek icin atilmasi gereken en az tepe sayisi kg(s,t) ile gosterilen lokal tepe
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birlestirilmislik olarak adlandirilir. Eger s’den ¢’ye bir ayrit varsa, kg(s,t) =n — 1
olarak segilir; ¢iinkii diger durumlarda k¢, (n — 2)’yi gecemez. Yonsiiz graflar igin

ka(s,t) = ka(t, s)dir.

Tamm 2.2.5. Bir G = (V, F) grafindaki herhangi iki tepe s ve ¢ ele alindiginda,
st ¢ Eise, V —{s,t} den se¢ilen ve silindiklerinde G deki her s ve ¢ ¢ifti arasindaki
tiim yollar1 ortadan kaldiran tepelerin minimum sayisi k¢ (s, t)’ye karsilik gelmekte-
dir. Bir agin zedelenebilirligini 6l¢mek i¢in kullanilan Sl¢timlerden biri olan birlesti-

rilmiglik, yani (&) ise bu tanimdan hareketle su sekilde ifade edilir:
k(G) = min{rg(s,t);s,t € V}.

Tanmm 2.2.6. Bir G = (V, E) grafinda X C V bir tepeler kiimesi olmak tizere,
G — X, X kiimesindeki tiim tepelerin ve bu tepelere bitisik olan tiim ayritlarin silin-
mesiyle olusan bir graftr. Eger |V'| > k ve |X| < k olacak sekilde her X C V i¢in
G — X baglantili oluyorsa G = (V, F) yonsiiz grafina k-tepe baglantili denir. G’nin

tepe birlestirilmisligi, grafi k-tepe baglantili yapan en biiyiik k£ tamsayisidir.

Bos olmayan her graf O-tepe baglantilidir ve 1-tepe baglantili graflar en azindan
2 tepesi olan baglantili graflardir. Bir tek tepeye sahip graf O-tepe baglantilidir, fakat
1-tepe baglantili degildir. £ > 1 olan herhangi bir G grafi baglantilidir. G’nin bu
durumda 1-baglantili oldugu kabul edilir. Benzer sekilde eger £ > 2 ise GG grafini
baglantisiz hale getirebilmek i¢in en az 2 tepe silinmesi gerekir, bu durumda da G nin
2-baglantili oldugu kabul edilir. £ > 2 veya k > 3 seklinde kii¢iik bir sinir belirley-
erek, daha sonra £’nin gercek degerini hesaplamak daha kolaydir. Eger GG baglantisiz
bir graf ise, bu grafin bilesenleri olan maksimal baglantil1 alt graflar1 incelenir. Izole
tepeden olusan bir bilesen icin x = 0 olup, diger tiim bilesenler A-baglantilidir. Eger
baglantili bir G grafi v kesim tepesine sahipse bu grafa ayrilabilir graf denir, ciinkii
v tepesi silindiginde G grafi 2 veya daha fazla bilesene ayrilir. Ayrilabilir bir grafta
k = 1’dir, fakat bu graf 2-baglantili olan alt graflar i¢erebilir. Benzer bicimde baglan-
tisiz graflar da baglantili alt graflar icerebilirler. Baglantisiz bir grafin bilesenlerini
bularak, GG’nin maksimal ayrilamayan alt graflar1 bulunmus olur. GG grafinin maksi-
mal ayrilamayan alt graflarina, G nin bloklar1 denir. Ayrilabilir her graf 2 veya daha
fazla blok icerir. 2-baglantili herhangi bir graf ayrilamayan bir graftir. K, grafi tek

bir ayrita sahip, kesim tepesi olmayan dolayisiyla ayrilamayan bir graftir.
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Tamim 2.2.7. x(G) = A\(G) = §(G) ise G grafina maksimal birlestirilmis graf ad:

verilir.

Tanmm 2.2.8. x(G) = §(G) ise G grafina maksimal tepe birlestirilmis graf ad:

verilir.

Tamm 2.2.9. G = (V, E) yonsiiz bir graf olsun. s € V’den ¢ € V’ye uzanan iki yol
P, ve P, olmak iizere, bu yollar s ve ¢ disinda higbir tepeyi paylasmiyorsa bu yollara

tepe ayrik yollar adi verilir.

Tanim 2.2.10. Baglantili bir G grafinda sadece tepelerden olusan U alt grafi G’den
silindiginde elde edilen G — U grafi en az 2 bilesene sahip oluyorsa U alt grafi kesim
kiime ya da tepe kesim kiimesi adin1 alir. Bagka bir ifadeyle, G = (V, E) yonsiiz
grafinda C' C V alt kiimesi i¢in e§er G — C"’nin baglantili bilesenlerinin sayisi,
G’dekilerden daha fazla ise C”ye tepe kesim kiimesi denir. Eger s ve ¢ tepeleri G nin
ayni baglantili bileseninde bulunup G — C’nin farkli baglantili bilesenlerinde yer

aliyorlarsa, C"ye s-t tepe kesimi denir.

Tanim 2.2.11. Kesim kiimeler icinde eleman sayist en az olan kiimeye en Kkiigiik

kesim kiime denir.

Tamim 2.2.12. Baglantili bir G grafinda eger V' kesim kiime ise v € V tepesine
kesim-tepe denir. Bir diger anlatimla, kesim-tepe graftan c¢ikarildiginda o grafin

baglantil1 bilesenlerinin sayisin arttiran bir tepedir.

Tanim 2.2.13. Yonlii bir G grafinda, her tepeden, diger tiim tepelere yonlii bir yol
varsa o graf giiclii birlestirilmistir. Yonlu bir GG grafinin etkilenmis bir alt grafi, giiglii
birlestirilmis ve maksimal ise o alt graf giiclii birlestirilmis bilesen adin1 alir. Yonlii
bir grafin giiclii birlestirilmis bilesenleri gelistirilmis bir DFS kullanilarak O(n + m)
zamanda hesaplanabilir. Eger yonlii bir grafin yonsiiz hali de baglantili ise bu grafa

zayif birlestirilmis denir.

2.3 Graflarda Tepe Birlestirilmislik Kavramn ile Ilgili Teoremler

Teorem 2.3.1. 3 veya daha fazla tepeye sahip herhangi bir graf;, tiim tepe ciftleri en

az 2 icten ayrik yolla baglantili ise 2-baglantilidrr.
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Oyleyse 2-baglantil1 bir grafta, tiim u, v tepe ciftleri P ve () gibi en az 2 tane
icten ayrik yolla baghdir. P ve (Q birlikte bir ¢cevre olusturdugundan, her tepe ¢ifti bir
cevre iizerinde yer alir. Bu teoremin bagka bir sonucu da tiim ayrit ciftlerinin yine bir

cevre iizerinde yer almasidir.

Sonug 2.3.2. 3 veya daha fazla tepeye sahip herhangi bir graf, tiim ayrit ¢iftleri bir

cevre lizerinde yer aliyorsa 2-baglantilidir.

Teorem 2.3.3. Asikar olmayan tiim G graflart icin,
K(G) < MG) <6(G)

elde edilir.

Kamit. 0(G) minimum dereceli tepeye bitisik olan ayritlar, bir ayrit kesim kiime
olugturur. Buradan A\(G) < 0(G) sonucuna ulagihir. n tepeli herhangi bir grafin
tepe baglantihilidi, tam grafin baglantihilig1 gézoniine alinarak x(K,) = n — 1 ile
sinirlansin. G = (V, E) en az iki tepeli bir graf ve minimal ayrit kesim kiimenin, S
tepe kiimesini, diger tiim tepelerin olusturdugu S = V' \ S kiimesinden ayirir. .S ve

S arasindaki tim ayritlar G’de ise,
NG)=|S|-|S[>V]-1

elde edilir. Aksi halde {z,y} ¢ EF olanz € S ve y € S tepeleri mevcuttur. z’in,
S°deki tiim komgularinin kiimesi ve buna ek olarak S \ {z}’deki tepelerden S’da
komgusu olanlar bir tepe kesim olustururlar. Kesim kiimenin eleman sayis1 S’den
S’ye dogru olan ayritlarin maksimum sayis1 kadardir ve bu kesim (en azindan) = ve
y’yi birbirinden ayirir. U
Graflardaki baglantililik ¢alismalarinda iki yorum ortaya konulmustur. Bunlardan
ilki, grafi baglantisiz yapmak i¢in atilan tepe sayisi, digeri ise grafin verilen herhangi
iki tepesini birlestiren alternatif yollarin sayisidir. Bu iki yorumdan yola cikarak,
G baglantili grafindaki komsu olmayan u ve v tepeleri ile ilgili su iki optimizasyon
problemi verilir:
Max. Problemi: G grafindaki icten ayrik « — v yollarinin max. sayisini bulma.
Min. Problemi: u ve v tepelerini ayirabilmek icin G grafindan atilmasi gerekli en az

tepe sayisl.
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Onerme 2.3.4. (Zayif Ikililik) Baglantli bir G grafimin komsu olmayan herhangi
iki tepesi u ve v olsun. G grafindaki icten ayrik w — v yollarmmin bir kiimesi P,,

ve u — v aywran kiimesinin tepelerinden olusan bir kiime S, olsun. Bu durumda

| P |<| Sw | dir.

Kamit. Sy, aywran kiime oldugundan, P,,’deki her v — v yolu, Sy, nin en az bir
tepesini icermelidir. P,,’deki yollar da icten ayrik oldugundan, herhangi iki yol ayn1
tepeyi icermez. Oyleyse, G’deki i¢ten ayrik u — v yollarinin sayisi en fazla | S, |

kadardir. O

Sonug 2.3.5. u ve v baglantili bir G grafinin komsu olmayan herhangi iki tepesi
olsun. G’deki icten ayrik uw — v yollarinin maksimum sayisi, u — v ayiran kiimesinin

minimum tepe sayisina esit ya da daha kiiciiktiir.

Sonug 2.3.6. (Optimalligin garantisi) u ve v baglantili bir G grafinin komsu olmayan
iki tepesi olsun. G’deki icten ayrik u—v yollarimin bir kiimesi P,,,, u—v aywran kiimesi
Suv Ve | Pyy |=| Suv | olsun. Bu durumda P,,, i¢ten ayrik u— v yollarimin maksimum

olciideki bir kiimesidir ve S, minimum o6l¢iilii bir uw — v aywran kiimesidir.

1927 yilinda Menger tarafindan ispatlanan bir teoremle, 6nceden sozii edilen iki

Teorem 2.3.7. (Menger, 1927) Baglantili bir G grafinda ayrik ve komsu olmayan iki
tepe u ve v olsun. Buna gore, G’deki icten ayrik u — v yollarinin maksimum sayisi,

uw’yu v’den ayirmak icin atilmast gerekli tepelerin minimum sayisina egittir.
Menger Teoreminin bagka bir ifadesi su sekildedir:

Teorem 2.3.8. (Menger, 1927) P ve () yonsiiz bir grafin tepelerinden olusan alt
kiimeler ise, P ve ()’daki tepeleri birbirine baglayan tepe-ayrik yollarin maksimum
sayist, P’deki bir tepeden ()’daki bir tepeye dogru olan biitiin yollar iizerindeki te-

pelerin minimum sayisina egittir.

Ornek 2.3.9. Asagida verilen bir G = (V, E) grafindaki 1 ile 11 tepeleri arasindaki

tepe birlestirilmigligin arastirmasinda tepe ayrik yollarin sayisindan yararlanilir.
(1,2,6,8,11) ve (1,4,7,10,11) yollar1 6 ve 7 tepelerini kullanan iki farkli yoldur.

Buna benzer sekilde, birinde 6 tepesinin, digerinde ise 7 tepesinin kullanildig: baska

icten ayrik yollarda bulunabilir, fakat bu graf i¢in bulunabilecek tepe ayrik yollarin
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maksimum sayis1 2’dir. Dolayisiyla Menger Teoremi (Menger, 1927) gereince i¢ten
ayrik yollarin maksimum sayisi, graftan atilmasi gereken minimum tepe sayisina esit-

tir, yani G grafi igin x(G) = 2’dir.

Sekil 2.2: G grafinda iki tepe arasindaki tepe birlestirilmislik sayisinin hesabi.

Teorem 2.3.10. (Ford and Fulkerson, 1956) Maksimum s—t akisinin degeri minimum

s — t kesiminin kapasitesine esittir.

Sonug 2.3.11. Yonsiiz bir G = (V, E) grafina ait iki tepe s ve t olsun. Eger bu iki tepe
komsu tepe degilse, tepe ayrik s-t yolarumin maksimum sayisi, s-t tepe kesim kiimenin
minimum biiyiikliigiine esittir. (s ve t’yi baglantisiz yapmak i¢in graftan ¢ikarimasi

gereken minimum tepe sayisina esittir.)

Teorem 2.3.12. (Whitney, 1932) G = (V, E) agikar olmayan bir graf ve k pozitif
bir tamsayt olsun. G grafi k-tepe baglantilidir ancak ve ancak her u, v tepe ¢ifti icin

G’de en az k tane tepe ayrik u — v yolu vardir.

Sonug 2.3.13. G grafi k baglannli bir graf ve (u, vy, vs, . .., vx) G nin herhangi k+1
ayrik tepesi olsun. i = (1,...,k) icin u’dan v;’ye dyle P; yollart bulunabilir ki P;

kiimesi icten ayrik olur.

Teorem 2.3.14. G grafi p tepeli ve q ayritl birlestirilmis bir grafise p < q + 1 elde

edilir.

Teorem 2.3.15. (Dirac, 1960) k > 3 icin en az (k + 1) tepeli k-baglantili bir graf G
olsun ve bu graftaki k tepenin olusturdugu herhangi bir kiime U olsun. Buna gore,

U daki biitiin tepeleri iceren bir ¢cevre graf G’de bulunmaktadir.
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Bir sonraki teorem tepe baglantiligin sinirlarini verir.

Teorem 2.3.16. n tepeli ve m ayritl bir graftaki maksimum tepe birlestirilmislik

sayist,

2
[—mj, egerm > n — 1 ise,
n

0, diger durumlarda.

n tepeli ve m ayrith bir graftaki minimum tepe birlegstirilmislik sayist,

= (12 (15 e (5) e

0, diger durumlarda.

Teorem 2.3.17. Iki ayrik k-tepe bilesenin en cok (k — 1) ortak tepesi vardur.

Teorem 2.3.18. (Mader, 1972) Ortalama derecesi en az 4k olan her graf, k-

baglantili bir alt grafa sahiptir.
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Temel Graflarda Tepe Birlestirilmislik Olciimleri

K, tam grafinda (n — 1) tepe silindikten sonra geriye izole tepe yani K grafi

kalir. Bu nedenle x(K,,) = n — 1’dir.

P, yol grafi i¢in n = 2 durumunda herhangi iki tepesinden birinin silinmesi
ile geriye izole tepe kalir. n > 2 durumunda ise grafin u¢ tepeleri harig,
graftan herhangi bir tepenin silinmesi ile graf baglantisiz olmaktadir. Bu ne-

denle x(P,) = 1dir.

C', cevre grafinda herhangi bir tepeden diger tepeye farkli iki yoldan gidilebile-
cegi i¢in tek bir tepenin silinmesi grafin baglantisiz olmasi i¢in yeterli degildir.
Silinen tepeye komsu olmayan bagka bir tepenin de silinmesi gerekmektedir.

Bu nedenle x(C,,) = 2°dir.

K 1 yildiz grafinda merkezdeki tepenin diger tiim tepelere komsu olmasi
ve merkez tepe disindaki tepe ciftleri birbirine bitisik olmadigindan merkez
tepenin silinmesi ile graf n — 1 tane izole tepe haline doniisiir. Bu nedenle

’i(Kl,n—1> = 1’dir.



3. TEPE BIRLESTIRILMISLIK ALGORITMALARI

3.1 Algoritmik Karmasikhik

Bir algoritmanin ¢alisma hizi karmagiklik kavramina karsilik gelir ve bu kavram
zaman birimiyle ifade edilmeyip dogrudan islem adedi veya dongii sayisi ile goster-
ilir. Algoritma karmasiklig1 iki acidan ele alinir. Biri alan karmagiklig1, dieri zaman
karmagikligidir. Alan karmagikli§1 probleminin ¢6ziimii, algoritmay1 gerceklerken
kullanilan veri yapilari ile baglantilidir. Algoritmanin zaman karmasikligi ise, belirli
miktardaki girig verisine kargilik, yapilan karsilagtirma, tamsay:1 toplama, tamsay1
cikartma, tamsay1 ¢carpma ve bolme islemleri ile diger basit islemlerin sayis1 olarak
hesaplanir. Alan karmagiklig1 algoritmanin ihtiya¢ duyacagi bellek miktar1 hakkinda
bilgi verir. Zaman karmagiklig1 ise algoritmanin sonuca ulagmasi i¢in gerekli zaman
hakkinda bilgi verir. Bir algoritmanin hesaplama karmasikliginin degerlendirilmesi
onun ne kadar hizli ¢calisacagi ve bilgisayarin hafizasinda ne kadar yer kullanacagina
iligkin bilgiler vermektedir. Calisma zamanin iist sinir1 olan, en kotii durumdaki za-

manin belirlenmesinde O notasyonu kullanilir.

Bir hesaplamanin zaman karmasiklig1, belirli boyuttaki giris degerleri icin har-
canan basit hesapsal adimlarin sayisin1 veren bir fonksiyondur. Bir algoritmanin
n uzunluklu girig verisi iizerinde, basit ikili islemlerle ifade edilen ¢alisma zamani
(problemin ¢6ziimleme zamani) iistten herhangi bir P(n) polinomu ile sinirli ise
bunlara polinom zamanh algoritmalar denir. Bu algoritmalarla ¢oziilebilen biitiin
problemler P simifi olarak ifadelendirilir. P sinifina dahil olan problemler iyi bicim-
lendirilmis problemler cinsindendirler. Polinom zaman icerisinde deterministik ol-
mayan makinelerde ¢oziilebilen her bir algoritma deterministik olmayan polinom za-
manli algoritma olarak ele alinacaktir ve bu problemler NP (polinom olmayan) sinift
olusturmaktadir. P problemlere NP problemlerin alt kiimesi biciminde bakilabilir.
P problemi NP sinifina dahil herhangi bir problem kadar zorsa, bu P problemi NP-
zor’dur. NP sinifina dahil her problemin doniisebildigi problem NP-zor’dur. Eger

problem NP’ye dahil ve ayn1 zamanda NP-zor ise, bu problem NP-tam’dur.
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3.2 Graf Uzerinde Dolasma Algoritmalar

Graflarla temsil edilen pek cok problemde ¢oziimiin bulunmasi i¢in graflar iize-
rinde ¢esitli sekillerde dolasilmasi istenmektedir. Graf tizerinde dolagsma, grafin te-
peleri ve ayritlar1 iizerinde istenen bir isi yapacak veya bir problemi ¢ozecek bigcimde
hareket etmektir. Miihendislikte, temel bilimlerde ve sosyal bilimlerde bir¢ok prob-
lemin ¢6ziimii graf veri modeli ile ifade edilir ve ¢éziimleri, cogunlukla, graf iizerinde
dolagma algoritmalariyla saglanir. Dolayisiyla graf {izerinde dolagma algoritmalari
bilgisayar biliminde 6nemli bir yer tutar.

Greedy yaklasimi, graf iizerinde belirli bir konuda optimum sonucu veya en
iyl sonucu bulabilmek amaciyla dolagsma yapilirken bir sonraki tepeyi belirlemek
icin kullanilan bir segme yoOntemidir. Greedy yaklasiminda o andaki secenekler
icerisinden en iyi olarak goriinen secilir; kriter yerel degerlendirmelere gore yapilir
ve secilenin global olarak tiim sistem icin en iyi se¢cim olacagi ongoriiliir. Greedy
yaklagimi graf tizerinde gelistirilmis olan bir¢ok problemin ¢oziimiinde, bir sonraki
tepenin belirlenmesinde se¢cme unsuru olarak kullanilmaktadir, bilgisayar biliminde
graf veri modeline yaklastirilan problemlerde genis bir kullanim alani vardir.

Graf iizerinde dolasma yapan yaklasim yontemlerinden diger iki tanesi, kisaca,
DFS (Derinlik Oncelikli Arama) ve BFS (Genislik Oncelikli Arama) olarak ad-
landirilir ve graf iizerine gelistirilen algoritmalarin bir¢ogu bu yaklagim yontemlerine

dayanmaktadir.

3.2.1 Derinlik Oncelikli Arama (DF S-Depth First Search)

Derinlik 6ncelikli arama olarak adlandirilan DFS yontemi, graf iizerinde dolagsma
yontemlerinden birisidir. Bu algoritmada, graf iizerinde dolasmaya baslangic te-
pesinin bir ayritindan baslanip o ayrit tizerinden gidilebilecek en uzak (derin) tep-
eye kadar arama siirdiiriiliir. Ara tepeler i¢cin de benzer davranista bulunur; o tepenin
bir ayritindan gidilebilecek en uzak tepeye kadar gidilir; gidilemeyen tepe varsa o
tepenin bir bagka ayritindan denenir. Bu algoritma, adi tizerinde derinlik oncelikli
dolagmadir; bir tepeden kendisine bagl bircok tepe arasindan, once birine gidilir;
oradan da baglh olan tepelerden birine gidilir. Ancak bu sekilde ilerlerken gidile-
meyen tepeler varsa rekiirsif program davranisinda oldugu gibi bir geriye doniiliir

ve o tepeden, bir sonraki tepeye gidilir. Buradaki siralama, tepelerin herhangi bir
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diizende siralanmasina dayanur.

3.2.2 Genislik Oncelikli Arama (BFS-Breadth First Search)

Genislik-0Oncelikli arama olarak adlandirilan BFS yontemi, graf {izerinde dolasma
yontemlerinden birisidir.  Bu yontemin DFS’den en 6nemli farki, dolagmaya,
baglangi¢ tepesinin bir ayrit1 iizerinden en uzaga gidilmesiyle degil, baslangi¢ te-
pesinden gidilebilecek tiim komsu tepelere gidilmesiyle baslanir. Ara tepelerde de
bagslangic tepesi gibi davranilir; herhangi bir ara tepeye gelindiginde, o tepeye komsu
ve daha Once ziyaret edilmemis olan tiim tepelere gidilir. BFS yontemiyle graf iize-
rinde dolagma, graf iizerinde dolasarak islem yapan diger bircok algoritmaya esin
kaynag1 olmustur. Ornegin, ayrit maliyetleri yoksa veya esitse, BFS yontemi en kisa
yol algoritmas1 gibidir; bir tepeden her bir tepeye olan en kisa yollar1 bulur.

Bir grafin baglantili olup olmadigin1 ve baglantili bilesenlerinin tiimiinii bulmak
icin DFS (derinlik 6ncelikli arama) ya da BFS (genislik 6ncelikli arama) kullanilir ve

islem O(n 4+ m) zamanda tamamlanur.

3.3 En Kisa Yol Algoritmalan

Aglarla ilgili en 6nemli problemlerden birisi de iki tepe arasindaki en az maliyetle
gidilebilen bir yolun varligin1 belirleme problemi olup bu problem literatiirde en kisa
yol problemi olarak yer alir. En kisa yol problemi ¢ok genis kapsamli ulasim prob-
lemlerinin ¢oziimiine uygulanmaktadir. Herhangi bir tepeden diger tiim tepelere veya
herbir tepeden diger tiim tepelere olan en kisa yollarin belirlenmesi i¢in bir¢cok algo-
ritma gelistirilmis olup bunlardan en iinliileri, Dijkstra (bir tepeden diger tiim te-
pelere en kisa yollar) ve Floyd (tiim tepeler i¢in en kisa yollar) olarak verilebilir.
Bu algoritmalarin bazilari bir tepeden diger tiim tepelere olan en kisa yolu bulurken,
bazilar1 da, daha genel olarak, herbir tepeden diger tiim tepelere en kisa yollar1 be-
lirler. En kisa yolu bulan algoritmalar soyle siniflandirilabilir: tek bir hedefe en kisa
yollar, bir baglangi¢ tepesinden en kisa yollar, iki tepe arasindaki en kisa yollar ve tiim
tepeler arasindaki en kisa yollar. Bir baglangi¢ noktasindan tiim tepelere en kisa yolu
bulan algoritmalar, her defasinda bir baglangi¢ tepesi verilerek NV kez calistirildiginda
genel algoritmalar gibi herbir tepeden dider tiim tepelere en kisa yollar1 bulmak i¢in

kullanilabilir. Ancak boylesi durumlarda toplam zaman maliyeti/karmasiklig1, grafin
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seyrek/yogun olmasina gore artabilir. Cogunlukla yiiriitiilme siiresi uzar.
Bu boliimde, en kisa yol probleminin ¢dziimiinde kullanilan algoritmalardan Di-

jkstra ve Floyd algoritmalar1 hakkinda teorik bilgi verilmistir.

3.3.1 Dijkstra Algoritmasi

Dijkstra algoritmasi en kisa yol problemlerinin ¢6ziimil i¢in en etkin algoritmalar-
dan biridir. Belirli bir baslangi¢ noktasina gore en kisa yolu belirleyen bir algorit-
madir; bir baglangi¢ tepesinden, diger tiim tepelere olan en kisa yolu belirler. Agir-
likl1 ve yonlii graflar icin gelistirilmis olup graf iizerindeki herbir ayritin agirligy sifir
veya sifirdan biiyiik bir say1 olmalidir. Ayritlara verilen agirliklar uzaklik, maliyet ve
zaman gibi kriterleri gostermek i¢in kullanilabilir. Bu algoritma en kisa yolu belir-
lerken Greedy yaklagimini kullanir. Bu algoritmanin zaman karmasikligi O(m logn)

olarak hesaplanmugtir.

3.3.2 Floyd Algoritmasi

Floyd Algoritmasi, graf {izerindeki herbir tepe icin diger tepelere olan en kisa
yollart ve bu yollarin uzakliklarin1 bulmak i¢in kullanilan bir algoritmadir. En kisa
yolu bulmak i¢in en genel algoritma Floyd’un algoritmasidir. Grafin bitigiklik matrisi
seklinde tutulmasi durumunda bu algoritma O(n?) karmagiklifinda olmaktadr.

Floyd Algoritmasi
fort =1ton
forj=1ton
if Az, 5] # 0then D[i, j| = Ali, j]
else D[i, j] = 0o
repeat
repeat
fork=1ton
fort =1ton
forj=1ton
if (D[i, k] + DIk, j] < DJi, j]) then D[i, j] = Dl[i, k| + D[k, j]
repeat
repeat

repeat
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3.4 Tepe Birlestirilmislik Algoritmalarinin Gelisimi

Graflarin tepe birlestirilmigliginin yani kisaca x(G) nin hesaplanabilmesi igin yil-
lardir bir¢ok algoritma gelistirilmektedir. Bu algoritmalarin pek ¢cogu, maksimum
akis problemini ¢ozerek x(G)’yi hesaplar. Diger bir anlatimla, bu algoritmalar bir
maksimum akis alt programina ¢agri yaparak birlestirilmigligi hesaplar. Bu algorit-
malarin hesabindaki en 6nemli kisim bu ¢agrilardir ve miimkiin oldugunca az sayida
maksimum akis olusturarak islemin tamamlanmasi icin denemeler yapilmaktadir.

Even ve Tarjan maksimum akig1 temel alan birlestirilmiglik algoritmalarini ilk
sunanlar arasindadir. Diger sonuglar Esfahanian ve Hakimi, Matula, Mansour ve
Schieber ile Henzinger ve Rao’nun caligmalariyla elde edilmigtir. x(G)’nin gergek
degerini hesaplamadan bu degerin beklenen degerden biiyiik olup olmamasinin
belirlenmesi problemi Tarjan, Mansour, Schieber ve Gabow tarafindan calisilmisgtir.
Bu boliimde komsu olmayan u ve v tepe ciftleri i¢cin maksimum-akis problem-
lerinin ¢odziimiiniin indirgenmesiyle tepe birlestirilmigligin hesabinin algoritmalar
yardimiyla nasil yapilacagi iizerinde durulacaktir. (Even and Tarjan, 1975), (Even,

1979), (Kammer and Taubig, 2004).

Algoritma 1
Girdi: G = (V, F) grafinda komsu olmayan bir ¢ift u, v tepesi

Cikti: kg (u,v)’nin hesabi

1. Her zy € E ayritim (x,y) ve (y, ) seklinde ayirarak G; yonlii grafini ¢agir.

2. G’deki u ve v disindaki her w tepesi icin, w’yi w; ve wy seklinde iki yeni
tepeye ayir ve (wy, ws) seklinde yeni bir ayrit olustur. G’deki w’ye gelen biitiin
ayritlart w;’e bagla ve benzer sekilde G’deki w’den ¢ikan biitiin ayritlar1 da

wy’ye bagla.
3. u’yu baglangic tepe ve v’yi bitis tepe olarak ata.
4. Her bir tepenin kapasitesine 1 ata ve sonug ag1 H’yi cagir.
5. H’deki f fonksiyonu i¢in bir maksimum akis bul.

6. k(u,v) kiimesi, f’deki toplam akisa esitse dur.



21

Yukaridaki algoritmanin zaman karmagikligi O(mn?/3)’tiir. Maksimum akis
programina girebilmek i¢in yukaridaki algoritma alt program olarak kullanilir ve
birbirine komgu olmayan biitiin tepeler igin x(u,v) hesaplanir. Bu islemde al-

—1
goritma nn—1)

— m kez cagrilir. Bu yiizden daha az sayida maksimum akis
cagrilarak x(u,v) nin hesaplanmasim saglayan algoritmalar aranmustir. Bir sonraki
grafta G’den herhangi bir S tepe kesimi alalim (G’nin tam graf olmadigin ve izole

tepesiz oldugunu varsayalim).

Sekil 3.1: G=(V,E) grafinin minimum tepe kesim kiimesi S.

Yukaridaki sekilde L kiimesi, G — S’nin bilesenlerinden birinin tepe kiimesidir
ve R de, G — S’nin diger biitiin tepe kiimelerinin birlesimidir. G grafindaki bir v € L
tepesi ve bir v € R tepesi i¢in x(u, v) = k(G) esitligi agiktir. Rastgele bir u tepesinin
secimi yapildiginda ve x(G) = min{x(u,v)|lv € V — {u}, G’deki u ve v komsu
tepeler degil} hesaplansin. Bununla birlikte yukaridaki baglantiy1r gerceklestirmek
icin GG grafi u tepesini igermeyen en kiiciik tepe kesimine sahip olmak zorundadir.

Herhangi bir G grafi i¢in x(G) < §(G) vardir. Eger X C V kiimesi | X| > ¢
sartiyla alinirsa, G’nin i¢indeki her bir S tepe kesimi igin, X kiimesinin S’de olmayan

en az bir tepesi mevcuttur. Bu durumda x(G) soyle hesaplanabilir:
k(G) = min{min{k(u,v)|lv € V — {u}, G’deki v, u’ya komsu degil }|u € X}

Even ve Tarjan, X C V' ile | X| = k4 1’in hesaplanmasinin x(u, v)’nin en kii¢iik

degerini bulmada yeterli olacagini sunmuslardir. (Even and Tarjan, 1975)
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Algoritma 2
Girdi: G = (V, F) grafi
Cikti:x ¢’ nin hesabi.
l.i—>1,N—>n—TlataveV = {uj,ug,...,u,}.
2. Herbir jicinj =7+ 1,i+2,...,n.
e Eger: > N ise Adim 4’e git.
e Eger G’deki w; ve u;’ler komsu degilse x(u;,u;)’yi Algoritma 1’den
hesapla ve N — min{N, k(u;, u;)} ata.

3. 7 — 1+ 1atave Adim 2’ye git.

4. k(G) — N ata, dur.

Yukaridaki algoritma O((n —d — 1)) maksimum akis ¢agrisina sahiptir. Bununla
birlikte, bir sonraki goézlemde x’nin ¢oziimlenmesi icin maksimum akisa bir¢ok

cagri yapilir.

Keyfi bir u € V(G) tepesi segilsin ve asagida yer alan Sekil 3.1°de bu tepenin
durumu incelensin. u tepesini icermeyen en kiigiik tepe ayiract S kiimesi ise x(G) =

{k(u,v)|v € V = {u}, G grafindaki v tepesi u tepesine komsu degil} elde edilir.

Sekil 3.2: G=(V,E) yonlii grafinin minimum tepe kesim kiimesi S.

Diger taraftan, eger u tepesi her minimum tepe ayiraci .S i¢inde bulunuyorsa,
bu u tepesine komgu en az bir tepe ciftinin, S kiimesinin diginda olmasi gerektigini

gosterir ve bu durumda da,

k(G) = min{k(x,y)|z,y € A(u),z ve y tepeleri G grafinda komsu degil }
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elde edilir. Rastgele secilen bir u tepesi icin yukaridaki durumlarin dogrulugunu
gostermek icin her iki durumu birden ele alan algoritma asagida verilmistir.
Algoritma 3

Girdi: G = (V, E) grafi

Cikti:x(G) nin degeri.

1. Minimum dereceli herhangi bir u tepesi seg¢ilir.
2. ky = min{k(u,v)|v € V. — {u}, G’deki v, u’ya komsu degil } hesaplanr.
3. ke = min{k(z,y)|zr,y € A(u), G’deki z, y’ye komsu degil} hesaplanur.

4. k(G) — min{ky, ka2} y1 ata, dur.

0(0 —
Yukaridaki algoritma maksimum akigt O(n — 6 — 1 + (

kez cagirir.
Yukaridaki algoritmalarla ilgili daha ayrintili bilgiye (Esfahanian and Hakimi, 1984)
makalesinden erisilebilir. #(G)’nin hesaplanmast i¢in {izerinde caligsilmig bu algo-
ritmalar maksimum akigsa dayandirilmasina ragmen, arastirmacilar diger yontemleri
de denemigledir. Bir grafin k-tepesiyle baglantili olup olmadigim1 anlamak icin de
bazilar1 maksimum akisa dayandirilan, bazilar1 da maksimum akisa dayandirilmayan
algoritmalar gelistirilmistir. Asagidaki tablo, birlestirilmiglikle ilgili algoritmalarin

bir 6zetini vermektedir.
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Karar | Yazar Karmasiklik Karar

t =2 | Tarjan (1972) O(m+n) DFS kullanr.

k =3 | Hopcroft & Tar- | O(m +n) Ug¢ Baglantili Bilegenleri kullanir.
jan (1973)

K Even & Tarjan | O(k(n — § — 1)mn?/3) Maksimum Akis kullanir.
(1975)

k =k | Even (1975) O(kn®) Maksimum Akis kullanir.

K Galil (1980) O(min{r,n*3}mn) Maksimum Akig kullanir.

k =k | Galil (1980) O(min{k,n'?}kmn) Maksimum Akis kullanir.

K Becker, et el Olasiliga Dayali Algoritma kullanir.
(1982)

K Esfahanian & | O((n — &6 — 1 +6(6 — 1)/2)mn?/3) | Maksimum Akis kullanir.
Hakimi (1984)

k = 4 | Kanevsky & | O(n?)
Ramachandran
(1991)

k = k | Cheriyan & | O(k3n?)
Thurimella
(1991)

K Henzinger & Rao | O(kmnlogn) Rastgele Se¢im Algoritmasi
(1996)

Cizelge 3.1: Tepe Birlestirilmiglik Algoritmalarinin Tarihsel Gelisimi

Sonug olarak herhangi bir G = (V| E) grafi i¢in baglantilihigin kontrolii su asa-

malardan olusur:

1. G grafini, bu grafin temelini olusturan basit graf ile degistirelim. Kosegen
haricindeki sifirdan farkli her bir eleman1 1 ve kdsegen iizerindeki elemanlari

da 0 ile degistirelim.

2. Yeni bir graf olusturmak i¢in v; ile komsu olan {vs, ..., v,} tepelerinden biri
olan ilk tepe ile birlestirelim. Yeni tepeyi v; ile isimlendirerek grafi G ile

gosterelim.

3. 1. adimi tekrar edelim.

4. 2. adim ve 3. adimi v; ile v;’e komsu baska bir tepe kalmayana kadar tekrar

edelim.

5. 2. adimdan 4. adima kadar olan kism1 v, ve geri kalan tiim tepeler lizerine
uygulayalim. Sonug grafinin izole edilmis tepelerinin sayist ilk grafin baglantili

bilesenlerinin sayisina esittir.
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3.4.1 Tepe Birlestirilmislik icin Yeni Bir Algoritma (TBA)

Calismanin bu boliimiinde birlestirilmis bir grafin tepe birlestirilmislik sayisini
veren yeni bir algoritma Onerilmigtir. Bu algoritmanin diger algoritmalardan farki
graftan atilan tepelerin kiimesini de vermesidir.

TBA Algoritmasi
Girdi: Asikar olmayan baglantili bir G = (V, E) grafi.
Cikti: x(G)’nin degeri.

1. Grafin bitigiklik matrisini oku ve tepe derecelerini hesapla, eger matristeki
I’lerin sayist n(n — 1) ise (yani graf tam graf ise) x(G) = (n — 1) olarak

ata ve silinen tepeler kiimesine ilk tepe hari¢ diger tepeleri ata. Adim 11’°e git.

2. Eger derecesi 1 olan tepe varsa x(G) = 1 olarak ata ve silinen tepeler kiimesine

derecesi 1 olan tepenin komsusunu ata. Adim 11’e git.
3. Grafin en diisiik dereceli tepesini kaynak tepe olarak ata.
4. Kaynak tepeye komsu olmayan tepeyi hedef tepe olarak ata.
5. Yol=0 al.
6. x(G)=0 ve silinen tepeler kiimesini () al.

7. Dijkstra algoritmasi ile kaynak ve hedef tepe arasindaki en kisa yolu bul ve

yolu 1 arttir. Kaynak ile hedef arasinda yol yok ise Adim 10’a git.

8. k(G)’yi 1 arttir. yol=1 ise hedeften 6nceki tepeyi sil, degilse hedefle kaynak
arasindaki maksimum tepe tekrarsiz yollar ile birlestirilmigligi hesapla, en kisa
yoldaki hedeften kaynaga olan yoldaki tepeleri ara hedef olarak tek tek ata-
yarak ele al. Kaynakla ara hedefler arasindaki lokal birlestirilmigligi sirasiyla
hesapla. Eger hedefle kaynak arasindaki lokal birlestirilmislik onceki lokal
birlestirilmiglikten farkliysa o tepeyi sil, eger birlestirilmislik hicbir tepede
degismezse ve kaynak ile hedeften bagka silinecek tepe kalmadiysa kaynak-
tan bir sonraki tepeyi sil. Silinen tepeyi silinen tepeler kiimesine at. Grafta ve

matriste silinen tepeyi giincelle. Adim 7’ye git.

9. Hedef tepe ilk hedef tepeyse x((G) ve silinen tepeler kiimesini sakla, degilse ve

yeni k(G) eskisinden kiigiikse «((G)’yi ve silinen tepeler kiimesini giincelle.
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10. Hedef tepeyi bir sonraki kaynak tepeye komsu olmayan tepe al. Adim 5’e git.
11. k(G)’yi ve silinen tepeler kiimesini yazdur.
12. Son.

Ornek 3.4.1.

TBA ile asagidaki GG grafina ait tepe birlestirilmiglik sayis1 ve silinecek tepeler

kiimesi su sekilde bulunur:

()
[a—
I

(9]
[\
(O8]

Sekil 3.3: 6 tepeli G grafi.

Cizelge 3.2: G grafina ait Bitigiklik Matrisi

0]1]2|3[4]5
0/-]1]/0(0]01
Ij1-{1(0|1]0
2/0(1]-]110]1
31001 (-]1]0
4101|101 |-1]0
511101 0] -

Oncelikle G grafinin bitisiklik matrisi okunarak en diisiik dereceli tepeler 0, 3, 4
ve 5 olarak bulunur. Bitigiklik matrisindeki siraya gore bu tepelerden O tepesi kaynak
tepe olur. Kaynak tepeye yani 0’a komsu olmayan ilk tepe 2 tepesi olup bu tepe

hedef tepesi olarak belirlenir.

0 — 2 arasinda yol = 0, x(G) = 0 ve silinecek tepeler kiimesi () olarak segilir.
0 ile 2 tepeleri arasindaki en kisa yollardan biri olan 012 yolu almir, yol = 1 ve
k(G) = 1 olarak yeniden diizenleme yapilir ve hedeften 6nceki tepe yani 1 tepesi
silinir, silinecek tepeler kiimesi = {1} olarak bulunur. 1 tepesi silindikten sonra elde

edilen graf su sekilde olur:
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[
~

(V)]
o] J
W

Sekil 3.4: 1 tepesi silinmis G grafi.

1 tepesi silindikten sonra elde edilen grafta O ile 2 tepeleri arasindaki en kisa
yollardan biri olan 052 yolu alinir, yol = 2 ve x(G) = 2 olarak yeniden diizenleme
yapilir ve 0 — 2 arasinda 1 tane tepe ayrik yol bulunur, bu durumda 0 — 5 arasindaki
tepe ayrik yol da 1 olarak bulundugundan kaynaktan bir sonraki tepe olan 5 tepesi
silinir. Silinecek tepeler kiimesi = {1,5} olarak giincellenir. 5 tepesi silindikten

sonra elde edilen graf su sekilde olur:

[ ==

Sekil 3.5: 1 ve 5 tepeleri silinmis G grafi.

5 tepesi de silindikten sonra O ile 2 tepeleri arasinda yol bulunamadigindan

algoritma sonlanir ve x(G) = 2 ve silinecek tepeler kiimesi = {1, 5} olarak bulunur.

Hedef tepe, kaynak tepeye komsu olmayan yeni bir tepe olarak yeniden belirlenir,
bu tepe GG grafi i¢in 3 tepesidir. 0 — 3 arasinda yol = 0, x(G) = 0 ve silinecek
tepeler kiimesi () olarak segilir. 0 ile 3 tepeleri arasindaki en kisa yollardan biri olan
0123 yolu alinir, yol = 1 ve k(G) = 1 olarak yeniden diizenleme yapilir ve hedeften
onceki tepe yani 2 tepesi silinir, silinecek tepeler kiimesi = {2} olarak bulunur. 2
tepesi silindikten sonra elde edilen graf su sekilde olur:

2 tepesi silindikten sonra elde edilen grafta O ile 3 tepeleri arasindaki en kisa
yollardan biri olan 0143 yolu alinir, yol = 2 ve x(G) = 2 olarak yeniden diizenleme

yapilir ve 0 — 3 arasinda 1 tane tepe ayrik yol bulunur, bu durumda 0 — 1 —4 arasindaki
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e

®o—

(9]
(98]

Sekil 3.6: 2 tepesi silinmis G grafi.

tepe ayrik yol da 1 olarak bulunur, en son durumda 0 — 1 arasindaki tepe ayrik yol
da 1 olarak bulundugundan kaynaktan bir sonraki tepe olan 1 tepesi silinir. Silinecek
tepeler kiimesi = {1, 2} olarak giincellenir. 1 tepesi silindikten sonra elde edilen graf

su sekilde olur:

[e)
AN

(9]
W

Sekil 3.7: 1 ve 2 tepeleri silinmis G grafi.

1 tepesi de silindikten sonra O ile 3 tepeleri arasinda yol bulunamadigindan

algoritma sonlanir ve (G) = 2 ve silinecek tepeler kiimesi = {1, 2} olarak bulunur.

Hedef tepe, kaynak tepeye komsu olmayan yeni bir tepe olarak son kez belirlenir,
bu tepe G grafi i¢in 4 tepesidir. 0 — 4 arasinda yol = 0, k(G) = 0 ve silinecek
tepeler kiimesi () olarak segilir. 0 ile 4 tepeleri arasindaki en kisa yollardan biri olan
014 yolu alinir, yol = 1 ve k(G) = 1 olarak yeniden diizenleme yapilir ve hedeften
onceki tepe yani 1 tepesi silinir, silinecek tepeler kiimesi = {1} olarak bulunur. 1

tepesi silindikten sonra elde edilen graf Sekil 3.4’deki gibidir.

1 tepesi silindikten sonra elde edilen grafta O ile 4 tepeleri arasindaki en kisa
yollardan biri olan 05234 yolu alinir, yol = 2 ve x(G) = 2 olarak yeniden diizenleme
yapilir ve 0 — 4 arasinda 1 tane tepe ayrik yol bulunur, bu durumda 0 — 3 arasindaki

tepe ayrik yol da 1 olarak bulunur, 0 — 2 arasindaki tepe ayrik yol 1 ve en son
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0 — 5 arasindaki tepe ayrik yol 1 olarak bulundugundan kaynaktan bir sonraki tepe
olan 5 tepesi silinir. Silinecek tepeler kiimesi = {1,5} olarak giincellenir. 5 tepesi

silindikten sonra elde edilen graf Sekil 3.5’deki gibi bulunur.

5 tepesi de silindikten sonra O ile 4 tepeleri arasinda yol bulunamadigindan

algoritma sonlanir ve x(G) = 2 ve silinecek tepeler kiimesi = {1, 5} olarak bulunur.

Kaynak tepeden, bu tepeye komsu olmayan diger tiim tepelere yapilan in-
celemeler sonucunda x(G) = 2 ve ilk bulunan silinecek tepeler kiimesi = {1,5}

bu grafin tepe birlestirilmisligi hakkinda bilgi verir.



4. GRAFLARDA TEPE BiRLESTIiRILMISLiK PROBLEMININ
MATEMATIKSEL MODELLERI

4.1 Problemin Tanim

En az (k + 1) tepeli bir grafin her u, v tepe ¢ifti k tepe ayrik yolla birlestirilebiliy-
orsa bu graf k tepe birlestirilmis graftir. £’nin en bilyiikk degerini bulma problemi
grafin tepe birlestirilmiglik problemine karsilik gelir. Bu say1 grafi birlestirilmemis
yapmak icin graftan atilmasi gereken en az tepe sayisidir. Bu boliimde problemin

matematiksel modelleri verilmistir.

4.2 Problemin En Kisa Yol Problemine Dayanan Matematiksel

Modeli

G = (V, E) grafinda (|[V| = n, |E| = m) i. tepe ile j. tepeyi birlestiren ayriti
(i,j) ile gosterelim. Varsayalim ki G grafi, A = {a;;}, (i = 1,n, j = 1, n) bitisiklik

matrisi seklinde verilmistir.

Burada,
1, egeriilej tepeleri arasinda ayrit varsa;
Q;5 =
! 0, diger durumlarda.
Asagida x;; (i = 1,n, j = 1,n) ve a; (i = 1,n) degiskenlerini tanimlay-
alim :

a;j, <’den j’ye gecilirse;

0, diger durumlarda.

M, 1 tepesi siliniyorsa;
€T, =
1, diger durumlarda.
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(n

-1
Burada M > TLT) kosulunu saglayan biiyiik bir tamsayidir.

p baslangig tepesi ve ¢ son tepe olmak iizere (p = 1,n — 1, ¢ = p+ 1,n) tim

p, q tepe ciftleri arasindaki en kisa yollar1 asagidaki sekilde modelleyebiliriz:

p baslangi¢ tepesinden yalniz bir tepeye gecileceginden,
i=1
ve son ¢ tepesine yalniz bir tepeden gelineceginden,
i=1

saglanmalidir.
Her tepeye ya bir girig bir ¢ikis olacagindan, ya da giris ve ¢ikis olmayacagindan,

i=1 j=1

kisitlart gerceklesmelidir.

Yukaridaki kosullar altinda en kisa < p, ¢ > yolunun uzunlugunu
7n@n@J)§£:j£: ; T ’ = My,
=1 j5=1
seklinde gosterilebilir. p baglangi¢ tepesi ve g son tepenin silinmesi < p, ¢ > yolunu 2

farkl1 yola par¢calamadig i¢in M, niin ifadesinde bu z, ve 2, ya boliinerek gézoniine

alinir.
n—1 n
E Mpq > M
p=1 g=p+1

kisit1 en az bir silinmis tepeden gecgen yollar1 saglayacaktir.

Yukaridaki agiklamalarla p = 1,n —1, ¢ = p+ 1,n olmak iizere Graflarda

Tepe Birlestirilmiglik Problemi asagidaki sekilde modellenebilir:
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T2) z;; = 0V a;;, ¢ = 1,n, j = 1,n olmakla tiim tepe ciftleri arasindaki en kisa

yollar M, (p = 1,n — 1,q = p + 1, n) asagidaki kisitlar altinda hesaplanur.

T3) Z:cpi =1 (i #p)
i=1

T4) inq =1(i#q)
i=1

TS) Y wiu=> ay (k#pk+#qk=1n)
i=1

i=1

10 min 33" " <y i)

i=1 j=1
Bu yollardan en az bir tanesinin silinmis tepeden ge¢mesi icin,

n—1 n
T7) Z Z M,, > M kosulu saglanmahdir. Yukaridaki kosullar altinda,

p=1 q=p+1

T8) Z T; —> min
=1

P
grafin biitiinliglinii bozacak en az sayida silinecek tepelerin sayisini verecektir.

4.2.1 Modelin Orneklenmesi

Bu boliimde, tepe birlestirilmiglik probleminin matematiksel modeli 4 tepeli herhangi
bir graf tizerinde incelenecektir.

Kisitlar:
Tl) z;, =1V M, i=1,n

T2) xij:O\/aij, 1= ,n,j: ,n

=1
T4) Y 2y =1, (i #q)
=1

TS) Y oz =Y awy, (k#pk#q.k=Tn)
i=1 j=1
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p=1 ve q=2 icin
3. kisit: T2+ T13 +T1g = 1

4. kisit:  x19+ T30+ 10 =1

5. kisit: k=3 1(;1n 13 —+ 93 -+ T43 = T3 —+ T32 -+ T34

k=4 1911’1 T14 + To4 + T34 = T41 + T 42 + T43

6. kisit:

min

p=1 ve q=3 icin

6. kisit:

min

p=1 ve q=4 icin

6. kisit:

min

L12X1X2 + 13013 + L14X1T4 + L2121 L2323 L24XoX4
L1T2 T1T2 T1T2 T1T2 T1T2 X1T2
X31X3T1 + XL32X3T2 4 X34X3T4 4 L4141 L42X4T2 L4343
T1T2 X1T2 X1T2 X1T2 T1T2 T1T2
.kisit: xo+ T3+ =1
4. Kkisit: T13 + Loz + Ty3 = 1
5. kisit: k=2 1gln T19 + T39 + Tyo = To1 + X9z + Toy
k=4igin 14 + Tog + T34 = Ta1 + Taz + Tuz
T12T1T2 + T1371T3 4 L14T1%4 4 T21T2T1 T23T2T3 T24T2T4
X173 X173 X123 X173 X173 X123
X3173T1 4 T3223T2 4 T34T3T4 4 L417471 T42T4T2 T43T4T3
X123 X173 X173 X173 X173 X173
. kisit: xo+ T3t =1
4. kisit: x4+ Tog + 34 =1
S.kisit:  k=2i¢in 219 + T30 + Tyo = To1 + Toz + Toy
k=3ic¢in w13 + o3 + Tz = X31 + T3z + T34
T1221T2 4 T13T1T3 + T14T124 + T21X2T1 T23ToX3 L24ToX4
T1T4 X1y X114 X1y X1y X114
X3123T1 + T32L3T2 4 T34T3T4 4 L417421 T42T4T2 T43T4T3
T1T4 T1T4 T1T4 T1T4 T1T4 T1T4

p=2 ve q=3 icin

3. kasit: To1 + Toz + Tog =1
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4. kisit: x93+ x93 + 143 =1
5. kisit: k=1 191n Tol + 31 + Ty1 = T12 + T13 + T14
k=4igin x4+ Toq + T34 = Ta1 + Taz + Tz
6. kisit:
L12X1T2 X13X1T3 X14X1T4 X21X221 X23X2X3 X242y
ToT3 ToT3 ToT3 ToT3 Tol3 Tol3
min
X31X371 XL32L3T2 X34X3T4 L4141 L4242 L4343
ToT3 ToT3 ToT3 ToT3 ToT3 Tol3
p=2 ve q=4 icin
J.kisit: w91 + x93+ 19y =1
4. kisit: x4+ 2oy 34 =1
5. kisit: k=1 191n To1 + 31 + Ty1 = T12 + T13 + T4
k=3ic¢in w13 + To3 + Taz = X31 + T3z + T34
6. kisit:
L12X1T2 X13X1T3 X14X1T4 X21X2T1 L2323 X24X2X 4
Loy Loy Loy Loy Loy Loy
min
X31X371 XL32L3T2 X34X3T4 X41X421 L42X4T2 X43L4T3
Loy Loy Loy Loy Loy Loy
p=3 ve q=4 icin
J.kisit: w31 + 230+ w34 =1
4. kisit: x4+ 2oy 34 =1
5. kisit: k=1 191n To1 + 31 + Ty1 = T12 + T13 + T4
k=2i¢in 13 + X3z + Tag = To1 + Toz + Tou
6. kisit:
L12X1T2 X13X1T3 X14X1T4 X21X221 L2323 X242y
T34 T34 T34 T34 T34 T34
min
X31X371 XL32L3T2 X34X3T4 X41X421 L42X4T2 X43X4T3
T34 T34 T34 T34 T34 T34
n—1 n
T7) Y Y My>M
p=1 q=p+1
7. Kkisit: M12+M13+M14+M23+M24+M34 > M

= M23

= M24

= M34
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TS8) i T; — min

=1
4.3 Problemin Genel Matematiksel Modeli

G = (V,E) grafinda (|V| = n, |E| = m) i. tepe ile j. tepeyi birlestiren ayriti
(i,j) ile gosterelim. Varsayalim ki G grafi, A = {a;;}, (i = 1,n, j = 1, n) bitisiklik

matrisi seklinde verilmistir.

Burada,

1, egeriilej tepeleri arasinda ayrit varsa;
CLij =
0, diger durumlarda.

Asagidaw; (i = T,n)vea] (i=T,n, j=1n p=1n—-1 ¢g=p+1n)

degiskenlerini tanimlayalim :

v a;j, <p,q>yoluiizerinde 7’den j’ye gecilirse;

0, diger durumlarda.

M, i tepesi siliniyorsa;

€T; =
1, diger durumlarda.

-1
Burada M > % kosulunu saglayan biiyiik bir tamsayidir.

p baslangic tepesi ve ¢ son tepe olmak iizere tim p,q tepe ciftleri

(p = I,n—1, ¢ = p+1,n) arasindaki yollar1 agagidaki sekilde modelleye-

p baslangi¢ tepesinden yalniz bir tepeye gecileceginden,
prq_l %p7p:17n_17q:p+17n)
ve son ¢ tepesine yalniz bir tepeden gelineceginden,

me—l i#q,p=Tn=1,¢=p+1n)
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saglanmalidir.

Her tepeye ya bir giris bir ¢ikis olacagindan, ya da giris ve ¢ikis olmayacagindan,

lek_zxig (k%pv k:?é(b k:]w_n7p:17n_1a q:P+17”)
=1

kisitlart gerceklesmelidir.

Yukaridaki kosullar altinda en kisa < p, ¢ > yolunun uzunlugunu
S e, -
=1 j5=1

seklinde gosterilsin.

n—1 n
> Mz

p=1 q=p+1

kisit1 en az bir silinmis tepeden gecen < p, ¢ > yollarini saglayacaktir.

Yukaridaki aciklamalarla Graflarda Tepe Birlestirilmislik Probleminin
Matematiksel Modeli asagidaki sekilde yazilabilir:

T1) chm—l i#p,p=Ln—1,¢g=p+1n)

i=1

T3) szk_zxk]’ k%p’ k%q: k:: 7n7p:17n_17 q:p+17n)

T4) Z Z ZZ x” xix; > M

P g=p+1 qzl]l

TS) 2} =0Vay, (i=1Ln, j=1np=1Ln~-1 q¢=p+1,n)
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4.3.1 Modelin Orneklenmesi

Bu boliimde, tepe birlestirilmislik probleminin genel matematiksel modeli 4 tepeli

herhangi bir graf lizerinde incelenecektir.

KlSltlar'

T1) Zwm =1,

ris it aii=1
s+l +ali=1
vyt g =1
T3+ a3 +ass =1

x21+x +x%ﬁ:1

34 __

T2) me =1,

vyt tag =1
v+l +aldi=1
rii+ ki +ali =1
B4t =1
afitag =1

e+ adi+aii =1

#pa pzlan_

(p=1 ve q=2 icin)
(p=1 ve q=3 i¢in)
(p=1 ve q=4 i¢in)
(p=2 ve g=3 icin)
(p=2 ve q=4 icin)
(p=3 ve q=4 i¢in)

I, g=p+1,n)

?’éqap:]-an_

(p=1 ve q=2 i¢in)
(p=1 ve g=3 icin)
(p=1 ve q=4 icin)
(p=2 ve q=3 i¢in)
(p=2 ve q=4 i¢in)
(p=3 ve q=4 icin)

1, g=p+1,n)

L, g=p+1,n)

T3) Z bl = Z b

k#p7 k#Qa kzlanapzlan_

p=1,g=2vek=3i¢in aij + 233 + x5 = x3] + a3 + 23]

p=1,g=2vek=4igin 21+ 232+ xi% =123+ 23+ 22

p=1,g=3vek=2i¢in )+l + x5 = 233 + 233 + 23]
p=1,g=3vek=4i¢in =z} + a3} + 23} =23 + 23 + 23
p=1l,g=4vek=2i¢in 13+ 2zl + i =il + 23} + 21}
p=1g=4vek=3i¢in a3+ a3+ x5 = xif + x5 + 31
p=2qg=3vek=1igin 235 + 2% + 223 = 225 + 2% + 223
p=2,g=3vek=4i¢in 23+ 22 + 233 = 2% + 2% + 223

p=2qg=4vek=1igin 3] + 23 + 23] = 2% + 235 + 2%}



p=2,qg=4vek=3i¢in z¥1+ 23} + 22}
p=3,q=4vek=1igin 3] + 23} + 23
p=3,qg=4vek=2icin a3+ 23+ x5
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T4)Z Z ZZx Tox; > M

:-T12+$ ‘f’xﬁl

:ZL'21+$ +$

q p+1 =1 j=1
L12X1T2 132173 L1414 L21T2d1 L23T2T3 L2424
T1T9 T1T9 T1T9 T1T9 T1T9 T1T9
X31T3T1 L32X3T2 L3437 4 L41T427 Lg2X4T2 L4343
X1T2 X1T2 T1T2 X1T2 X1T2 X1T2
L12X1T2 L13L1T3 L14T1T4  T21T2T1 L23X2T3 $24$2$4+
173 13 13 13 173 13
X31T371 XT32X3T2 X34T3T 4 L4147 L42T4T2 L43T43
X123 X173 13 123 13 13
XT12T1T2 132173 X14T174 T21T277 T23T2T3 $24£U2$4+
T1T4 T1T4 14 14 14 14
X31T371 XT32X3T2 X34T3T 4 L4147 L42T4T2 XL43T473
T1T4 T1T4 X124 X124 T1T4 T1T4
T12T1T2 T13T1T3 XL14T174 T21T27T1 T23T2T3 T24T274
Tol3 Tol3 Tol3 Tol3 Tol3 Tol3
T31T3T1 T32X3T2 X34T37T4 L4147 T42T4T2 T43T473
T3 T3 T3 T3 T3 T3
L12X1T2 L1321T3 L14X1T4 L21X221 L2323 $24$2$4+
Loy T2y Loy Loy Loy Toly
XT31T3T1 L32X3T2 L34X3T4 L41X427 Lg2X4T2 L43L4T3
Loy Loy Loy Loy Loy Loy
L12X1T2 132173 L1414 L21T2d1 L2323 L2424
T34 T34 T34 T34 T34 T34
X31T3T1 L32X3T2 L34X3T4 L41T421 Lg2X4T2 L43T4T3
T3T4 T3T4 T3T4 T3T4 T3T4 T3T4
T5) 22 =0V, (i=1,n, j=1 =T,n—1,¢g=p+1,n)
xl]_ az]a = 7n7j_ i, p=1L,n y 4§ =D y 1

T6) z; =1V M,

T7) Z T; —> man

i=1

1=1,n
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4.3.2 Matematiksel Modelin Bir Graf icin GAMS Program
Yardimiyla Coziimii
Bu béliimde, tepe birlestirilmiglik probleminin genel matematiksel modeli GAMS

Programi yardimiyla agagida verilen 4 tepeli graf iizerinde ¢ozdiiriilecektir. Coziime

ait detaylar Ek3’de verilmistir.

Sekil 4.1: 4 tepeli G=(V,E) grafi



5. YOGUNLUK KAVRAMI

Iletisim aglarindaki maksimum akis minimum kesime dayanan Menger Teoremi
(Menger, 1927) literatiire birlestirilmisligin en 6nemli teoremlerinden biri olarak
gecmekle birlikte, bu teoremde grafin baglantisiz olmasini saglayan tepelerin hangi-
leri oldugu ile ilgili bir bilgi verilmemektedir. Bu boliimde tepe yogunlugu ve kritik
tepe tamimlar1 yapilarak, bu kavramlar yardimiyla grafin baglantililigin1 bozan tepe ya
da tepeler hakkinda onceden bilgi sahibi olabilmek hedeflenmistir. Bu nedenle, tepe
baglantililik sayilari bilinen temel graf siniflari icin tepe yogunlugu hesaplamalari

yapilmugtir.

5.1 Tepe Yogunluk Kavraminin Tanim

Tanim 5.1.1. Bir graftaki tiim tepe ciftleri arasindaki en kisa yollarin {izerinde bulu-

nan tepelerin kullanilma sikligina tepe yogunlugu denir.
Kesim tepeye denk gelen yeni bir kavram ise su sekilde tanimlanir.

Tamim 5.1.2. Bir grafta tepe yogunlugu en biiyiik olan tepe ya da tepelere kritik tepe

denir.

Tamm 5.1.3. Bir graftaki kritik tepenin yogunluguna grafin tepe yogunluk sayisi

denir ve bu say1 Y;(G) seklinde gosterilir.

Verilen bir grafta hangi tepenin (ya da tepelerin) yogun oldugunu hesaplamak
icin bir Tepe Yogunluk Tablosu hazirlanmalidir. Bu tablonun satirlarindan secilen
tepe, baslangic tepesini, siitunlarindan secilen tepe ise gecilen tepeyi gostermektedir.
Baslangic tepesi ile grafin diger tiim tepe ¢iftleri arasindaki en kisa yollarin {izerinde
bulunan tepeler gecilen tepe anlamina gelmektedir. Graflardaki en kisa yolu bulmak

icin kullanilan Floyd Algoritmasi yardimiyla tepe yogunlugu da bulunabilir.
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Sekil 5.1: 5 tepeli G; grafi

Ornek 5.1.4.

5 tepeli GGy grafi icin Tepe Yogunluk Tablosu su sekilde olacaktir:

Cizelge 5.1: 5 tepeli G grafina ait Tepe Yogunluk Tablosu

alblc|d|e
a|-/0[0]1]0
b|1]|-]0[2]0
c|1]0]-]210
d (0[]0|0]|-10
e |0[0]0|3]-
>12/0/0[8|0

Tepe Yogunluk Tablosu kullanilarak kritik tepeyi bulmak i¢in tablodaki herbir
siitunda bulunan sayilar toplanarak, en biiylik sayiya sahip siitun bulunur. Bu 6rnekte
kritik tepe d tepesidir, yani grafin en yogun tepesi d tepesidir. Bu durumda G grafinin

tepe birlestirilmislik sayis1 x(G1) = 1 olarak bulunur.

Ornek 5.1.5.

Sekil 5.2: 5 tepeli G, grafi
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Cizelge 5.2: 5 tepeli G5 grafina ait Tepe Yogunluk Tablosu

alblc|d]|e
al|-]0]2|0]0
b|0]-[2]0]0
c|0]O0O]-10]0
d |{0[0|2]-1]0
e |0]0]2]|0] -
>10[0(8]0|0

Tepe Yogunluk Tablosu kullanilarak G5 grafina ait kritik tepe ¢ tepesi olarak
bulunur. Yani graftan c tepesinin silinmesi ile graf baglantisiz hale gelecektir, bu

durumda G, grafinin tepe birlestirilmislik sayis1 x(G5) = 1’dir.

5.2 Temel Graflarin Tepe Yogunluk Sayisi

Bu boliimde temel graf siniflarinin tepe yogunluklari incelenmigtir. Tepe yogun-
luk tablosu yardimiyla temel graf siniflarindan yol graf, yildiz graf, ¢cevre graf ve tam

grafin tepe yogunluk sayilarini veren tablolar olusturulmustur.

e Asagidaki tabloda, P, yol grafinin tepe yogunluk sayis1 verilmistir.

Cizelge 5.3: P, yol grafinin tepe yogunluk sayisi

6 7 8
12 18 24

(A

2 4 5
0 4 8

3
2

e Asagidaki tabloda, K ,,_; y1ldiz grafinin tepe yogunluk sayis1 verilmistir.

Cizelge 5.4: K1 ,,—1 yildiz grafinin tepe yogunluk sayisi

n 45 6 7
Y, (Kin1)| 6 12 20 30
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e Asagidaki tabloda, C, cevre grafinin tepe yogunluk sayisi verilmisgtir.

Cizelge 5.5: C), ¢evre grafinin tepe yogunluk sayist

8

n 7
6 12

3
Yi(Pa) | O

4 6
2 6

5
2

e Asagidaki tabloda, K, tam grafinin tepe yogunluk sayis1 verilmistir.

Cizelge 5.6: K, tam grafinin tepe yogunluk say1st

n 3
Yi(P,) | 0

4
0

5 6 7 8
00 00

5.2.1 Sonuclar

Sonuc 5.2.1. n tepeli bir P, yol grafi icin, n > 2 olmak iizere,
n(n — 2)

NP =4 2

5

n ¢ift ise;
n tek ise

elde edilir.

Sonug 5.2.2. n tepeli bir K, ,,—1 yildiz grafi i¢in, n > 4 olmak iizere,
Yi(Kin1) = (n—1)(n—2)

elde edilir.

Sonucg 5.2.3. n tepeli bir C,, cevre grafi icin, n > 3 olmak iizere,

M) n gl:fl‘ ise"
(n =1 —3) n tek ise
4 )

elde edilir.
Sonug 5.2.4. n tepeli bir K,, tam grafi icin,
Yi(Kn) =0

elde edilir.



6. GENETIK ALGORITMA ve TEPE BIRLESTIRILMISLIK

Son yirmi yil i¢inde, degisik miihendislik konularimin bilgisayar araciligi ile
modellenmesi, benzetilmesi (simiilasyon), en iyilenmesi (optimizasyon) ve gele-
cek davraniglarinin tahmini i¢in, dogal olaylarin isleyis ve davranig bicimlerinden
esinlenerek ilgi ¢ekici yontemler gelistirilmigtir. Bunlar arasinda canlilarin genetik
davranig bigimleri genetik algoritmalarin (GA) ortaya ¢ikmasinda ¢ok dnemli rol oy-
namustir. Genetik algoritmalar, dogal se¢cim ilkelerine dayanan bir arama ve opti-
mizasyon yontemidir. Temel ilkeleri J. H. Holland (Holland, 1975) tarafindan ortaya
atilmigtir. Olasilik kurallarina gore galisan genetik algoritmalar, yalnizca amag fonk-
siyonuna gereksinim duyar ve ¢6ziim uzayimin tamamim degil, belirli bir kismin1
tararlar. Boylece, etkin arama yaparak ¢ok daha kisa siirede ¢oziime ulagirlar. Diger
bir 6nemli iistiinliikleri ise ¢oziimlerden olusan popiilasyonu es zamanl incelemeleri
ve boylelikle yerel en iyi ¢oziimlere takilmamalaridir.

Genel olarak, En Iyileme (EI) (en biiyiikkleme ve en kiiciikkleme) sorunlarmin
¢Oziimii i¢cin uygun olan GA kullanimi, diger yontemlerle karsilastirildiginda cok
daha iyi ¢oziimlere en kisa zamanda sayisal orgiinliik ve rastgele diizen i¢inde gide-
bilmektedir. GA, bir EI sorununa en uygun ¢6ziimii en kisa zamanda bulabilmek icin
evrim teorisinden esinlenerek ortaya konulmus bir yontemdir. Sorun genetik say1
dizileri ile kodlanmis karar degiskenleri ile ¢coziim secenekleri arasinda evrim islem-
lerini kullanarak en uygun ¢oziime yaklasmaya calisilmasidir. GA’larin temelinde
rastgele 6rnekleme bulunur ve bu nedenle GA’lar belirsiz yontemlerdir. GA’larda be-
lirsizlik yontemleri kullanilir ve algoritmanin isleyisinde belirginlik yoktur. Bunun
dogal sonucu olarak ayn1 sorun i¢in aynt GA modeli degisik defalar kullanilinca bir-
birinden biraz farkli olan sonuclar verebilir. Biyolojik evrim teorisinden esinlenerek
ortaya konulmus olan GA yontemleri, ¢coziim alanini stotastik yani rastgele bicimde
bombardimana tutarak en iyi ¢6ziimii arayan bir yontemdir. Coziime ulasabilmek
icin once karar degiskeni uzayinda rastgele olarak noktalar toplulugu alinir, daha
sonra gosterilecek kurallarin 15181 altinda bu noktalar arasinda eslestirmeler yapilarak
toplumun bazi iiyeleri yok olurken onlarin yerine yenileri gelir. Yeni gelenlerin
topluma katilmasi ile o toplumun Oncekinden daha saglikli yani hedefe daha yakin

olmast saglanir. Bu toplumun iiyeleri arasinda gerekli genetik islemlerin uygulan-
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masi ile hedefe daha yakin yeni bir toplum elde edilir. Boylece hedefe bir yon veya
yol boyunca degil, bircok yonlerden ve kisa yollardan yaklasilir. Bu toplumdaki
tiyelerin herbiri kodlanmig birer genetik say1 dizisi ile temsil edilir. Bu say1 diziler-
ine kromozom ad1 verilir. Karar degiskenlerinin kromozomlar vasitasiyla kodlan-
masindan sonra toplumda bulunan her kromozomun ding¢liginin ayr1 ayr1 hesaplan-
mas1 gerekir. Uyelerin dingliklerinin hesaplanmasina yarayacak bir hedef fonksi-
yonu bulunmalidir. Hedef fonksiyonu kriterine gore topluma iiye olan kromozomlar
ya hayatlarin1 devam ettirirler veya o toplumu terk ederler. Hedef fonksiyonunun
en Onemli 6zelligi esleserek toplumda daha ding iiyelerin meydana gelmesine sebep
olacak iiyelerin secilmesine yardimci olmasidir. Incelenecek olayla ilgili ne kadar
bulunabilirse o kadar fazla sozel ve sayisal bilgiler toplanarak, bunlarin herseyden
once akil, mantik ve basit klasik yontemlerle aralarinda nasil iligki ve ne tiir mantik
kurallarinin bulundugunu belirlemeye ¢aligmalidir. GA’larin ¢alisma prensibi kisaca

sOyle ozetlenebilir:

Admm 1. Olas1 ¢oziimlerin kodlandigi bir ¢6ziim kiimesi olusturulur, bu ¢oziim
kiimesi popiilasyon olarak, coziimlerin kodlar1 da kromozom olarak ad-
landirilir. Problemin tiiriine gore degisik kodlama sekilleri mevcuttur. Ikilik

diizene kodlama, permiitasyon kodlamasi, reel say1 kodlamasi v.b.

Adim 2. Popiilasyondaki her bir kromozomun uygunluk fonksiyonuna gore ne kadar
iyi oldugu bulunur. Uygunluk fonksiyonuna gore iyi ¢6ziim sonuglar1 veren
kromozomlar, yeni popiilasyona alinmak iizere secilirler. Problemin tiiriine

gore gelistirilmis bir cok se¢cim mekanizmasi mevcuttur.

Adim 3. Secilen kromozomlar eslenerek, caprazlama ve mutasyon operatorleri

uygulanir. Bu sayede yeni bir popiilasyon olusturulur.
Admm 4. Tiim kromozomlarin uygunluklar: tekrar hesaplanir.

Admm 5. Eger durdurma kriteri saglanmamigsa Adim 2’ye gidilir. Durdurma kriteri
istenen bir nesil sayis1 ya da popiilasyondaki duraganligin gerceklesmesi ola-

bilir.

Admm 6. O ana kadar bulunmus en iyi kromozom optimum sonug¢ olarak deger-

lendirilir.
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GA ile bir sorunu ¢6zmeye calisirken birbirini takip eden asagidaki bes asamanin

tamamlanmasi gereklidir.

e Sorunun ne olduguna ait etrafli ve ayrintili 6n bilgilere, sozel ve 6zellikle de

sayisal verilere miimkiin oldugu kadar ulagmaya caligsmali.

e GA ile ¢oziimlenmesi beklenen sorun ile ilgili olabilecek degiskenlerin kromo-

zom yapilarina karar vermek ve veri hazirliginda bulunmak.

e Karar degiskenlerinden kromozomlara ge¢cmek i¢in gerekli olabilecek tiim alt

yapiy1 hazirlamak.

e Sorunla ilgili hedef fonksiyonunun karar degiskenlerine bagh olarak analitik

ifadesini tespit etmek.

e Hedef fonksiyonundan her bir karar takimina (kromozom) kars1 gelecek dere-

celerin hesaplamasina yarayacak doniisiimii belirlemek.

6.1 Genetik Algoritmalarin Tanim

GA yoOntemi, evrim teorisi esaslarina gore calisarak verilen bir sorun icin en iyi
¢cOziim veya c¢oziimleri arayarak bulmaya yarar. Bu arayisi, karar degiskeni uzayin-
daki bir¢ok baslangic noktasindan baslayarak, paralel islemler dizisi ile en iyi yone
dogru topluca geliserek yapar. GA’larin esas1 dogal secme ve genetik kurallarina
dayanmaktadir. Bu kurallar ortama en fazla uyum saglayan canlilarin hayata de-
vam etmesi ve uyum saglayamayanlarin da elenmesi olarak algilanmalidir. GA’lar
bu iki kurali bir arada kullanarak en iyiyi aramay1 hedef edinen bir En Iyileme (EI)
yontemidir. GA’lar basit hesaplamalar gerektirir ama basitliginden dolay1 etkinligi
azalmaz. Diger pek ¢ok EI yontemlerindeki siireklilik ve tiirev alinabilme sartlarim
gerektirmez. Uygulamalarinda agir matematik bilgileri kulanilmaz. GA’lar rast-
gele arama yontemlerinden farkli olarak, ihtimal ilkelerini karar degiskeni uzayinda
genetik islemler yapmada arag olarak kullanir. GA’lar ile diger geleneksel yontemler
arasindaki farklar sunlardir :

1) GA, ¢oziimlemesinde karar degiskenlerini genetik say1 sistemine gore kodlayarak
(ikili say1 sistemine doniistiirerek) kullanir. Bu say1 sisteminde karar degiskenlerinin

genleri topluca karar uzayinda bir noktay1 temsil eder.
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2) GA’da bir nokta yerine ayn1 anda noktalar toplulugundan hareket edilir. Bu toplu-
lugun GA evrimi ile gelismesi sonucunda EI ¢6ziime ulagilir. Bu evrim sirasinda
sistem yerel en iyiye takilmaz.

3) GA evrimi sirasinda, karar degiskenlerinin belirttigi noktalardaki hedef fonksi-
yonu degerleri kullanilir. Tiirev ve integral islemlerine gerek olmadigindan baslangi¢
ve sinir sartlari ile bazi klasik kabullerin yapilmasina gerek yoktur.

4) GA evrim islemleri belirlilik degil belirsizlik (rastgelelik, ihtimal) kurallarina

dayanur.

6.2 Basit Bir Genetik Algoritma Yapisi

GA, arastirma uzayinda bulunan ¢oziimlerin bazilarinin olusturdugu bir baslangic
popiilasyonunu kullanmaktadir. Baglangi¢ popiilasyonu her jenerasyonda, tabii
secme ve tekrar iireme islemleri ile ard arda gelistirilir. En son kusagin en uygun
yani en kaliteli bireyi, problem icin optimal ¢6ziim olmaktadir. Bu ¢dziim her zaman
optimum olmayabilir ama kesinlikle optimuma yakin bir optimal ¢6ziimdiir. Holland
(1975) basit bit dizileri kullanarak karmagik yapilarin kodlanabilecegini gostermistir.
Yapilar, ¢oziilecek problem icin ¢oziimleri temsil etmektedir. Bunlar muhtemel tiim
cOziimleri i¢ine alan arastirma uzayindan alinir ve bu dizilerin veya ¢oziimlerin be-
lirli bir miktar1 genetik algoritmanin kullanilacagi popiilasyonu olusturur. Daha sonra
temel genetik operatorlerin belirli bir seti, ard arda gelen jenerasyonlarda ¢oziim-
leri gelistirmek icin kullanilir. Sayet bu islem uygun sekilde kontrol edilirse, ¢coziim
popiilasyonunun ortalama kalitesi ¢ok hizli olarak gelisme gosterir. Yani, ¢oziilecek
probleme ¢ok iyi uyarlanmis yapilari iceren ¢6ziim bulununcaya kadar devam etmek-
tedir. Basit bir genetik algoritmanin temel adimlari su sekildedir:

Adim 1: Muhtemel ¢oziimlerden bir baglangi¢ popiilasyonunu olustur.

Adim 2: Popiilasyondaki her ¢oziimiin uygunluk degerini hesapla.

Admm 3: Durdurma kriteri saglaniyorsa arastirmay1 durdur. Aksi halde, asagidaki
adimlart gerceklestir.

3.1 Tabii seleksiyon islemini uygula (uygunluk degerleri daha yiiksek olan ¢oziimler
yeni popiilasyonda daha fazla temsilciye, daha diisiik olanlar ise daha az temsilciye
sahip olacaktir).

3.2 Onceki popiilasyonda var olan en iyi ¢oziimii muhafaza et.

3.3 Caprazlama islemini uygula (mevcut iki ¢oziimden yeni iki yap iiretilir).
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3.4 Mutasyon islemini uygula (¢6ziimlerde rastgele degisim meydana getirilir).

Adim 4: Adim 2 ye git.

6.2.1 Kodlama

Genetik algoritmalarin en biiyiik 0zelligi parametre degerlerinin kodlanmasidir.
Problemin tiiriine gore degisik kodlama sekilleri mevcuttur (Gen and Cheng, 1996).
Bunlar ikili diizende kodlama, permiitasyon (siral1) kodlama ve deger kodlamasidir.
Ikili Diizende Kodlama en yaygin olarak kullanilan kodlama tiiriidiir. Bu kodlama

tiiriinde kromozomlar O ve 1 seklinde kodlanirlar.

Cizelge 6.1: Ikili diizende kodlama drnegi

Kromozom A | 1100101111000111110001010001
Kromozom B | 0010001111001110101010101111

Permiitasyon (siral1) kodlama sira gozeten problemlerde kullanilir.

Cizelge 6.2: Permiitasyon kodlama 6rnegi

Kromozom A | 159236478
Kromozom B | 425697183

Deger Kodlamasinda direkt olarak parametre degerleri alinir. Bu kodlama 6zel

problemler icin oldukc¢a yararhidir.

Cizelge 6.3: Deger kodlamasi 6rnegi

Kromozom A | 1.2342 5.4234 2.6876 3.7285
Kromozom B | AKSOJKRTPWBNDIHGDF

6.2.2 Baslangi¢ Popiilasyonunun Olusturulmasi

Baslangic popiilasyonu genellikle rastgele say1 iireticisi kullanilarak olugsturu-
lur. Sayet problemle ilgili baglangigcta baz1 ¢oziimler kabaca biliniyorsa baslangi¢

popiilasyonu bu ¢oziimler kullanilarak olusturulabilir.
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6.2.3 Uygunluk Fonksiyonu ve Se¢cme

Popiilasyonun kalitesini belirlemede kullanilir. Kromozomlarin ne kadar iyi
oldugunu bulan fonksiyona uygunluk fonksiyonu denir. Bu fonksiyon isletilerek kro-
mozomlarin uygunluklarinin bulunmasina ise degerlendirme adi verilir. Uygunluk
fonksiyonu kromozomlarin sifresini ¢ozer ve sonra hesaplama yaparak bu kromo-
zomlarin uygunlugunu bulur. Uygunlugu yiiksek olan kromozomlarin se¢ilmesi i¢in
gelistirilmig degisik yontemler vardir. Bunlar su sekilde siniflandirilabilir (Goldberg,
1989).

1. Orantili yeniden iiretim yontemleri (Rulet tekerlegi yontemi)
2. Sirali se¢cim yontemleri

3. Turnuva se¢im yontemleri

6.2.4 Genetik Operatorler
Tekrar Ureme

Tekrar iireme operatoril, tabii se¢me islemi olarak adlandirilan kalitesi yiiksek birey-
lerin hayatta kalmalar1 ve sayilarinin artmasi, kalitesi diisiik bireylerin ise sayilarinin
azalarak kaybolmasi prensibine gore calisan bir genetik algoritma elemanidir. Bu

operatoriin uygulanmasi i¢in kullanilan en basit metod rulet tekerlegi teknigidir.

Caprazlama

Caprazlama ise genetik algoritmanin ¢ok onemli araglarindan birisidir. Caprazlama
popiilasyonda cesitliligi arttirarak en iyiye yaklasmayi saglar. Eslestirme havuzunda
bulunan yapilarin birer ¢ifti rastgele secilir ve caprazlama operatorii bu iki yapidan
yeni iki yap1 meydana getirmek i¢in kullanilir. Eski yapilar (ebeveyn) ve ¢aprazla-
madan sonra ortaya ¢ikan yeni iki yap1 (cocuklar) mevcut jenerasyonda tutulur veya
eski ile yeni yapilar yer degistirirler. Ikinci durumda kétii yapilar atilir ve popiilasyon
biiyiikliigii sabit olarak korunur. Ikili kodlama diizeninde en ¢ok kullanilan ¢apra-
zlama yontemleri tek nokta caprazlama, iki nokta ¢aprazlama ve tek diize caprazla-
madir.

Tek nokta gaprazlamada, kromozom uzunlugu [ olarak alir. [0,/ — 1]arasinda

rastgele bir say1 segilir ve secilen noktada kromozom parcalar: yer degistirir.
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6.3 Genetik Algoritma ile Tepe Birlestirilmislik Hesab1

Calismanin bu boliimiinde birlestirilmis bir grafin tepe birlestirilmisglik sayisini
ve silinen tepeleri veren bir algoritma 6nerilmistir. Bu algoritmay1 daha iyi kavraya-
bilmek i¢in, genetik algoritmalarin temel yapist ve isleyisi hakkinda bir akis diya-

grami verilmistir.

Baglangic Popiilasyonu O ana kadar bulunmus
N lzlllyukluktekl gg%lanlg(; " uygunlugu en yiiksek olan
popt a%ﬁ%g%lmt.ﬁﬁr.u tolara kromozom ¢éziimdiir.

Eski Popiilasyon

Durdurma kriteri saglandi m?

Uyzunlugy yksek ol
nlu sek olan . .
krom}olgl(l)mla;gru y}grlli popiilasyona) Yeni popiilasyon
alnmak tizere segilirler.

Yeni Popiilasyon Yeniden Olusturma
Secilmis kromozomlar ve olasiliklartyla caprazlama
eslenerek N yeni popiilasyon uyg&gggg%;%%’gg%ﬁg}egn i
olusturulur. cesitlilik meydana getirilir.

Sekil 6.1: Genetik algoritmalarin yapisi ve isleyisi ile ilgili akis diyagrami

Baglangi¢ popiilasyonun n adet elemam tiim tepelerin birer kez kullanildig:
bireyler ile iiretilmis olup geri kalam rastgele olusturulmustur. Uygunluk fonksiyo-
nuna tepe sayisinin katkisi birlestirilmislik tanimi geregi ters orantilidir yani segilen
tepe sayis1 paydada yer alir. Ayrica bireyin problemi ¢6zme kabiliyeti var ise (yani
cizgeyi baglantisiz yapiyorsa) dnceki adimda elde edilen kesre 1 sayisi ilave edilir

aksi halde kesir ayn1 degerinde kalir. Sonug olarak uygunluk fonksiyonun son hali;

1
il
dir.
Uygunluk fonksiyonundan elde edilen sonuclara gore bireyler uygunluk deger-

leri ile dogru orantili olarak rulet tekerlegi iizerine yerlestirilir. Rastgele secilen her
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ciftten tek nokta caprazlama teknigi kullanilarak bir ogul olusturulur. Bu igslem birey
sayisinin yarist kadar yapilir. Bireylerin diger yaris1 da elitizm teknigi ile yani uygun-
luk fonksiyonu sonuglari biiyiikten kiiclige siralanarak en iyi bireylerin alinmasiyla
elde edilir. Nesil(jenerasyon) sayisi kadar bu islemler yapilir ve algoritma sonlanir.
Sonugta tiim asamalarda popiilasyonun en iyi bireyi saklanir ve gerektiginde giincel-
lenerek ¢oziim bulunmus olur.

Bir sonraki sayfada, bu algoritmay1 kullanarak tepe birlestirilmislik sayisini

hesaplayan gatbs yaziliminin ekran goriintiileri verilecektir.
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Tepe Birlestirilmislik (Genetik Algoritma)

Sekil 6.2: gatbs Programina Giris Ekran1

+I" Tepe Birlegtirilmiglik (Genetik Algoritma)
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Sekil 6.3: Graf Boyutunun Ayarlandig1 Ekran
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I” Tepe Birlestiriimislik (Genetik Algoritma)
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Sekil 6.5: Grafin Ekran Goriintiisii, Birey ve Jenerasyon Sayisinin Se¢imi
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Sekil 6.6: Grafin Silinecek Tepe ve Ayritlarinin Gosterimi

Sekil 6.7: Sonuclarin Alindig1 Ekran
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7. SONUC

Bu tezde, graflarin zedelenebilirlik 6l¢iimlerinden biri olan tepe birlegtirilmis-
lik kavrami ayrintili olarak incelenmis, konuyla ilgili temel tanim ve teoremler ve-
rilmigtir. Literatiirdeki tepe birlestirilmiglik sayisini bulan algoritmalar incelenip,
verimlilikleri karsilastinllmistir.  Gelistirilen yeni algoritma ile tepe birlestirilmig-
lik sayisinin yani sira grafin baglantisiz olmasi icin graftan silinen tepeler de bu-
lunabilmektedir. Bu algoritmanin C'++ dilindeki programi Ek 2’de sunulmustur.
Bunun yani sira, tepe birlestirilmiglik probleminin matematiksel modelleri verilip,
genel matematiksel modelin Ek 3’de GAMS arayiizii ile bir 6rnek iizerinde ¢oziimii
yapilmistir. Tepe birlestirilmislik kavramina bagli olarak graftaki en yogun tepenin
bulunmasini hedefleyen tepe yogunluk sayis1 tanimlanarak temel graf siniflar1 igin
tepe yogunluk degerleri hesaplanmustir.

Son olarak, genetik algoritma teknigi ile ilgili kisa bir bilgilendirmeden sonra bu
teknik yardimiyla tepe birlestirilmislik sayisini1 hesaplayan ve Ek 1’de yer alan DEL-
PHI dilinde bir bilgisayar programi sunulmustur. Bu program iizerinde denemeler

yapilip ekran goriintiileri verilmistir.
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Ek 1. Genetik Algoritma ile Tepe Birlestirilmisligi Delphi Diliyle
Hesaplayan Programin Kaynak Kodu (gatbs)

unit Unitl;
interface

uses
Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics, Controls,
Forms, Dialogs, Jjpeg, ExtCtrls, StdCtrls, Spin, Grids;

const
MAX=32767;
maxn=16;
maxp=832;

type

krom = array[l..maxn] of byte;

TForml = class (TForm)
Imagel: TImage;
Labell: TLabel;
Label2: TLabel;
Label3: TLabel;
Labeld4: TLabel;
Labelb: TLabel;
Label6: TLabel;
Label7: TLabel;
StringGridl: TStringGrid;
SpinEditl: TSpinEdit;
SpinEdit2: TSpinEdit;
SpinEdit3: TSpinkdit;
Buttonl: TButton;
Button2: TButton;
Button3: TButton;
Button4: TButton;
Button5: TButton;
procedure moveto(x,y : integer);
procedure lineto(x,y : integer);
procedure line(x1l,yl,x2,y2 : integer);
procedure circle(x,y,r : integer);
procedure graphdraw;
procedure FormActivate (Sender: TObject);
procedure ImagelClick (Sender: TObiject);
procedure SpinEditlChange (Sender: TObject);
procedure ButtonlClick (Sender: TObject);
procedure Button2Click (Sender: TObject);
procedure Button3Click (Sender: TObiject);
procedure Button4Click (Sender: TObject);
procedure ButtonbClick (Sender: TObiject);
procedure SpinEdit2Change (Sender: TObject);



procedure SpinEdit3Change (Sender: TObject);

private
{ Private declarations }
public
{ Public declarations }
end;
var
Forml : TForml;
n : word;
\Y : array[l..maxn] of word;
IsoV : array[l..maxn] of word;
Graph : array[l..maxn,l..maxn] of longint;
Graph?2 : array[l..maxn,1l..maxn] of longint;
Gxy : array[l..maxn,1l..2] of longint;
Distance : array[l..maxn,l..maxn] of longint;
PopP, pop2 : array[l..maxp] of krom;
result : krom;
P : word; {8+xmaxn}
maxgeneration : word; {16}
0os : char;
implementation

uses unit2;

{$SR *.DFM}

{ Orijin X : x+round(forml.width/2)
Orijin Y : —-y+round(forml.height/2) }
procedure TForml.moveto(x,y : integer);
begin

canvas.moveto (x+round (forml.width/2), -y+round (forml.height/2));
end;

procedure TForml.lineto(x,y : integer);
begin

canvas.lineto (x+round(forml.width/2), -y+round (forml.height/2));
end;

procedure TForml.line(xl,yl,x2,y2 : integer);
begin
canvas.moveto (x1+round (forml.width/2), -yl+round (forml.height/2));
canvas.lineto (x2+round (forml.width/2), -y2+round (forml.height/2));
end;

procedure TForml.circle(x,y,r : integer);
begin

if os=’0’ then canvas.font.color:=clBlue
else

begin

if V[r]=1 then canvas.font.color:=clBlue
else if V[r]=0 then canvas.font.color:=clBlack;
if IsoV[r]=1 then canvas.font.color:=clRed;
end;
canvas.font.size:=10;
canvas.textout (x+round (forml.width/2), -y+round (forml.height/2)



,chr (64+xr));
end;

procedure TForml.graphdraw;
var

i,Jj,r,delta,theta : word;
begin

forml.refresh;

delta:=round(360/n);

theta:=0;
r:=200;

for i:=1 to n do
begin

Gxy[i, 1] :=round(r*cos (thetaxpi/180));
Gxyl[i,2]:=round(rxsin (thetaxpi/180)) ;
circle(Gxyl[i,1],Gxy[i,2],1);
theta:=theta+delta;
end;
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
if i<>7j then
if (Graph[i, j]<>0) then
begin
if (Graph[i, j] <> Graph2[i, j]) then
canvas.pen.color:=clGray
else canvas.pen.color:=clYellow;
line(Gxyli,1],Gxy[1,2],Gxy[J,1]1,Gxy[],2]1);
end;
end;

procedure TForml.FormActivate (Sender: TObject);
begin
if forml.width<>1024 then
showmessage (' Bu programi 1024 x 768

piksel ¢oOzilinirlikte calistiriniz.’);
end;

procedure TForml.ImagelClick (Sender: TObject);
begin
labell.visible:=false;
label2.visible:=false;
label3.visible:=false;
imagel.visible:=false;
forml.bordericons:=[bisystemmenu];
stringgridl.visible:=true;
spineditl.visible:=true;
buttonl.visible:=true;
labeld .visible:=true;
end;

procedure TForml.SpinEditlChange (Sender: TObiject);
begin
if (spineditl.value>l) and (spineditl.value<1l7) then
begin
stringgridl.colcount:=spineditl.value+l;
stringgridl.rowcount:=spineditl.value+l;
end;
end;



procedure TForml.ButtonlClick (Sender: TObject);
{ Boyut Tamam } var
i,3 : byte;

begin

buttonl.visible:=false;
n:=spineditl.value;

visible:=false;

labeld.visible:=false;

spineditl.
for i:=1 t
begin

o n do

stringgridl.cells[i, 0] :=chr(64+1i);
stringgridl.cells[0,1] :=chr(64+1i);

end;
for i:=1 t
for j:=1

o n do
to n do

stringgridl.cells([i, j]:=chr(48);
stringgridl.options:=stringgridl.options+[goediting];

label5.vis

ible:=true;

button2.visible:=true;

end;

procedure TForml.Button2Click (Sender: TObject);

var

i, 3,k : word;
begin

k:=1;

for i:=1 t

o n do

for j:=1 to n do

if (strt
strt
strt

—~ o~

oint (stringgridl.cells[i, J])<0) or
oint (stringgridl.cells[i, j])>1) or
oint (stringgridl.cells[i, 3])

<> strtoint (stringgridl.cells[]j,11]1))

if (k=1) then

begin
label5.vi

sible:=false;

button2.visible:=false;
stringgridl.options:=stringgridl.options-[goediting];
for i:=1 to n do

for j:=1
begin

{ Graf Once }

then k:=0;

to n do

, J]:=strtoint (stringgridl.cells[],1i]);
r1]1:=0;

i,j]l:=strtoint (stringgridl.cells[]j,1]);
i,1]1:=0;

for i:=1 to n do

IsoVI[il]:

:O;

stringgridl.visible:=false;
forml.refresh;

os:="0o';

graphdraw;
button2.visible:=false;
button3.visible:=true;

label6.vi
label7.vi
Spinedit?2
spinedit3

sible:=true;
sible:=true;
.visible:=true;
.visible:=true;



p:=spinedit2.valuexn;
maxgeneration:=spinedit3.value;
end
else showmessage('H A T AL I VERI GIRIGSIN;
end;

procedure TForml.Button3Click (Sender: TObject); { Hesapla }
label
es2yenidensec,generationnext, son;
var
i,J,k,1,m,c,z,it : word;
S : string;
sum : longint;
stop : boolean;
kv,delta,gls, jt : word;
es : string;
dv : array[l..maxn,1l..2] of word;
ff : array[l..maxp,1..2] of real;
r,Er, resultr : real;
ffp : array[l..maxp] of real;

function condispOl:byte;
var
i, 3,k : word;
cd : byte;
begin
cd:=1;
for i:=1 to n do
begin
for j:=1 to n do
if (Graph2[i, j] <> 0) then Distance[i, j] :=Graph2[i, j]
else Distance[i, j] :=MAX;
Distance[i, 1] :=0;
end;
for k:=1 to n do
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
if (Distancel[i,k] + Distancelk,j] < Distancel[i, j])
then Distance[i, j]:=Distance[i,k] + Distancelk, j];
for i:=1 to n do
begin
sum:=0;
for j:=1 to n do
begin
if (Distance[i, j]=MAX) and (V[i]=1l) and (V[j]=1) then cd:=0;
sum:=sum+Distance[i, J];
end;
if (sum=(n-1)+MAX) and (V[i]l=1l) then cd:=0;
end;
if c¢d=0 then condisplOl:=1
else condisp01:=0;
end;

begin
k:=1;
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
if (strtoint (stringgridl.cells[i, j])<0) or



{

(strtoint (stringgridl.cells[i, j])>1) or
(strtoint (stringgridl.cells[i, j])
<> strtoint (stringgridl.cells[]j,1])) then k:=0;
if (k=1) then
begin
button3.visible:=false;
stringgridl.options:=stringgridl.options-[goediting];

for i:=1 to n do
begin
dv([i,1]:=1;
dv[i,2]:=0;
for j:=1 to n do

begin
Graph[i, j] :=strtoint (stringgridl.cells[]j,1]);
Graph[i,i] :=0;
dv[i,2]:=dv[i,2]+Graph(i, jI;
Graph2[i, j] :=strtoint (stringgridl.cells[]j,1]);
Graph2[i,i] :=0;
end;
end;
for i:=1 to n do v[i]:=1;
if condispO0l=1 then
begin

form2.Memol.Clear;
goto son;
end;

for i:=1 to n do

for j:=i+1 to n do
if dv([i,2]<dv[j,2] then

begin
k:=dvi[i,1];
dv([i,1]:=dv[j,1];
dv[j,1]:=k;
k:=dv[i, 2];
dv[i,2]:=dv[],2];
avi[j,2]:=k;

end;

delta:=dv[n,2];
form2.Memol.Clear;
**xx Genetic Algorithm #**x }

for i:=1 to p do
for j:=1 to n do
pop[i, j]:=0;

for i:=1 to n do
pop[i,dv([i,1]]:=1;

Initial Population }
randomize;

Jt:=0;

for i:=n+l1 to p do



begin
gls:=random(delta)+1;
k:=0;
repeat
repeat
j:=random(n) +1;
until (popl[i, jl=0) and (j<>jt);

jt:=3;

pop (i, Jl:=1;

k:=k+1;
until k=gls;
end;
it:=0;

resultr:=0;

generationnext:
iti=it+1;

{ Evalution Fitting Function }
Er:=0;
for k:=1 to p do

begin
for i:=1 to n do
VIii]:=1;

for 1i:=1 to n do
for j:=1 to n do
graph2[i, j]:=graph[i, j];
gls:=0;
for j:=1 to n do
if poplk, jl=1 then
begin
VI[j]l:=0;
gls:=gls+1;
for i:=1 to n do
graph2[j,1i]:=0;
for i:=1 to n do
graph2[i, j]:=0;

end;
fflk,1]:=k;
fflk,2]:=(1/gls)+condisp01;

{ Save Best Person }
if (ff[k,2]>resultr) then
begin
resultr:=fflk,2];
for j:=1 to n do
result[]j] :=popltrunc(fflk,1]),J];
end;
Er:=Er+ff(k,2];
end;

{ Evalution Percentage ff }
for k:=1 to p do
begin
r:=100xff[k,2]/Er;
if k=1 then ffplk]:=r
else ffplk]:=ffplk-1]+r;
end;



{ Cross 1 point }
for k:=1 to (p div 2) do

begin

l:=random(100) +1;

1:=0;

while (ffpl[i+l] < 1) and (i+1l<p) do
i:=1i+1;

i:=1i+1;

if i=0 then i:=1;

es2yenidensec:

m:=random (100) +1;

j:=0;

while (ffp[j+1] <= m) and (Jj+1l<=p) do
j:=J+1;

j:=3J+1;

if 3j=0 then j:=1;

if i=j then goto es2yenidensec;

c:=random(n) +1;

for z:=1 to ¢ do

pop2[k,z] :=popli,z];

for z:=c+l to n do

.po€2[k,2]:zp0p[j,21;

J:=0;

for i:=1 to n do

if pop2[k,i]=1 then j:=3+1;

if 3=0 then

pop2 [k, random(n) +1] :=1;
end;

{ Sort }
for i:=1 to n do
for j:=i+l1 to n do
if £f[i,2]1<ff[3,2] then
begin
r:=ff[i,1
ffli,1]:=
ff(j,1]:=
r:=ff[i,2
ffl[i,2]:=

end;
{ Elitism }
for i:=(p div 2)+1 to p do
for j:=1 to n do
pop2[i,jl:=popltrunc(ff[i—-(p div 2),1]1),7J1;

{ Mutation }
{ Tercih edilmedi ! }

if it<maxgeneration then goto generationnext;

son:

for i:=1 to n do



Vii]:=1;
for 1i:=1 to n do
for j:=1 to n do
graph2([i, j]:=graphli, j1;
gls:=0;
for j:=1 to n do
if result[j]=1 then
begin
VI3]:=0;
for i:=1 to n do
graph2[j,1i]:=0;
for i:=1 to n do
graph2[i, j]:=0;
end;

for 1i:=1 to n do
begin
for j:=1 to n do

if (Graph2[i, j] <> 0) then Distance[i, j] :=Graph2[i, j]

else Distance[i, j] :=MAX;
Distance[i, 1] :=0;
end;

for k:=1 to n do
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do

if (Distancel[i,k] + Distancelk,j] < Distancel[i, j])

Distance[i, j] :=Distancel[i,k] + Distancelk, j]l;

for i:=1 to n do
begin

IsoVI[i]:=0;

sum:=0;

for j:=1 to n do

sum:=sum+Distancel[i, Jj];

if (sum=(n-1)+MAX) and (V[i]l=1l) then IsoV[i]:=1;
end;

es:="";

for i:=1 to n do

if (result[i]l=1) then
begin

inc (kv) ;

es:=es+chr (64+i)+’" ' ;

end;

s:="'";

form2.memol.lines.add(s);

s:="k(G) = "+inttostr (kv);
)

14

form2.memol.lines.add (s

o« —r I .
s:='";

form2.memol.lines.add(s);

s:=’"Silinen Tepe(ler) : ’'+es;
form2.memol.lines.add(s);

then



o« =77 .
s:='";

form2.memol.lines.add(s);

for i:=1 to n do

if IsoV[i]=1] then s:=s+chr(64+i)+’" ’;
s:="1Izole Tepe (ler) : ' +s;
form2.memol.lines.add(s);

buttond.visible:=true;
label6.visible:=false;
label7.visible:=false;
spinedit2.visible:=false;
spinedit3.visible:=false;

end
else showmessage('H A T A LI VERTI GIRIGSTIY;
end;
procedure TForml.Button4Click (Sender: TObject); { Graf Sonra }
begin

stringgridl.options:=stringgridl.options+[goediting];
stringgridl.visible:=false;
forml.refresh;
os:="s’;
graphdraw;
buttond.visible:=false;
button5.visible:=true;
end;

procedure TForml.ButtonbClick (Sender: TObject); { Sonug¢lar }
begin

form2.show;
end;

procedure TForml.SpinEdit2Change (Sender: TObject);
begin

p:=spinedit2.valuexn;

end;

procedure TForml.SpinEdit3Change (Sender: TObject);
begin

maxgeneration:=spinedit3.value;

end;

end.



Ek 2. Tepe Birlestirilmislik Sayisim C Dili ile Hesaplayan Program
Kaynak Kodu

#include <stdio.h> #include <stdlib.h> #include <string.h>
fdefine SS 1000 #define EBAS 32000

int Dijkstra(); int Hesapla (int cc);

int
M,ct,i1ilk=0,1iiilk,iiiilk,ekl,ead,bas,tcon,s,sakla,CS[SS]

,FCN[SS],GRAF[SS][SS],GRAF1[SS][SS],GRAF2[SS][SS];
char

ROTA[SS] [SS]={NULL},ROTA1[SS] [SS]={NULL},ROTA2[SS] [SS]
={NULL},ROTAS[SS] [SS]={NULL};

void main () {

int i,3j,%k,1,aa,bb,hh,qgg,ilk,cvp,min, hedef, tg=0, tam=0
,tkrr=0, tepecon,vcon,ACS[SS],VC[SS],D[SS]={0};

FILE «f;

f=fopen ("BM.txt","r");
fscanf (£, "%d", &M) ;

for (i=0; i<M; i++)

{

for (3=0; j<M; j++)
{

fscanf (£, "%d", &GRAF[1]1[73]1);
GRAF1[1i] [J]=GRAF[i][J];
if (GRAF[i] [J]==1) DI[i]++;

if (D[i]==M-1) tg++;
fclose (f);

if (tg==MNM)

{
tam=1;
goto son;

}

tkrar:
tkrr++;
if (tkrr==1)
{

for (i=0;1<M; i++)



if ((i==0) [| (min>D[i]))

min=D[1];
bas=i;

}

else

{
bas=hedef;
1iilk=0;

}

if (min==1)

{
printf ("\n");

printf ("Connectivity= 1\n");
printf ("Atilacak Tepe= ");

for (1=0; i<M; i++)

if (GRAF [bas][i]==1) printf("%d",i);

printf ("\n");
goto son;

}

ead=bas;
cvp=Dijkstra () ;

if (cvp==0)
{

printf ("Graf Baglantisiz...

goto son;

}
i1lk=0;

for (i=0; 1<M; i++)
{
ead=bas;
ct=0;

if ((GRAF [ead] [1]!'=1) &&
{

aa=strlen (ROTAL1[i]);
bb=ROTA1[i] [aa—-1]-65;
CS[ct]=Dbb;

ct++;

for (3=0; j<M; j++)

{
GRAF [bb] [J1=0;
GRAF []] [bb]=0;
FCN[3]=1001;

}

11i1k=0;
cvp=Dijkstra();

if (cvp==0)
{

(ead!=1))



printf ("\n");

printf ("Connectivity = 1 \n");
printf ("Atilacak Tepe=%d",CS[0]);
printf ("\n");

goto son;

}

hh=0;
ekl1=0;
labell:

for (k=0; k<M; k++)
for (1=0; 1<M; 1++)
GRAF2[k] [1]1=GRAF [k][1];

aa=strlen (ROTA[i]);

if (aa>2)
{
gg=0;
1iiilk=0;
cvp=Hesapla (i) ;
for (k=0; k<M; k++)
for (1=0; 1<M; 1++)
ROTA[k] [1]= ROTAS[k][1];

for (j=aa-1;3>1; j—-)
{

if (hh==0)
{

}

bb=ROTA2[i][]j]-65;

else

{
}

bb=ROTA[1i] [§]-65;

cvp=Hesapla (bb) ;

for (k=0; k<M; k++)
for (1=0; 1<M; 1++)
ROTA[k] [1]= ROTAS[k][1];

if (cvp==0)

{
ggt+;
CS[ct]=bb;
ct++;
goto label;

if (gg==0)

if (hh==0)



CS[ct]=ROTA2[i][1]-65;
ct++;

}

else

{
CS[ct]=ROTAS[i][1]-65;

ct++;
}
}
}
else
{
if (hh==0)
{
CS[ct]=ROTA2[i][1]-65;
}
else
{
CS[ct]=ROTA[i][1]-65;
}
ct++;

label:

for (k=0; k<M; k++)
for (1=0; 1<M; 1++)
GRAF [k] [1]=GRAF2[k][1];

for (j=0; j<M; j++)
{
GRAF [CS[ct—-1]
GRAF [j] [CS[ct
}
sakla=0;
cvp=Dijkstral();

| [—

if (cvp==1)
{
ekl++;
hh++;
goto labell;

}

if  (1ilk==0)

{
1lk++;
tepecon=ct;
hedef=i;
for (j=0; j<tepecon; j++)
ACS[J]1=CS[3]];

}

if ((ct<tepecon) || ((ct==tepecon)

&& (strlen(ROTA1[i])<strlen (ROTAl[hedef]))))

{



tepecon=ct;
hedef=i;
for (j=0; j<tepecon; j++)
ACS[J]=CS[]];
}

for (k=0; k<M; k++)
for (1=0; 1<M; 1++)
GRAF [k] [1]1=GRAF1[k] [1];

if (tkrr==1)
{
vcon=tepecon;
for (1i=0; i<tepecon; i++)
VC[i]=ACS[i];
goto tkrar;
}
else
{
if (tepecon<vcon)
{
vcon=tepecon;
for (i=0; i<tepecon; i++)
VC[i]=ACS[1i];
}
}

printf ("\n");
printf ("Connectivity=%d\n", vcon);
printf ("Atilacak Tepeler= ");

for (i=0; i<vcon; i++)
printf (" %d ",VC[i]);

son:
if (tam==1)
{
printf ("\n");
printf ("Conncectivity=%d \n",M-1);
printf ("Atilacak Tepeler=");

for (i=1; i<M; i++)
printf("sd ",1);

}

int Hesapla(int cc) {
int =zz,i,Jj,h,kk,a,z,b,acon,cvpl;

ead=bas;
s=0;
h=0;
zz=0;
kk=cc;
h=h+ekl1;



lab:

for (1=0; 1<M; i++)
FCN[1]=101;

for (1i=0; 1<M; i++)
for (3=0; J<M; j++)
GRAF[1] [J]=GRAF2[i][3];

h++;

i1f (h==1)
{

}

else

{
}

a=strlen (ROTA2 [kk]);

a=strlen (ROTA[kk]);

for (z=1; z<a; z++)
{

if (h==1)

{

}

else

{
}

b=ROTAZ [kk] [z]-65;

b=ROTA[kk] [z]-65;

for (i=0; 1<M; i++)

{

GRAF[1] [b]1=0;

GRAF [b] [1]=0;
}

FCN[zz]=b;

zz++;

}

cvpl=Dijkstral();

if (cvpl==1l) goto lab;
acon=s;

if (iiiilk==0)
{
1iiilk++;
tcon=acon;
return 1;

}

if (tcon==acon)

{
}

else

{

return 1;



return 0;

}
int Dijkstra () {

char xptr, ELEALINDI[SS]={0};
int i, j,ek,k1=0,%k2=0,k3=0,EKM[SS];

for (1i=0; 1<M; i++)
for (3=0; j<M; J++)
ROTA[1] []j]=NULL;

S++;
for (i=0; 1<M; i++)
EKM[i] = EBAS;

ead=bas;
EKM[ead]=0;

for (1=0; 1<M; i++)
{
for (j=0; j<M; j++)
if (!ELEALINDI[J])
if (GRAF [ead] []]!=0)
if (EKM[J]>GRAF[ead] [J]+tEKM[ead])
{
EKM[ j]=GRAF [ead] [ J]tEKM[ead];

strcpy (ROTA[]j],ROTA[ead]);
ptr=ROTA[]];
while (xptr!=NULL)
++ptr;
*ptr='A’ +ead;
}
ek= EBAS;
for (3=0; j<M; j++)
if (!/ELEALINDI[]])
if (EKM[Jl<ek) {
ek=EKM[]]; ead=j;
}
ELEALINDI [ead]=1;

}

if (sakla==0)
{
for (1i=0; i<M; i++)
for (3=0; j<M; J++)
ROTAS[1][J]= ROTA[i][J];
sakla++;
}

if (iilk==0)

{
for (i=0; 1<M; i++)



for (7

iilk++;
}

if (1i1ilk==0)
{
for (i=0; 1<M; i++)
for (3=0; j<M; j++)
ROTAZ2[1][J]= ROTA[i][J];
1iilk++;

}

for (i=0; i<M; i++)

{

k2=0;k3=0;
for (3=0; j<M; j++)
if (FCN[]j]==1i) k2++;
for (3=0; j<ct; j++)
if (CS[jl==1i) k3++;
if ((ELEALINDI[1]==0) && (k2==0) && (k3==

}
if (k1!=0) return O;

return 1;

))

kl++;



Ek 3. Tepe Birlestirilmislik Probleminin GAMS ile Coziimii

GAMS Rev 148 x86/MS Windows
General Al gebra
SystemCompdilati

ic Modelding
o n

2 Set 1 / ilxid / ;
3 Alias(i,3J,k,p,q);
4 Scalar M ;

5 M=4%4x4;
6

7

8

9

+ Distance between vertice
Table d (i, 3)
i1l i2 i3 14

10 il 1

11 i2 1 1 1
12 i3 1 1
13 i4 1 1;
14

15 Variables

16 x(i,3,p,9)
17 xx (1)

18  y (1)

19 =z

20

21

22 Dbinary variable x,vy;
23

24 xx.lo(i)=1;
25

26 EQUATIONS
277

28 0OBJ

29 CONSTRAINTI (p, q)
30 CONSTRAINT2 (p, q)
31 CONSTRAINT3 (k,p,q)
32 CONSTRAINT4

33 CONSTRAINT6 (i)

34 CONSTRAINT7 (i) ;

37 OBJ.. z =E= SUM(i,xx (1)) ;

39 CONSTRAINTI1 (p, q) $ (ord(p)<card(p) and ord(p)<ord(q))
..SUM(iS$ (ord (i) ne ord(p)),x(p,i,p,q)*d(p,1))=E=1;

41 CONSTRAINTZ2 (p,q) $ (ord(p)<card(p) and ord(p)<ord (g

)
..SUM(i$ (ord (i) ne ord(q)),x(i,q,p,q)*d(i,q))=E=1;

)
1



43 CONSTRAINT3 (k,p,q) S (ord(p)<card(p) and ord(p)<ord(qg)

and ord(k) ne ord(p) and ord(k) ne ord(q))

.SUM (i, x(i,k,p,q)*d(i,k))=E=SUM (7, x(k, 3, p,q) *d(k, J));
ié CONSTRAINTA4.. SUM(p$(ord(p)<card(p)) SUM (g$ (ord(q) >
ord(p)), SUM((i,3), d(i,J)*x(i,]J,p, q)*XX(i)*XX(j)/
(xx (p) *xx () ) ) ) ) =G=M+1;
ig CONSTRAINT6 (i) .. xx(i)=G=Mxy (i)+1;
jg CONSTRAINT7 (i) .. xx(i)=L=Mxy (i)+1;
gg MODEL TBM /ALL/;
g% SOLVE TBM using MINLP minimizing z;
COMPILATION TIME = 0.000 SECONDS 3 Mb WIN225-148

May 29, 2007 GAMS Rev 148 x86/MS Windows

General Al gebraic Modelding Systenm

Equation Listing SOLVE TBM Using MINLP From line 53
-——— OBJ =E=
OBJ.. - xx(1l) - xx(12) - xx(i3) - xx(1i4) + z =E= 0 ;

INFES = 4 *%%)

———— CONSTRAINT1 =E=

CONSTRAINTI1 (i1,12).. x(11,12,11,12) =E= 1 ; (LHS = 0,
* % %)
CONSTRAINTI1 (il1,1i3) .. x(il,1i2,11,1i3) =E= 1 ; (LHS = O,
* Kk k)
CONSTRAINTI1 (il,i4).. x(il,1i2,1i1,1i4) =E= 1 ; (LHS = 0,
* % %)
REMAINING 3 ENTRIES SKIPPED
———— CONSTRAINTZ2 =E=
CONSTRAINTZ2 (il,i2) .. x(il1,12,11,12) + x(i3,i2,1il,1i2) +
x(i4,12,11,12) =E= 1 ;
(LHS = 0, INFES = 1 #%%x%)
CONSTRAINTZ2 (il,1i3) .. x(1i2,13,11,13) + x(i4,i3,1i1l,1i3) =
(LHS = 0, INFES = 1 #*%%)
CONSTRAINT2 (il,1i4) .. x(i2,i4,il,1i4) + x(i3,1i4,1i1,1i4) =

(LHS = 0, INFES = 1 **%)

(LHS

INFES

INFES

INFES



REMAINING 3 ENTRIES SKIPPED

———— CONSTRAINT3 =E=

CONSTRAINT3 (il,1i2,13) ..

(LHS = 0)

CONSTRAINT3 (i1,i2,14)..

(LHS = 0)

CONSTRAINT3 (il,13,14) ..

(LHS = 0)

REMAINING 9 ENTRIES SKIPPED

———— CONSTRAINT4

CONSTRAINTA..

=CG=

(1)*x(il,12,1i1,14)

+

_|_

_I_

+

(LHS = 0,

———— CONSTRAINTG6

(1)»x(i1,i2,12,13)
(1) *x(i2,1i1,411,12)
(1) *x(1i2,1i1,12,13)
(1) *x(12,13,11,12)
(1) *x(12,13,12,13)
(1)*x(1i2,1i4,11,12)
(1)*x(1i2,1i4,12,13)
(1) *x(13,12,11,12)
(1) *x(13,12,12,13)
(1) *x(13,14,11,12)
(1) *x(13,1i4,12,13)
(1) *x(i4,1i2,11,12)
(1) *x(i4,i2,12,13)
(1) *x(1i4,1i3,11,12)
(1) *x(14,13,12,13)
(0) *xx (11) +

INFES =

=CG=

- x(i1,1i2,12,1i3)

- x(il,1i2,12,1i4)

- x(il,i2,13,1i4)

(1)»x(il,1i2,i1,12) +

+

+

+

(0) *xx (12) +

(1) *x (11,1i2,12,14)
(1) #x(i2,i1,1i1,13)
(1) *x (12,11,12,14)
(1) #x(i2,1i3,i1,13)
(1) %x(i2,13,1i2,14)
(1) *x (12,14,11,13)
(1) *x (12,14,12,14)
(1) %x(i3,i2,i1,13)
(1) *x (13,1i2,i2,14)
(1) #x(i3,1i4,i1,13)
(1) *x (13,14,12,14)
(1) #x(i4,i2,i1,13)
(1) *x (14,12,12,14)
(1) *x (14,13,11,13)
(1) +x(i4,13,1i2,14)

(0) *xx (13) +

65 *%x)

_|_

+

_|_

(0) »xx (14)

+ x(i2,11,i2,i3) =E= 0 ;

+ x(i2,1i1,1i2,i4) =E= O ;

+ x(1i2,1i1,1i3,i4) =E= 0 ;

(1) *x(il,12,11,13) +

(1) *x (i1,1i2,13, 14
(1) *x(i2,1i1,i1,14
(1) »x (i2,11,i3,14
(1) *x (i2,i3,1i1, i4
(1) »x (i2,i3,13, 14
(1) *x (i2,14,i1,1i4
(1) *x (i2,1i4,1i3, 14
(1) *»x (i3,1i2,1i1, i4
(1) *x (i3,1i2,13, 14
(1) *x (i3,14,1i1, i4
(1) »x (13,14,i3,14
(1) *x (i4,i2,i1,14
(1) *x (i4,1i2,1i3,i4
(1) *x(i4,13,i1,1i4
(1) *x (i4,i3,1i3, 14

=G= 65 ;



CONSTRAINTG6 (il) .. xx(il) - 64xy(il) =G= 1 ; (LHS = 1)
CONSTRAINTG6 (i2) .. xx(i2) - 64xy(i2) =G= 1 ; (LHS = 1)
CONSTRAINT6 (13) .. xx(13) — 64xy(i3) =G= 1 ; (LHS = 1)

REMAINING ENTRY SKIPPED

———— CONSTRAINT7 =L=

CONSTRAINT7(il) .. xx(il) - 64xy(il) =L= 1 ; (LHS = 1)
CONSTRAINT7 (i2) .. xx(i2) - 64xy(i2) =L= 1 ; (LHS = 1)
CONSTRAINT7 (1i3) .. xx(1i3) - 64y (i3) =L= 1 ; (LHS = 1)

REMAINING ENTRY SKIPPED
GAMS Rev 148 x86/MS Windows

General Algebraic Modelding
Sy s temColumn Listing SOLVE TBM Using MINLP From line 53

—— X

%x(1i1,1i2,4i1,12)
(.LO, .L, .UP =0, 0, 1)

1 CONSTRAINT1 (i1,12)
1 CONSTRAINTZ2 (i1,12)
(1) CONSTRAINT4

x(il,12,11,13)
(.Lo, .n., .up =20, 0, 1)

1 CONSTRAINTI (i1,13)
1 CONSTRAINT3(1i2,11,13)
(1) CONSTRAINT4

x(il,12,1i1,14)
(.Lo, .n., .up =20, 0, 1)

1 CONSTRAINTI (i1,14)
1 CONSTRAINT3 (i2,1i1,14)
(1) CONSTRAINT4

REMATINING 45 ENTRIES SKIPPED

-———— XX
xxX (11)
(.LO, .L, .up =1, 1, +INF)
-1 OBRJ
(0) CONSTRAINTA4
1 CONSTRAINTO6 (11)
1 CONSTRAINT7 (i1)
xx (12)

(.Lo, .nL, .up =1, 1, +INF)



-1 OBJ
(0) CONSTRAINT4
1 CONSTRAINTG6 (12)
1 CONSTRAINT7 (12)
xx (13)
(.LO, .L, .UP =1, 1, +INF)
-1 OBJ
(0) CONSTRAINT4
1 CONSTRAINTG6 (13)
1 CONSTRAINT7 (13)
REMAINING ENTRY SKIPPED
- Y
y (11)
(.Lo, .L, .UuP =0, 0, 1)
-04 CONSTRAINTG6 (11)
-04 CONSTRAINT7 (1i1)
y(12)
(.LO, .L, .Uup =0, 0, 1)
-04 CONSTRAINTG6 (12)
-04 CONSTRAINT7 (12)
y (13)
(.LO, .L, .Uup =0, 0, 1)
-04 CONSTRAINT®G6 (13)
-04 CONSTRAINT7 (13)
REMAINING ENTRY SKIPPED
-———= z
Z
(.LO, .L, .UP = —-INF, 0, +INF)
1 OBJ

GAMS Rev 148 x86/MS Windows
General Algebrai
Sy s t e m Model Statistics

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 7
BLOCKS OF VARIABLES 4
NON ZERO ELEMENTS 145
DERIVATIVE POOL 66

CODE LENGTH 1,394

GENERATION TIME -
May 29, 2007

EXECUTION TIME =

C

Modelding

SOLVE TBM Using MINLP From line 53
SINGLE EQUATIONS 34
SINGLE VARIABLES 57
NON LINEAR N-7Z 52
CONSTANT POOL 16
DISCRETE VARIABLES 52

0.000 SECONDS

0.000 SECONDS

4 Mb WIN225-148

4 Mb WIN225-148



May 29, 2007 GAMS Rev 148 x86/MS Windows
General Al gebraic Modelding System

Solution Report SOLVE TBM Using MINLP From line 53
S OLVE SUMMARY

MODEL TBM OBJECTIVE =z

TYPE MINLP DIRECTION MINIMIZE

SOLVER BARON FROM LINE 53
**x*x*x SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION #*#*x%x MODEL STATUS
INTEGER SOLUTION xxxx OBJECTIVE VALUE 68.0000
RESOURCE USAGE, LIMIT 0.110 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 0 10000
EVALUATION ERRORS 0 0
GAMS /BARON Jun 1, 2007 WIN.BA.NA 22.5 012.000.000.VIS P3PC

Branch And Reduce Optimization Navigator Nikolaos Sahinidis and
Mohit Tawarmalani The Optimization Firm, LLC.

Total time elapsed : 000:00:00, in seconds: 0.12
on parsing : 000:00:00, in seconds: 0.00
on preprocessing: 000:00:00, in seconds: 0.11
on navigating : 000:00:00, in seconds: 0.02
on relaxed : 000:00:00, in seconds: 0.00
on local : 000:00:00, in seconds: 0.00
on tightening : 000:00:00, in seconds: 0.00
on marginals : 000:00:00, in seconds: 0.00
on probing : 000:00:00, in seconds: 0.00
Total no. of BaR iterations: 1
Best solution found at node: -1
Max. no. of nodes in memory: 1
Solution = 68 Dbest solution found during preprocessing Best
possible =61.8181818182 Absolute gap=6.1818181818 optca = 1E-9
Relative gap = 0.10000 optcr = 0.1
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
-——— EQU OBJ . . . 1.000
———— EQU CONSTRAINTI1
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
il1.i2 1.000 1.000 1.000 . i1.413 1.000 1.000
1.000 . i1.14 1.000 1.000 1.000 . 12.143 1.000
1.000 1.000 . 12,14 1.000 1.000 1.000 . 13.1i4
1.000 1.000 1.000

———— EQU CONSTRAINTZ2



LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
1.000 1.000
i2.i3 1.000

1.000 13.14

il.iz2
1.000
1.000
1.000

1.000

. 11.14
1.000
1.000

1.000
1.000
. 12.14
1.000

1.000
1.000
1.000

i1.1i3
1.000
1.000

———— EQU CONSTRAINT3

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

il1.i2.1i3 il.i2.14

il1.1i3.14 . i2.11.13

. i2.11.14 .

1i2.13.14 1i3.11.12 .
i3.12.14

i3.11.14 .o
i4.11.12

i4.i1.13 i4.12.13

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

EQU CONSTRAIN~ 65.000 393.000 +INF

EQU CONSTRAINTG6

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
il

. 13
+INF

1.000
1.000

1.000
1.000

i2
i4

1.000 1.000 +INF
1.000 1.000

+INF
+INF

EQU CONSTRAINTY

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
il

. 13
1.000

—INF 1.000 1.000
—INF 1.000

1.000
1.000

1.000
1.000

i2
i4

—INF
—INF

-——— VAR x

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

il.i2.i1.i2
1.000 1.000
EPS 11.i2.12.1i3

1.000
i2.11.11.13
1.000
1i2.11.13.14
1.000
i2.13.12.13

1.000

EPS 1i2.1
EPS 1i2.
EPS 1i2.1

EPS 1i2.
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