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OZET
ZAMAN SKALASINDA BiR BOYUTLU p-LAPLACIAN SINIR

DEGER PROBLEMLERININ POZITiF COZUMLERI

TOKMAK, Fatma

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Danismani: Dog. Dr. ilkay KARACA
Haziran 2011, 64 sayfa

Bu tezde, diferansiyel denklemlerle ilgili birgok sonucun fark denklemleri
ile es deger sonuglara tagiabildigi zaman skalasi iizerinde bazi temel 6zellikler
verilmistir. Zaman skalasinda delta ve nabla tiirevi i¢eren ikinci mertebeden bir
boyutlu p-Laplacian siir deger problemi ele alinmig ve sonsuz araliktaki zaman
skalas1 iizerinde pozitif ¢oziimlerinin varlig1 incelenmistir. Bunun i¢in 6ncelikle
koni, Banach uzayi, tamamen siirekli operatér ve fonksiyonel tanimlar
verilmigtir. Ayrica, sinir deger probleminin pozitif ¢oziimlerinin varligi icin
gerekli teoremler verilmistir. Sirasiyla Leggett-Williams sabit nokta teoremi, Bes
fonksiyonelli sabit nokta teoremi ve Bai ve Ge’nin ispatlamis oldugu Leggett-
Williams sabit nokta teoreminin bir genellestirilmisi ile en az ti¢ pozitif ¢oziimiin
varlig1 gbsterilmis ve drneklendirilmistir.

Anahtar sozciikler: Zaman skalasi, pozitif ¢oziimler, m-nokta simir deger

problemleri, sabit nokta teoremleri, sonsuz aralik.






ABSTRACT
POSITIVE SOLUTIONS FOR ONE DIMENSIONAL p-LAPLACIAN

BOUNDARY VALUE PROBLEMS ON TIME SCALES

TOKMAK, Fatma

MSc in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ilkay KARACA
June 2011, 64 pages

In this thesis, some basic properties about time scales where many results
concerning differential equations carry over to corresponding results for
difference equations are given. The time scale of a second-order derivative of the
delta and nabla one-dimensional p-Laplacian boundary value problem has been
studied and the existence of positive solutions on infinite intervals on time scales
has been investigated. Firstly, the cone, Banach space, completely continuous
operator and the functional definitions are given. In addition, the necessary
theorems for the existence of positive solutions for the boundary value problem
are given. By using the Leggett-Williams fixed point theorem, five functionals
fixed point theorem and a generalization of Leggett-Williams fixed point theorem
which is proved by Bai and Ge, respectively, existence of at least three positive
solutions for the boundary value problem is shown and sampled.

Keywords: Time scale, positive solutions, m-point boundary value
problems, fixed point theorems, infinite intervals.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Aciklama

Reel sayilar.

Tamsayailar.

Dogal sayilar.

Negatif olmayan tamsayilar.

Zaman skalasi.

Ileri atlama operatorii.

Geri atlama operatorii.

Ileriye graininess fonksiyonu.

Geriye graininess fonksiyonu.

f fonksiyonunun A- tiirevi.

f fonksiyonunun V- tiirevi.

f fonksiyonunun tiirevi.

f fonksiyonunun ileri fark operatorii.



1.GIRIS

Son yillarda matematikgilerin biiyiik bir ilgi odagi olan zaman skalasi
kavrami ilk olarak 1988 yilinda Stephan Hilger’in doktora tezinde, stirekli ve
diskret analizi birlestiren ve genelleyen bir teori olarak ortaya atildi. Diferansiyel
denklemler ile ilgili bir¢ok sonug, fark denklemleri i¢in benzer sonuglara kolayca
taginabilir. Bu sonuglar, dogal olarak diferansiyel denklemler igin verilen
sonuclardan biraz farklidir. Zaman skalasi lizerinde dinamik sistemler c¢aligsmasi,
bu tir farkliliklart acgiklayarak, sonuglari diferansiyel denklemler ve fark
denklemleri i¢in ayr1 ayr1 ispatlamaktan kurtarmaktadir.

Zaman skalasinda sonlu aralik iizerindeki dinamik denklemler ile ilgili
birgok calisma vardir (Atic1 ve Guseinov, 2002; He, 2005; He and Li, 2007; Su
and Li, 2008; Li and Yuan, 2009; Liang et al., 2009; Han and Liu, 2009; Hamal
ve Yoriik, 2010). Fakat zaman skalasinda sonsuz aralik {izerindeki c¢aligmalar
oldukga azdir (Lian et al., 2007; Zhao and Ge, 2009, 2010; Guo et al., 2009).

Bu tez ¢alismasindaki siir deger problemi i¢in esas olarak iki ¢aligma ele
alinmistir.

Guo, Yu ve Wang (2009),

{((pp(x’(t)))’ HoOf (O (0) =0, 0 <t < oo (L)

x(0) = ¥ 2ax' (), lime, 40 x' () = 0,
sonsuz aralik lizerindeki m-nokta smir deger problemini ele almislardir. Avery-
Peterson sabit nokta teoremini kullanarak yeterli kosullar altinda en az ii¢ pozitif

¢Oziimiin varligin1 géstermislerdir.

Zhao ve Ge (2009),

v
(8 (w®)) + a0 (u®.u*®) =0, te O, w2
u(O) = ﬁuA(TI); limtEZCt—wo uA(t) = O'

ikinci mertebe p-Laplacian smir deger problemi i¢in en az ii¢ pozitif ¢6ziimiin
varligin1 Leggett-Williams sabit nokta teoremini kullanarak gostermislerdir.

Bu tez ¢alismasinda,



(0 (+*®)) + 60 (£x0x20) = 0.t € 0,00}, (L3)

X(O) = :ZIZ aixA(ni)' hmtEEt—wo xA(t) = 0,

m-nokta siir deger problemi ele alinmistir. Leggett-Williams sabit nokta teoremi
(Leggett and Williams, 1979), Bes Fonksiyonelli sabit nokta teoremi (Avery, 1998)
ve Leggett-Williams sabit nokta teoreminin bir genellestirilmisi (Bai and Ge, 2004)
kullanilarak en az ii¢ pozitif ¢oziimiiniin olmasi i¢in gerekli kriterler aragtirilmigtir.
Ikinci béliimde, zaman skalasi ile ilgili temel kavramlar ve bazi teoremler
verilmistir. Ugiincii boliimde, koni, Banach uzayi, operatdr, tamamen siireklilik
kavramlart verilmis ve problemimiz i¢in gerekli Onermeler ispatlanmistir.
Dordiincti bolimde, (1.3) m-nokta p-Laplacian sinir deger problemine sabit nokta
teoremleri uygulanarak pozitif ¢ézliimlerin varligi gosterilmis ve Orneklendirilmistir.

Besinci boliimde, sonuglara yer verilmistir.



2. ZAMAN SKALASI iLE IiLGIiLi TEMEL BILGILER

Bu boliimde zaman skalasi ile ilgili temel bilgiler verilmistir. Keyfi bir
zaman skalasindan reel sayilara tanimli herhangi bir fonksiyon i¢in delta ve nabla
tiirev kavramlar1 agiklanarak bu tiirevler ile ilgili temel tanimlar ve 6rnekler ele
alinmigtir. Ayrica f: T — R fonksiyonu i¢in A ve V integral kavrami, A ve V
integralin Ozellikleri yine bu boliimde yer verdigimiz temel kavramlardir. Burada
yer verdigimiz temel kavramlar detayl olarak Bohner ve Peterson’in (2001, 2003)
kitaplarinda, Kaymakgalan ve ark. (1996) kitabinda ve zaman skalasi ile ilgili bir
cok makalede (Atic1 ve Guseinov, 2002) bulunabilir.

Tanmm 2.1 Reel sayilarin bostan farkli kapali her alt kiimesine zaman skalas1 adi

verilir ve T ile gosterilir. Ornegin, reel sayilar, tamsayilar, dogal sayilar, Cantor

kiimesi, [1,3] U [4,7] birer zaman skalasidir. Fakat, rasyonel sayilar, irrasyonel

sayilar, kompleks sayilar ve (0, 1) aralig1 birer zaman skalas1 degildir.

Tanim 2.2 T bir zaman skalasi olsun.

Her t €T, t <maxT igin o(t) =inf {s € T:s >t} ile tanmimlanan

0:T — T operatoriine ileriye atlama (forward jump) operatorii adi verilir.

Her t € T, t > minT i¢in p(t) =sup{s € T:s < t} olarak tanimlanan

p: T — T operatoriine geriye atlama (backward jump) operatorii denir.

o(t) =t iset € T ye sag yogun (right dense) nokta ve a(t) >tiset € T
ye sag yayilmis (right scattered) nokta adi verilir.

p(t)=tise t €T ye sol yogun (left dense) nokta ve p(t) <t ise sol

yayilmis (left scattered) nokta adi verilir.

p(t) <t<a(t)ise t €T ye ayrik (isolated) nokta ad1 verilir.



Her t € T igin u(t) = o(t) —t ile tammlanan u: T — [0, o) fonksiyonuna
ileriye (forward) graininess fonksiyonu adi verilir.
Her t € T i¢in v(t) =t — p(t) ile tanimlanan v: T — [0, o) fonksiyonuna

geriye (backward) graininess fonksiyonu adi verilir.

Ayrica, o(maxT) = maxT ve p(minT) = minT ile tanimlanir. T reel

sayilarin kapali bir alt kiimesi oldugundan her t € T i¢in o(t) € T ve p(t) €T

olur.

Ornek 2.1 Eger T=R ise o (t) = t, p(t) = t bulunur. Béylece her t € R

yogun noktadir. Ayrica bu durumda her t € R igin u(t) = v(t) = 0 olur.

Eger T=Z ise, o(t) =t + 1, p(t) =t — 1 elde edilir. O halde, her t € Z

icin u(t) =v(t) = 1dir.
Ornek 2.2 T zaman skalasini
1
Ti=(0}ufineNfu3s]
n
olarak alalim. Bu durumda;

e 0,5vehert € (3,5) noktalar1 sag yogun ve sol yogun noktadir.

e 3 noktasi sag yogun ve sol yayilmis noktadir.

e Hern € Nigin n_12 noktasi sag yayilmis ve sol yayilmis noktalardir.

Bir T zaman skalasina ait [a, b] araligi, a,b € T olmak tizere

[a,b] ={t € T:a <t < b}

olarak tanimlanir.



Teorem 2.1 ( Tiimevarim Prensibi ) t,t, € T olmak iizere,
{S@®):t €ty o)}

onermeler ailesi verilsin. Asagidaki i)-iv) kosullar1 saglaniyorsa, S(t) her

t € [ty, o) i¢in dogrudur.

1) S(ty) dogrudur.

ii) t € [ty, ) sag yayilmis nokta ve S(t) dogru oldugunda, S(o(t)) de
dogrudur.

iii) t € [ty, o) sag yogun nokta ve S(t) dogru oldugunda, t nin dyle bir U
komsulugu vardir ki s € U N (t, o) i¢in S(s) dogrudur.

iV) t € (t,, ) sol yogun nokta ve her s € [t, t) i¢in S(s) dogru oldugunda
S(t) dogrudur.

Zaman skalasinda siireklilik ve tiirevi incelerken diferansiyellenebilirlik
bolgesi ve komsuluk kavramlarini bilmemiz gerekmektedir. Bu nedenle asagidaki

tanimlar1 verelim.

Tamm 2.3 Diferansiyellenebilirlik bolgesi, eger T sol yayilmis maksimum M

ye sahip ise TX = T — {max T} ile tanimlanur, aksi halde T* = T olur.

Tamm 2.4 Diferansiyellenebilirlik bolgesi, eger T sag yayilmis minimum m ye

sahip ise Ty = T — {min T} ile tanimlanir, aksi halde Ty = T olur.

Tanim 2.5 f:T — R bir fonksiyon olmak iizere, f?: T — R fonksiyonu hert € T
i¢in

f7® =f(e®) = (foo)®
ve fP:T — R fonksiyonu her t € T igin

fP@) = f(p®) = (fop)(®)

olarak tanimlanir. Yani f° = foo ve fP = fop olur,



Tamim 2.6 Her § > 0 i¢in U C T olmak tizere, Us(t) = {s€T: |s—t| <}

kiimesine t nin § komsulugu denir. t nin sol ve sag komsuluklari sirasiyla
Us(t)={seT:t-8<s<t}ve Uf(t) ={s€T: t<s<t+6}
ile tanimlanir.

Eger her § > 0 i¢in Ug (t) # @ ise, bu halde t ye U igin sol limit noktasi ve

Ug (t) # @ ise, t ye U igin sag limit noktasi denir.

Eger her § > 0 i¢in Ug (t) = @ ise, t ye U i¢in soldan ayrilmig nokta ve

Us (t) = @ ise, tye U igin sagdan ayrilmis nokta denir.
Tamm 2.7 t, € T olsun. Verilen her £ > 0 ve her t € U(t,) i¢in,

If(@®) = fto)l <&

olacak sekilde bir U(t,) komsulugu var ise, bu halde f:T — R fonksiyonuna

t = t, noktasinda siireklidir denir.
2.1 Zaman Skalasinda Tiirev

Tamm 2.1.1 f: T = R bir fonksiyon ve t € T noktast olsun. Her &> 0 icin ¢

noktasinin

1F(a(®) = £(s) = FA) (0(t) — 5)| < éla(t) —s], Vs € U

olacak sekilde bir U komsulugu varsa, (yani 36 >0 i¢cin U = (t —§,t+6)NT
ise) f fonksiyonuna t noktasinda A-tiirevlenebilir denir ve bu esitsizlikteki f2(t)

reel sayisina f fonksiyonun t noktasindaki A-tiirevi denir. Diger bir deyisle



fle®) - f(s)

o(t)—s

fA(t) =lim
st
dir.

Tamm 2.1.2 f: T — R bir fonksiyon ve t € Ty noktasi olsun. Her £ > 0 i¢in t

noktasinin

f(p(@®) = () = T (p(t) = 9)| < elp(t) = 5], Vs €U

olacak sekilde bir U komsulugu varsa, (yani 3§ >0 i¢cin U =(t —45,t+6)NT
ise) f fonksiyonuna t noktasinda V-tiirevlenebilir denir ve bu esitsizlikteki £V (t)

reel sayisina f fonksiyonun t noktasindaki V-tiirevi denir. Diger bir deyisle

flp(®) = f(s)
p(t) —s

fY(t) =lim
s—t
dir.

Onerme 2.1.1 f:T —» R fonksiyonu t € T noktasinda A- tiirevlenebilir ise

a = f2(t) degeri tektir.

Onerme 2.1.2 f:T —» R fonksiyonu t € Ty noktasinda V- tiirevlenebilir ise
b = fV(t) degeri tektir.

Ornek 2.1.1 T herhangi bir zaman skalas1 olsun. f: T — R fonksiyonu « € R

sabit olmak tizere her t € T igin f(t) = a seklinde tanimlayalim. Bu durumda

herhangi bir £ > 0 igin
|f(a(t)) —f(s) —0(a(t) — s)| =la—al=0<¢glo(t)—s|, VseT

saglandigindan f2(t) = 0 olur. Benzer sekilde fV(t) =0 dur.



Ornek 2.1.2 T herhangi bir zaman skalas1 olsun. f:T - R, her t € T icin

f(t) =t alalim.

1

o) = i D SO O =5 _

t ot)—s pal o(t)—s

oldugu goriiliir. Benzer sekilde fV(t) = 1 dir.

Ornek 2.1.3 T herhangi bir zaman skalasi olsun. f:T —» R, her t € T igin

f) = % alalim;

1 1
a(t))—f(s s 1 1
fA(t)zlimf(()) f()zl' a(t) S lim _
st o(t)—s soto(t) —s s—t so(t) to(t)
oldugu goriiliir. Benzer sekilde fV(t) = — tp% dir.

Ornek 2.1.4 T herhangi bir zaman skalas1 olsun. f: T — R fonksiyonu her t € T

i¢in f(t) = t3 ile tamimlansin.

ACY — 1; fle®)-£s) _ .. (o)’ -s® 2 5
fA() = limg_,; s = limg_,; s = (c@®) +o®t +¢t

3t?, T=R
3t? 4+ 3t +1, T=1Z
2t2+ty/t?+ 141, T={Vnin€e N}

elde edilir. Benzer sekilde

o fle@)-f® . (p®) =53
fV(t)—ngg ) s = lim G,

= (p(®)" + p(O)t +¢2



3t?, T
={3t? -3t +1, T
2t2+t/t2—1-1, T={Vnine Ny}

R
Z

bulunur.

Ornek 2.1.5 o: T — T fonksiyonu her T zaman skalasinda A- tiirevlenemez.

T herhangi bir zaman skalasi ve t, € T, a(t,) > t, Ve p(t,) = t, olsun.

Kabul edelimki o (t) fonksiyonu t, da tiirevlenebilir olsun. O halde
Ve > 0,36(e) > 0 vardir ki Vs € Ug(t,) icin

lo(a(te)) — a(s) — (o) (a(ty) = 5)| < ela(ty) — sl
elde edilir. Ozel olarak s = t,, alalim.
e — 0igin a(a(to)) — 0 (s) — a2(ty) (a(ty) — s) = 0 elde edilir. O halde

U(U(to)) — oa(to)

a(ty) — to

o’(ty) =

bulunur. s € (t, — &, ty) igin

lo(a(te)) — a(s) — 62(te) (a(te) — 5)| < la(ty) — sl
lo(o(te)) — s — o2(t) (0(tp) — 5)| < ela(ty) — sl.
s =ty icin

U(U(to)) —to — 02 (to) (0(ty) — to) = 0,

a(a(to)) —t,

o8(to) = o (te) — to



olur. Bu durumda Onerme 2.1.1 den o(ty) = t, olmalidir. Bu ise o (ty) > t,

kabuliimiizle ¢elisir. O halde o(t) fonksiyonu her T zaman skalasinda A-

tiirevlenemezdir.
Teorem 2.1.1 f: T - R fonksiyonu vet € TX noktast verilsin.
1) f fonksiyonu t de A- tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu t de siireklidir.

ii) Eger f fonksiyonu t de stirekli ve t sag yayilmis ise, f fonksiyonu t de

A- tiirevlenebilirdir ve

_fle®) - f()
A = 200 —¢

seklindedir.

iii) Eger t sag yogun nokta ise, bu halde f fonksiyonunun t de A-

tirevlenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul

Y HORIIO)
im——————

st t—s

degerinin sonlu olmasidir ve bu durumda

f@®) = f(s)
—S

A s
fro = !9153 t

dir.

Iv) f fonksiyonu t de A- tiirevlenebilir ise, bu halde

fle®) =f@® + A (@) —t)

esitligi dogrudur.



Teorem 2.1.2 f: T — R fonksiyonu ve t € Ty noktasi verilsin.
i) ffonksiyonu t de V- tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu t de stireklidir.

i) Eger f fonksiyonu t de siirekli ve t sol yayilmis ise, f fonksiyonu t de

V- tiirevlenebilirdir ve

flp®) - f@®
p(t) —t

IMOE

seklindedir.

iii) Eger tsol yogun nokta ise, bu halde f fonksiyonunun t de V-

tiirevlenebilir olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul

Y f@®)—f(s)
m————-—-
st t—s

degerinin sonlu olmasidir ve bu durumda

fv(t) — lslggf(tz : f(s)

seklindedir.

iv) f fonksiyonu t de V- tiirevlenebilir ise, bu halde

flp@®) =Ff@® + YO — 0

esitligi dogrudur.



Ornek 2.1.5 f:T - R fonksiyonu olmak iizere T =R ve T=Z icin f2(t) ve

Y (t) yiinceleyelim.

1) Eger T=R ise Vt € R sag yogun oldugundan Teorem 2.1.1 iii) den

f:R — R fonksiyonu t € R de A- tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

£ = f() f(S)

var olmasidir.

O f(S)

Eger f'(t) = limg_;
halde Teorem 2.1.1 iii) den

var ise f fonksiyonu t de tiirevlenebilirdir. O

. (t) (s)
A = lim,, T2 = (0
elde edilir.
Benzer sekilde T = R ise Vt € R sol yogun oldugundan Teorem 2.1.2 iii)
den f:R — R fonksiyonu t € R de V- tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul

v 1 J@) = f(s)
f(t)_lslirg t—s

var olmasidir.

O halde Teorem 2.1.1 iii) den

£ =i _ p

bulunur.



i) Eger T = Z ise Vt € Z sag yayilmis oldugundan Teorem 2.1.1 ii) den
f:7Z — R fonksiyonu t € Z de A- tiirevlenebilirdir ve

_fle@®)-f@® _ fe+D-f@©) ~
fA) = -t - 1 =ft+D-f@®) =Af®)

elde edilir. Buradaki A ileri fark operatoriidiir.

Benzer sekilde Vt € Z sol yayilmis oldugundan Teorem 2.1.2 ii) den
f:7Z — R fonksiyonu t € Z de V- tiirevlenebilirdir ve

fO-flp®) _fO-ft-1)

£ (@) = e 1

=fO-fEt-1)=Vf(©
elde edilir. Buradaki V geri fark operatoriidiir.
Teorem 2.1.3 f,g: T - R fonksiyonlan t € TX noktasinda A-tiirevlenebilir ise,
i) f 4 g fonksiyonu da t € T* noktasinda A- tiirevlenebilirdir ve
f+9t@® =70 +g°@®.
i) Her k sabiti i¢in k f fonksiyonu da t € T noktasinda A-tiirevlenebilirdir
ve

(k )2(0) = kf4(D).

iii) fg fonksiyonu da t € T* noktasinda A - tiirevlenebilirdir ve

(F@A@®) = FAO9@® + f(a(8) g (0)
= f(©)g*®) + A g(a(®).



iv) g()g(a(t)) # 0 ise, bu halde g fonksiyonu da t € TX noktasinda A-

tirevlenebilirdir ve

(f)A o = L2090 ~ fOg*®
gg(e@®)

Teorem2.14 f,g: T - R fonksiyonlar1 t € Ty noktasinda V-tiirevlenebilir ise,
1) f + g fonksiyonu da t € Ty noktasinda V- tiirevlenebilirdir ve
f+"® =f"®+g"@.

i) Her k sabiti i¢gin k f fonksiyonu da t € Ty noktasinda V-

tirevlenebilirdir ve

(k )Y(®) = kf7 (D).

iii) fg fonksiyonu da t € T noktasinda V - tiirevlenebilirdir ve

FD@®) = (Og@® + f(p®)g" (®)
=f®g"®) + FFOg(p®).

iv) g(©g(p(®)) # 0 ise, bu halde g fonksiyonu da t € Ty noktasinda V-

turevlenebilirdir ve

(f)v WP AOTIORS QN0
g®glp®)



Ornek 2.1.6 Zaman skalast olarak h > 0 icin T = hZ = {hz:z € Z} alalim.
vt €T icin

o) =inf{seT:s>t}=inf{t+nh:ineN}=t+h,
p(t) =sup{s € T:s <t} =sup{t —nh:neN} =t —h,

ut)=a()—t=hvev(t) =t—p(t)=nh

elde edilir. f: T — R fonksiyonu Vt € T igin

_fle@)—f®) _ fe+h) —f(©)
fa) = o) = - ,

f@&) = f(p®) f@®) —ft—h)
v(t) B h

INOE
tiirevlerine sahiptir.

2.2 Zaman Skalasinda Yiiksek Mertebeden Tiirev

Tamm 2.2.1 f: T - R fonksiyonu icin f2: TX > R fonksiyonu T = (']I‘k)k da

A-tiirevlenebilir ise f fonksiyonu ikinci mertebeden A- tiirevlenebilirdir denir ve
o= (2 T 5 R

dir. Benzer sekilde, f nin n. mertebeden A- tiirevleri f2": T*" > R ile tanimlanr.

Hert € T i¢in

o?(t) = o(a(®))

ve buna gore n € N i¢gin ¢™(t) benzer sekilde tanimlanir. Ayrica,
) =t f =fve T =T

olarak tanimlanir.



Tamm 2.2.2 f: T - R fonksiyonu igin fV: T, — R fonksiyonu T,z = (T,), da

V-tiirevlenebilir ise f fonksiyonu ikinci mertebeden V- tiirevlenebilirdir denir ve
fVV — (fV)V . Tkz SR

dir. Benzer sekilde, f nin n. mertebeden V- tiirevleri fV : Tyn — R ile tanimlanir.

Hert € T i¢in

p2(t) = p(p(D))
ve buna gore n € N i¢in p™(t) benzer sekilde tanimlanir. Ayrica,
PPt =t,f" =fve Tpo=T
olarak tanimlanir.

Tamm 2.2.3 f: T — R fonksiyonu igin f%: T* - R fonksiyonu T} = (T*), da V-

tiirevlenebilir ise f fonksiyonu AV- tiirevlenebilirdir denir ve
fT= (7T o R
dir.

Ornek 2.2.1 T herhangi bir zaman skalas1 olsun. f:T - R, her t € T igin

F(©) = t alalim. Ornek 2.1.2 den V¢ € T* i¢in f2(¢t) = 1 oldugunu biliyoruz. O
halde, vt € T* icin,
BACE) = (FMYA () = lim. . ToCO) ) e 121
f (t) - (f ) (t) - th—)t a(t)—s - th—)t a(t)-s - 0
oldugu gortiliir.
Benzer sekilde, Ornek 2.1.2 den Vt € Ty icin fV(t) =1 oldugundan
FYV(t) = 0 elde edilir.



Ornek 2.2.2 T herhangi bir zaman skalas1 olsun. f:T - R, her t € T igin

f(t) = t? alalim.

: flo@®)=f(s) . 2(t)—s> .
A = hms_,t% =1 msﬁt% =limg,; o(t) + s = a(t) + ¢,
FY(@0) = lim,,, LEDTO _yy RO () s = p(t) + ¢
S—t p(t)—S Ss—ot p(t)—S S—>tp p

oldugu goriliir. O halde,
ve e T icin F22(8) = (FN2 (6) = (o() + )2 = () + ¢4,
vt € Tz igin fY7V(t) = (fN)Y (@) = (p(®) + )" = p"(t) + ¢,

vt € TX icin fA7(t) = (FO)V() = (a(®) + )" = a¥(¢) + ¥

elde edilir. a(t) fonksiyonunun her T zaman skalasi igin A-tiirevlenemez

oldugunu Ornek 2.1.5 de gostermistik. Oyleyse f nin herhangi bir T zaman

skalas1 i¢in ikinci mertebeden A-tiirevini bulamayiz. Benzer sekilde, p(t)

fonksiyonunun her T zaman skalasi igin V-tiirevlenemez oldugu gosterilebilir.

Boylece f nin herhangi bir T zaman skalasi igin ikinci mertebeden V-tiirevini

bulamayiz. Ozel zaman skalalar1 igin f22(t), fVV(t) ve f2V(t) yi inceleyelim.

T=Rise o(t) =t, p(t) =t oldugundan

fAA) =t +th =2,
Y =t"+t" =2,
W) =t +t7 =2

bulunur.



T=Zisea(t)=t+ 1ve p(t) =t — 1 oldugundan

A =0t+1D2+t2 =2,
" =t-1D"+t"=2,
A" =0t+1D)"+t"=2

bulunur.

Ornek 2.2.3 Eger f ve g ikinci mertebeden A-tiirevlenebilir ve f° A-
tirevlenebilir ise fg ikinci mertebeden A- tiirevlenebilirdir ve

9t =rflg+fg"
oldugundan f2° == f29 ve f ot = £ olmak iizere

(f9"t = (fPg + f2g™"
o A o
=fAAg+fA gA_I_fa gA_I_fa gAA
— fAAg +fAcrgA +fcrAgA +faagAA

elde edilir.

Ornek 2.2.4 Eger f ve g ikinci mertebeden V-tiirevlenebilir ve fP V-
tiirevlenebilir ise f g ikinci mertebeden V- tiirevlenebilirdir ve

Fg)' =g +f°g"

olduguna gore fV° == f7 ve fP" = fPY olmak iizere

FP7 =g+ fPg")"
=g+ 17"+ 7 g + [P g™

=g+ g  + g7+ fPPg"Y
elde edilir.



2.3 Zaman Skalasinda Integral

Tamim 2.3.1 Eger f:T — R fonksiyonunun T deki sag yogun noktalarda sagdan

limiti var ve sol yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona diizenli

(regulated) fonksiyon denir.

Tamim 2.3.2 Eger f:T — R fonksiyonu T deki sag yogun noktalarda siirekli ve

sol yogun noktalarda soldan limite sahipse bu fonksiyona sag yogun siirekli veya

rd-stirekli denir. f: T — R rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Crq = Crg(T) = Gq(T,R)
ile gosterilir.

Tamim 2.3.3 Eger f:T — R fonksiyonu T deki sol yogun noktalarda siirekli ve

sag yogun noktalarda sagdan limite sahipse bu fonksiyona sol yogun siirekli veya
Id-stirekli denir. f: T — R ld-siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Cia = Ca(T) = Ca(T,R)

ile gosterilir.

Tamm 234 f:T - R fonksiyonu verilsin. Eger F:T — R fonksiyonu T*

{izerinde A- tiirevlenebilir ve her ¢t € TX icin FA(t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f

nin A- anti tiirevi veya ilkeli denir.

Tammm 2.3.5 f:T - R fonksiyonu verilsin. Eger F:T — R fonksiyonu T
lizerinde V- tiirevlenebilir ve her t € Ty icin FV(t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f

nin V- anti tiirevi veya ilkeli denir.



Tammm 2.3.6 Eger f:T — R fonksiyonunun A- anti tiirevi varsa, f ye A-

integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durumda a ve b, T i¢inde herhangi noktalar

olmak iizere f nin a dan b ye A integrali

b
[ rwac=ro) - F@

olarak tanimlanir.

Tammm 2.3.7 Eger f:T — R fonksiyonunun V- anti tiirevi varsa, f ye V-
integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durumda a ve b, T i¢inde herhangi noktalar

olmak iizere f nin a dan b ye V integrali

b
[ rewe=ro) - F@

olarak tanimlanir.
Teorem 2.3.1 Her rd siirekli fonksiyonun bir anti tiirevi vardir.

Teorem 2.3.2 f: T — R fonksiyonu A- integrallenebilir olsun. Bu durumda

t € T" icin

o(t)
| ras =100 - ar® = ko1 ©

esitligi dogrudur.



Ispat f:T — R fonksiyonu A- integrallenebilir ise f(t) = F2(t) olacak sekilde

Oyle F: T — R A- anti tlirevi vardir ve

a(t)
f f(s)As = F(a(t)) — F(¢)

=[o(t) - t]F* (D)
=[o(®) - tlf (®)

elde edilir.

Teorem 2.3.3 Her 1d stirekli fonksiyonun bir anti tiirevi vardir.

Teorem 234 f:T — R fonksiyonu V- integrallenebilir olsun. Bu durumda

t € Ty i¢in

[y F©Vs = [t = p(®OIf () = v(Of ()
esitligi dogrudur.
Ispat Teorem 2.2.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.35 f:T —» R ve g: T - R fonksiyonlar1 A- integrallenebilir olsunlar,
yani A-anti tiirevleri var olsun. Bu durumda her a,b,c € T igin asagidaki

formiiller dogrudur.

i) [T (0) + g(®]at = [ F(O)AL + [ g(b) At,
ii) Her k sabiti icin [, k f()At = k [ f(t)A,
i) [ f(D)At =0,
VEICIESNIGI

v) [JFOAt = [CFDAt+ [ F(D) A,



olur.

vi) [7 F(a(©)g* (DAt = FOg®15 — [ FAOg(OA,
vii) [ F(D g2 (©)At = F(©g(©)15 - [ FADg(a(®)A,

viii) Eger [a, b) araliginda | £ (6)] < g(¢) ise |[7 f(O)At| < [ g(£)At

iX) Eger her t € [a, b) i¢in f(t) = 0 ise f; f(®)At = 0.

Bu teoremde vi ve vii formiillerine kismi integrasyon formiilleri denir.

Teorem 2.3.6 f: T - R ve g:T — R fonksiyonlar1 V- integrallenebilir olsunlar,

yani

V-anti tiirevleri var olsun. Bu durumda her a,b,c € T i¢in asagidaki

formiiller dogrudur.

olur.

) [JIF(0) + g@®IVe = [ F(©OVE+ [, g(D) VL,

ii) Her k sabiti icin [ k f(©)Vt = k [, f(t)Vt,

iii) [ f(O)Vt =0,

v) [} F(OVE = [ F(OVe,

) f;f(t)Vt = [Cf(®)vt+ fcb f(O) Ve,

vi) [ f(p(0)g" ()t = F(OgOI5 — [7 TV,
vii) [ F(0g" (DYt = F©Og@®15 - [, P ©Og(pO)Vt,

viii) Eger [a,b) araliginda |f(t)| < g(t) ise |f:f(t)Vt| < f:g(t)Vt

ix) Eger her t € [a,b) icin f(t) > Oise [, f(£)Vt > 0.

Teorem 2.3.7 a,b € T ve a < b olsun. Eger f(t) fonksiyonu [a, b] tizerinde

stirekli ise asagidaki esitlikler dogrudur.

) [ F©at = [P F@©at + b - pDIf (p(1)),
i) [ (DAt = [0(a) — alf(a) + [, f(OAL,
i) [” £ (Ve = [P F(©)Ve + [b — p(BIf(b),
v) [ FOVE = [0(a) — alf(o(@)) + [, FO)VE:



Teorem 2.3.8 Eger f,f2 ve fV iki degiskenli fonksiyonlar1 siirekli ise, bu
durumda asagidaki formiiller dogrudur. Burada f2(t,s) ve fV (¢, s) ile s degiskeni

sabit tutularak f(t,s) fonksiyonunun t ye gore sirasiyla A ve V tiirevleri
belirtilmistir.

) ([ F69)85) = F0(,6) + [ o, 5)as,

i) (J £t.)85) = F(p(0),p(0) + [ £7(t, ),
i) (I 6 5)Vs)” = F(o(0),0(0) + [ F2(t,)Vs,
) ([ F(69)Vs) = F(p@,0) + [ f7( )V,

Ornek 2.3.1 f:T—> R fonksiyonu A- integrallenebilir olsun. Bu durumda
a,b € T icin

i) Eger T = Rise [, f(At = [} (D),

i) Eger T = Z ise

r b-1

Zf(t), a<b
t=a

b
f FOAE =4

a—1
— ) f(t), a>b
\ t=b

saglanir.

iii) Eger [a, b] aralig1 sadece ayrik noktalari igeriyor ise

( u®f(@), a<b
J f(HAt = 0, a=>hb
a |- D uof®, a>b
k te[b,a)

elde edilir.



Ornek 23.2 T=7Z igin a# 1 olmak iizere [a'At belirsiz integralini

inceleyelim.

oldugundan

at
fatAtz +c
a—1

elde edilir. (c sabit)

Ornek 234 T =[0,1]U [3,4] olsun. f(t) =t? icin fotf(s)As integralinin

degerini bulalim.

t<1ise
t t
£3
ZA — Zd —
fs s fs s =3
0 0
t =3ise
t 1 3
1 7
stAs = fszds+fszAs =§+(0(1)—1)f(1) =3
0 0 1

t > 3ise



Ornek 235 T= [O,ﬂ U E, 1] olsun. f(t) = gs(l —s) icin folf(s)Vs

integralinin degerini bulalim.

1/3 1/2
ff(s)Vs—f f(s)Vs + f f(s)Vs + ff(s)Vs
1/3 1/2

oldugundan integralleri ayr1 ayr1 hesaplayalim.

1/3 1/3 1/3
8
f f(s)Vs = f f(s)ds = 7J s(1-s)ds = T
0 0 0
s 1 1 1
| rems=r(3)v(3)=a¢
1/3
1 1 g 1 )
ff(s)Vs = ff(s)ds =7 fs(l —s)ds = o1
1/2 1/2 172
elde edilir. Boylece
1/3 1/2 109
jf(s)Vs = j f(s)Vs + J f(s)Vs + ff(s)Vs =te7
1/3 1/2

dir.






3. ZAMAN SKALASINDA BIR BOYUTLU p-LAPLACIAN
SINIR DEGER PROBLEMI

Bu boliimde bir boyutlu p-Laplacian smir deger probleminin pozitif
¢ozlimlerinin varligi igin gerekli kosullar verilmistir. Bu amagla p-Laplacian
operatoriin 6zellikleri ve sinir kosullart kullanilarak m-nokta p-Laplacian sinir
deger problemi operatdr denkleme indirgenmis ve operatoriin tamamen siirekli
oldugu gosterilmistir.

3.1 Operatorler ve Koni Kavrami

Tamm 3.1.1 E ve E; herhangi iki kiime olsun. Eger belirli bir A kurali tizerine
DCE nin her x elemanina tek bir y € E; karsilik getirilmis ise E den E; e A
operatorlii (doniistimii) verilmistir denir. D ye A nin tanim bolgesi denir ve
A:DCE — E; ve A:x - y veya y = Ax yazlarak gosterilir. Ozel olarak E; = E
ise A ya E iginde bir operator denir.

Tanmm 3.1.2 Eger bir kiimenin elemanlarinin her dizisinden yakinsak bir alt dizi
secilebiliyorsa bu kiimeye prekompakt kiime denir. Yakinsadigi deger, kiime
icinde ise bu kiimeye kompakt kiime denir.

Tanmm 3.1.3 Eger bir donlisim her simirli kiimeyi prekompakt bir kiimeye
dondistiiriiyorsa bu doniisiime kompakt doniisiim denir.

Tamm 3.1.4 (E, p) ve (E4, p,) iki metrik uzay olsun ve A: D C E — E; operatorii
verilsin.

Eger xo € D i¢in € > 0 verildiginde,
Vx € D,p(x,xy) <8 =p1(Ax, Axy) < €
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa A ya x, noktasinda stirekli operatdr denir.

Eger A operatdrii D nin her noktasinda siirekli ise A ya D {izerinde siirekli
operator denir.

Teorem 3.1.1 (Arzela-Ascoli Teoremi) Bir M C[a,b] kiimesinin siirekli
fonksiyonlar ailesinin prekompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ye ait
fonksiyonlarin ayni dereceden siirli (equibounded) ve aymi dereceden siirekli
(equicontinuous) olmasidir.

Tanmim 3.1.5 M, C[a, b] i¢inde bir kiime olsun.
i) Vx € M,Vt € [a,b] i¢in |x(t)| < c olacak sekilde ¢ sayis1 varsa M

kiimesine ait fonksiyonlara ayni dereceden sinirli (equibounded) fonksiyonlar
denir.



i) € > 0 verilsin, Vt,,t, € [a,b] ve Vx € M igin |t; — t,]| < & esitsizligi
saglandiginda |x(t;) — x(t,)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi bulunabiliyorsa
M kimesine ait fonksiyonlara ayni dereceden siirekli (equicontinuous)
fonksiyonlar denir.

Tamm 3.1.6 Eger bir doniisiim siirekli ve kompakt ise bu doniigiime tamamen
stirekli denir.

Tamm 317 V={xeX:|x|l<>0) olsun. V,:= {@ xeviu

1+t’
{x2(t),x € V} in sonsuzda ayni dereceden yakinsak (equiconvergent) olarak
adlandirilmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ve > 0, Vx € V] i¢in,

x(tq) _ x(t3)
1+t 1+¢

g, |x2(t) —x2(t)| <e, Vet =T

olacak sekilde 3T = T (&) > 0 degerinin var olmasidir.

Onerme 3.1.1 {@ X € V} ve {x2(t),x € V}, [0,00) un herhangi bir kompakt

1+t
araligr lizerinde ayni dereceden siirekli (equicontinuous) ve sonsuzda ayni

dereceden yakinsak (equiconvergent) ise bu durumda V,X iizerinde relatively
kompakttir.

Tanim 3.1.8 B reel Banach uzayindaki P kiimesi asagidaki kosullar1 sagladiginda
koni olarak adlandirilir.

i) P, B icinde kapali ve konveks bir kiimedir.
ii)x eEP=>Ax €P, her 1> 0.

lii)x e P,x # 0= —xgP.

Ornek 3.1.1

1) B=R igin,

PL=R"={xeR:x>0}veP, =R ={xeR:x <0}
kiimeleri konidir.
2) B = R? i¢in,
P=R:= {(xl,xz) €R*x; = 0,x, > 0}

kiimesi konidir.



3) B = R? i¢in,

P= {(xl,xz,x3) eR?:x? +x% < xg}

kiimesi konidir.

Tanmim 3.1.9 a: P — [0, «) siirekli bir doniisiim ve a doniisiimii her u,v € P,0 <
t <1igin

a(tu+ (1 —t)v) = ta(u) + (1 —t)a(v),

esitsizligini sagliyorsa, @ doniisiime B reel Banach uzayinin P konisi iizerinde
negatif olmayan siirekli konkav fonksiyonel denir.

Tammm 3.1.10 a: P — [0,0) siirekli bir doniisim ve a dontsimi her u,v €
P,0<t<1i¢in

a(tu+ (1 —t)v) <ta(u) + (1 —t)a(v),

esitsizligini sagliyorsa, @ doniisiimiine B reel Banach uzayimnin P konisi iizerinde
negatif olmayan siirekli konveks fonksiyonel denir.

Tanmm 3.1.11 ¢,: T > R, s € T vep > 1i¢in @,(s) = |s|P~%s ile tanimlanan
operatére p-Laplacian operator denir. Bu operator

¢p(0) =0,
Pp(xy) = @ (X)9p(¥),
Pp(=x) = =@, (x),
Pp(x +¥) < @p(xX) + 0p(¥)
ozelliklerini saglar.
3.2 p- Laplacian Sinir Deger Problemi ve T operatorii

(<pp (xA(t)>)V +p(Of (£x(0),x2(t)) = 0,¢ € (0,00, (3.2.1)

x(0) = ¥ 2 aix®(my), limgeqie x2(t) = 0.

— -1 1 1
Burada ¢,(s) = |s[’"%s,p > 1, (gop) = @q) ;+E =1, eT,0<n, <<
NMmz <oVea; 20(i=12,..,m—2)dr.



Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim:
(H1) ¢ € C([0,0)1,[0,0)), [;"p(s)Vs <o, [, pq(J." p(s)Vs)AT < oo;
(H2) w € €([0, ), [0,0)) azalmayan ve f(t, (1 + t)u,v) < w(max{|ul, |v|});

(H3) (0,00) un herhangi bir alt araligi tizerinde f(t,0,0) = 0 ve f(t,(1+
tu, v) € C([0, )7 X [0,0) X [0, ), [0, 0)).
o)

Banach uzaymiz ||x|l; = suprefo,wy, - ||xA||Oo = SUPtef0,00), | X2 (D) ]

olmak tizere ||x|| = max{llxlll, ||xA||OO} normuyla tanimli

B = {x € C2[0, o0): SuPte[o,m)T% < 00, limger ¢ 00 X2(E) < 00} (3.2.2)

olsun ve konimiz

m-—2
P={xeB:x(0) = Z a;x%(n;), x, [0, ) lizerinde negatif olmayan,
i=1
konkav ve azalmayan} (3.2.3)

seklinde tanimlansin.
Onerme 3.2.1y € C([0, )7, [0,)) ve [* y(£)Vt < oo olsun. Bu durumda
v
(‘pp (xA(t))) + }’(t) = O' t e (O' OO)T, (324)
X(O) = ﬁzz aixA(T]i)r limte'ﬂ‘,teoo XA(t) = O;

siir deger probleminin tek ¢oziimii

m—2 (o] t [}
x(t) = Z a;Pq fy(T)VT +f<pq fy(T)VT As
i=1 1 0 s
dir.
Ispat

(00 (*®)) = ®, te @)

Ik olarak yukaridaki ifadenin her iki tarafinin t den oo a V- integralini alalim.

v 0o

ft w(q)p (x*@)) ve=- f y(D)Vr

t



den,

op (x2()) = 0, (x®) = - f @

t

Sinir kosullarindan limger 0 x2(t) =0 Ve ®p(0) = 0 oldugundan
¢p (x"(c0)) = 0 elde edilir. Her iki tarafa (,) " = ¢, uygulamsa

X0 = o, < | y(r)Vr)

elde edilir. Her iki tarafinin 0 dan t ye A- integrali alinarak

thA(s) As = Lt ®q <Lmy(r)VT> As

x(t) —x(0) = f ®q <f y(r)Vr) As
0 s

elde edilir. Sinir kosullarindan

m-—2 m-—2

x(0) = ) axt() = ) a0, ( | ooy(r)Vr)
ni

i=1 i=1

oldugunu biliniyor. Yukaridaki denklemde x(0) yerine esitini yazarak (3.2.4) sinir
deger probleminin tek ¢6ziimii

x(t) = riz a; Pq (fooy(r)VT> + fot ®q (fooy(T)W') As
i=1 i s

olarak bulunur.

(3.2.1) simur deger probleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi t € [0, ) igin B
uzay1 iginde

m-—2

(rO© = ) ay| | $@F (ra@x2@) 7o
' ni

=1

(3.2.5)

t 0

+f<,0q fd’(T)f (T,x(r),xA(T)) Vt |As

0

ile tanimhi T: P — B operatoriiniin sabit noktasinin bulunmasina denktir.



Onerme 3.2.2 M = max {Y",%a;, 1} iken x € P icin ||x||; < M||xA||oo dir.

Ispat x € P oldugundan,

t

m-—2
O _ 2 [w@ns+ Y antnd | s EEEEE o) <
i=1

1+t 1+t 1+¢
0

dir. Boylece,

Supreto s e < Mt
oldugundan
Ixlly < Ml
elde edilir.

Onerme 3.2.3 (H1), (H2) ve (H3) kosullar1 saglandiginda T:P — P operatorii
tamamen stireklidir.

Ispat Ispat: dért adimda yapalim.
Adim 1: TP C P oldugunu gosterelim. x € P igin,

(Tx)"(0) = 0,

(<pp ((Tx)A(t)))\7 = —p(f (tx(), (V) <0,

0@ = 9| [ @1 (25@22@) Ve | 20,
t

0O = Y @y [ $@F (5x@20@)7e | = Y wTn@) =0
i=1 ;i i=1

v
dir. Boylece ((pp ((Tx)A(t))) <0, ¢, ((Tx)A(t)) azalandir. O halde (Tx)2(t)

azalandir. Tx konkavdir. Boylece [0, o0) iizerinde Tx, negatif olmayan, konkav
ve azalmayandir. Yani TP C P dir.

Adim 2: T: P — P siirekli oldugunu gosterelim. P de n — +oo iken x,, = x
dizisi var olsun. O zaman supnem\(o}llxnll < 7o olacak sekilde 7, reel sayisi
mevcuttur (Yakinsak diziler sinirhidir). (H2) den f(t, (1 + t)u,v) < w(ry) elde
edilir ve boylece



f ¢(T)|f(1-! Xn, xrAl) _f(T' X, xA)|VT < 2(1)(7'0)] ¢(T)VT

Lebesque baskin yakinsaklik teoreminden,

| 05 ((Tx)2(®) = 0, (T02(®))| =

[ 00 Fx20 5 = a2
t

< [ 6@ w0 - F@xx|r

-0, n > +oo,

Boylece, @, nun siirekliliginden ||Tx, — Tx|| < M[|(Tx,)* — (Tx)*||_ -0,
n — +oo dir. Dolayisiyla T siireklidir.

Adim 3: T:P — P relatively kompakt oldugunu gosterelim. €2, P’ nin
sinirli alt kiimesi olsun. O zaman x € 2 i¢in ||x|| < K olacak sekilde 6yle bir
K > 0 reel sayis1 vardir. (H1) ile Vx € Qigin,

|02l = 0| [ 9@F (r.2@x2@) e
0

< w(K)gq fd)(r)Vr < oo,
0

Dolayisiyla, ||TQ|| < M ||(T_(.?)A||oo < oo ve T diizgiin (uniformly) sinirhidir.

Simdi, T2 nin [0, )y tizerinde ayni dereceden siirekli (equicontinuous)
oldugunu gosterelim. R > 0, t;,t, € [0,R], t, > t; Ve Vx € 2 igin,

(T)(t)  T0)(@E)|
1+t 1+6, |

olmak tzere



m-—2 co

1
K= Z, aiPq fﬁb(r)f 7, x(7), XA(T) vt 1+t1 T
t1 o
1
+f P fgb(r)f(r'x(r)'xA(T)) Ve A 1T T Tx g
0 s

t2

+1_it2f(pq f(]ﬁ(‘r)f(‘r,x(‘[),xA(r)) Vt |As

t1
m—2 1 1
< Z 2;¢0q (w(K))@q f ¢V |17 t, 1+t
i=1
1
+o, (w(K))f Pq f AOLEN ryn t, 1+t
0 s

+1+ (a)(K))fgoq f(]_')(T)VT As

- 0' (tl - tZ)

o (T2 () = 0 (T0)2(2))| =

[ s@f (mrx@.x0@) e

< w(K) Jd)(r)VT
¢

= 0. (t; »t2)
Boylece T2, [0, ) nin herhangi kompakt araliginda ayni dereceden stireklidir.

Adim 4: T:P - P nin oo da aym dereceden yakinsak (equiconvergent)
oldugunu gosterelim. Herhangi bir x € 2 igin,

(Tx)(t)
1+t

tgwlﬂ 24 f @ (vx@, x4 @) 7 |as

t—>oo

< Mgg(w(K)) lim fq,')(T)VT =0,



|0 = Jim g | | $@F (5.2@,20@) 77
t

(0]

< ¢q(@(K)) lim ng(r)w = 0.

t

Boylece, TS sonsuzda ayni dereceden yakinsaktir. Sonu¢ olarak Adim 1-4 den,
T: P - P operatdrii tamamen siireklidir. Ispat tamamlanur. U






4. ZAMAN SKALASINDA m-NOKTA p-LAPLACIAN SINIR
DEGER PROBLEMININ POZITiF COZUMLERI

Bu béliimde, (3.2.1) m-nokta p —Laplacian sinir deger problemine, Leggett-
Williams sabit nokta teoremi, Bes fonksiyonelli sabit nokta teoremi ve Leggett-
Williams sabit nokta teoreminin bir genellestirilmisi uygulanarak en az {i¢ pozitif
¢Oziimiin varligr arastirilmistir. Ayrica her bir teorem i¢in 6rnek verilmistir.

4.1 Leggett-Williams Sabit Nokta Teoremi ve Uygulanisi

Bu boliimde,

(H4) 0 < 6, < 6, i¢in

0< ]/(91, 92) = min(t,u,v)e[%,k]TX[%,GZ]X[O,GZ] f(t, (1 + t)u, 17)

kosulu saglansin.

Teorem 4.1.1 (Leggett-Williams Sabit Nokta Teoremi, Leggett and Williams,
1979) B Banach uzayi, P de B uzayinda bir koni olsun.

P.={x € P:|lx|l <c},
P(a,a,b) :={x € P:a < a(x), ||x|| < b}

seklinde tamimlansin. T:P, — P, tamamen siirekli operatér ve a,P iizerinde
negatif olmayan siirekli konkav fonksiyonel olmak iizere

Vx € P. igin a(x) < ||x||
olsun. Eger,
() {x € P(a,b,d):a(x) > b} + D ve Vx € P(a,b,d) i¢in a(Tx) > b;
(ii) Vx € P, igin ||Tx|| < a;
(iii)x € P(a,b,c) ve ||Tx|| > d iken a(Tx) > b
kosullarini saglayan 0 < a < b < d < c sayilar1 var ise T operatdriiniin
Ix1ll < a, a(xy) >b, |lx3]l >a ve a(x3) <b

esitsizliklerini saglayan en az {i¢ pozitif x;, x5, X3 ¢Oziimii vardir.



Uygunluk i¢in,

6 =g, fmaw,
0

1
b= ﬂbdfMﬂw,

k
k
_ 1 f v
l_k+1(pq ld)(T)Tﬂ

m— o o9)

t
u=supte0m)T1+t Z a;iPq f(b(r)Vr +f<pq fqb(r)Vr As
0

i=1 N s

seklinde tanimlansin.

Teorem 4.1.2 (H1)-(H4) kosullarinin saglandigini kabul edelim. 0 < a < % <
d<d<cve —>bolsunve

uw(C)

@) Vv (t,u,v) € [0,00)1 X [0,a] X [0,a] i¢in (¢, (1 + Du,v) < ¢, (Miu)
(b) v (t,u,v) € [0,0)1 X [0,c] X [0, c]igin (¢, (1 + Du,v) < ¢, (M—,,)

©Vtuv) el ] x |-, d| x [0,d] igin £ (&, (1 + O)u,v) > ¢, (),
doe<u
kosullar1 saglansin. O zaman (3.2.1) siir deger probleminin

lusll < a, a(u;) > %, lusll >a ve a(ug) <%

olacak sekilde en az ii¢ pozitif u,, u, ve uz ¢éziimii vardir.



Ispat a: P — [0,0) negatif olmayan siirekli konkav fonksiyonelini 0 < k < oo,
% € T sabit iken

k
a(u) =—— min u(t)
Earis
T

seklinde tanimlayalim. Burada

N——

1
() = — u(l)—u(" < supreromy 2 = Jull

k+1 \k) 17 0)TY 4t
k

ve ||lul| = max{llulll, ||uA||OO} tanimindan a(u) < ||u|| oldugu agikga goriiliir.

Ik olarak T:P. - P. oldugunu gésterelim. Onerme 3.2.3 den TP, C P dir.
Ustelik Vu € P, icin 0 <u<c¢0<v<c dir. Boylece (b) den f(t,(1+

Du,v) < @, (Miu) dir. Onerme 3.2.2, (b) ve (d) ile

T2l = max {ITull,, |Tu*] }

< M||TuA||oo = Mo, f d(Df (T,u(r),uA(T)) vt
0

< MMLﬂwq(fow(],’)(r)Vt) =£0 Sﬁu =c.

Yani ||Tu|| < ¢ dir. Dolayisiyla TP.C P, dir. Benzer sekilde, Vu € P, icin
0<u<a0<v<a dir. Boylece Onerme 3.2.2, (a) ve (d) ile TP,CP,
oldugunu gésterebiliriz. O halde Yu € P, icin ||Tu|| < a dir ve bdylece Teorem
4.1.1° in (i1) kosulu saglanir.

Simdi,
b b b . b
{u EP (a,ﬁ,d> ca(u) > ﬁ} +PveVuePrP (a,ﬁ,d) icin a(Tu) > "
oldugunu gosterelim. Bu kosulu saglatmak i¢in

bk+1)+d <~ blk+1)+d
—t+2ai—,

u(t) =

i=1

. _ b(k+1)+d -
secelim. u(0) = Y% q; PvE =1

Zaul(n;) veu € P oldugu agiktir.



-t (1)_ k b(k+1)+d1+m2_2 b(k+1) +d
A AV A Mk YT oM

i=1

- k b(k+1)+d1_b+ d >b
“k+1 2M k 2M 2M(kk+1) " M

ve

b(k+1)+d d
”uA”OO = SuptE[O,oo)TluA(t)l =T o < w

lul| < M||uA||OO <d.

Yani |lu|| <d bulunur. Bu durumda u € P (a,%,d) ve a(u) > % dir.
Dolayisiyla {u EP (a,%, d) ca(u) > %} # @ olur.

b ... b
ue€ P(a,ﬁ,d) alalim. t € [%,k]T icin — < — - < d ve ||ul|] <d dir. (c)

Mk 1+
yi kullanarak,
k
(1) = g, i 00 = w7
te koo T
k m—2 ©
= Z ai g f d(Of (T,u(r),uA(r)) VT

1= ni

(] \
+f(pq f(b(r)f (vu(,ub(@) vr |as
0 s

k
zk—H\;% [ o7 (ruac)vs )
k

k
Mzk+1‘pq !‘MT)VT :_'
k

Yani a(Tu) > % dir ve Teorem 4.1.1 in (i) kosulu saglanir.



Son olarak, Teorem 4.1.1 in (ii1) kosulunun saglandigini1 gésterelim.

b : 1 b
uEP(a,E,c) iken t € [E’k] icin —_?Ltz<c ve |lu]l < c dir ve

ITull > d iken (H4) ve (d) ile,

k k 1
a(Tu) = s T ® =5 0 (3)

T

m-2

k o0
=i Z a;Pq (f qb(r)f(r,u(r),u(r))Vr)

=1 n;

P/
+[ o < [ 21 (ru@w) w) As>
0

N

s (
il 5| [o@r (u@at@)r )
A

1 k
> 0| 10,0 [ p@7r
7
Fr10 (.0 i prr)
0(©)sUPeefo.ny: T (S757 g ([ 0@V) + [} 0g ([ $(D)77)As)

m o t
X SUP¢e[0,0)p 1T t(Z a;Pq <f ¢>(T)VT> + f ®q (f (,l)(T)Vr) As)

=1

ﬂ, 1 m-—2 0
= 10 (©) SUPtefo0)r T4 1 1+t <Z aiPq (nf o(Of (T;U(T),uA(T)) VT)

=1

IV

N~

= w(c)

t f Pq ( f P(Of (r.u(r),uA(r))Vr> As>
0 s

A b
ITull > d=z-

A
pw(c) uw(c) ~— M




bulunur. Boylece Teorem 4.1.1 in (iii) kosulu saglanmis olur. Leggett- Williams
sabit nokta teoreminin tiim kosullar1 gerceklendiginden (3.2.1) sinir deger
probleminin en az ii¢ pozitif ¢ozliimii vardir. 0

Ornek 4.1.1 (3.2.1) sinir deger probleminde T = {g :n €N, } U [2, ) zaman

skalamiz, p =3, m=4,a0; =a, =1,n, = %,nz = %,M = 2 olsun.

d) =e™",
t 2,,16 v
(61071 + ) Lu<1,0<vteET,

1+ Duv)={ ¢ Y (41.1)

fe( ’ (6x10°+-22)  u>10<vteT,
1+t 2X10
iken
() @ + e~f (L u(©,u’®) = 0, t € (0,00)s,
(4.1.2)

u(0) =u? G) +u (Z), limger e ub(t) =0

siir deger problemini ele alalim ve a = %,b =4,c=2x103%d=1000,k =2

secelim. Basit hesaplamalar ile y(b,c) = y(3,2 X 103) = 240,60 = 0.895,1 =
3.112,:=0.2,u = 1.156, w(c) = w(2 % 103) > 300.5 elde edilir.

1000 1
T> 4,0 <§< 2 <8.953 <1000 < 2000.

Simdi, Teorem 4.1.2 nin kosullarmin saglanip saglanmadigin1 kontrol
edelim.

(t,u,v) € [0,0)r X [o, %] x [o, %] icin

£, (1+ Hu,v) < 0.0047 < @, (;»%) = (%2)2 = 0.0467

bulunur. Béylece Teorem 4.1.2 nin (a) sart1 gerceklenmis olur.
(t,u,v) € [0,00) X [0,2 x 103] X [0,2 X 103] i¢in

2x103

2
) — 748314.79
2.312

f(& (1 +Ou,v) <3005 < g, (Miu) = (

elde edilir. Boylece Teorem 4.1.2 nin (b) sart1 da gergeklenmis olur.



(t,u,v) € E,z]T x [1,1000] x [0,1000] icin
2

f(&, (1 +tu,v) =240 > ¢, (Mi) = (0%"4) =100

oldugundan Teorem 4.1.2 nin (¢) sart1 ger¢ceklenmis olur.

Son olarak, 0.895 < 1.156 oldugundan Teorem 4.1.2 nin (d) sartt

gerceklenmis olur. Yani Teorem 4.1.2 nin tim kosullarini saglayan a = %, b=
4,c =2 %103 ve d = 1000 sayilar1 vardir dyle ki 0 <a <b < ﬁd <d<
C,& > b esitsizligi saglanir. O halde, (4.1.2) smir deger probleminin ii¢ pozitif

Uq, U, Ve Uz ¢Ozimii igin

1 2 1 1 2 1
hall <3, 2 < a@) =2, (), lhull >3, alu) =5us (5) <2

esitsizlikleri saglanir.

4.2 Bes Fonksiyonelli Sabit Nokta Teoremi ve Uygulanisi

Bu boliimde (3.2.1) sinir deger probleminin en az {i¢ pozitif ¢oziimiiniin
varligi Leggett-Williams sabit nokta teoreminin bir genellestirilmisi olan ve
Avery (1998), tarafindan ispatlanan Bes fonksiyonelli sabit nokta teoremi
yardimiyla incelenecektir. Bes fonksiyonelli sabit nokta teoremi ile ilgili bir gok
calisma mevcuttur (Li and Yuan, 2009; Zhang and Sun, 2006; Hamal ve Yoriik,
2010; Su and Li, 2008).

y, B ve 8, P konisi iizerinde negatif olmayan siirekli konveks fonksiyoneller
ve a, i P konisi iizerinde negatif olmayan siirekli konkav fonksiyoneller olsun.

Negatif olmayan [, a, b, d ve c reel sayilar1 igin

P(y,c) ={ueP:y(w) <cj,
P(y,a,a,c) ={u€P:a < alu),y(uw) <c},
QB d,c) ={ueP:p(w) <d,y(w) <c},
P(y,0,a,a,b,c) ={u€P:a<a(u),f(u) <by) <c},
QW.Bwldc)={ueP:l<yw B <dy <c}

konveks kiimeleri tanimlayalim.



Teorem 4.2.1 (Bes fonksiyonelli sabit nokta teoremi, Avery, 1998) V u €

P(y,c) igin a(u) < B(u) ve |lul]| < ry(u) olacak sekilde ¢ > 0 ve r >0

sayilart mevcut olsun. Ayrica T:P(y,c) = P(y,c) tamamen siirekli operator

olsun. Eger

) {u€ePy,b,a,a,b,c)a(u) >a}#0veVue€P(y,0,a,a,b,c) i¢gin a(Tu) >
a,

(i) (ueQy.B wldc):pu)y<di+® ve VueQy,B wldc) igin
B(Tu) < d;

(iilueP(y,a,a,c)ve 8(Tu) > b iken a(Tu) > a;
(iviue Q(y,pB,d,c) ve y(Tu) < liken p(Tu) <d

kosullarin1 saglayan 0 < d < a olacak sekilde a, b,d ve [ negatif olmayan reel
sayilar1 var ise T operatoriiniin

Buy) <d, a(uy) > a, a(uz) < aiken d < f(u3)

esitsizliklerini saglayan en az ii¢ pozitif uq, u,, uz ¢6ziimii vardir.
Uygunluk i¢in, 0 < k < oo, % € T sabit, [ = 0, =1 alalim. P tlizerinde

a, ¥ negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiyonellerini ve y,[(,6 negatif
olmayan, stirekli, konveks fonksiyonellerini

k+1

a(u) = Lminte[%m) u(®), yw =B =0 = llull, y(w) =0 (42.1)

ile tanimlayalim. Bu durumda, u € P igin

llull < ry(w)

oldugu aciktir.

h =g, (f%k(b(T)VT), N = [goq(fooo¢(r)V‘r)]_1 (4.2.2)

alalim.



Teorem 4.22 0 < Y™ ?a; =& <1 olsun. (H1), (H2) ve (H3) kosullarmin
saglandigini kabul edelim. 0 < d < (k + 1)a < ¢ olsun ve

@vGuv)e [%'k]'ﬂ‘ x[2,¢| x [0,cligin £ (£, (1 + D, v) > g, (*222),

(b) ¥ (£, 1,v) € [0,00)x x [0,d] x [0, ] igin £ (£, (1 + D), v) < ¢, (),

(©) V (t,u,v) € [0,00)z X [0,] x [0,c] igin £(t, (1 + )u,v) < o, (<)
kosullar1 saglansin. O zaman (3.2.1) sinir deger probleminin
lusl < d, a(u,) >a, al(us) <a iken d < [|lusl]
olacak sekilde en az {i¢ pozitif u,, u, ve uz ¢éziimii vardir.
Ispat Bes fonksiyonelli sabit nokta teoreminin (Teorem 4.2.1) kosullarinin

saglandigin1 gosterecegiz. B, P ve T sirasiyla (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.5) deki gibi
tanimlansin.

oy (@) u(®)
@) = (1) = =5 < suiciomr 1o = Il

Ayrica onerme 3.2.2 den ve M=1 oldugundan |Ju|l; < ||uA||Ood1r. Boylece
a(u) < B(w) oldugu goriilir. Onerme 3.2.3 den T: P — P dir. u € P(y, c) olsun.
O zaman y(u) < c dir, yani t € [0,00) igin 0 < ()< c,0<ut(t)<c
dir. Onerme 3.2.2 ve (c) den,

y(Tw) = |ITull = max {ITully, |||, } < M||Tu]| |

[ee] N (o]
= Mo, f o(Of (‘L’,u(‘[),uA(T)) Ve | < Mcﬁq)q f o)Vt |=c
0 0

elde ederiz. Boylece T: P(y,c) = P(y,c) dir. Teorem 4.2.1 in kosullarinin b = ¢
iken saglandigin1 gdsterecegiz.

a(k+1)+c a(k+1)+c

t €[0,00) icin u(t) = t+ 2 alalm. u(0) =

m2a; M ve u € P oldugu goriiliir.



W = k (1)_ k a(k+1)+cl_|_n12_2 a(k+1)+c
=T 1" k) Tk 2 k %

_ 2
=1
k a(k+1)+c a c
T k+1 2k 2(k+1)
_alk+ 1) +c
lull = |lu?|| = ———

<c,
3 c
oldugu kolayca goriiliir. Yani, {u € P(y,0,a,a,b,c):a(u) > a} # 0

u€ P(y,0,a,a,b,c) icin a(u) = a,0(u) =

2ty (1) < MO L MO s
t e [ k] i¢in k+1u(k) ST ST S0 0=su (t) < c dir. Boylece, (a)

y(u) = |lu|l £ ¢ oldugundan,

kosulu ile

k
a(Tw) —mter[r;m) T =—— (T u)( )

k+1
e

|\z ®iPq fﬁb(T)f(T,u(T),u(T))VT
t=1 i

0

1
k
+ f ®q f dp()f (T,u(r),uA(T)) vt |As
0

N

IV

k
il 7| [ @1 (u@u@)re )
%

1 (k+1)a

>— ®q ﬁkqb(r)VT) =a.

(4.2.3)

Yani, a(Tu) > a dir. Béylece Teorem 4.2.1 in (i) kosulu saglanir

u(t) = %t + ym? ai% alalim. u(0) = ¥7? al-g ve u € P oldugu goriiliir.

0= w(w), ||lull = % < d oldugunu gérmek kolaydir. Boylece,



fueQ, B wldc):pu)<d}={ueP:|ul|<d}+0
oldugu elde edilir.

Onerme 3.2.2 ve (b) kosulundan, u € Q(y, B, v, 1, d, ¢) igin,

B(Tu) = IITull = max {ITully, [|Tu?]|, } < M||[Tud] = MTu(0)

= Mg, f $Of (tu@,ut @)V | < M—0, J¢(r)\7¢ = d.
0 0
Dolayisiyla Teorem 4.2.1 in (ii) kosulu gerceklenir.

k
P(y,a,a,c) = {u € P:——min_1 \ u(t) = q,||u|| < c}
telg=)

k+1 T
oldugundan u € P(y, @, a,c) igin (4.2.3) e gore a(Tu) > a elde ederiz. Boylece

Teorem 4.2.1 in (iii) kosulu saglanmis olur.

Son olarak y(Tu) <! =0 imkansiz oldugundan (iv) kosulunu ihmal
ederiz. Boylece Teorem 4.2.1 in tiim kosullar1 ger¢ceklenmis olur, (3.2.1) sinir

deger probleminin

gl < d,—
th "k+1

k
min u,(t) > a,d < ||luz||, ——min ux(t) <a
), 120 sl g mim ) 450)

olacak sekilde en az ii¢ u,, u,Vve us pozitif ¢coziimii vardir.

Ornek 4.2.1 (3.2.1) smr deger probleminde zaman skalamiz T = [0,5] U

{6,789}V [10,0), p=3,m=4r=11=0,a; =a, = i,m =§.nz =§,

M = 1 olsun.



p@) =et

S(3x10%uf+ =) u<1,0<vteT
€& A+0ur) =] 1 b (4.2.4)
Al ’ (3x10°+-2)  u>10<vteT,
1+t 2X10
iken
(Jut]u®) (&) + etf (tu), ut(®) =0, t € (0,%)r,
(4.2.5)

u(0) = éuA G) + éuA (g), limgep s u(t) = 0

sinir deger problemini ele alalm ve a = 5,c =2 x 103,d = 1—10, k = 3 secelim.
Basit hesaplamalar ile h = 0.816, N = 1 elde edilir.

1
0<—<20<2x103.
10

Simdi, Teorem 4.2.2 nin kosullarinin saglanip saglanmadigini kontrol
edelim.

(t,u,v) € E 3]T x [g 2 % 103] x [0,2 x 103] icin

f(&, (1 +tu,v) =900 > ¢, (@) = (i> = 600

bulunur. Béylece Teorem 4.2.2 nin (a) sart1 ger¢eklenmis olur.
1 17. .
(t,u,v) € [0,00)p X [O, 1—0] X [0, 1—0] icin

f(t, (1 + D, v) < 0.015 < @, (%’V) = (1—10)2 = 0.01

elde edilir. Boylece Teorem 4.2.2 nin (b) sart1 da gerceklenmis olur

(t,u,v) € [0,00)1 X [0,2 x 103] x [0,2 X 103] i¢in
cN
£(t, (1 + D, v) < 15005 < @, (ﬁ) — (2% 10%)? = 4 x 106

oldugundan Teorem 4.2.2 nin (c) sart1 ger¢eklenmis olur. Boylece Teorem 4.2.2
nin tiim kosullar1 saglandi. O halde, (4.2.5) sinir deger probleminin en az ii¢
pozitif u,, u, ve uz ¢oziimii vardir ve

1 3 . 3. . 1
lull < 25> Zmlnte[é,oo) u,(t) > 5, Zmlnte[é,oo) uz(t) < 5iken [lusll > —

T T

esitsizlikleri saglanir.



4.3 Leggett-Williams  Sabit  Nokta  Teoreminin Bir
Genellestirilmisi ve Uygulamsi

Bu boliimde (3.2.1) sinir deger probleminin en az {i¢ pozitif ¢ozliimiiniin
varligi Bai ve Ge’nin (2004) sabit nokta indeks teoriyi kullanarak ispatlamis
oldugu Leggett-Williams sabit nokta teoreminin bir genellestirilmisi ile
incelenecektir. Ayrica, bu sabit nokta teoremini Liu ve Sun (2011), zaman
skalasinda m- nokta sinir deger problemine uygulayarak katli pozitif ¢dziimlerin
varligini elde etmistir. Teoremin ifadesine gegcmeden dnce gerekli 6n bilgileri ve

tanimlamalar1 verelim.

a ve B negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyonelleri, L > 1 pozitif bir

sabit iken

l|x]] < Lmax{a(x),B(x)}, x €P, (4.3.1)

esitsizligini saglasin ve

Q={xeP:alx)<r,fx)<l}+0, r>01>0, (4.3.2)

olsun. r>a > 0,1 >0 verilmis olsun. a,f P iizerinde (4.3.1) ve (4.3.2)
bagintilarin1 saglayan negatif olmayan, stirekli, konveks fonksiyoneller ve y, P

tizerinde negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiyonel olsun.

Pla,r;B,) ={fueP:a(u) <r,Bu) <}

Pla,r;B,)={u€eP:al) <r,p() <1}, (4.3.3)
Pla,7;8,; y,a) ={u€eP:a(u) <r,f(uw) <l y(w) > a},
P(a,7;8,; y,a) ={u€P:a(uw) <r,f(w) <Ly = a}

konveks kiimelerini tanimlayalim.



Teorem 4.3.1 (Bai and Ge, 2004) B bir Banach uzayi, PCB bir koniver, > d >

b>r >0, [, =1 >0 olsun. P iizerinde, (4.3.1) ve (4.3.2) yi saglayan a ve 8
negatif olmayan, siirekli, konveks fonksiyonelleri ve VYu € P(a,13; B,1,) icin
y(u) < a(u) olacak sekilde y negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiyoneli var

olsun. 4: P(a,1; B, 1) = P(a,1y; B, 1,) tamamen siirekli operatdr olsun. Eger,

@) {u€P(a,d;B, 1y v,b):y(w) > b} # 0,u € P(a,d; B, 1,; y,b) icin y(Au) >
b;

(b) P(a,1y; B, 1) icin a(Au) < 1y, B(Au) < I;
(©) a(Au) > d iken P(a,15; B, 1y; v, b) icin y(Au) > b
kosullar1 saglantyorsa A operatoriiniin
u, € P(a,1;B8,11),  uy € {P(a,15;B,13; v,b):y(u) > b},
us € P(a,75; B, 1;) \(P(a,75; B, Lp; v,b) U P(a,74; B, 1))
olacak sekilde en az ii¢ uy, uy, u3 € P(a,1; B, ;) sabit noktas1 vardir.

B, P ve T sirasiyla (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.5) deki gibi tanimlansin. %E T,

k > 1 sabit olsun. P ilizerinde «,f negatif olmayan, siirekli, konveks

fonksiyonellerini ve y negatif olmayan, siirekli, konkav fonksiyonelini

x(t) A
a(x) = Sup tefo,m)y T+¢ B(x) = supiefo,m)x” (L),
() = —— min_ x(
0=,
T



seklinde tamimlayalim. O zaman ||x|| = max{a(x), B (x)} oldugu kolayca goriiliir
ve (4.3.1), (4.3.2) saglanur.

Onerme 4.3.1 x € P i¢in y(x) = ﬁa(x) > ia(x) dir.

Ispat x € P oldugundan x in [0, )y iizerinde azalmayan oldugu aciktir. Ustelik

limger t0 X2(t) = 0 oldugundan % fonksiyonu ¢ € [0,) de maksimuma

ulagir. O halde a(x) = % dir. x in konkavligindan ve k > 1 sabit oldugundan,
() = k (1)_ k (k—1+ka 1 N 1 )
YO 1"\ Tk+1"k+ko k—1+ko k+ko'
>k 1 ()_1x(a)_1 ()>1()
“k+1k(0+0) % T k+11+0 k+15 7 *¥

Boylece y(x) > ia(x) elde edilir. O

Simdi, uygunluk i¢in baz1 gésterimleri verelim:

m-2 el t 0
1
= SUPtefomn T ¢ z aiPq Jd’(T)VT +f<Pq J(b(T)VT As |,
i=1 ni 0 S

6:<pq fd)(T)VT ’
0

k
1

i=k_+1g0q j(]b(T)V’l' .
1/k



Teorem 4.3.2 (H1), (H2) ve (H3) kosullar1 saglansmn ve 0 < Y/ %aq; <1,
t € [0,%0)y igin £(t,0,0) # 0 olsun. — < min {%;} iken 7, > 2b > 2> >

0,1, =21, > 0,2b < [, pozitif sayilar1 var ve

() (t,u,v) € [0,0) X [0,7,] X [0,1;] icin

o <minf (). ()

(i) (&,w,) € [, k] x [Z,2b] x [0, 12] igin £ (2, (1 + Du,v) > 9, (),

(iii) (¢, u, v) € [0, ) X [0,7,] X [0, 4] icin

£(&,(1+ Du,v) < min{o, (2) o ()}

kosullar1 saglaniyorsa (3.2.1) sinir deger probleminin

T < T, SUPtelo,w)p U1 Ao <L,

bk U, (t)
— =T, SuptE[O,oo)TuZA(t) < l2'

uz(t)

_minte[i,w) us(t) < - |ken SUP te[0,0)r T47

< 2b, suptefo ) us”(t) < Iy

esitsizliklerini saglayan en az {i¢ pozitif uq, u,, uz ¢6ziimii vardir.

Ispat Bu teoremi ispatlamak igin Teorem 4.3.1 in tim kosullarinin
gerceklendigini gosterelim. «, 8,y fonksiyonellerinin tanimlanigindan (4.3.1) ve

(4.3.2) nin saglandi81 acikca goriildii. Ayrica Vu € P(a,1y; B, 1,) icin

k 1 u(l/ ) u(t)
y(w) = mu(Z) T+ 1}6 = SUPtefoo)r To¢ = a(w),

yani y(u) < a(u) dur. Onerme 3.2.3 den T:P — P tamamen siirekli oldugu

elimizde var.



Simdi (i) kosulu saglandiginda T: P(a, 15; B,1;) = P(a,1y; f,1,) oldugunu

gosterelim. u € P(a,1y; B,1,) icin  a(u) = sup te[o,wh% <n, flu) =

SUPtef0,0) U (£) < I, dir. Bu durumda (i) den

ft,(1+u,v) <min {(pp (lz) ®p (r—z)}, t € [0,00)T

dir. Ayrica u € P i¢in Tu € P oldugundan [0,00)y lizerinde Tu(t) konkav ve
(Tw)2(t) = 0 dir. Boylece,

Tu(t)
a(Tu) = sup refopy = TTt

m-—2 0
= swp o g | O @t [ 6OF (u@ @) e
Nni

i=1
0

t
+f¢q fqﬁ(f)f (T.u(r),uA(r)) vt |As
0

N

m-—2 0 t 0
2
< Zoupicon | 2 ool [ 007 |+ [0 [ ore)as
i=1 n; 0 s
<r,.

Boylece a(Tu) < r, elde edilir.

B(Tw) = supefoqn), Tut(t) = (Tu)*(0)

— 0y | [ 9 (mu@,u@) e
0



Dolayisiyla T: P(a,15; B,1,) = P(a,1y; B,1,) dir.

Benzer sekilde, u € P(a,1y; 5, 1) iken (iii) kosulundan

f(t,(1+tu,v) < min {cpp (g) ®p (%)}, t € [0,00)p

dir ve kolaylikla T:P(a,1y; B,1;) = P(a,7y; B,1;) oldugu goriiliir. Bdylece
Teorem 4.3.1 in (b) kosulu gergeklenir.

Simdi Teorem 4.3.1 in (a) kosulunun saglandigini gosterelim. t € [0, 0)y
icin  u(t) = 2bt + X"7%a;2b secelim. %(0) = Y™ ;%a;2b ve u € P oldugu
kolayca goriilir. Onerme 3.2.3 den u € P igin |jull; < M||uA||Oo oldugunu

biliyoruz.

B() = supeefom, W2(t) =2b <1,  a(@ < ||u?|| = 2b,

.k ko /1
v = k—ﬂtefﬁ“‘) 70 = 577 (5)

k‘l@‘

<2b +Za2b>2

Boylece, i € P (a, 2b; B, 15; v, %) ve y(u) > % dir. Yani,

{u € P(a,Zb;ﬁ, ly; y,%):y(u) > %} * .

uEP(aZbﬁlz,y, )191nt€[ k] iken — <1ig_t)<2b 0 < ul(t) < I, dir.

Béylece (ii) hipotezinden, f (¢, (1 + t)u,v) > ¢, (E)’ tEe [%, k]T.



y(Tw =¢ -li 7T (%)

m-2 ©

=1l Y oy [ o1 (u@ut@) e
i= n;
Ve .

+f Pq J({b(T)f(T,u(T),uA(T)) vt |As

0

1
/k k
2%] ®q jqb(r)f (I,u(r),uA(r)) vt |As
0 1/k
b 1 ‘ b
>Ek_+1¢q 1/[(1)(‘[)‘71’ =E.
k

Buradan, u € P (a, 2b; B, 15; v, %) icin y(Tu) > % oldugu elde edilir ve Teorem

4.3.1 in (a) kosulu saglanir.

Son olarak Teorem 4.3.1 in (c¢) kosulunun saglandigini gosterelim. a(Tu) >

2bikenu € P (a, 728,15 v, %) icin Onerme 4.3.1 ile,

1 b
y(Tu) > ﬁa(Tu) > =

Boylece Teorem 4.3.1 in tiim kosullar1 saglanir. Bu durumda (3.2.1) sinir
deger probleminin en az ii¢ Uy, Uy, u3 € P(a,1y; B, l5) pozitif ¢dziimii vardir ve bu

¢Oziimler i¢in

_ b b
uy € P(a,1y; B, 1), U; € {P (05' 72; B, L3; Y,E) y(u) > E}’



_ _ b _
uz € P(a,m; B, 13) \(P (“»Tziﬁ' ly; )’;E) UP(a,r;f, ll))
saglanir. O

Ornek 4.3.1 (3.2.1) smir deger probleminde zaman skalamiz T = {% ‘neE NO} U

[1,0),p=3m=4a, =a, =§,n1 =i,n2 =2,M =1 olsun.

P(t) =e™"
( - (120u6 + (ﬁ)z> u<1,0<vteT,
f& A +uv) = { ; o \2 (4.3.4)
k1+t2(120+(m)) u>1,0<vLeT,
iken
(Jut]ut) @ + e7tf (£ u(®,ut®) =0, t € (0,0), w35

1 1 1 .
u(0) = guA (Z) + guA(Z), limger ¢ () = 0

sinir deger problemini ele alalim ve r; = %,rz =10,b=2,l, = 6,1, =8,k =§
secelim. r, = 2b > % >r > 0,1, >1; >0ve2b < [, dir. Basit hesaplamalar ile

i =0.61025,4=0.2218,0 = 0,96132 elde edilir. Aynca — < min {%%}
saglanir.

Simdi, Teorem 4.3.2 nin kosullariin saglandigin1 gosterelim:
(t,u,v) € [0,00) X [0,10] %X [0,8] i¢in
l T
F(t, (1 + t)u,v) < 60.003 < min {q)p (g) , Py (ﬁ)} = 69.239
bulunur. Boylece Teorem 4.3.2 nin (i) sart1 ger¢eklenmis olur.
3 4 9 ..
(t,u,v) € [Z’E]T X [5,4] % [0,8] i¢in

b
£(t,(1+ Ou,v) > 57.6 > @, (ﬁ) — 45736

elde edilir. Boylece Teorem 4.3.2 nin (ii) sart1 da gergeklenmis olur.



(t,u,v) € [0,0) X [0, %] % [0,6] i¢in

l T
f(& (14 u,v) < 0.0841 < min {<pp (§1> , Py (ﬁ)} = 0.298

oldugundan Teorem 4.3.2 nin (iii) sart1 ger¢eklenmis olur. Boylece Teorem 4.3.2
nin tiim kosullarini saglandigindan (4.3.5) sinir deger probleminin en az ii¢ pozitif
Uq, Uy Ve Uz ¢oziimi vardir ve

u () 1
<z, SuptE[O,oo)TulA(t) <6,

SUDP tef0,0) 1—+t 3

—— <10, SUDtefom) U2 () < 6,

uz(t)

4 . 3. A
;mlnte[%,oo)T Uj (t) < > iken sup tel0,o)r T1p <4, SUPtel0,00)p U3 (t)<6

esitsizlikleri saglanir.






5. SONUC

Bu tez calismasinda zaman skalasinda sonsuz aralik tizerinde m-nokta p-
Laplacian sinir deger problemi ele alinmistir. Leggett-Williams sabit nokta
teoremi ve bu teoremin genellestirilmisi olan sabit nokta teoremleri (Bes
fonksiyonelli sabit nokta teoremi ve Leggett-Williams sabit nokta teoreminin bir

genellestirilmisi) ile Koni iizerinde en az ii¢ pozitif ¢6ziimiin varlig1 incelenmistir.
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