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ÖZET 

ZAMAN SKALASINDA BĠR BOYUTLU p-LAPLACIAN SINIR 

DEĞER PROBLEMLERĠNĠN POZĠTĠF ÇÖZÜMLERĠ 

 
TOKMAK, Fatma 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü 

Tez DanıĢmanı: Doç. Dr. Ġlkay KARACA 

Haziran 2011, 64 sayfa 

Bu tezde, diferansiyel denklemlerle ilgili birçok sonucun fark denklemleri 

ile eĢ değer sonuçlara taĢınabildiği zaman skalası üzerinde bazı temel özellikler 

verilmiĢtir. Zaman skalasında delta ve nabla türevi içeren ikinci mertebeden bir 

boyutlu p-Laplacian sınır değer problemi ele alınmıĢ ve sonsuz aralıktaki zaman 

skalası üzerinde pozitif çözümlerinin varlığı incelenmiĢtir. Bunun için öncelikle 

koni, Banach uzayı, tamamen sürekli operatör ve fonksiyonel tanımları 

verilmiĢtir. Ayrıca, sınır değer probleminin pozitif çözümlerinin varlığı için 

gerekli teoremler verilmiĢtir. Sırasıyla Leggett-Williams sabit nokta teoremi, BeĢ 

fonksiyonelli sabit nokta teoremi ve Bai ve Ge’nin ispatlamıĢ olduğu Leggett-

Williams sabit nokta teoreminin bir genelleĢtirilmiĢi ile en az üç pozitif çözümün 

varlığı gösterilmiĢ ve örneklendirilmiĢtir. 

 

 Anahtar sözcükler: Zaman skalası, pozitif çözümler, m-nokta sınır değer 

problemleri, sabit nokta teoremleri, sonsuz aralık. 

 



 



ABSTRACT 

POSITIVE SOLUTIONS FOR ONE DIMENSIONAL p-LAPLACIAN 

BOUNDARY VALUE PROBLEMS ON TIME SCALES 

 

TOKMAK, Fatma 

MSc in Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ġlkay KARACA 

June 2011, 64 pages 

 In this thesis, some basic properties about time scales where many results 

concerning differential equations carry over  to corresponding results for 

difference equations are given. The time scale of a second-order derivative of the 

delta and  nabla one-dimensional p-Laplacian boundary value problem has been 

studied and the existence of  positive solutions on infinite intervals on  time scales 

has been investigated. Firstly, the cone, Banach space, completely continuous 

operator and the functional definitions are given. In addition, the necessary 

theorems for the existence of positive solutions for the  boundary value problem  

are given. By using the Leggett-Williams fixed point theorem, five functionals 

fixed point theorem and a generalization of Leggett-Williams fixed point theorem 

which is proved by Bai and Ge, respectively, existence of at least three positive 

solutions for the boundary value problem is shown and sampled. 

  Keywords: Time scale, positive solutions, m-point boundary value 

problems, fixed point theorems, infinite intervals. 
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SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

Simgeler Açıklama  

 Reel sayılar. 

 Tamsayılar. 

 Doğal sayılar. 

  Negatif olmayan tamsayılar. 

 Zaman skalası. 

  Ġleri atlama operatörü.       

                           Geri atlama operatörü. 

                          Ġleriye graininess fonksiyonu. 

ν Geriye graininess fonksiyonu. 

                           fonksiyonunun  - türevi. 

                           fonksiyonunun   - türevi. 

                             fonksiyonunun türevi. 

              fonksiyonunun ileri fark operatörü. 

 



 

 

 

 

1.GĠRĠġ 

 

Son yıllarda matematikçilerin büyük bir ilgi odağı olan zaman skalası 

kavramı ilk olarak 1988 yılında Stephan Hilger’in doktora tezinde, sürekli ve 

diskret analizi birleĢtiren ve genelleyen bir teori olarak ortaya atıldı. Diferansiyel 

denklemler ile ilgili birçok sonuç, fark denklemleri için benzer sonuçlara kolayca 

taĢınabilir. Bu sonuçlar, doğal olarak diferansiyel denklemler için verilen 

sonuçlardan biraz farklıdır. Zaman skalası üzerinde dinamik sistemler çalıĢması, 

bu tür farklılıkları açıklayarak, sonuçları diferansiyel denklemler ve fark 

denklemleri için ayrı ayrı ispatlamaktan kurtarmaktadır. 

 

Zaman skalasında sonlu aralık üzerindeki dinamik denklemler ile ilgili 

birçok çalıĢma vardır (Atıcı ve Guseinov, 2002; He, 2005; He and Li, 2007; Su 

and Li, 2008; Li and Yuan, 2009; Liang et al., 2009; Han and Liu, 2009; Hamal 

ve Yörük, 2010). Fakat zaman skalasında sonsuz aralık üzerindeki çalıĢmalar 

oldukça azdır (Lian et al., 2007; Zhao and Ge, 2009, 2010; Guo et al., 2009). 

 

Bu tez çalıĢmasındaki sınır değer problemi için esas olarak iki çalıĢma ele 

alınmıĢtır. 

 

Guo, Yu ve Wang (2009), 

 

  
           

 

                              

         
     

     
     i             

                    (1.1) 

 

sonsuz aralık üzerindeki m-nokta sınır değer problemini ele almıĢlardır. Avery-

Peterson sabit nokta teoremini kullanarak yeterli koĢullar altında en az üç pozitif 

çözümün varlığını göstermiĢlerdir. 

 

Zhao ve Ge (2009), 

 

          
           

 

                                

                i               

                      (1.2) 

 

ikinci mertebe p-Laplacian sınır değer problemi için en az üç pozitif çözümün 

varlığını Leggett-Williams sabit nokta teoremini kullanarak göstermiĢlerdir. 

 

  Bu tez çalıĢmasında, 

 



           
           

 

                               

         
     

   
        i               

                   (1.3) 

 

m-nokta sınır değer problemi ele alınmıĢtır. Leggett-Williams sabit nokta teoremi 

(Leggett and Williams, 1979), BeĢ Fonksiyonelli sabit nokta teoremi (Avery, 1998) 

ve Leggett-Williams sabit nokta teoreminin bir genelleĢtirilmiĢi (Bai and Ge, 2004) 

kullanılarak en az üç pozitif çözümünün olması için gerekli kriterler araĢtırılmıĢtır. 

Ġkinci bölümde, zaman skalası ile ilgili temel kavramlar ve bazı teoremler 

verilmiĢtir. Üçüncü bölümde, koni, Banach uzayı, operatör, tamamen süreklilik 

kavramları verilmiĢ ve problemimiz için gerekli önermeler ispatlanmıĢtır.   

Dördüncü bölümde, (1.3) m-nokta p-Laplacian sınır değer problemine sabit nokta 

teoremleri uygulanarak pozitif çözümlerin varlığı gösterilmiĢ ve örneklendirilmiĢtir. 

BeĢinci bölümde, sonuçlara yer verilmiĢtir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 2. ZAMAN SKALASI ĠLE ĠLGĠLĠ TEMEL BĠLGĠLER 

  

Bu bölümde zaman skalası ile ilgili temel bilgiler verilmiĢtir. Keyfi bir 

zaman skalasından reel sayılara tanımlı herhangi bir fonksiyon için delta ve nabla 

türev kavramları açıklanarak bu türevler ile ilgili temel tanımlar ve örnekler ele 

alınmıĢtır. Ayrıca      fonksiyonu için   ve   integral kavramı,   ve   

integralin özellikleri yine bu bölümde yer verdiğimiz temel kavramlardır. Burada 

yer verdiğimiz temel kavramlar detaylı olarak Bohner ve Peterson’ın (2001, 2003) 

kitaplarında, Kaymakçalan ve ark. (1996) kitabında ve zaman skalası ile ilgili bir 

çok makalede (Atıcı ve Guseinov, 2002) bulunabilir. 

   

Tanım 2.1 Reel sayıların boĢtan farklı kapalı her alt kümesine zaman skalası adı 

verilir ve  ile gösterilir. Örneğin, reel sayılar, tamsayılar, doğal sayılar, Cantor 

kümesi,             birer zaman skalasıdır. Fakat, rasyonel sayılar, irrasyonel 

sayılar,  kompleks sayılar ve (0, 1) aralığı birer zaman skalası değildir. 

 

Tanım 2.2  bir zaman skalası olsun.  

 

 Her          için      i            ile tanımlanan 

     operatörüne ileriye atlama (forward jump)  operatörü adı verilir.  

 

 Her           için                    olarak tanımlanan 

     operatörüne geriye atlama (backward jump) operatörü denir. 

 

        ise    ye sağ yoğun (right dense) nokta ve        ise    

ye sağ yayılmıĢ (right scattered) nokta adı verilir. 

 

        ise    ye sol yoğun (left dense) nokta ve        ise sol 

yayılmıĢ (left scattered) nokta adı verilir. 

 

             ise     ye ayrık (isolated) nokta adı verilir.

 

 

 



 Her    için               ile tanımlanan           fonksiyonuna 

ileriye (forward) graininess fonksiyonu adı verilir. 

         Her    için              ile tanımlanan           fonksiyonuna 

geriye (backward) graininess fonksiyonu adı verilir. 

 

         Ayrıca,            ve    i    i  ile tanımlanır.  reel 

sayıların kapalı bir alt kümesi olduğundan her     için       ve        

olur. 

 

Örnek 2.1 Eğer = ise                bulunur. Böylece her     

yoğun noktadır. Ayrıca bu durumda her      için             olur. 

 

  Eğer = ise,                     elde edilir. O halde, her     

 için              dir. 

 

Örnek 2.2   zaman skalasını  

       
 

  
           

  

olarak alalım. Bu durumda; 

 

     ve her         noktaları sağ yoğun ve sol yoğun noktadır. 

   noktası sağ yoğun ve sol yayılmıĢ noktadır. 

 Her    için 
 

   noktası sağ yayılmıĢ ve sol yayılmıĢ noktalardır. 

 

 Bir   zaman skalasına ait       aralığı,       olmak üzere  

                 

                       

olarak tanımlanır. 

 



 

 

Teorem 2.1 ( Tümevarım Prensibi )          olmak üzere, 

                  

önermeler ailesi verilsin. AĢağıdaki i)-iv) koĢulları sağlanıyorsa,      her 

         
 
 için doğrudur. 

 

 i)       doğrudur.  

 ii)           sağ yayılmıĢ nokta ve      doğru olduğunda,         de 

doğrudur. 

 iii)           sağ yoğun nokta ve      doğru olduğunda,   nin öyle bir   

komĢuluğu vardır ki          
  için      doğrudur. 

 iv)           sol yoğun nokta ve her          için      doğru olduğunda 

     doğrudur. 

  

 Zaman skalasında süreklilik ve türevi incelerken diferansiyellenebilirlik 

bölgesi ve komĢuluk kavramlarını bilmemiz gerekmektedir. Bu nedenle aĢağıdaki 

tanımları verelim. 

 

Tanım 2.3 Diferansiyellenebilirlik bölgesi, eğer    sol yayılmıĢ maksimum   

 ye sahip ise          ile tanımlanır, aksi halde    olur.  

 

Tanım 2.4 Diferansiyellenebilirlik bölgesi, eğer    sağ yayılmıĢ minimum   ye 

sahip ise       i   ile tanımlanır, aksi halde    olur.  

 

Tanım 2.5       bir fonksiyon olmak üzere,       fonksiyonu her    

için 

                          

ve        fonksiyonu her    için 

                          

olarak tanımlanır. Yani         ve          olur. 



 

 

 

Tanım 2.6 Her     için     olmak üzere,                        

kümesine   nin   komĢuluğu denir.   nin sol ve sağ komĢulukları sırasıyla 

 

  
                      ve    

                      

 

ile tanımlanır. 

 

 Eğer her     için   
       ise, bu halde   ye   için sol limit noktası ve  

  
       ise,   ye   için sağ limit noktası denir. 

 

 Eğer her     için   
       ise,   ye   için soldan ayrılmıĢ nokta ve 

  
       ise,    ye   için sağdan ayrılmıĢ nokta denir. 

 

Tanım 2.7     olsun. Verilen her     ve her         için, 

  

               

 

olacak Ģekilde bir       komĢuluğu var ise, bu halde      fonksiyonuna 

     noktasında süreklidir denir. 

 

 2.1 Zaman Skalasında Türev 

 

Tanım 2.1.1      bir fonksiyon ve    
 noktası olsun. Her     için   

noktasının  

 

                                              

 

olacak Ģekilde bir   komĢuluğu varsa, (yani      için              

ise)   fonksiyonuna   noktasında  -türevlenebilir denir ve bu eĢitsizlikteki       

reel sayısına    fonksiyonun   noktasındaki  -türevi denir. Diğer bir deyiĢle 



 

       i 
   

            

      
 

 

dir. 

 

Tanım 2.1.2      bir fonksiyon ve     noktası olsun. Her     için   

noktasının  

  

                                                                  

 

olacak Ģekilde bir   komĢuluğu varsa,  (yani      için              

ise)   fonksiyonuna   noktasında  -türevlenebilir denir ve bu eĢitsizlikteki       

reel sayısına    fonksiyonun    noktasındaki  -türevi denir. Diğer bir deyiĢle 

 

       i 
   

            

      
 

 

dir. 

 

Önerme 2.1.1      fonksiyonu    
 noktasında  - türevlenebilir ise 

        değeri tektir. 

 

Önerme 2.1.2      fonksiyonu     noktasında  - türevlenebilir ise 

        değeri tektir. 

 

Örnek 2.1.1  herhangi bir zaman skalası olsun.      fonksiyonu     

sabit olmak üzere her    için        Ģeklinde tanımlayalım. Bu durumda 

herhangi bir      için 

            

                                                 

 

sağlandığından          olur. Benzer Ģekilde           dır.  



Örnek 2.1.2  herhangi bir zaman skalası olsun.     , her    için 

       alalım. 

 

       i 
   

            

      
  i 

   

      

      
   

 

olduğu görülür. Benzer Ģekilde         dir. 

 

Örnek 2.1.3  herhangi bir zaman skalası olsun.     , her    için 

     
 

 
 alalım; 

 

       i 
   

            

      
  i 

   

 
    

 
 
 

      
   i 

   

 

     
  

 

     
 

 

olduğu görülür. Benzer Ģekilde         
 

     
 dir. 

 

Örnek 2.1.4   herhangi bir zaman skalası olsun.      fonksiyonu her     

için         ile tanımlansın. 

  

       i    
            

      
  i    

      
 
   

      
       

 
                 

 

  

                                                          

                                            

                       

                                           

 

elde edilir. Benzer Ģekilde 

 

       i 
   

            

      
  i 

   

      
 
   

      
       

 
          

 

  



  

                                                          

                                            

                       

                                           

 

 bulunur. 

 

Örnek 2.1.5       fonksiyonu her  zaman skalasında  - türevlenemez. 

  herhangi bir zaman skalası ve               ve          olsun. 

Kabul edelimki      fonksiyonu    da türevlenebilir olsun. O halde 

              vardır ki           için  

 

                                           

 

elde edilir. Özel olarak      alalım. 

 

    için                                 elde edilir. O halde  

 

       
              

        
 

 

bulunur.             için 

 

                                           

                                               

     için  

                                

 

       
           

        
                                

 



olur. Bu durumda Önerme 2.1.1 den          olmalıdır. Bu ise           

kabulümüzle çeliĢir. O halde      fonksiyonu her  zaman skalasında  - 

türevlenemezdir. 

 

Teorem  2.1.1       fonksiyonu  ve    
 noktası verilsin. 

 

 i)   fonksiyonu    de  - türevlenebilir ise,   fonksiyonu   de süreklidir. 

 

 ii) Eğer   fonksiyonu   de sürekli ve   sağ yayılmıĢ ise,   fonksiyonu   de 

 - türevlenebilirdir ve  

  

      
            

      
 

 

Ģeklindedir. 

 

 iii) Eğer   sağ yoğun nokta ise, bu halde   fonksiyonunun   de  - 

türevlenebilir olması için gerek ve yeter koĢul  

  

 i 
   

         

   
 

 

değerinin sonlu olmasıdır ve bu durumda  

 

       i 
   

         

   
 

 

dir. 

 iv)   fonksiyonu    de  - türevlenebilir ise, bu halde  

 

                           

 

eĢitliği doğrudur. 



Teorem  2.1.2      fonksiyonu ve     noktası verilsin. 

 

 i)  fonksiyonu   de  - türevlenebilir ise,   fonksiyonu   de süreklidir. 

 

 ii) Eğer   fonksiyonu    de sürekli ve   sol yayılmıĢ ise,   fonksiyonu   de 

 - türevlenebilirdir ve  

   

      
            

      
 

 

Ģeklindedir. 

 

 iii) Eğer   sol yoğun nokta ise, bu halde   fonksiyonunun   de  - 

türevlenebilir olması için gerek ve yeter koĢul  

 

 i 
   

         

   
 

 

değerinin sonlu olmasıdır ve bu durumda  

 

       i 
   

         

   
 

 

Ģeklindedir. 

 

iv)    fonksiyonu   de  - türevlenebilir ise, bu halde  

  

                           

 

eĢitliği doğrudur. 

 

 



Örnek 2.1.5      fonksiyonu olmak üzere    ve  = için       ve 

       yi inceleyelim. 

 

 i) Eğer = ise      sağ yoğun olduğundan Teorem 2.1.1 iii) den 

     fonksiyonu    de  - türevlenebilir olması için gerek ve yeter koĢul 

    

       i 
   

         

   
 

 

var olmasıdır. 

 

 Eğer        i    
         

   
 var ise   fonksiyonu   de türevlenebilirdir. O 

halde Teorem 2.1.1 iii) den  

 

          i    
         

   
       

 

elde edilir.  

 

        Benzer Ģekilde    ise     sol yoğun olduğundan Teorem 2.1.2 iii) 

den       fonksiyonu     de   - türevlenebilir olması için gerek ve yeter 

koĢul 

    

       i 
   

         

   
 

 

var olmasıdır. 

 O halde Teorem 2.1.1 iii) den  

 

       i 
   

         

   
       

 

bulunur.  



 ii) Eğer    ise     sağ yayılmıĢ olduğundan Teorem 2.1.1 ii) den 

     fonksiyonu    de  - türevlenebilirdir ve  

 

      
            

      
 

           

 
                    

 

elde edilir. Buradaki   ileri fark operatörüdür. 

              

 Benzer Ģekilde     sol yayılmıĢ olduğundan Teorem 2.1.2 ii) den 

     fonksiyonu    de  - türevlenebilirdir ve  

 

      
            

      
 

           

 
                    

 

elde edilir. Buradaki   geri fark operatörüdür. 

 

Teorem 2.1.3         fonksiyonları     
 noktasında  -türevlenebilir ise,  

 

i)     fonksiyonu da    
 noktasında  - türevlenebilirdir ve 

 

                         

 

 ii) Her   sabiti için     fonksiyonu da    
 noktasında  -türevlenebilirdir 

ve   

                  

 

iii)    fonksiyonu da    
 noktasında   - türevlenebilirdir ve 

 

                                  

                                  

 

  



 iv)               ise, bu halde 
 

 
 fonksiyonu da    

  noktasında  - 

türevlenebilirdir ve 

 

 
 

 
 

 

    
                   

           
  

 

Teorem 2.1.4         fonksiyonları      noktasında  -türevlenebilir ise,  

 

i)     fonksiyonu da      noktasında  - türevlenebilirdir ve 

 

                       

 

 ii) Her   sabiti için     fonksiyonu da     noktasında  -

türevlenebilirdir ve 

  

                  

 

iii)    fonksiyonu da      noktasında   - türevlenebilirdir ve 

 

                                

                                 

 

 iv)               ise, bu halde  
 

 
  fonksiyonu da     noktasında  -

türevlenebilirdir ve 

 

 
 

 
 

 

    
                   

           
  

 

 

 

 



Örnek 2.1.6 Zaman skalası olarak     için              alalım. 

     için   

 

                                   

                                   

                                 ve               

 

elde edilir.      fonksiyonu      için 

 

      
            

     
 

           

 
  

 

      
            

    
 

           

 
 

 

türevlerine sahiptir. 

 

 2.2 Zaman Skalasında Yüksek Mertebeden Türev 

 

Tanım 2.2.1      fonksiyonu için       fonksiyonu    

    
 
 da 

 -türevlenebilir ise   fonksiyonu ikinci mertebeden  - türevlenebilirdir denir ve  

 

             

   

 

dir. Benzer Ģekilde,   nin    mertebeden  - türevleri     
   

  ile tanımlanır. 

Her     için 

                                                   

 

ve buna göre    için       benzer Ģekilde tanımlanır. Ayrıca, 

 

           
   ve    

  

 

olarak tanımlanır. 



Tanım 2.2.2      fonksiyonu için       fonksiyonu         da 

 -türevlenebilir ise   fonksiyonu ikinci mertebeden  - türevlenebilirdir denir ve  

 

                

 

dir. Benzer Ģekilde,   nin    mertebeden  - türevleri     
     ile tanımlanır. 

Her     için  

                                                  

 

ve buna göre    için       benzer Ģekilde tanımlanır. Ayrıca, 

 

           
   ve      

 

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 2.2.3      fonksiyonu için       fonksiyonu  
     

 
 da  -

türevlenebilir ise   fonksiyonu   - türevlenebilirdir denir ve  

     

                                                   
     

 

dir. 

 

Örnek 2.2.1  herhangi bir zaman skalası olsun.     , her    için 

       alalım. Örnek 2.1.2 den     
 için         olduğunu biliyoruz. O 

halde,       

 için, 

  

                   i    
              

      
  i    

   

      
   

 

olduğu görülür. 

 Benzer Ģekilde, Örnek 2.1.2 den      için         olduğundan 

         elde edilir. 



 Örnek 2.2.2  herhangi bir zaman skalası olsun.     , her     için 

        alalım.  

 

       i    
            

      
  i    

        

      
  i                 , 

 

           i    
            

      
  i    

        

      
  i                  

 

olduğu görülür. O halde,  

 

     

  için                                     , 

 

       için                                       

 

    
 
  için                                    

 

elde edilir.      fonksiyonunun her  zaman skalası için  -türevlenemez 

olduğunu Örnek 2.1.5 de göstermiĢtik. Öyleyse   nin herhangi bir  zaman 

skalası için ikinci mertebeden  -türevini bulamayız. Benzer Ģekilde,      

fonksiyonunun her  zaman skalası için  -türevlenemez olduğu gösterilebilir. 

Böylece   nin herhangi bir  zaman skalası için ikinci mertebeden  -türevini 

bulamayız. Özel zaman skalaları için       ,        ve        yi inceleyelim. 

 

 = ise        ,        olduğundan  

                

                

               

 

bulunur.  



 

    ise          ve           olduğundan 

 

                    

                     

                   

 

bulunur. 

 

Örnek 2.2.3 Eğer   ve   ikinci mertebeden  -türevlenebilir ve     -

türevlenebilir ise    ikinci mertebeden  - türevlenebilirdir ve  

 

                                           

 

olduğundan    
    

 ve     
     olmak üzere 

 

                       

              
      

      
    

                                 

  

elde edilir.  

 

Örnek 2.2.4 Eğer   ve   ikinci mertebeden  -türevlenebilir ve     -

türevlenebilir ise    ikinci mertebeden  - türevlenebilirdir ve  

 

               

 

olduğuna göre    
    

 ve     
     olmak üzere 

 

                    

           
      

      
    

                              

elde edilir. 



2.3 Zaman Skalasında Ġntegral 

 

Tanım 2.3.1 Eğer       fonksiyonunun  deki sağ yoğun noktalarda sağdan 

limiti var ve sol yoğun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona düzenli 

(regulated) fonksiyon denir. 

 

Tanım 2.3.2 Eğer       fonksiyonu  deki sağ yoğun noktalarda sürekli ve 

sol yoğun noktalarda soldan limite sahipse bu fonksiyona sağ yoğun sürekli veya 

rd-sürekli denir.       rd-sürekli fonksiyonların kümesi 

 

                                                     

 

ile gösterilir. 

 

Tanım 2.3.3 Eğer       fonksiyonu  deki sol yoğun noktalarda sürekli ve 

sağ yoğun noktalarda sağdan limite sahipse bu fonksiyona sol yoğun sürekli veya 

ld-sürekli denir.      ld-sürekli fonksiyonların kümesi 

 

                                                    

 

ile gösterilir. 

 

Tanım 2.3.4      fonksiyonu verilsin. Eğer      fonksiyonu  
 

üzerinde  - türevlenebilir ve her    
 için            ise,   fonksiyonuna   

nin  - anti türevi veya ilkeli denir. 

 

Tanım 2.3.5      fonksiyonu verilsin. Eğer      fonksiyonu   

üzerinde  - türevlenebilir ve her     için            ise,   fonksiyonuna   

nin  - anti türevi veya ilkeli denir. 

 



Tanım 2.3.6 Eğer      fonksiyonunun  - anti türevi varsa,   ye  - 

integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durumda   ve  ,  içinde herhangi noktalar 

olmak üzere   nin    dan    ye   integrali  

 

                 

 

 

 

 

olarak tanımlanır. 

 

Tanım 2.3.7 Eğer      fonksiyonunun  - anti türevi varsa,   ye  - 

integrallenebilir fonksiyon denir. Bu durumda a ve b,  içinde herhangi noktalar 

olmak üzere   nin    dan    ye   integrali  

 

             

 

 

     

olarak tanımlanır. 

 

Teorem 2.3.1 Her rd sürekli fonksiyonun bir anti türevi vardır. 

 

Teorem 2.3.2      fonksiyonu  - integrallenebilir olsun. Bu durumda  

   
 için  

  

                             

    

 

 

 

eĢitliği doğrudur. 

 

 

 

 



Ġspat       fonksiyonu  - integrallenebilir ise             olacak Ģekilde 

öyle         - anti türevi vardır ve  

  

                    

    

 

 

                        

 

                                                                           

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.3.3 Her ld sürekli fonksiyonun bir anti türevi vardır. 

 

Teorem 2.3.4       fonksiyonu  - integrallenebilir olsun. Bu durumda 

    için  

 

                              
 

    
 

 

eĢitliği doğrudur. 

 

Ġspat Teorem 2.2.2 nin ispatına benzer Ģekilde yapılır. 

 

Teorem 2.3.5       ve      fonksiyonları  - integrallenebilir olsunlar, 

yani  -anti türevleri var olsun. Bu durumda her        için aĢağıdaki 

formüller doğrudur. 

 

i)                             
 

 
  

 

 

 

 
  

ii) Her   sabiti için                    
 

 
 

 

 
 

iii)          
 

 
  

iv)                   
 

 

 

 
 

 v)                       
 

 
  

 

 

 

 
  



  vi)                           
              

 

 

 

 
  

  vii)                        
  

 
                 

 

 
  

viii) Eğer       aralığında             ise         
 

 
         

 

 
 

olur. 

 ix) Eğer her         için         ise        
 

 
  . 

                                  

Bu teoremde vi ve vii formüllerine kısmi integrasyon formülleri denir. 

 

Teorem 2.3.6      ve       fonksiyonları  - integrallenebilir olsunlar, 

yani  -anti türevleri var olsun. Bu durumda her        için aĢağıdaki 

formüller doğrudur. 

 

 i)                             
 

 
  

 

 

 

 
   

 ii) Her   sabiti için                   
 

 
 

 

 
   

 iii)          
 

 
  

 iv)                  
 

 

 

 
  

 v)                      
 

 
   

 

 

 

 
   

 vi)                           
              

 

 

 

 
   

 vii)                        
  

 
                 

 

 
 

 viii) Eğer       aralığında             ise          
 

 
          

 

 
 

olur. 

 ix) Eğer her         için        ise          
 

 
.   

 

Teorem 2.3.7         ve     olsun. Eğer      fonksiyonu       üzerinde 

sürekli ise aĢağıdaki eĢitlikler doğrudur. 

 

 i)                                  
    

 

 

 
 

 ii)                            
 

    

 

 
  

         iii)                             
    

 

 

 
  

        iv)                                 
 

    

 

 
 



Teorem 2.3.8 Eğer     
 ve    iki değiĢkenli fonksiyonları sürekli ise, bu 

durumda aĢağıdaki formüller doğrudur. Burada         ve         ile   değiĢkeni 

sabit tutularak        fonksiyonunun   ye göre sırasıyla   ve   türevleri 

belirtilmiĢtir. 

 

 i)           
 

 
 

 

                     
 

 
,  

          ii)           
 

 
 

 

                        
 

 
  

          iii)           
 

 
 

 

                        
 

 
,  

          iv)           
 

 
 

 

                     
 

 
  

 

Örnek 2.3.1       fonksiyonu  - integrallenebilir olsun. Bu durumda 

     için  

i) Eğer    ise         
 

 
       

 

 
  

 

 ii) Eğer    ise  

     

        

 

 

 
  
 

  
 

      

   

   

   

              

       

   

   

   

  

 

sağlanır. 

iii) Eğer       aralığı sadece ayrık noktaları içeriyor ise 

 

        

 

 

 
 
 

 
           

       

   

                       

           

       

   

  

 

elde edilir. 



Örnek 2.3.2     için     olmak üzere       belirsiz integralini 

inceleyelim. 

 

 
  

   
 

 

   
  

   
  

       

   
    

 

olduğundan     

 

      
  

   
   

 

elde edilir. (c sabit) 

 

Örnek 2.3.4                olsun.         için        
 

 
 integralinin 

değerini bulalım. 

 

             ise 

            
  

 

 

 

 

 

  

 

             ise 

                 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

              
 

 
  

 

             ise  

                 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
  

 
   
  

 

  
 

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
 

  

 
  

 

. 



Örnek 2.3.5      
 

 
   

 

 
    olsun.      

 

 
       için        

 

 
 

integralinin değerini bulalım.  

 

                               

 

   

   

   

   

 

 

 

 

                       

olduğundan integralleri ayrı ayrı hesaplayalım.  

 

                
 

 
       

   

 

   

 

   

 

   
 

   
  

 

          
 

 
   

 

 
  

 

  

   

   

                                           

 

       

 

   

         
 

 
       

 

   

 

   

   
 

  
                

 

elde edilir. Böylece 

 

                               

 

   

   

   

   

 

 

 

 
   

   
 

                        

dir. 

 

 
 

 

 

  
 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 3. ZAMAN SKALASINDA BĠR BOYUTLU p-LAPLACIAN 

SINIR DEĞER PROBLEMĠ 

 
Bu bölümde bir boyutlu p-Laplacian sınır değer probleminin pozitif 

çözümlerinin varlığı için gerekli koĢullar verilmiĢtir. Bu amaçla p-Laplacian 

operatörün özellikleri ve sınır koĢulları kullanılarak m-nokta p-Laplacian sınır 

değer problemi operatör denkleme indirgenmiĢ ve operatörün tamamen sürekli 

olduğu gösterilmiĢtir. 

 

3.1 Operatörler ve Koni Kavramı 
 

Tanım 3.1.1   ve    herhangi iki küme olsun. Eğer belirli bir   kuralı üzerine 

     nin her x elemanına tek bir      karĢılık getirilmiĢ ise   den    e   

operatörü (dönüĢümü) verilmiĢtir denir.   ye   nın tanım bölgesi denir ve 

           ve       veya      yazılarak gösterilir. Özel olarak      

ise   ya   içinde bir operatör denir. 

 

Tanım 3.1.2 Eğer bir kümenin elemanlarının her dizisinden yakınsak bir alt dizi 

seçilebiliyorsa bu kümeye prekompakt küme denir. Yakınsadığı değer, küme 

içinde ise bu kümeye kompakt küme denir. 

 

Tanım 3.1.3 Eğer bir dönüĢüm her sınırlı kümeyi prekompakt bir kümeye 

dönüĢtürüyorsa bu dönüĢüme kompakt dönüĢüm denir. 

 

Tanım 3.1.4       ve         iki metrik uzay olsun ve           operatörü 

verilsin. 

 

 Eğer      için     verildiğinde, 

 

                              
 

olacak Ģekilde bir     sayısı varsa   ya     noktasında sürekli operatör denir. 

 

Eğer   operatörü   nin her noktasında sürekli ise   ya   üzerinde sürekli 

operatör denir. 

 

Teorem 3.1.1 (Arzela-Ascoli Teoremi) Bir           kümesinin sürekli 
fonksiyonlar ailesinin prekompakt olması için gerek ve yeter koĢul   ye ait 

fonksiyonların aynı dereceden sınırlı (equibounded) ve aynı dereceden sürekli 

(equicontinuous) olmasıdır. 

 

Tanım 3.1.5          içinde bir küme olsun. 
 

i)               için          olacak Ģekilde   sayısı varsa   

kümesine ait fonksiyonlara aynı dereceden sınırlı (equibounded) fonksiyonlar 

denir. 

 



ii)     verilsin,              ve      için           eĢitsizliği 

sağlandığında                 olacak Ģekilde bir     sayısı bulunabiliyorsa 

  kümesine ait fonksiyonlara aynı dereceden sürekli (equicontinuous) 

fonksiyonlar denir. 

 

Tanım 3.1.6 Eğer bir dönüĢüm sürekli ve kompakt ise bu dönüĢüme tamamen 

sürekli denir. 

 

Tanım 3.1.7                      olsun.     
    

   
      

            in sonsuzda aynı dereceden yakınsak (equiconvergent) olarak 
adlandırılması için gerek ve yeter koĢul             için, 

 

 
     

    
 

     

    
                               

 

olacak Ģekilde           değerinin var olmasıdır. 

 

Önerme 3.1.1  
    

   
      ve            ,       un herhangi bir kompakt 

aralığı üzerinde aynı dereceden sürekli (equicontinuous) ve sonsuzda  aynı 

dereceden yakınsak (equiconvergent) ise bu durumda     üzerinde relatively 

kompakttır. 

 

Tanım 3.1.8   reel Banach uzayındaki   kümesi aĢağıdaki koĢulları sağladığında 

koni olarak adlandırılır. 

 

i)     içinde kapalı ve konveks bir kümedir. 

 

ii)             her    . 

 

iii)               . 

 

Örnek 3.1.1  

 

1)  = için, 

 

                                   ve               

 

kümeleri konidir. 

 

2)     için, 
 

     
                        

 

kümesi konidir. 

 

 

 



3)    
 için, 

                         

                                           
    

      

 

 kümesi konidir. 

 

Tanım 3.1.9           sürekli bir dönüĢüm ve   dönüĢümü her         
    için  

 

                              
 

eĢitsizliğini sağlıyorsa,   dönüĢüme   reel Banach uzayının   konisi üzerinde 

negatif olmayan sürekli konkav fonksiyonel denir.   

 

Tanım 3.1.10           sürekli bir dönüĢüm ve   dönüĢümü her     
        için  

 

                              
 

eĢitsizliğini sağlıyorsa,   dönüĢümüne   reel Banach uzayının   konisi üzerinde 

negatif olmayan sürekli konveks fonksiyonel denir.   

 

Tanım 3.1.11      ,      ve     için                  ile tanımlanan 

operatöre p-Laplacian operatör denir. Bu operatör 

 

         

 

                   
 

               
 

                    

 

özelliklerini sağlar. 

 

3.2 p- Laplacian Sınır Değer Problemi ve T operatörü 
 

 
           

 

                               

         
     

   
        i               

                          (3.2.1) 

 

 

Burada                        
  

    
 

 
 

  

 
  ,            

        ve                    dır. 

 

 

 

 



AĢağıdaki koĢulların sağlandığını kabul edelim: 

 

(H1)                                          
 

 
      

 

 

 

 
 

 
(H2)                  azalmayan ve                              ; 
 
(H3)          herh  gi bir      r  ığı üzeri  e            ve        
                                  . 
 

Banach uzayımız                

      

   
,      

 
             

      

olmak üzere                  
 

   normuyla tanımlı  

  

                        

      

   
    i                  (3.2.2)  

 

olsun ve konimiz 

 

                 
     

   

   

         üzeri  e  eg  i           

 

                 e  z                                                                           (3.2.3) 

 

Ģeklinde tanımlansın. 

 

Önerme 3.2.1                  ve           
 

 
 olsun. Bu durumda 

 

                      
           

 

                

         
     

   
        i               

                      (3.2.4) 

 

sınır değer probleminin tek çözümü  

 

                  

 

  

             

 

 

   

 

 

   

   

 

 

dir. 

 

Ġspat     

           
 

                   

 

Ġlk olarak yukarıdaki ifadenin her iki tarafının   den   a  - integralini alalım. 

 

            
 

 

 

           
 

 

 

 



den, 

  

                             
 

 

  

 

Sınır koĢullarından  i               ve          olduğundan  

            elde edilir. Her iki tarafa     
  

    uygulanırsa 

 

                
 

 

  

 

elde edilir. Her iki tarafının   dan   ye  - integrali alınarak 

 

      
 

 

              
 

 

 
 

 

   

 

                     
 

 

 
 

 

   

 

elde edilir. Sınır koĢullarından  

 

         
     

   

   

    

   

   

          
 

  

  

 

olduğunu biliniyor. Yukarıdaki denklemde      yerine eĢitini yazarak (3.2.4) sınır 

değer probleminin tek çözümü 

 

        

   

   

          
 

  

             
 

 

 
 

 

   

 

olarak bulunur.  

 

(3.2.1) sınır değer probleminin çözümünün bulunması         için   

uzayı içinde 

 

                                    

 

  

 

   

   

 

                                                                                                                         (3.2.5) 

                                                 

 

 

   

 

 

 

                     

ile tanımlı        operatörünün sabit noktasının bulunmasına denktir. 

 



Önerme 3.2.2              
   
     iken     için           

 
 dır. 

 

Ġspat      olduğundan, 

 

    

   
 

 

   
              

     

   

   

 

 

  
     

   
   

   
    

 
       

 
   

 

dir. Böylece, 

 

          

      

   
      

 
  

 

olduğundan  

 

            
 

 

 

elde edilir. 

 

Önerme 3.2.3 (H1), (H2) ve (H3) koĢulları sağlandığında       operatörü 

tamamen süreklidir. 

 

Ġspat Ġspatı dört adımda yapalım. 

 

Adım 1:       olduğunu gösterelim.     için , 

 

            
 

              
 

                         

 

                                  

 

 

     

 

                                    

 

  

 

   

   

               

   

   

 

 

dır. Böylece               
 

                 azalandır. O halde          

azalandır.    konkavdır. Böylece       üzerinde     negatif olmayan, konkav 

ve azalmayandır. Yani        dir. 

 

 Adım 2:       sürekli olduğunu gösterelim.   de      iken      

dizisi var olsun. O zaman                   olacak Ģekilde    reel sayısı 

mevcuttur (Yakınsak diziler sınırlıdır). (H2) den                      elde 

edilir ve böylece 



               
                              

 

 

 

 

 

 

Lebesque baskın yakınsaklık teoreminden, 

 

                                     

 

 

         
                 

 

                 
               

 

 

 

 

                             
 

Böylece,    nun sürekliliğinden                         
 

    

     dır. Dolayısıyla   süreklidir. 

 

Adım 3:       relatively kompakt olduğunu gösterelim.    ’ nin 
sınırlı alt kümesi olsun. O zaman     için       olacak Ģekilde öyle bir 

    reel sayısı vardır. (H1) ile      için,  

 

       
 

                          

 

 

  

 

                      

 

 

     

 

Dolayısıyla,              
 

   ve     düzgün (uniformly) sınırlıdır. 

 

ġimdi,     nın       üzerinde aynı dereceden sürekli (equicontinuous) 

olduğunu gösterelim.                        ve       için, 

 

 

 
        

    
 

        

    
    

 

olmak üzere 

 

 

 

 

 



                                  

 

  

 

   

   

 
 

    
 

 

    
  

 

                                            

 

 

    
 

    
 

 

    
 

  

 

 

 

 
 

    
                          

 

 

   

  

  

    

 

                       

 

 

 

   

   

 
 

    
 

 

    
        

                     

 

 

  
 

    
 

 

    
       

  

 

 

  
 

    
                    

 

 

   

  

  

                       

 

                             (       

 

                                                   

  

  

  

 

                                                     

  

  

      

 

                                                                              (       

 

Böylece    ,       nin herhangi kompakt aralığında aynı dereceden süreklidir. 

 

Adım 4:        nin   da aynı dereceden yakınsak (equiconvergent) 

olduğunu gösterelim. Herhangi bir     için, 

 

 i 
   

 
       

   
   i 

   

 

   
                          

 

 

   

 

 

 

 

           i 
   

        

 

 

     



 i 
   

            i 
   

                         

 

 

  

 

                           i 
   

        

 

 

     

 

Böylece,    sonsuzda aynı dereceden yakınsaktır. Sonuç olarak Adım 1-4 den, 

       operatörü tamamen süreklidir. Ġspat tamamlanır.                                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. ZAMAN SKALASINDA m-NOKTA p-LAPLACIAN SINIR 

DEĞER PROBLEMĠNĠN POZĠTĠF ÇÖZÜMLERĠ 

 
Bu bölümde, (3.2.1) m-nokta   Laplacian sınır değer problemine, Leggett-

Williams sabit nokta teoremi, BeĢ fonksiyonelli sabit nokta teoremi ve Leggett-

Williams sabit nokta teoreminin bir genelleĢtirilmiĢi uygulanarak en az üç pozitif 

çözümün varlığı araĢtırılmıĢtır. Ayrıca her bir teorem için örnek verilmiĢtir. 

 

4.1 Leggett-Williams Sabit Nokta Teoremi ve UygulanıĢı  

 

Bu bölümde, 

 

(H4)         içi  
                            
                                       i 

         
 

 
   


  

  
  

           
              

 
koĢulu sağlansın. 

 

Teorem 4.1.1 (Leggett-Williams Sabit Nokta Teoremi, Leggett and Williams, 

1979)   Banach uzayı,   de   uzayında bir koni olsun. 

 

                
 

                            
 

Ģeklinde tanımlansın.                 tamamen sürekli operatör ve     üzerinde 

negatif olmayan sürekli konkav fonksiyonel olmak üzere 

 

        
  için          

 

olsun. Eğer,  

 

(i)                       ve             için          
 

(ii)      
  için         

 

(iii)            ve        iken           

 

koĢullarını sağlayan           sayıları var ise   operatörünün  

 

                         ve           

 

eĢitsizliklerini sağlayan en az üç pozitif          çözümü vardır. 
 

 

 

 

 



 

Uygunluk için, 

 

            

 

 

                                      

 

  
 

   
                

 

 
 

                

 

     
 

   
          

 

 
 

                                 

 

            

 

   
              

 

  

             

 

 

   

 

 

   

   

  

 

Ģeklinde tanımlansın. 

 

Teorem 4.1.2 (H1)-(H4) koĢullarının sağlandığını kabul edelim.     
 

 
 

 

     
      ve  

 

   
   olsun ve  

 

(a)                              için                  
 

  
    

 

(b)                              için                  
 

  
    

 

(c)            
 

 
   


  

 

  
          için                  

 

  
    

 

(d)     

 

koĢulları sağlansın. O zaman (3.2.1) sınır değer probleminin  

 

                                   
 

 
                  ve            

 

 
         

 

olacak Ģekilde en az üç pozitif        ve    çözümü vardır. 

 

 

 

 

 

 



Ġspat           negatif olmayan sürekli konkav fonksiyonelini       
 

 
  sabit iken  

 

     
 

   
 i 

   
 
 
   



                               

 

Ģeklinde tanımlayalım. Burada 

 

     
 

   
  

 

 
  

  
 
 
 

  
 
 

           

    

   
      

 

ve                  
 
  tanımından           olduğu açıkça görülür. 

 

Ġlk olarak     
    

  olduğunu gösterelim. Önerme 3.2.3 den    
     dir. 

Üstelik       
  için             dir. Böylece (b) den        

          
 

  
  dir. Önerme 3.2.2, (b) ve (d) ile   

 

                     
 
  

 

       
 

                           

 

 

  

 

               
 

  
          

 

 
  

 

 
  

 

 
     

 

Yani        dir. Dolayısıyla    
     

  dır. Benzer Ģekilde,       
  için 

            dır. Böylece Önerme 3.2.2, (a) ve (d) ile    
      

olduğunu gösterebiliriz. O halde      
  için        dır ve böylece Teorem 

4.1.1’ in (ii) koĢulu sağlanır. 

 

ġimdi, 

 

       
 

 
         

 

 
    ve         

 

 
    için       

 

 
 

  

olduğunu gösterelim. Bu koĢulu sağlatmak için   

 

     
        

  
     

        

  

   

   

         

 

seçelim.         
        

  

   
        

     
   
     ve      olduğu açıktır. 

 

 

 



              
 

   
  

 

 
  

 

   
 
        

  

 

 
    

        

  

   

   

  

 

  
 

   

        

  

 

 
 

 

  
 

 

       
 

 

 
             

 

ve 

 

    
 

             
      

        

  
 

 

 
                               

 

         
 

    

 

Yani       bulunur. Bu durumda       
 

 
    ve      

 

 
 dir. 

Dolayısıyla        
 

 
         

 

 
    olur. 

 

       
 

 
    alalım.     

 

 
   


 için 

 

  
 

    

   
   ve       dir. (c) 

yi kullanarak, 

 

      
 

   
 i 

   
 
 
   



        
 

   
     

 

 
       

                          

                                         
 

   
                             

 

  

 

   

   

  

                                             

 

 

 

 
 

 

  

 

 
 

     

 

                       
 

   

 

 
  

 
                         

 

 
 

 

 

 
 

   

  

          
 

  

 

   
          

 

 
 

  
 

 
                    

 

Yani        
 

 
 dir ve Teorem 4.1.1 in (i) koĢulu sağlanır. 

 

 

 



Son olarak, Teorem 4.1.1 in (iii) koĢulunun sağlandığını gösterelim.  

 

       
 

 
     iken     

 

 
   


 için 

 

  
 

    

   
   ve       dir ve 

       iken (H4) ve (d) ile, 

 

        
 

   
 i 

   
 
 
   



        
 

   
     

 

 
                                                     

 
 

   

 

 
 

                           

 

  

                     

   

   

                           

 

 

 

 
 

 

    

 

      
 

   

 

 
  

 
                         

 

 
 

 

 

 
 

                                 

 

   
 

   
                

 

 
 

                                                               

 

 

 
   

                
 
 
 

 

              

 
    

             
 

  
             

 

 
   

 

 
   
    

     

 

           

 

   
              

 

  

             

 

 

   

 

 

   

   

        

 

  
 

     
          

 

   
                             

 

  

              

   

   

                           

 

 

   

 

 

       

 

 
 

     
     

 

     
  

 

 
                                                                                    



bulunur. Böylece Teorem 4.1.1 in (iii) koĢulu sağlanmıĢ olur. Leggett- Williams 

sabit nokta teoreminin tüm koĢulları gerçeklendiğinden (3.2.1) sınır değer 

probleminin en az üç pozitif çözümü vardır.                                                            

 

Örnek 4.1.1 (3.2.1) sınır değer probleminde     
 

 
             zaman 

skalamız,                     
 

 
    

 

 
     olsun.  

  

           
 

                

 

              
 

                     

 

           
 

                            
 

      (4.1.1) 

 

iken 

 

 

 
        

 
                                 

         
 

 
     

 

 
      i               

                                     

 

sınır değer problemini ele alalım ve   
 

 
                        

seçelim. Basit hesaplamalar ile                                 
                                        elde edilir. 

 
    

 
     

 

 
                    

 

ġimdi, Teorem 4.1.2 nin koĢullarının sağlanıp sağlanmadığını kontrol 

edelim. 

 

                  
 

 
     

 

 
  için  

 

                         
 

  
   

   

     
 

 

         

 

bulunur. Böylece Teorem 4.1.2 nin (a) Ģartı gerçeklenmiĢ olur. 

 

                                    için 

 

                        
 

  
   

     

     
 

 

           

 

elde edilir. Böylece Teorem 4.1.2 nin (b) Ģartı da gerçeklenmiĢ olur. 

 

 

 



          
 

 
   


                   için  

                     
 

  
   

 

   
 

 

     

 

olduğundan Teorem 4.1.2 nin (c) Ģartı gerçeklenmiĢ olur. 

 

Son olarak,             olduğundan Teorem 4.1.2 nin (d) Ģartı 

gerçeklenmiĢ olur. Yani Teorem 4.1.2 nin tüm koĢullarını sağlayan   
 

 
   

          ve        sayıları vardır öyle ki       
 

     
    

  
 

   
   eĢitsizliği sağlanır. O halde, (4.1.2) sınır değer probleminin üç pozitif 

      ve    çözümü için  

 

         
 

 
            

 

 
   

 

 
          

 

 
           

 

 
   

 

 
    

 

eĢitsizlikleri sağlanır. 

 

4.2 BeĢ Fonksiyonelli Sabit Nokta Teoremi ve UygulanıĢı 

 

Bu bölümde (3.2.1) sınır değer probleminin en az üç pozitif çözümünün 

varlığı Leggett-Williams sabit nokta teoreminin bir genelleĢtirilmiĢi olan ve 

Avery (1998), tarafından ispatlanan BeĢ fonksiyonelli sabit nokta teoremi 

yardımıyla incelenecektir. BeĢ fonksiyonelli sabit nokta teoremi ile ilgili bir çok 

çalıĢma mevcuttur (Li and Yuan, 2009; Zhang and Sun, 2006; Hamal ve Yörük, 

2010; Su and Li, 2008).  

 

     ve  ,   konisi üzerinde negatif olmayan sürekli konveks fonksiyoneller 

ve       konisi üzerinde negatif olmayan sürekli konkav fonksiyoneller olsun. 

Negatif olmayan         ve   reel sayıları için  

 

                                                             

                                

                                

                                                    

                                                                

 

konveks kümeleri tanımlayalım. 



 

Teorem 4.2.1 (BeĢ fonksiyonelli sabit nokta teoremi, Avery, 1998)     

                için           ve           olacak Ģekilde     ve     

sayıları mevcut olsun. Ayrıca                                   tamamen sürekli operatör 

olsun. Eğer  

 

(i)                             ve                   için       
   
 

(ii)                             ve                   için 

         
 

(iii)              ve         iken           
 

(iv)              ve         iken          

 

koĢullarını sağlayan       olacak Ģekilde       ve   negatif olmayan reel 

sayıları var ise   operatörünün  

 

                          iken          

 

eĢitsizliklerini sağlayan en az üç pozitif          çözümü vardır. 
 

Uygunluk için,       
 

 
  sabit,         alalım.   üzerinde 

    negatif olmayan, sürekli, konkav fonksiyonellerini ve       negatif 

olmayan, sürekli, konveks fonksiyonellerini 

 

     
 

   
 i 

   
 

 
   



                                     (4.2.1) 

 

ile tanımlayalım. Bu durumda,     için  

 

          
 

olduğu açıktır. 

 

             
 
 

 

               
 

 
  

  
                               (4.2.2)                           

 

alalım. 

 

 

 

 

 

 

 



Teorem 4.2.2              
    olsun. (H1), (H2) ve (H3) koĢullarının 

sağlandığını kabul edelim.               olsun ve  

 

(a)            
 

 
   


  

 

 
          için                  

      

 
    

 

(b)                              için                  
  

 
    

 

(c)                              için                  
  

 
  

 

koĢulları sağlansın. O zaman (3.2.1) sınır değer probleminin  

 

                                           iken         

             

olacak Ģekilde en az üç pozitif        ve    çözümü vardır. 

 

Ġspat BeĢ fonksiyonelli sabit nokta teoreminin (Teorem 4.2.1) koĢullarının 

sağlandığını göstereceğiz.     ve   sırasıyla (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.5) deki gibi 

tanımlansın. 

 

     
 

   
  

 

 
  

  
 
 
 

  
 
 

           

    

   
       

 

Ayrıca önerme 3.2.2 den ve M=1 olduğundan           
 
dır. Böylece  

          olduğu görülür. Önerme 3.2.3 den        dir.                   olsun. 

O zaman        dir, yani         için   
    

   
             

dir. Önerme 3.2.2 ve (c) den, 
 

                          
 

         
 

                                              

 

                               

 

 

   
  

 
          

 

 

    

 

elde ederiz. Böylece                                   dır. Teorem 4.2.1 in koĢullarının     

iken sağlandığını göstereceğiz. 

 

                 için      
        

 
     

        

 

   
    alalım.      

   
        

 

   
    ve     olduğu görülür. 

 

 



     
 

   
  

 

 
  

 

   
 
        

 

 

 
    

        

 

   

   

  

 

                           
 

   

        

  
 

 

 
 

 

      
    

 

         
 

 
        

 
           

 

olduğu kolayca görülür. Yani,                            . 

 

                  için                        olduğundan, 

   
 

 
   


 için  

 

 
 

 

   
  

 

 
  

    

   
 

    

   
             dir. Böylece, (a) 

koĢulu ile  

 

      
 

   
 i 

   
 
 
   



        
 

   
     

 

 
                                        

 

     
 

   

 

 
 

                           

 

  

       

   

   

                           

 

 

 

 
 

 

    

 

      
 

   

 

 
  

 
                         

 

 
 

 

 

 
 

                

 

                          
 

   

      

 
          

 
 

 

                                                (4.2.3) 

 

Yani,          dır. Böylece Teorem 4.2.1 in (i) koĢulu sağlanır. 

 

       
 

 
     

 

 

   
    alalım.         

 

 

   
    ve     olduğu görülür. 

           
 

 
   olduğunu görmek kolaydır. Böylece,  



 

                                        

 

olduğu elde edilir. 

 

Önerme 3.2.2 ve (b) koĢulundan,                  için, 

 

                          
 
         

 
                          

 

                                          

 

 

   
  

 
          

 

 

     

 

Dolayısıyla Teorem 4.2.1 in (ii) koĢulu gerçeklenir. 

 

                
 

   
 i 

   
 
 
   



                           

 

olduğundan              için (4.2.3) e göre         elde ederiz. Böylece 

Teorem 4.2.1 in (iii) koĢulu sağlanmıĢ olur. 

 

Son olarak           imkansız olduğundan (iv) koĢulunu  ihmal 

ederiz. Böylece Teorem 4.2.1 in tüm koĢulları gerçeklenmiĢ olur, (3.2.1) sınır 

değer probleminin  

 

       
 

   
 i 

   
 
 
   



               
 

   
 i 

   
 
 
   



         

 

olacak Ģekilde en az üç      ve    pozitif çözümü vardır. 

 

Örnek 4.2.1 (3.2.1) sınır değer probleminde zaman skalamız         

                                       
 

 
    

 

 
    

 

 
 

    olsun. 



          
 

                

 

    
         

 

     
                

 

           
 

                            
 

      (4.2.4) 

 

iken 

 

 
        

 
                                 

     
 

 
   

 

 
  

 

 
   

 

 
      i               

                                     

 

sınır değer problemini ele alalım ve               
 

  
     seçelim. 

Basit hesaplamalar ile             elde edilir. 

 

  
 

  
           

 

ġimdi, Teorem 4.2.2 nin koĢullarının sağlanıp sağlanmadığını kontrol 

edelim. 

 

         
 

 
   


  

 

 
                  için  

 

                     
      

 
   

  

     
 

 

     

 

bulunur. Böylece Teorem 4.2.2 nin (a) Ģartı gerçeklenmiĢ olur. 

 

                   
 

  
     

 

  
  için 

 

                        
  

 
   

 

  
 

 

       

 

elde edilir. Böylece Teorem 4.2.2 nin (b) Ģartı da gerçeklenmiĢ olur 

 

                                    için  
 

                        
  

 
                 

 

olduğundan  Teorem 4.2.2 nin (c) Ģartı gerçeklenmiĢ olur. Böylece Teorem 4.2.2 

nin tüm koĢulları sağlandı. O halde, (4.2.5) sınır değer probleminin en az  üç 

pozitif       ve    çözümü vardır ve 

 

         
 

  
 

 

 
 i 

   
 

 
   



            
 

 
 i 

   
 

 
   



        iken       
 

  
 

eĢitsizlikleri sağlanır. 



4.3 Leggett-Williams Sabit Nokta Teoreminin Bir 

GenelleĢtirilmiĢi ve UygulanıĢı 

 

Bu bölümde (3.2.1) sınır değer probleminin en az üç pozitif çözümünün 

varlığı Bai ve Ge’nin (2004) sabit nokta indeks teoriyi kullanarak ispatlamıĢ 

olduğu Leggett-Williams sabit nokta teoreminin bir genelleĢtirilmiĢi ile  

incelenecektir. Ayrıca, bu sabit nokta teoremini Liu ve Sun (2011), zaman 

skalasında m- nokta sınır değer problemine uygulayarak katlı pozitif çözümlerin 

varlığını elde etmiĢtir. Teoremin ifadesine geçmeden önce gerekli ön bilgileri ve 

tanımlamaları verelim. 

 

   ve   negatif olmayan, sürekli, konveks fonksiyonelleri,     pozitif bir 

sabit iken 

 

                                                                     (4.3.1)       

                      

eĢitsizliğini sağlasın ve  

 

                                                                    (4.3.2) 

               

olsun.           verilmiĢ olsun.       üzerinde (4.3.1) ve (4.3.2) 

bağıntılarını sağlayan negatif olmayan, sürekli, konveks fonksiyoneller ve     

üzerinde negatif olmayan, sürekli, konkav fonksiyonel olsun. 

 

                                            

                                                                        (4.3.3) 

                                                 

                                                             

 

konveks kümelerini tanımlayalım. 

 

 



Teorem 4.3.1 (Bai and Ge, 2004)   bir Banach uzayı,       bir koni ve      

               olsun.   üzerinde, (4.3.1) ve (4.3.2) yi sağlayan   ve   

negatif olmayan, sürekli, konveks fonksiyonelleri ve                   için 

          olacak Ģekilde   negatif olmayan, sürekli, konkav fonksiyoneli var 

olsun.                               tamamen sürekli operatör olsun. Eğer, 

 

(a)                                                      için       

   

 

(b)               için                    

 

(c)         iken                    için         

 

koĢulları sağlanıyorsa   operatörünün 

 

                                                

 

                                                     

 

olacak Ģekilde en az üç                        sabit noktası  vardır. 

 

             ve   sırasıyla (3.2.2), (3.2.3) ve (3.2.5) deki gibi tanımlansın. 
 

 
  

    sabit olsun.   üzerinde     negatif olmayan, sürekli, konveks 

fonksiyonellerini ve   negatif olmayan, sürekli, konkav fonksiyonelini  

 

                

    

   
                 

       

 

     
 

   
 i 

   
 
 
   



                                                                

 



Ģeklinde tanımlayalım. O zaman                    olduğu kolayca görülür 

ve (4.3.1), (4.3.2) sağlanır. 

 

Önerme 4.3.1     için      
 

   
     

 

  
     dir. 

 

Ġspat     olduğundan x in       üzerinde azalmayan olduğu açıktır. Üstelik 

 i               olduğundan  
    

   
 fonksiyonu         de maksimuma 

ulaĢır. O halde      
    

   
 dır.   in konkavlığından ve     sabit olduğundan, 

 

     
 

   
  

 

 
  

 

   
  

      

    

 

      
 

 

    
   

 

           
 

   

 

      
     

 

   

    

   
 

 

   
     

 

  
     

 

Böylece      
 

  
     elde edilir.                                                                        

 

ġimdi, uygunluk için bazı gösterimleri verelim: 

 

            

 

   
              

 

  

             

 

 

   

 

 

   

   

   

            

 

 

                                                          

  
 

   
          

 

   

                                                

 

 

 

 



Teorem 4.3.2 (H1), (H2) ve (H3) koĢulları sağlansın ve            
    

        için            olsun. 
 

  
     

  

 
 
  

 
  iken       

 

 
    

                pozitif sayıları var ve  

 

(i)                                için  

                     
  
 

     
  
 

    

 

(ii)          
 

 
   


  

 

              için                  
 

  
   

 

(iii)                              için                  

                                      
  
 

     
  
 

   

 

koĢulları sağlanıyorsa (3.2.1) sınır değer probleminin  

 

           

     

   
                 

         

 

 
 

 

   
 i 

   
 
 
   



                 

     

   
                 

         

     
 

   
 i 

   
 

 
   



      
 

 
 iken            

     

   
                  

        

 

eĢitsizliklerini sağlayan en az üç pozitif          çözümü vardır. 

 

Ġspat Bu teoremi ispatlamak için Teorem 4.3.1 in tüm koĢullarının 

gerçeklendiğini gösterelim.       fonksiyonellerinin tanımlanıĢından (4.3.1) ve 

(4.3.2) nin sağlandığı açıkça görüldü. Ayrıca                   için  

 

     
 

   
  

 

 
  

      

   
  

           

    

   
     , 

 

yani           dur. Önerme 3.2.3 den       tamamen sürekli olduğu 

elimizde var.  



ġimdi (i) koĢulu sağlandığında                                 olduğunu 

gösterelim.                  için                 

    

   
         

           
        dir. Bu durumda (i) den   

 

                                    
  
 

     
  
 

           

 

dir. Ayrıca     için      olduğundan       üzerinde       konkav ve 

           dır. Böylece, 

 

                 

     

   
                                                                                          

            

 

   
                             

 

  

         

   

   

                           

 

 

 

 

 

                            

 

    
  
 

          

 

   
              

 

  

             

 

 

   

 

 

   

   

  

 r                                                                                                                              

 

Böylece       r  elde edilir. 

 

                                                                                    

 

                            

 

 

          

 

  
  
 

          

 

 

                                 

 



Dolayısıyla                                 dır. 

 

Benzer Ģekilde,                  iken (iii) koĢulundan  

 

                     
  
 

     
  
 

           

 

dir ve kolaylıkla                                olduğu görülür. Böylece 

Teorem 4.3.1 in (b) koĢulu gerçeklenir.  

 

ġimdi Teorem 4.3.1 in (a) koĢulunun sağlandığını gösterelim.         

için                    
    seçelim.               

    ve     olduğu 

kolayca görülür. Önerme 3.2.3 den     için           
 

 olduğunu 

biliyoruz. 

 

                          
                      

 
     

 

      
 

   
 i 

   
 
 
  



      
 

   
   

 

 
                                   

 

 
 

   
   

 

 
      

   

   

  
  

   
 

 

 
          

 

Böylece,                    
 

 
  ve       

 

 
  dır. Yani,  

 

                   
 

 
        

 

 
   . 

 

                  
 

 
  için    

 

 
   


 iken 

 

   
    

   
               dir. 

Böylece (ii) hipotezinden,                  
 

  
     

 

 
   


  

 

 



      
 

   
   

 

 
                                                                                                  

 

 
 

   
                             

 

  

 

   

   

                           

 

 

 

 
  

 

    

 

 
 

   
                          

 

 
  

 

 
  

 

                     

 

  
 

  

 

   
          

 

 
  

  
 

 
                                                   

 

Buradan,                   
 

 
  için       

 

 
  olduğu elde edilir ve Teorem 

4.3.1 in (a) koĢulu sağlanır. 

 

Son olarak Teorem 4.3.1 in (c) koĢulunun sağlandığını gösterelim.       

   iken                   
 

 
  için Önerme 4.3.1 ile, 

 

      
 

  
      

 

 
   

 

Böylece Teorem 4.3.1 in tüm koĢulları sağlanır. Bu durumda (3.2.1) sınır 

değer probleminin en az üç                        pozitif çözümü vardır ve bu 

çözümler için 

 

                                    
 

 
       

 

 
   



                                   
 

 
                              

 

sağlanır.                                                                                                                    

 

Örnek 4.3.1 (3.2.1) sınır değer probleminde zaman skalamız    
 

 
      

     ,               
 

 
    

 

 
          olsun. 

 

          
 

              

 
 

 

 

 

    
        

 

   
 

 

                

 

          
 

   
 

 

                       
 

          (4.3.4) 

 

iken 

 

 
        

 
                                 

     
 

 
   

 

 
  

 

 
          i               

                                     

 

sınır değer problemini ele alalım ve    
 

 
                       

 

 
 

seçelim.       
 

 
              ve       dir. Basit hesaplamalar ile 

                             elde edilir. Ayrıca 
 

  
     

  

 
 
  

 
  

sağlanır.  

 

ġimdi, Teorem 4.3.2 nin koĢullarının sağlandığını gösterelim: 

 

                            için  

                            
  
 
     

  
 

          

 

bulunur. Böylece Teorem 4.3.2 nin (i) Ģartı gerçeklenmiĢ olur. 

 

          
 

 
 
 

 
 


  
 

 
          için 

                      
 

  
         

 

elde edilir. Böylece Teorem 4.3.2 nin (ii) Ģartı da gerçeklenmiĢ olur. 

 

 



                   
 

 
        için  

                            
  
 

     
  
 

         

 

olduğundan Teorem 4.3.2 nin (iii) Ģartı gerçeklenmiĢ olur. Böylece Teorem 4.3.2 

nin tüm koĢullarını sağlandığından (4.3.5) sınır değer probleminin en az üç pozitif 

       ve    çözümü vardır ve 

 

           

     

   
 

 

 
              

                     

 

 
 

 

 
 i 

   
 
 
   



                 

     

   
                

        

        
 

 
 i 

   
 

 
   



      
 

 
 iken            

     

   
                 

       

 

eĢitsizlikleri sağlanır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5. SONUÇ 

 

Bu tez çalıĢmasında zaman skalasında sonsuz aralık üzerinde m-nokta p-

Laplacian sınır değer problemi ele alınmıĢtır. Leggett-Williams sabit nokta 

teoremi ve bu teoremin genelleĢtirilmiĢi olan  sabit nokta teoremleri (BeĢ 

fonksiyonelli sabit nokta teoremi ve Leggett-Williams sabit nokta teoreminin bir 

genelleĢtirilmiĢi) ile koni üzerinde en az üç pozitif çözümün varlığı incelenmiĢtir.  
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