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OZET

EGIiK KOORDINAT SISTEMINDE KiNEMATIK ve
EULER SAVARY FORMULU

CAKIR, Firuze

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali

Tez Yéneticisi: Dog. Dr. Emin OZYILMAZ

Agustos 2012, 44 sayfa

Kinematik, hareketi, sebep ve tesirlerini géz Oniine almadan inceleyen
mekanigin bir alt dalidir. Hareketin, zamansal-uzaysal o6zellikleri ile ugrasir.
Kinematik; uzaklik, hiz ve ivmelemeyi dogrusal ve agisal olarak inceler.
Kinematik, hareketin ve ondan dogan hiz ve ivmenin anlasilmasiyla kavranabilir.

Daha 6nce H.R.Miiller tarafindan kinematigin bazi formiilleri ele alinmistir. Bu
formiiller sabit ve hareketli koordinat sistemlerinin birim vektdrlerinin birbirine
dik alinmasiyla elde edilmistir.

Bu calismada ise sabit ve hareketli koordinat sistemlerinin birim
vektorlerinin  dik kesismemeleri durumunda formiillerin nasil bir forma
doniiseceginin incelenmesi amaglanmistir.

Anahtar sozciikler: Kinematik, bagil hiz, mutlak hiz, siiriiklenme hizi, pol
noktasi, pol egrisi, PFAFF formlari, Euler — Savary formiili
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ABSTRACT
KINEMATICS in OBLIQUE COORDINATE SYSTEM and
EULER-SAVARY FORMULA

CAKIR, Firuze

M. Sc. Thesis, in Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emin OZYILMAZ

June 2012, 44 Pages

Kinematics is the branch of classical mechanics that describes the motion
of points, objects and systems of groups of objects without consideration of the
causes of motion. Kinematics also studies the motion in absolute time and space.
It examines distance, velocity and acceleration in terms of linear and angular
form.

In this thesis various well-known fomulas of kinematics are considered
(Miiller,1963). These formulas are obtained through constant and moving
coordinate systems of unit vectors which are perpendicular to each other.

The aim of this study is to investigate how these formulas would take on a form if
the unit vectors are not intersecting perpendicular each other.

Keywords: Kinematics, Relative velocity, Absolute motion, Pole point, Pole
curve, PFAFF forms, Euler — Savary Formulas.


http://en.wikipedia.org/wiki/Classical_mechanics
http://en.wikipedia.org/wiki/Motion_(physics)
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Simgeler Aciklama

E" Oklid Uzay1

Vr Bagil Hiz

V_)a Mutlak Hiz

Vf Siirtiklenme Hiz1

E Hareketli Diizlem

E Sabit Diizlem

B E nin E' ne gore bir parametreli hareketi
P E nin hareketli pol egrisi

P’ E' niin sabit pol egrisi

(A/E) A diizleminin E diizlemine gore hareketi

(AJE") A diizleminin E’ diizlemine gore hareketi



LITERATUR OZETi

Bir parametreli diizlemsel hareketler ilk defa W.Blaschke ve H.R.Miiller
tarafindan tanmimlanmistir. Muller (1956), bu ¢alismasinda bagil hiz, mutlak hiz ve
siriklenme hizini tanimlamstir.

Blaschke ve Miiller (1956) hizin ve ivmenin bir parametreli karmasik
diizlemdeki etkilesimini agiklamistir.

Ergin (1991), Oklid diizlemi yerine Lorentzian diizlemini kullanarak 1
parametreli hareketi incelemis, Lorentzian diizlemi lizerinde hiz ve ivme etkilesimini
yaymlamistir.

Kandemir (2008) “Kiigiik boyutta bir parametreli hareketler ve uygulamalar1”
tezinde ani dénme merkezi kavramini incelemistir. Mekanizmalarda bulunmasi
gosterilmis, ani donme merkezlerini kullanarak hiz analizi yapilmis, ayrica hareket
pol egrileri cinsinde ifade edilmistir. Dort uzuvlu mekanizmalar islenmis, 5-kol
mekanizmasinin birinci ve ikinci dereceden kinematik katsayilar: kullanilarak, egrilik
yarigap1 bulunarak, biikiim ¢emberinin ¢izimine ulagilmistir.

Ozakgiil (2009), bir parametreli diizlemsel hareketin hareket denklemleri ve
bunlarin tiirev denklemlerini zaman skalasinda vermistir. Hareket denklemlerinin, T
zaman skalasinin degisiminden nasil etkilendigi 6rneklerle gosterilmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm1.1 (Afin Uzay) A #O bir ctimle ve V de F cismi iizerinde bir vektor uzayi
olsun. Eger bir

¢ . AXA—-V
(P.6)~ o (P,6)=PQ

seklindeki doniisiim asagidaki sartlar1 sagliyor ise A ciimlesine V vektor uzayi ile
birlestirilmis afin uzay denir.

1) vV P,Q,RE A igin
PQ + QR = PR

2) vV PeAveVa €V igin ﬁ: a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.
Bu sartlara afin aksiyomlar1 da denir.

Teorem1.1 Bir V vektor uzayi ile birlestirilmis afin uzay A olsun. Bu durumda
asagidaki sartlar dogrudur.

1) PP =0, v PE A
2) PQ=-QP, VP,Q€eA
3) PQ =P'Q’ ise PP = QQ

Tamml1.2 (Afin cati)): Bir V vektor uzay: ile birlesen afin uzay A olsun.
Py, Py, ..., P, € A noktalariigin PyP;, PyP,, ..., PyP, € V vektorleri V nin bir bazi
ise {Py,Py,...,P,} nokta(n+1) lisine A afin uzaymn bir afin catisi denir. P,
noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi, P; lere de birim noktalar denir.

Tamm1.3 (Afin doniisiim) Bir F cismi iizerinde tanimh iki vektor uzay1 V; ve V,
ile birlesen afin uzaylar A; ve A, olmak iizere;

f:A; - A,

p - f(p)

Q- f(Q)



doniistimii tanimlansin. Herhangi bir P € A; noktasi igin

@p: Vi =V,
PQ ~ ¢,(PQ) = f(PI(Q)
seklinde tamiml1 @, ,lineer ise f ye afin doniisiim denir.

Tanim1.4 (Afin koordinat sistemi) n-boyutlu bir V vektor uzayi ile birlesen afin
uzay A olsun. A afin uzaymn afin ¢atilarindan biri {Py, P, ..., P,} olsun.

PyPy, ByP,, ..., PyP, € V sistemi V nin bir bazi oldugundan, bu uzaydaki her vektor

bu baz vektorleri cinsinden tek tiirlii ifade edilir. V P € A i¢in E)T’) € V vektorii bu

baza gore tek tiirlii olarak,
n

ﬁ=231ﬁ

i=1
seklinde gosterilir. (a;,ay, ...,a,) € P noktasinin afin koordinatlar1 denir.
Xxj : A= 1R

P-xi{(P)=a; ,1<i<n
seklinde tanimli fonksiyonlarmn olusturdugu {x4, X5, ..., X, } sistemine de afin
koordinat sistemi denir.

Tamm1.5 (Afin izomorfizm) A, ve A, afin uzaylar olmak {izere bir f: A; = A,
afin donlistimii bire-bir ve orten ise f ye afin izomorfizm denir.

Tamim1.6 (Oklid uzayr) A n- boyutlu bir reel afin uzay ve A ile birlesen n-
boyutlu vektor uzayr V olsun. V de;

(,):VxV-R

Bir i¢ ¢arpim tanimlanabiliyorsa A ya n-boyutlu Oklid uzay: denir. A=E" ile
gosterilir.

Tamim1.7 (OKlid i¢ ¢carpim) R standart reel afin uzay olmak iizere

VX =Xy, X)) veVY = (yqg,..,¥n) € R%icin

(,): R"xR™ - R

n

XY > XV = ) xiy,

i=1

seklinde tamimlanan i¢c carpima standart i¢ carpim veya Oklid i¢ carpim
denir,(Hacisalihoglu,1980).



2.GIRIS
2.1. Diizlemde Koordinat Doniisiimleri

Diizlem kinematigi, esas itibariyle bir diizlem pargasinin diizlemsel bir
taban lizerindeki hareketini inceler. Bu iki diizlemden hangisinin sabit hangisinin
hareketli kabul edilecegi, geometrik kinematik a¢isindan fark etmez. Burada asil
onemli olan diizlemlerin karsilikli hareketidir.Diizlemsel kinematik; nokta veya
nokta sisteminin yani cismin zamana bagli olarak meydana getirdigi yer
degistirmeleri inceler.

2.1.1 Oteleme
Egik ya da onun 6zel hali olarak dik koordinat sisteminde P(x,y) noktasi

vektorel olarak,koordinat eksenleri dogrultusundaki birim vektorler e; (i=1,2)
olmak tizere OP yer vektorii ile

OP=xe; +ye; 1)
seklinde ifade edilebilir. Eksenlerin birbirine paralel oldugu iki egik sistem g6z
oniine alalim. Ikinci sistemin baslangi¢ noktas1 O’ (a,b) olsun. P noktasinin birinci

sistemdeki x,y koordinatlariyla ikinci sistemdeki x’, y" koordinatlari arasinda
bagmnt1 kurulursa

OP=00'+0'P )
elde edilir.Vektorel formlarina gegilerek

xej +ye;= (aey + be; )+(x'e] +y'e;) ©)
Buradan da koordinatlara gegilirse
x=x'+a
y=y'+b @)

oteleme formiilleri elde edilir. Tersine olarak O'x’y’ sistemindeki koordinatlarin
bulunabilmesi i¢in (4) den



y' =y-b (5)
yazilabilir.

(4) ve (5) bagintilar1 dik koordinat sistemi igin de gegerlidir.

Teorem2.1.1 Bir 6telenme hareketinde

i) uzunluklar
i) acilar
11)) alanlar degismez kalirlar.

Tamm2.1.1 iki Stelenmenin arka arkaya iki kere uygulanmasina, bu ételemelerin
bilesimi denir.

Teorem2.1.2 ki 6telemenin bilesimi yine bir dtelemedir.
2.1.2 Dénme

Otelemenin koordinat sisteminin baslangi¢ noktasmin farkli segilisinden
Otiiri meydana ¢iktigin1  biliyoruz.Simdide baslangic noktalart ayni,fakat
koordinat eksenlerinin dogrultular1 bir donmeye tabi tutulmus iki sistem
arasindaki bagintilar aragtiralim.

Eksenleri arasindaki ac1 o (a # 0) olan bir egik sistemi,baglangi¢ noktasi
etrafinda 0 kadar dondiirelim. Ilk sistemde (x,y) koordinatl nokta; ikinci sistemde

(x’,y") koordinathi nokta, ve eksenler dogrultusunda birim vektorler e, e,; e_’l),g
olmak iizere OP vektorii

d —

OP=x8; +ye; =x'e; +y'e; (6)
yazilabilir.(6) esitligi sirasiyla e, Ve e, ile skaler carpilirsa

([ x+ycosa=x'cosO +y cos(a+ 6)

{ (7

xcosa+y=x'cos(a—0)+y' cos0
\

elde edilir. Burada



\

‘

\

| 1 cosa

|: 1-cos?a # 0
cos o 1

oldugundan (7) sistemi x ve y ye gore ¢oziiliirse

1

X=—- [(cos © — cos acos(a — 0))x" + (cos(a+ 6) — cosacos0)y’]
(8)
yzsi;a [(cos(a— B©) — cosacos0)x’ + (cos O — cosacos(a+ 0))y’]
formiilleri bulunur.
(7) formiillerinden denklemler x', y' ye gore ¢oziilerek
x' = Si;a [(cos® — cos acos(a + 6))x + (cosacos 0 — cos(a + 0))y]
(9)
y' = Si;a [(cos O cosa — cos(a— 0))x + (cos® — cosacos(a — 0))y]
elde edilir.Bu da ters donmeye karsilik gelir.
Ozel Hal : Dik koordinat sisteminin 8 kadar,dénmeleri igin (8) ve (9) da o = g
alarak
([ x=x'cos8® —y’'sin®
< (10)
\ y=x'sin® + y’ cos 0
ve
( x' =xcosB +ysin®
\ (12)

\ y' = —xsinB + ycos 0

formiilleri elde edilir.



OP = OP’ uzunlugu r olsun. P=(x,y) noktasina P’ = (x',y") noktasini karsilik
tutalim.

x" =rcosf
ve

y' =rsinf3
yazilabilir.Ayrica

x =rcos(B+0)
ve

y =r sin(f + 6)
dir.Bu iki ifadeden
x=x'cosO —y'sin0
y =x'sin® +y’'cos®
elde edilebilir.Bundan faydalanarak,6telenmede oldugu gibi burada da eksen
sisteminin 6 kadar donmesiyle bir noktanin koordinatlarinin degismesi su sekilde
de ifade edilebilir.Donme, diizlemin kendi kendisine Oyle bir dontisiimidiir ki

(x,y) noktasinin koordinatlariyla (x’,y’) niin arasinda (8) ve (9) formiilleri 6zel
olarak dik koordinat sistemi i¢inde (10) ve (11) formiilleri gegerlidir.

Teorem2.1.2 Bir donmede

i) uzunluklar

i) acilar

iii) alanlar degismez kalir,
(Kaya,1982).

2.1.3 Bir dik koordinat sisteminden,bir egik koordinat sistemine
gecisler
Ayni1 baglangi¢ noktasina sahip biri dik, digeri egik iki koordinat sistemi alalim;

Ox,Qy dik eksenleri;Ox’, Oy’ de eksen agis1 a olan egik eksenler olsunlar. Ox’

fle Ox arasindaki dénme ac1s1 8 ve o + 8 < g olsun.



[lk sistemde (x,y),ikinci sistemde (x’,y") koordinatlara sahip P noktasiin yer

vektorii ;eq, €, Ve e}, e, eksenler dogrultusundaki birim vektorler olmak iizere

— —_ —

OP =xe; +ye, =x'e; +y'e)

=

seklinde yazilabilir.Burada

xe; +ye, =x'e] +y'e) (12)
ifadesi e, ve e, ile skaler olarak garpilirsa

e;.e; = cos O

e,.e; = cos(a + 0)

e,.e; = cos(90 — B)=sin 0

e,.e; = cos(90 — a — 0) = sin(a + 6)
oldugu g6z Oniine alinarak,

(x =x'cosB +y' cos(a + )

< (13)

(Y =x"sin® +y'sin(a + 6)
formiilleri elde edilir. Bu formiil ile egik sistemde (x’,y') noktasinin, dik sistemde
(x,y) olacagim gosterir.(12) ifadesi e] ve € ile skaler ¢agrilarak ya da (13) ifadesi
(x',y') ye gore ¢ozilerek, ters gegisi miimkiin kilan

y'cosa+ x' = xcos0 + ysin 0

x'cosa+y' =xcos(a+0) + ysin(a + 0)

yada bir bagka deyisle
Is %' = Xsin.(a+6) _ cos.(oc+6)
sina sina
{ (14)
r_ . sin 0 cosB
L y ==X sina sin o

elde edilir.



Eger koordinat si

stemlerinin baglangi¢ noktalar1 ¢akisik degilse,OXY

yardimci sistemi sayesinde once

otelemesi ve sonra

egiklestirilme olacagin

-

X = X+a

y=Y+b

X=x"cos0 +y' cos(a+ 0)
Y =x'sin0 + y’' sin(a + 0)
dan (13) iin karsilig1, ama 6teleme-egiklesme igin

x=x"cos®+y' cos(a+6)+a

\ (15)

| y=x'sinB+y’sin(a+6) +b
veya,tersi olan (14) {in karsilig1 igin
or_ __ysin(a+8) _ cos(a+8)
X = (X a) sina (y b) sina
{ (15)’
I (e sin® _ w

S y = (X a) sina + (y b) sin 6

gecerli olur. Burada (a

,b), O’ niin ilk sistemdeki koordinatlaridir.
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3. DUZLEMIN HAREKET GEOMETRISI

Her iki diizlemde, iki birim vektorden olusan 6 agili birer eksen takimi
alahm. E diizleminde alinan {O,e;, e,} koordinat sistemine hareketli koordinat
sistemi denir. Burada e; ve e, birim vektorleri birbirlerini O baslangi¢ noktasinda

—_— —

0 agis1 ile keserler. Aym sekilde E’ diizleminde de ej,e, birim vektorleri
birbirlerini O’ baslangic noktasinda 0 agis1 ile keserler. E’diizleminde alman

{0', e;, e, } koordinat sistemine sabit koordinat sistemi denir.

€;

v
()
iy

sekil.1

3.1 Genel Diizlem Hareketi

E ve E' iki Oklid diizlemi olsun.Bu Oklid diizlemlerinde {0; &7, &;} Ve {o' el e_z’}

gibi iki egik koordinat sistemlerini alalim. Eger;

e; =¢e;(t)
e, = e;(t)

t € I <IR parametresinin siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 ise {O; €7, €} egik
gatisinin {O’ ;e_’{, e_’z)} egik catisina gore hareket ettigi kabul edilir. 00’ = U
hareketin 6teleme vektorii olmak iizere

00’ =1 = u,6; + u,e, (16)

yazilabilir.
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t = 0 aninda {O;e],e,} ve {O’;eT, E} catilarinin baglangi¢ noktalarmin ayni

oldugu kabul edilir.e; ve e, birim vektorleri arasinda

(— _ sin(6-¢@) ~7  sing

e
1 sin 0 1 sin@ 2
< 17)
e = sing@ 7~ sin(B+¢@)
\ 27 sing 1 sin® 2

esitlikleri elde edilir. Burada ¢ agisi t parametresine baglidir.

Tamm 3.1. X ve X’ srast ile hareketli (E) ve sabit (E") koordinat sistemine gore
ayni bir X noktasinin yer vektorleri olmak tizere

X = —G+% = (—uy +x)& + (—uy + x,)&; (18)
seklinde ifade edilir.

3.2 Tiirev Denklemleri

Bir X noktasinin her iki (E) ve (E") diizlemine gére hizlarin aragtirmak igin
ilk 6nce hareketin tiirev denklemlerini elde edelim.Bunun i¢in (17) denklemlerinin

— —
e; Ve e;, vektorlerini sabit alarak t zamanina gore tiirevleri hesaplanirsa;

(.
—> _ cos(6-¢) . P , coso .
€1 = sin® €1 + sin@ ¢ €

{ (19)
e_', __ cosg ., g’ cos(6+@) .

\ 2~ sin 6 1 sin 6 2

formiilleri elde edilir.

(17)formiiliinden yola ¢ikarak e] ve €, ifadelerini e; ve e, cinsinden yazilirsa;

? __sin(6+¢) — sincpe_>
1™ sing 1 sin 2
(20)
7  sin sin(0—
e = ‘P—1> + ( (P)e—2>

sin O

bulunur.
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(19)esitliklerinde e—'l) ve e, degerleri yerine yazilirsa;

= cosf . — 1 .

e, = e — Qe
1 sin 6 P €1 T sin 6 ? €2
X (21)
e_'>_ -1 . E_) cosO . e_>
2 = ®e1 e 2

\ sin 0

formiilleri elde edilir.
U =use; +uye,
denkleminin tiirevi alinirsa
du

a = 1_,1) = e_l)ul + e_l)ul + e_z)uZ + e_z)uZ (22)

bulunur. ej’ ve e_.z) nin (19) deki degerleri (22) de yerine yazilirsa

l;i:(u_‘1>_|_u1cos(9(.p_ u, (p)e—1)+ (u1 (.p_l_u_‘z,_i_uzcose(p)e_z, (23)

sin 0 sin 0 sin® sin©

formili elde edilir.

Tanim3.2.(19)ve (23) denklemlerine hareketin tiirev denklemleri denir.

Bir parametreli diizlem hareketlerin biitiin kinematigi bu denklemlerde
bulunur. Parametre sayisi belirtilmezse t parametresine gore tiirevler yerine
€;, €, Ve U vektorlerinin sabit E’ diizlemine gore degisimleri dikkate alinmistir.

Bu durumda (19) yerine;

de; = (207 + ——&;) do

sing 1 sin 6

(24)
— _(__1 — cos —s
dez - ( sinee1 + sin @ ez) d(p
formiilleri ve (23) yerine de
— — 0 1 — — 1 — 06— —
du = (u1 + Z(i:G u;do + muldcp) e; + (uz + g urde + (:i);e uzd(p) €, (25)

denklemi elde edilir.
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3.3 Hizlar Ve Hizlarin Birlesimi

E diizlemi E’ diizlemine gore bir parametreli hareket ederken bir X noktasi
da hareketli E diizlemindeki yerini t zamani ile degistirsin. X noktasinin E ye gore
hiz vektoriine X noktasinin v} relatif hiz1 denir.Bu hiz i¢in

N
X =x€] + X8,

denkleminden, “e; ve e, yi sabit tutup tiirev alarak

—_—

vy = X = ;€1 +x,€; (26)

denklemini elde ederiz. X noktasinin E' ne gore hiz vektdriine X noktasmin v,
mutlak hiz1 denir.

(18) denkleminin t ye gore tirevi alinip (23) esitligi bu denklemde yerine
yazilirsa

? = (—u; + X'1)e_1) + (—u; + X1)e'7 + (—u, + X'z)e_z) + (—uz + Xz)e_'z) (27)

elde edilir. ej’ ve e_'z’ nin (21)deki degerleri (27) de yazilirsa;

X—‘,»_( . cose.+ c056_+ 1 1 _)ﬁ_l_
M TR TG e P TR Ghe P T 2sine P T X2sing )&
1. 1. . . 0 . 0.\ —
(Fumsdtags bt —wTEe R Tre)E (29
bulunur. X, E de sabit iken X in E' ne gore hiz1
R ( . cose._l_ cose._l_ 1 . 1 ,)_,
vi=|—U; —u X u —X
f 1 lsine(p lsinG(p ZsinG(p ZsinG(p !
( 1 - 1 ) c059.+ c059.>%
—u X —U, — U, —— X e
1sin6(p lsinG(p z ZsinG(p Zsineq) 2

dir.Elde edilen v; vektoriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektorii denir. Buna
bagli olarak, X noktas1 E diizleminde sabit ise yani v;=0 ise mutlak hiz
stiriklenme hizina esit olur.Yani,

—

—
Va = V¢

Teorem3.1 Iki hareketin birlestirilmesinde; bir noktanin mutlak hiz vektdrii
stirliklenme hiz vektorii ile bagil hiz vektoriiniin toplamina esittir. Yani;

—

vV, =Vi+ Vv, (Miiller,1963).
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Burada ¢ = d—f tiirevine hareketin agisal hizi denir.Bundan sonra ¢ # 0

oldugunu kabul edecegiz.

3.4. Donme Polii, Pol Yériingeleri

E/E’ hareketinin her t aninda v; = 0 ise, E diizlemi E’ diizlemine gore
hareketsizdir denir.Boylece

¢

vi=|—U; —uyy——¢ +x +u,—— ¢ —Xx
f ( 1 lsine(p lsinG(p ZsinG(p

cos 9 . cos 9 | 1 1 )_a
%sin O €1

1 . 1 . . cosO . cosO .\ —
H—u ——p+x ——p — Uy — Uy 20+ x )&=
( ulsine(p-l_ 1sin6(p Uz uzsinecp-l_ Zsin6(p €2 0

denkleminin ¢6ziimiinde ¢ # 0 olduguna gore

1 — % = u U cos O sin® 1 u sin6 1
P1 =X =1 1 1+cos20 0} 2 1+cos20 [0)
< (29)
—x, =u u sin® 1 u cosOsin0
\pz -2 T T2 1 1+cos26 ) 2 1+cos2@

elde edilir.

X(x4,%5) = P(py,p,) noktasina hareketin t anindaki polii veya donme polii
denir.Pol noktasinda parametre sayisi belirtilmezse

cosOsin® 1 sin 6 1
=u; +duy————+du —
P1 1 1 1+cos?0 do 2 1+cos20 do

—u u sin 6 1 u cosOsin® 1
Pz =W 1 1+cos2@ do 2 1+cos20 do

seklinde ifade edilir.

Teorem 3.2. Agisal hiz1 0 olmayan bir harekette her t aninda siiriiklenme hiz1 0
olan yani her iki diizlemde de sabit(hareketsiz) kalan bir tek pol noktasi
vardir.(Miiller,1963)

Sonug 3.2.1.Siiriiklenme hiz1 v¢ pol noktalarindan yararlanarak;

— _ [((=x%Xz+pz) . | (X3—=p1)cosB . — (X1-p1)@ , (Xx3—pz)cosO . ) —
VE= { sin® + sin 0 (P} e+ { sin 6 + sin 0 (P} €2 (30)

seklinde ifade edilebilir.
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Sonuc¢3.2.2. P pol noktasindan X noktasina giden pol 1511

PX = (X1 — p1, X2 — P2) = €1(X; — p1) + €5(X; — p2)

vektorii ile vy arasinda 0 derecelik bir ag1 vardir. Buradan yola ¢ikarak (Vf),ﬁ) *
0 elde edilir.

P2 —X; (X; —pp)cosB| | [(x; —p1) (X —pz)cosb
- + - - + - )
sin 6 sin 6 sin 6 sin 6

(V;,PX) = <<<'p [

[(x;y = p1), (X2 = p2)]) # 0

Ozel Hal: Sonug3.2.2 de © = 90° alinirsa (V;,PX) = 0 olur.Yani PX vektdrii v;
ye dik olur.

Sonu¢3.2.3. V¢ vektoriiniin normu

2 2
U =/ — |2 [P2=%2 | (xa—pi)cos e] .9 [X1—p1 (x2—p2) cos 9]
[Ivell (Ve, ve) \/(p [ sine sin @ TO e T sin @

ifadesi dikkate alinarak

1+cos20
sin2 0

vl = ¢ ||PX]|
seklinde elde edilir.

Ozel Hal: Sonug3.2.3°de 8 = 90" almirsa |[vf]| = ¢ ||PX]| olur.

Teorem3.3.Hareketli E diizleminin her X noktasi t aninda P merkezli ve ¢ agisal
hizl1 bir ani donme hareketi yapar,(Miiller,1963).

X noktast E diizleminde herhangi (keyfi )bir nokta oldugundan Teorem3.3 su
sekilde de ifade edilebilir:

Teorem3.3.1 Bir parametreli bir hareket t aninda, hareketli E diizleminin P pol
noktasi etrafinda ¢ agisal hiziyla donmesinden ibarettir, (Miiller,1963).

Sonu¢3.2.2 den yola ¢ikarak asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem3.4. B harcketinde hareketli E diizleminin X noktalar;, E' sabit

diizleminde  normalleri P donme  poliinden gecen  yoriingeler
cizerler,(Miiller,1963).

B hareketinde her t aninda bir donme polii vardir.

Tamm3.3.(P) € E olsun. P noktasinin hareketli E diizlemindeki geometrik yerine
B nin hareketli pol egrisi denir ve (P) seklinde gosterilir.

Tanm3.4.(P) € E' olsun. P noktasinin sabit E* diizlemindeki geometrik yerine B
nin sabit pol egrisi denir ve (P) seklinde gosterilir.

Siiriiklenme hiz1 vi = 0 olunca X=P i¢in
Va =V; = pi€; +P2€;
olur. Boylece su teorem verilebilir:

Teorem3.5. Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P donme
poliiniin her t anindaki hizlar1 birbirinin aynidir,(Miiller,1963).

s yay uzunlugu ve ds yay elemani olmak iizere; % = v ve ds = v dt oldugu

dikkate alinirsa

(P) i¢in ds = ||v/||dt elde edilir.v;} = v, oldugundan (P’) igin ds=||v,||dt=ds’
bulunur. Béylece su teoreme varilir.

Teorem3.6. Bir parametreli B hareketinde E diizleminin (P) hareketli pol egrisi E'
diizleminin (P') sabit pol egrisi iizerinde kaymadan yuvarlanir,(Miiller,1963).

Sonu¢3.3: E diizleminin E' diizlemine gore hareketi (P) egrisinin (P") egrisi
tizerinde kaymadan yuvarlanmasindan ibarettir.

P=P

Pl
Sekil2.
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4. HAREKETLI KOORDINAT SiSTEMi
Bu boliime kadar bir parametreli harekette
E ={0;e,e;}

ve

E = {O'; e, e’z}
koordinat sistemlerinin birbirlerine gore hareketlerini inceledik.Burada ise

E ve E' diizlemlerini,E ve E’ diizlemlerine gore hareketli olan baska bir
A={B;aj, a,} koordinat sistemine gore inceleyecegiz.

Sekil3.

Formiillerimizde bir noktanin E diizlemine gore degisimini d ile E’ diizlemine
gore degisimini d’ ile gbsterecegiz.

{B;a;, a;} sistemine bagli bir A diizlemi alinirsa; A’nin E’ye gore hareketi daha
once inceledigimiz E nin E' ye gore hareketi gibi gosterilebilir. Boylece (24) ve
(25) formiillerine karsilik gelen tiirev denklemleri bulunur;

— —

b = OB = (by,b;) = b;a; + bya;

Burada O noktas1 daha 6nceki hareketli sistemimiz olan E {izerinde bir noktadir;
yani hareketli diizlemin baslangi¢ noktasidir.Diferansiyel yazilima gore sunlari
elde ederiz:
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— (cose —
sing “1 sin 0

az) do

da_2’= (_ -1 5"+C°SG§;)dcp

sing “1 sin 6

db = (db, +23b,d 2d@) a7 + (5 bydg + db, + S2bydg)a;  (31)

Aym sekilde A’nin E'ye gore hareketi bulunabilir;

b'=0B = (b}, by) = bya; + bya;

— 1 , , , 1 , ’ 4]
db’ = (olb1 + b1 d(p - Tedcp)a + (db2 +by—=d@ +b s - do ) 3
dz=azdg (31)

da, = —a;de

Daha sade sonuglar elde etmek igin (31) ve (31)’ formiillerinden yola ¢ikarak

dp=1t vedp =71 (32)

= db, +2bdg — do

no s

(33)

6, = dby + =—byde + Z2b,de

yazilir.Ayrica
o, =db; +=0b,'dg’ — ——b, dg’
(34)
cos0

2 —_ db2 +_b1d + b2 d(p'

ifade edilir.
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B noktasinin E’ ne gore hareketini de kisaca db=db seklinde ifade edelim.

Burada, 64,04 ,05, 0'2,1', T ifadeleri bir parametreli harckete ait PFAFF formlar
olarak adlandirilir.

(32) formiiliinti kullanarak,(33) ve (34) formiilleri yeniden diizenlenirse;

p
dby + 20 - Ly,
0, = ——Db;T———=Db,t
1 17 sing ! sin@ 2
< (35)
1 cosO
| 02 —_ dbz + mbl‘[ + Sineb2T
elde edilir.Benzer sekilde
s
’ ' cos O " 1 "
01 = db1 + sineb1 T sineb2 T
< (36)
' ' 1 " ocosB,
[ 02 = db, +mb1t +sin9b2T
de yazilir.
A diizleminin E diizlemine gére hareketinin (A/E)
( — _ (cosB_— 1 —
dal - (sin9 ap + ﬂaz) T
{ da, ( ! *+Cose—’) 37
a, = |- a;+——a; |t
2 sinB° "' sin@ 2 (37)
dB = Gla_l) + 0-23_2)
ve
A diizleminin E' diizlemine gore hareketinin (A/E")
( y— __ (cos® 7 ;—,’ '
d a1 = (sine ap + sineaz )T
— 1 —7  cosO—7\
{dE = (g ) (38)

\

- ' ’
d,b =0_13—1>+Gza—2)
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ifadeleri tiirev denklemleri yardimiyla bulunmus olur.
X =0X = 0B + BX = b + x,a; + x,a;

ve

_  — —

X =0X=0B+BX=b +x,a; + X2

vektorlerini  olusturalim.(37) tiirev denklemleri yardimiyla X in E ye gore
degisimi i¢in

d)—() = dB) + da_l)Xl + E_l;dX1+d§;X2 + a—z)dXZ

veya
3 _ cos O X )_>
dX—(c51+dX1+Xlsine L a; +
1 cos 0 —
(02 +dx, + x4 T TtXe 5 T) a, (39)

sonucu bulunur.Buradan da X noktasinin bagil hiz vektorii

dX

— =V
dt r

elde edilir.

vV = 0 veya dX =0 alindiginda, X noktasi E diizleminde sabit olur.

+dx + cos 9 1 0
o X+ X ——T—X T=
1 1 1sin® 2sin@
esitliginden
d cos© N 1
X, = —0q — X T+ X T
1 1 Lsin@ 25in0
bulunur.
Ayni sekilde,
+ + dx, + cos © 0
o T T=
2T %1 sin 6 X2 T %2 sin 6
esitliginden
q 1 cos 9
= -0, — T— T
X2 27 % sin 6 25ino

elde edilir.
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(dx =—0 X Coser ! T
1= 1 1 sin© 2 sin©
< (40)
dx, = —0o X X cos®
\ 2= 2 1 sin 0 2 sin©

(40)da buldugumuz esitlikler X'in E de sabit kalma sartlaridur.

Benzer sekilde X in E' ne gore degisimi icin

dx ( o xS0 X '>_’+
=|o X + X T — T ]a
1 1 1sin® sin 0 1
’ 1 ' ' cos® N\ —
(02 X155 T +dx2+x2m ‘t)a2 (41)

esitligi yazilir. Buradan mutlak hiz vektorii

_, dX
vV, = —
2 dt
ile verilir.
d'X = 0 alindiginda
4 dx + cosB , X, 0
o X X{——T — — T =
1 1 1sin® sin 0
esitligi dikkate alinarak
/ _ ' cosO X2
Xm =701 X1 sin© sin 0
elde edilir.Benzer sekilde
6, +x ——T +dx, +x, 2% =0
2 1 sin 6 2 2 sin© -
esitliginden
d , 1 cos9
Xy = —0p, —Xq——T — - T
2 2 lsin@ 25in0
denklemi elde edilir.Boylece
(4 . ' cosO X2 '
Xm =70 X1 sin 6 sin 6
< (42)
er - -0 r 1 r cosO
\ N 2 lsing 2 sin@

yazilir.
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(42)de buldugumuz esitlikler, X'in E’ de sabit kalma sartlaridir.
Siiriiklenme hiz1, v¢ , X in E' ne gore degisimi oldugundan,

(40) ve (41) deki sartlar kullanilarak

cos 9 , 1y_,
- (T -1x, _} a;

E}?—H}?z{d —041) + T,—‘[X
( 1 1) ( )1sin9 sin 0

sin© sin©

+ {(0’2 —oy)+ (T —1)x Ly (t —1)x, = e}a_z’ (43)
esitligi elde edilir.
(39),(41) ve (43) formiillerinden yola ¢ikarak

d% = d + dx (44)

elde edilir. d% = dx — dx = 0 esitligi kullanilarak

( sin 0

X1 = —(()"2 - Gz)m—xz cos 0
{ (45)
' sin®
(X2 = (01 — 01)m+x1 cos 0

esitlikleri, pol noktalarinin pfaff formu cinsinden koordinatlarini verir.
Burada 8 = 90° alindiginda (43) ifadesi

dx —dx = {(6i—0) - (T -1 x}a; +{(o3—02)+ (T —1)x1}2;
ve

(45) ifadesi

_ ‘(02—02)
X1 = -1
= (01 —01)
2T -1

halini alir.
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5. HAREKET ZINCiRi

Birbirine gore hareket eden birgok diizlemde ¢ = (;—(f = i acisal hiz olarak

tanimlanir.

X noktast A/E de bagil hizi (39) olan dX =0 yani dx; =0 ve dx, =0
degisimine karsilik gelir. d—xz) =0 ise

92 +Xlsin9d(p + Xz sin 6 de =
olur.

Buradan x,'i ¢cekersek
: 1
X; = —X, €080 — 0, sin® a0 (46)

(46) da d = T yazarsak

X1 = —X, C0S 0 — 0, sin9%
elde edilir.
Ayrica; dT(l =0ise
v+ g 3, Lsdp =0
olur.
Buradan x,'yi ¢cekersek
X, = X4 €C0S 0 + 04 sin 0 ﬁ (47)

elde edilir.
(47) de do = T yazarsak;
X, = X4 €0S0O + 04 sin 0 %
elde edilir.Boylece pol noktast,
Q = (q1,92) = (X1,X2)
| a1
= (—xz cos 0 — o, sin 9; ,X1€0s0 + 0, sinBO ;) (48)

seklinde elde edilir.
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Benzer sekilde d X = 0 alindiginda, d'X; = 0 ise

, , 1d’ ,cosﬂd,_o
02 tXigngdP RGP =
olur
Buradan x7’i ¢ekersek
X; = —0, di(p,sin 0 — x5 cos O (49)
(49) dadeg’ =t yazarsak
X; = —G'Z%Sine — X5 cos 6
elde edilir.Ayrica d'x; = 0 ise
, ,cosed, , 1 do' = 0
1T X 4P TGP T
olur.
Buradan x3’yi ¢ekersek
Xy = X; €C0S0 + 0} d%,sin 0 (50)

yani;
’ ’ ! 1 .
X, = X; C0s 0 + 01;51n9
elde edilir.

Boylece A/E’ hareketinde pol noktast;

Q" = (q1,92)=(x1, x2)

= (—0’2 %sin 0 —x,cosB , x;cosB + o %sin 9) (51)

seklinde elde edilir.
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6. KANONIK BAGIL SIiTEM

E nin E' ne gore bir parametreli B hareketini ayn1 sekilde gosterebilmek igin
onceden {B; a;, a,} hareketli sistemini almistik.Bir baska defa bu sistem E nin E’
ne gore hareketli ticlincii bir A diizlemini gostermisti.

Simdi {B; ay, a,} bagil sistemini 6zel durumda secerek elde ettigimiz formiilleri
en basit hale getirecegiz. Bunun icin

1) Sistemin B baslangici ile P ani dénme poliinii ¢akistiralim.(45) de P donme
poliiniin koordinatlar1 dikkate alinirsa p; = 0 ve p, = 0 olur.Buradan

0, =0, ve g, =0,
elde edilir.Buradan (37) ve (38) e gore

dB = dP = g,a; + 0,a;, =d'B=d'P
elde edilir.
2) {B;a;} eksenini (P) ve (P') nin ortak tegeti ile ¢akigik alalim.
Pol tegetinin a; ile ¢akismasi igin a, nin katsayisinin sifir olmasi gerekir.Yani
g, =0,=0

Buradan (37) ve (38) denklemleri basit bir hal alir.

0,=0{=0
alinirsa, A nin E ye gore hareketinde

"GN cosf —, 1 —
da =( a,+—a )T
1 sin @ 1-|-sint9 2

N 1 —  cosf__,
< dazz(_sin9a1+51n6a2)T (52)
L dp = oa;

esitlikleri elde edilir.

Benzer sekilde, A'nin E' ne gore hareketinde

(cos 0 ., ) '
sm 6 2
< _ ( cos 0 —>) '
d az = sin @ 1 sin @ az)t (53)
( dp =o0a;
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esitlikleri elde edilir. X noktasina ait formiillerin degisimi igin;

0,=0,=0

ve
g, =0,=0
olmak tizere (39) da
dx = (dxl +‘7'|‘x1a-)s‘9'f—xz — T)a_1)+ (X1.;T + dx, +x2a.)—se‘r)a_2’
sin @ sin 0 sin 0 sin

olur.dp =t ve d¢ =t oldugundan

cos6@ 1
sin@

' ' — 1 ' '
T +dx1)a1+(xlﬁr +dx, +x,
elde edilir.

E diizlemindeki X noktasi sabit ise (54) formiiliinden yola ¢ikarak

( dx, =x,—T—0—x cos6
17 "25ing 1sing
dx, = —x 1 cosBT
2 lsing 2 5in6

elde edilir.

Benzer sekilde E' diizlemindeki X noktasi sabit ise

dx; =x,—17 — 0 — %, 224

1 2sing lsing
d'x - —x 1 '—x cos@
\ 2 lsing 2 5in@

elde edilir. Burada dfa'c’ = d % — dx bulunursa

> cosf@ . 1 ' —
dfx—{xlﬁ(r —T)—xzﬁ(’[ —T)}al

cos 6

+{x1 L (T =1) +x,

sin @

@ -}a

sin @

esitligini elde etmis oluruz.

6

cos 6

57 )@ (55)

sin

(54)

(56)

(57)

(58)
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7. YORUNGE EGRISINIiN EGRILIiGi ve EULER-SAVARY

FORMULU

Bu boéliimde E diizlemindeki bir X noktasinin ¢izdigi yoriinge egrisinin bir

t anina karsilik gelen X' egrilik merkezini bulacagiz.

PX = (X1,Xz) = X431 + Xp3;

ve

—
I —

PX' =x;a; + X, a,

olmak lizere

PX Il PX
olur. Buradan;

X1 X

X2 X
ve

X1Xy — XpX; = 0
elde edilir.

Bu ifadenin diferansiyeli alinarak (54) ve (55) esitlikleri kullanilirsa
dx;x, + x;dx, — dx,X; — X,dx; = 0
elde edilir. (46) ve (47) esitlikleri dikkate alinirsa

, , N ¢ . cos 0
O'(XZ - XZ) — (X1X1 + XZXZ) ET + (X1X2 - XI'XZ) s

T
+(x? + x%)ﬁr' =0
elde edilir.Buradan,kutupsal koordinatlara gegilirse
X, = asin(6 — @)
X, = acos(0 — @)
ve
x; = a sin(0 — @)
X, = a cos(8 — @)

olmak tlizere

(59)

(60)
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ocos(0 — ) (@' —a) +aa{sin?(0 — @) + cos?(8 — @)} e (T —1)
. cos 0
+aa {sin(6 — @) cos(0 — @) — cos(0 — @) sin(6 — @)} o’ 0
veya
(8- @)@ —a) +a3 — (¥ =) = 0
0 COS @)@ —a aasiner T) =
sin
bulunur. Esitligin her iki tarafi da = T ile carpilirsa
. 1 1 T—-1
cos(6 — @) sin 6 (—, — —) =
a a T
esitligi elde edilir.Boylece
Buradan
T—T 1 1
T r r
oldugunu go6z 6niinde bulundurarak
: 1 1 11
cos(6 — ) sin6 (;—;) =S

egik sistemde EULER — SAVARY formiilii elde edilir.

OZEL HAL: 6 = 90° oldugunda EULER-SAVARY formiilii

(1 1>. _1 1
A

halini alir.

(61)
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8.SONUC

Bu tez ¢alismasinda sabit ve hareketli koordinat sistemlerinin baz vektorlerinin
dik olmamasi1 durumunda tiirev denklemleri,pfaff formlari,siiriiklenme hizi,bagil
hiz ve mutlak hiz formiilleri,pol yoriingeleri,kanonik bagil sistem ve Euler-Savary
formiilii gibi baz1 kinematik formiillerinin genel hallerine ulagilmistir.
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