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ÖZET 

�K� DE���KENL� FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN 
DA�ILIMLARI �Ç�N PARAMETRE SINIRLARI 

GÖKTA�, Günsu 

Yüksek Lisans Tezi, �statistik Anabilim Dalı 
Tez Danı�manı: Doç. Dr. Muhammet Bekçi 

A�ustos 2012, 34 sayfa 

 

 Bu tezde, rasgele de�i�kenler arasındaki ba�ımlılık yapısını modellemek 
amacı ile kullanılan Kopula fonksiyonları çalı�ılmı�tır. Kopula fonksiyonları 
yardımı ile elde edilen iki de�i�kenli Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) 
da�ılımları için parametre sınırları ara�tırılmı�tır. 

 Ba�ımlı iki rasgele de�i�kenin ortak da�ılımının belirlenmesi istatistik 
teorisi açısından oldukça önemlidir. Bu yüzden literatürde önemli bir yer tutan 
FGM da�ılımlar ailesi yardımı ile kurulan modeller incelenmi�tir. FGM 
da�ılımları için parametrelerin sınırları ve rasgele de�i�kenler arasındaki 
korelasyonlar sunulmu�tur. 

 Son olarak, iki de�i�kenli FGM modifikasyonu için teorik bir çalı�maya ve 
uygulamalara yer verilmi�tir. Uygulama kısmında, Çevre ve Orman Bakanlı�ı 
Devlet Meteoroloji ��leri Genel Müdürlü�ünün yayınladı�ı “Asit Ya�murları ve 
Hava Kirlili�i De�erlendirme Raporu”ndan alınan veriler kullanılarak üzerinde 
çalı�ılan FGM modifikasyonları ile modellemeler yapılmı�tır. 

 

 

 

 Anahtar sözcükler: Kopula Fonksiyonları, Farlie-Gumbel-Morgenstern 
Da�ılımları, Ba�ımlılık Yapısı, Parametre Sınırları, Pozitif Kadran Ba�ımlılık.   
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ABSTRACT 

PARAMETER BOUNDS FOR BIVARIATE  
FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN DISTRIBUTIONS 

GÖKTA�, Günsu 

MSc in Statistics 
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammet BEKÇ� 

August 2012, 34 pages 

 

In this thesis, copula functions that are used with the aim of modeling the 
dependence structure between random variables  are studied. Parameter bounds 
are investigated for bivariate Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) distributions 
obtained by the help of copula functions.   

 Determination of the joint distribution of two dependent random variables is 
quite important for theory of statistics. Models founded by the help of FGM 
distributions family that is very important for the literature are examined. 
Parameters’ bounds and correlations between random variables for FGM 
distributions are presented. 

 Finally, a theorical study for bivariate FGM modification and applications 
are given. In the application part, modelings are made with FGM modifications 
that are studied on by using data taken from “Acid Rains and Air Pollution 
Assessment Report” published by Environment and Forest Ministry Government 
Meteorology Works General Management.  

  

 

 

 Keywords: Copula Functions, Farlie-Gumbel-Morgenstern Distributions, 
Dependence Structure, Parameter Bounds, Positive Quadrant Dependence. 
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1. G�R�� 

 
 Uzun bir süre istatistikçiler çok de�i�kenli da�ılım fonksiyonları ve onların 
tek boyutlu marjinalleri arasındaki ili�ki ile ilgilenmi�lerdir. M. Frechet ve G. 
Dall’Aglio 1950’lerde bu konu ile ilgili olarak iki ve üç boyutlu da�ılım 
fonksiyonları ve onların tek boyutlu marjinalleri üzerine çalı�mı�lardır.  

 Ancak tek boyutlu marjinallerin bulunması problemine 1959 yılında Abe 
Sklar çözüm bulmu�tur. Kopula kavramından ilk kez burada tek boyutlu 
marjinalleri bulduran yeni bir fonksiyon sınıfı olarak bahsedilmi�tir. Ba�larda 
kopulalar olasılıksal metrik uzayı teorisinin geli�tirilmesi için kullanılmı�, 
kopulalar ile ilgili bir çok sonuç 1959 ve 1976 yılları arasında olasılıksal metrik 
uzayı teorisinin geli�tirilmesi sırasında elde edilmi�tir. 1981 yılında ilk kez 
kopulaların rasgele de�i�ken çiftleri arasında parametrik olmayan ba�ımlılık 
ölçülerini tanımlayabildi�ine Schweizer ve ö�rencisi Wolf’un makalesinde yer 
verilmi�tir.  

 Sonrasında ise kopula, rasgele de�i�kenler arasındaki ba�ımlılı�ın 
parametrik olmayan ölçümlerini tanımlamak için kullanılmaya ba�lanmı�tır.  O 
zamandan bu yana kopula kavramının olasılık ve istatistikte ba�ımlılık ile ilgili 
problemlerin çözümünde, sabit marjinaller ve monoton dönü�türmeler altında 
de�i�mez kalan rastgele de�i�kenlerin fonksiyonlarını içeren problemlerin 
çözümünde oynadı�ı rol bir çok kez yeniden ke�fedilmi�tir. 1990 yılında kopula 
fonksiyonları ile ilgili ilk sempozyum gerçekle�tirilmi�, bu sempozyumda sunulan 
makaleler “Advances in Probability Distributions with Given Marginals, Beyond 
the Copulas, Kluwer Academic Publishers,  Dordrecht” adıyla 1991 yılında kitap 
olarak yayınlanmı�tır. 

 Kopulalar rasgele de�i�kenlerin ba�ımlılık yapılarını formüle etmenin bir 
yoludur. Zaten kelime olarak bakıldı�ında da kopulanın “ba�, ili�ki” anlamına 
geldi�i görülür. Kopula fonksiyonları çok de�i�kenli da�ılım fonksiyonlarını 
kendi tek de�i�kenli marjinal da�ılım fonksiyonları ile ili�kilendirir. Bu �ekilde 
tek de�i�kenli yöntemlerin kullanılabilmesinin yanında parametrik olmayan 
ba�ımlılık ölçüleriyle de do�rudan bir ba�lantı kurabilmektedir.  

 Kopula fonksiyonlarının finans, tıp bilimleri, do�a bilimleri, fen bilimleri 
alanlarında, daha açık ifade ile ba�ımlılık yapılarının yer aldı�ı birçok alanda 
kullanıldı�ı görülmektedir. 

 Bu tezde, iki de�i�kenli Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) da�ılımlarının 
modifikasyonu için parametre sınırları çalı�ılmı�tır. Uygulama kısmında, 
meteoroloji verileri kullanılarak modellemeler yapılmı�tır.   
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2. KOPULALAR TEOR�S� �LE �LG�L� TEMEL B�LG�LER 

 
 Tek de�i�kenli marjinal da�ılım fonksiyonları ]1,0[  aralı�ında düzgün 

da�ılım fonksiyonu olan çok de�i�kenli da�ılım fonksiyonları kopula olarak 
adlandırılır.  

2.1. Kopulaların Temel Özellikleri 

 1. Rasgele de�i�kenler arasındaki ba�ımlılık yapısını ortaya koyarlar. 

 2. Tek de�i�kenli marjinal rasgele de�i�kenlerin azalmayan dönü�türmeleri 
    altında sabit kalırlar. 

 3. De�i�kenlerin aynı yönde de�i�imini yansıtırlar. (comonotonicity) 

2.2. Kopulaların Matematiksel Özellikleri 

Tanım 2.1. A�a�ıdaki özellikleri sa�layan ]1,0[]1,0[]1,0[: →×C  �eklinde 
tanımlanmı� ),( vuC fonksiyonu iki boyutlu kopula adını alır: 

1. Her ]1,0[, ∈vu  için  

0),0()0,( == vCuC              (2.1a)  

 uuC =)1,(    ve vvC =),1(              (2.1b)   
   

2. Her  ]1,0[,,, 2121 ∈vvuu  için 21 uu ≤  ve 21 vv ≤  iken  

0),(),(),(),( 11211222 ≥+−− vuCvuCvuCvuC    (2.2) 

 

Teorem 2.1. Her C  kopulası ]1,0[]1,0[),( 2 ×=∈ Ivu   için 

),min(),()0,1max( vuvuCvu ≤≤−+        (2.3) 

e�itsizli�ini sa�lar. Burada )0,1max(),( −+= vuvuW  ve ),min(),( vuvuM = ile 

ifade edilirse, 

 

 ),(),(),( vuMvuCvuW ≤≤      (2.4) 

dir. 
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 (2.4) e�itsizli�i Frechet-Hoeffding Sınırları e�itsizli�inin kopula �eklidir.  
),( vuM  Frechet–Hoeffding Üst Sınırı; ),( vuW  Frechet-Hoeffding Alt Sınırıdır.  

 

Tanım 2.2. X ve Y  sürekli rasgele de�i�kenlerinin marjinalleri )(xF  ve )(yG , 

ortak da�ılım fonksiyonu ),( yxH  olmak üzere X  ve Y ’ nin ba�ımsız olması 

için gerek ve yeter ko�ul, her 2),( Ryx ∈ için  

 

 )()(),( yGxFyxH =      (2.5) 

dir. 

Yani, X  ve Y sürekli rasgele de�i�kenleri ancak ve ancak bu de�i�kenlerin ortak 
da�ılım fonksiyonuna kar�ılık gelen kopula  

  

uvvuCXY =),(       (2.6) 

 

iken ba�ımsızdır. Dolayısıyla, iki de�i�kenli bir da�ılım fonksiyonuna kar�ılık 
gelen kopula  

  

uvvuC =),(     (2.7) 

 

ba�ımsızlı�ı ifade eder ve ),( vuΠ ile gösterilir. 

 

Teorem 2.2. X  veY , XYC  kopulasına sahip sürekli rasgele de�i�kenler olsun.α  

ve β  sırasıyla X  ve Y  rasgele de�i�kenlerinin de�er kümesi üzerinde kesin 
monoton dönü�ümler iken a�a�ıdaki özellikler geçerlidir: 

 

1. α ve β  kesin artansa 

  ),(),()()( vuCvuC XYYX =βα                   (2.8a)                                               
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2. α kesin artan ve β  kesin azalansa  

 )1,(),()()( vuCuvuC XYYX −−=βα                (2.8b) 

 

3. α kesin azalan ve β  kesin artansa  

 ),1(),()()( vuCvvuC YX −−=βα                 (2.8c) 

 

4.  α ve β  kesin azalansa 

       )1,1(1),()()( vuCvuvuC XYYX −−+−+=βα                             (2.8d) 

 (Nelsen,  1999) 

 

Tanım 2.3. C  bir kopula olmak üzere ]1,0[=I  ’da herhangi bir v  için 
u
C

∂
∂

 kısmi 

türevi hemen hemen her u  için vardır. Bu �ekilde her u  ve v  için,  

 

1),(0 ≤
∂
∂≤ vuC
u

                (2.9)                                                               

dir. Benzer olarak I ’da herhangi bir u  için 
v
C

∂
∂

 kısmi türevi hemen hemen her v 

için vardır. Bu �ekilde her u  ve v  için, 

 

1),(0 ≤
∂
∂≤ vuC
v

                                                               (2.10) 

dir. 
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Ayrıca ),( vuC
v

u
∂
∂

�  ve ),( vuC
u

v
∂
∂

�  fonksiyonları I ’da hemen hemen her 

yerde azalmayandır ve tanımlıdır. 

  

2.3. Sklar Teoremi 

 Sklar teoremi, çok de�i�kenli da�ılım fonksiyonları ve bu fonksiyonların tek 
de�i�kenli marjinalleri arasındaki ili�kilerde kopulaların oynadı�ı rolü ortaya 
koyar. 

Teorem 2.3. (Sklar Teoremi) 

),( yxH , marjinalleri )(xF  ve )(yG  olan iki de�i�kenli da�ılım fonksiyonu 

olmak üzere her Ryx ∈,  için  

 

))(),((),( yGxFCyxH =             (2.11) 

 

�eklinde tanımlı bir C  kopulası vardır. 

 

Bunun aksi de geçerlidir. Yani; e�er C  bir kopula ve )(xF  ve )(yG  da�ılım 

fonksiyonları ise 

 

))(),((),( yGxFCyxH =                  (2.12) 

 

�eklinde tanımlı bir ortak da�ılım fonksiyonudur. 

 

(2.12) e�itli�i, bir ortak da�ılım fonksiyonunun, iki tek boyutlu da�ılım 
fonksiyonu ve kopula tanımlarını kullanılarak nasıl ifade edildi�ini 
göstermektedir.  
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2.4. Çok De�i�kenli Kopulalar 

 

 Herhangi bir n  pozitif tamsayısı için nR  ile geni�letilmi� n -boyutlu uzay 

RRR ××× �  gösterilecektir. nR ’deki noktalar için ),,,( 21 naaaa �=  ve 

),,.,( 21 nbbbb �=  vektörleri kullanılacaktır. Her k  için kk ba ≤  oldu�unda bu 

ba ≤  ile, her k  için kk ba <  oldu�unda ise bu  ba <  ile gösterilecektir. ba ≤  
iken, ],[ ba  , ],[],[],[ 2211 nn bababaB ×××= �  n -kapalı aralı�ın kartezyen 

çarpımını ifade etsin. Bir B , n -kartezyen çarpımının kö�eleri, her biri ka  

veya kb ’ya e�it olan kc  ’lardan olu�an  ),,,( 21 ncccc �= noktalarıdır. Birim n -

küp nI , III ××× �  çarpımıdır. Da�ılım fonksiyonu H  için tanım kümesi 
nR ’nin bir alt kümesi olan DomH  ve de�er kümesi RanH , R ’nin bir alt 

kümesidir. 

 

Tanım 2.4. ),( vuC , ]1,0[]1,0[: →nC  ( IIC n →: ) fonksiyonu a�a�ıdaki 

özellikleri sa�larsa n boyutlu kopula adını alır: 

 

1. Her nu ]1,0[∈  için  

   0)( =uC ,u ’nun en az bir koordinatı 0 ise,                            (2.13) 

ve 

    kuuC =)( , ku  hariç u ’nun bütün koordinatları 1 ise,                      (2.14) 

dir. 

 

2. ba ≤  olan her nba ]1,0[, ∈  için 

0]),([ ≥baVC      (2.15) 

dir. Burada  

 

�== )()sgn()(]),([ cHcBVbaV CC      (2.16)

  

ve 
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�
�
�

=−
=

=
kk

kk

atek ve ck

açift ve ck

   ,1
   ,1   

:sgn
     (2.17)

 

            dir (Nelsen, 1999). 

 

Teorem 2.4. ( n boyutlu Sklar Teoremi) 

H marjinalleri nFFF ,,, 21 �  olan n boyutlu da�ılım fonksiyonu olsun. O zaman 

her nRx ∈  için  

 

))(,),(),((),,,( 221121 nnn xFxFxFCxxxH �� =              (2.18)

                                              

 

olacak �ekilde bir C , n -kopulası vardır. E�er nFFF ,,, 21 � ’lerin hepsi sürekliyse, 

o zaman C  tektir, aksi halde C , nDomFDomFDomF ××× �21  üzerinde tek türlü 

belirlenmi�tir. Tersine, C  bir n  kopula ve  nFFF ,,, 21 �  da�ılım fonksiyonları 

ise, o zaman e�itlik (2.18)’de tanımlanan H  fonksiyonu marjinalleri nFFF ,,, 21 �  

olan n  boyutlu bir da�ılım fonksiyonudur. 

  

Sonuç 2.1.  

Öncelikle yarı ters kavramından bahsetmek gerekmektedir. 

)(xF bir da�ılım fonksiyonu olsun. )(xF ’in yarı tersi tanım kümesi I  olan ve 

a�a�ıdaki özellikleri sa�layan )()1( tF −  �eklinde tanımlı bir fonksiyondur: 

 

1. E�er t , F ’in de�er kümesinin elemanı ise, txF =)(  olacak �ekilde 
R ’deki herhangi bir x  de�erine e�ittir. Örne�in, F ’in de�er 
kümesindeki her t  de�eri için  

 ttFF =− ))(( )1(                   (2.19) 

olur. 
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2. E�er t , F ’in de�er kümesinde de�ilse,  

{ } { }txFxtxFxtF ≤=≥=− )(sup)(inf)()1(             (2.20) 

                  olur. 

 

Bu durumda  ),( yxH , )(xF , )(yG  ve C  Teorem 2.3.’teki gibi ve )1(−F  ve )1(−G , 

sırasıyla F  ve G  ’nin yarı tersleri olsun.C ’nin tanım kümesindeki her ( , )u v için, 

 

))(),((),( 1)1( vGuFHvuC −−=       (2.21)  

dir. 

Sonuç olarak )1()1(
2

)1(
1 ,,, −−−

nFFF � ’ ler sırasıyla nFFF ,,, 21 � ’ lerin yarı tersleri 

olsun. O zaman herhangi bir nIu ∈  için  

))(,),(),((),,,( )1(
2

)1(
21

)1(
121 nnn uFuFuFHuuuC −−−= ��  (2.22)  

olur. 

 

2.5. Ba�ımlılık Yapıları 

 Kopulalar rasgele de�i�kenler arasındaki ba�ımlılık yapılarını ortaya 

koydu�undan, ba�ımlılık ölçüleri kopula fonksiyonları yardımı ile ifade edilebilir. 

Bu durumda kopulanın çok de�i�kenli bir da�ılımın ba�ımlılık yapısını ve do�ru 

seçilmi�se verilerin ba�ımlılık yapısını gösterdi�i söylenebilir. 

 Ba�ımlılık yapısının çe�itli �ekilleri vardır ve ba�ımlılı�a ili�kin bazı 

varsayımlar sa�lanmadı�ında istatistiksel model kurulamayabilir. Uygulamada 

ba�ımlılık iki �ekilde sınıflandırılabilir: Birincisi zamana göre ba�ımlılık denilen 

gözlemlerin bir süreç sonunda ortaya çıktı�ı durum, ikincisi ise kategorik 
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ba�ımlılık denilen bir dereceye kadar simetrik olan rasgele de�i�kenlerin 

davranı�larını ele alan durumdur. 

 En çok bilinen ba�ımlılık özelli�i gerçekte “ba�ımlılık eksikli�i” olarak  da 

sözü edilen ba�ımsızlıktır. E�er X  ve Y , H  ortak da�ılım fonksiyonuna sahip 

sürekli rasgele de�i�kenlerse, o zaman X  ile Y ’ nin ba�ımsızlı�ı H  ortak 

da�ılımının bir özelli�i yani, bu da�ılım fonksiyonunun marjinallerinin çarpımına 

ayrı�tırılması özelli�idir. Buna göre, H  bütün ortak da�ılım fonksiyonlarının 

olu�turdu�u kümenin Π  kopulasıyla karakterize edilen özel altkümesine dahil 

oldu�unda, X  ile Y  kesin olarak ba�ımsızdır. Ortak da�ılım fonksiyonu Frechet-

Hoeffding sınırlarından birine e�it oldu�u herhangi bir durumda, yani kopula M  

ya da W  olursa, iki rasgele de�i�kenden birinin di�erinin hemen hemen her yerde 

monoton bir fonksiyonu oldu�u görülür. Dolayısıyla rasgele de�i�ken çiftleri için 

ba�ımlılık özelli�i bütün ortak da�ılım fonksiyonları kümesinin özel bir altkümesi 

olarak dü�ünülebilir. 

 Bu kısımda rasgele de�i�kenler arasındaki ba�ımlılık yapılarına de�inilmi� 

ve bu yapıların kopula fonksiyonları ile nasıl ifade edildikleri incelenmi�tir.   

2.5.1. Kadran (bölge/quadrant) ba�ımlılık  

Tanım 2.5. Lehmann (1966). X  ve Y  rasgele de�i�kenler olsun. 

E�er, 2R ’deki her ),( yx  için, 

{ } { } { }yYPxXPyYxXP ≤≤≥≤≤ ,                               (2.23) 

veya 

{ } { } { }yYPxXPyYxXP >>≥>> ,                                       (2.24) 

     

ise, X  ve Y  pozitif kadran ba�ımlı (PQD)’ dır. 
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E�er marjinal fonksiyonları sırasıyla F  ve G , ortak da�ılım fonksiyonu H  ve 
kapulası C  olan X  ve Y  rasgele de�i�kenlerinin pozitif kadran ba�ımlılı�ı, 

2I ’deki her ),( vu için 

uvvuC ≥),(           (2.25) 

�eklinde de ifade edilir. 

Benzer �ekilde,  

{ } { } { }yYPxXPyYxXP ≤≤≤≤≤ ,           (2.26) 

veya 

{ } { } { }yYPxXPyYxXP >>≤>> ,           (2.27) 

ise, X  ve Y  negatif kadran ba�ımlı (NQD)’ dır. 

2.5.2. Uyumluluk ve e�monotonluk (concordance ve comonotonicity) 

Tanım 2.6. a) ji xx <  ve ji yy <  ya da ji xx >  ve ji yy >  ise ),( ii yx  ve 

),( jj yx  gözlemleri uyumludur (concordant) denir. Paralel olarak ji xx <  ve 

ji yy >  ya da   ji xx >  ve  ji yy <  ise ),( ii yx  ve ),( jj yx  gözlemleri 
uyumsuzdur (discordant) denir. 

 Tanım 2.6. b)  X  ve Y  nin pozitif ba�ımlı oldu�u durum üst sınırı 

gösterdi�inde yani ba�ımlılık ölçüsü ρ  alabilece�i en büyük de�erine 

ula�tı�ında ),( YX  e�monoton (comonotonic) olur. X  ve Y ’nin tam negatif 

ba�ımlı oldu�u durum alt sınırı gösterdi�inde, ),( YX  ters monoton 

(countermonotonic) olur. 

2.6. Kopulalarda Sıralama 

Frechet-Hoeffding sınırları olarak bilinen, her C kopulası için sa�lanan  

),(),(),( vuMvuCvuW ≤≤  
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e�itsizli�i kopulalar üzerinde kısmi bir sıralama verir. Yani Frechet-Hoeffding 

alt sınır kopulası her kopuladan küçüktür ve Frechet-Hoeffding üst sınır 

kopulası her kopuladan büyüktür. 

1C  ve 2C  iki kopula olmak üzere her Ivu ∈),(  için ),(),( 21 vuCvuC ≤  

oluyorsa, 1C , 2C  den küçüktür (veya 2C , 1C  den büyüktür) denir ve 21 CC �  

(veya 12 CC � ) ile gösterilir. Kopulalara ili�kin bu kısmi sıralamaya  uyum 

sıralaması denir. Her kopula çifti kar�ıla�tırılabilir olmadı�ı için bu sıralama 

kısmi bir sıralamadır. Aynı zamanda tamamen sıralı kopula aileleri de vardır.  
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3. FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN KOPULALARI 

3.1. Farlie-Gumbel-Morgenstern Da�ılımının Kopulası        

Rasgele de�i�kenler arasındaki ba�ımlılık incelendi�inde Lai ve Xie 

(2000) pozitif kadran ba�ımlı iki de�i�kenli da�ılımların yeni bir türünü ele 

almı�tır. Kabul edelim ki X ve Y pozitif kadran ba�ımlı de�i�kenler, yani, 

yx,∀  için { } { } { }yxyx ≤ΥΡ≤ΧΡ≥≤Υ≤ΧΡ ,  olsun. ( )yxF , , X ve Y ’nin 

ortak da�ılım fonksiyonu, ( )xFX  ve ( )yFY  sürekli marjinal da�ılımları olsun. 

Böylelikle X ve Y ’ye ait ortak da�ılım fonksiyonu �u �ekilde yazılabilir: 

                                  ( ) =yxF , ( )xFX ( )yFY + ( )yxw ,                        (3.1) 

yx,∀  için negatif olmayan ( )yxw ,  fonksiyonu için ( )yxF ,  bir da�ılım 

fonksiyonudur. Böylelikle da�ılımların iki de�i�kenli FGM sınıfı 1956’da 

Morgenstern tarafından, Cauchy marjinalleri ile verilen çoklu da�ılımlarının 

uygulamalarında önemli ve yararlı oldu�u için tanıtılmı�tır. Bu model, üstel 

marjinaller için 1960’da  Gumbel tarafından bulunmu� ve daha sonra 1960’da 

Farlie tarafından genelle�tirilmi�tir. 

Teorem 3.1. X ve Y rasgele de�i�kenleri sırasıyla sürekli ( )xFX  ve 

( )yFY  marjinal da�ılım fonksiyonlarına sahip olmak üzere,  

                      ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ){ }yGxFyGxFyxC ΒΑ+= αα 1, ,              (3.2) 

fonksiyonu, 1→x  iken A ve B fonksiyonları ( ) 0→Α x , ( ) 0→Β x  ’dır. 

     Bu C  ortak da�ılım fonksiyonunda α ’nın kabul edilebilir aralı�ı  A  

ve B fonksiyonlarına  ba�lıdır. 

                  E�er ( ) ( ) xxx −=Β=Α 1 , 10 ≤≤ x  ise, o zaman klasik tek 

parametreli FGM ailesi için 11 ≤≤− α  aralı�ı elde edilir. 
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 Teorem 3.2. E�er X ve Y rasgele de�i�kenleri marjinalleri sürekli 

düzgün(0,1) da�ılıma sahipse o zaman, Huang&Kotz (1999) tarafından 

bulunan: 

                         ( ) ( )pxx −=Α 1 , ( ) ( )pxx −=Β 1 , 1>p           

iken,   

                          ( ) ( ) ( )[ ]pp yxxyyx −−+=′Η 111, αα                                      (3.3) 

da�ılımı elde edilir. E�er  

                          ( ) ( )pxx −=Α 1 , ( ) ( )pxx −=Β 1 ,  1>p                 

oldu�unda ise,  

                          ( ) ( )( )[ ]pp yxxyyx −−+=Η 111, αα                                    (3.4) 

da�ılımı elde edilir. Bunun için maksimum korelasyon katsayısı 434.0max =ρ  

olarak bulunur. 

Huang&Kotz (1999) marjinalleri düzgün(0,1) da�ılıma sahip FGM da�ılımının 

tek parametreli polinom tipi ( )yx,αΗ da�ılımı için α ’nın uygun aralı�ı: 

                                       { }{ } 2 1max 1, p pα− −− ≤ ≤                            (3.5) 

ve korelasyon katsayısının aralı�ını; 

                                ( ) { }
( )2

22

2

3
,1min23

+
≤≤+− −

p

p
pp ρ                (3.6) 

olarak bulmu�tur.  ( )yx,′Ηα  da�ılımı için ise α ’nın uygun aralı�ı: 
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1

1
1

1
−

��
�

�
��
	




−
+≤≤−

p

p
pα                                      (3.7) 

olarak elde etmi�tir.  

Teorem 3.3. (Bairamov ve Kotz (2003)) X ve Y rasgele de�i�kenlerinin 

ortak da�ılım fonksiyonu, 

     ( ) ( ) ( ){ }pnpn
pn yxxyyxF −−+= 111,,, αα ,  1,0 ≤≤ yx , 1≥n , p>1            (3.8) 

�eklindeki kopula modelinin ortak olasılık yo�unluk fonksiyonu;  

  ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]npynpxyxyxf nnpnpn
pn +−+−−−+=

−−
1111111,

11

,, αα             (3.9) 

                                1,0 ≤≤ yx , 1≥n , p>1   

dir. Burada  α  için uygun aralı�ın; 

               ( )
( )

( )
112

2 1
11

1,
1

11
min

−−

��
�

�
��
	




−
+≤≤

��

�


�

��

�
�
�

��
�

�
��
	




−
+−

pp

pn
np

npn
np

n
α            (3.10) 

oldu�unu göstermi�lerdir. ( )yxF pn ,,, α  da�ılımı için ( ) ( ) ( )
( )yxy

yx
yxt

21
21

,
++Γ

Γ+Γ≡         

olmak üzere, X ve Y rasgele de�i�kenleri arasındaki korelasyon katsayısı, 

                               ( ) ( )nptyx ,12, 2αρρ =≡                              (3.11) 

olarak bulunmu�tur.  

Korelasyon katsayısı a�a�ıdaki e�itlikten; 
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             ( ) ( ) dxdyxyyxFyx
I
�� −=

2

,12,ρ                   (3.12) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1

2

12

2
2

1
11

,121,
1

11
min,12

−−

��
�

�
��
	




−
+≤≤

��

�


�

��

�
�
�

��
�

�
��
	




−
+−

pp

pn
np

n
npt

pn
np

n
npt ρ      (3.13) 

aralı�ında yer aldı�ını göstermi�lerdir.  

 

�ki de�i�kenli kopula ),( vuC  düzgün(0,1) marjinal da�ılıma sahip iki 

de�i�kenli ortak da�ılım fonksiyonudur. Lai and Xie (2000) kopulanın marjinal 

rasgele de�i�kenlerini U ve V ile ifade etmektedir. Bu kopula modeline ili�kin 

ortak da�ılım fonksiyonu ( )yxF ,  için  

                                         ( ) ( ){ }uxFxuF ≥=− :inf1  

(Nelsen 1999) olmak üzere; 

                                      ))(),((),( )1()1( vFuFFvuC yx
−−=                   (3.14) 

olur. FGM kopula modifikasyonunun a�a�ıdaki �ekli Lai and Xie (2000) 

tarafından ele alınmı�tır. 

         })1()1(1{),( pp vuuvvuC −−+= αα , 1≥p , 10 ≤≤ α            (3.15) 

Burada aynı zamanda;  

                     ( ) ( ) ( )pp vuuvvuw −−= 11, α                        

olmak üzere; 

                   0),( ≥vuw , 10 ≤≤ α  

oldu�u yerlerde 
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                                           ( )vuwuvvuC ,),( +=                              (3.16) 

�eklinde de yazılabilir. E�er (3.7)’deki aralıkta α ’nın aralı�ı, 

                                      
1

1
1

0
−

��
�

�
��
	




−
+≤≤

p

p
pα , 1>p   

ise o zaman  (3.16)’daki e�itlik için   

                                            0),( ≥vuw  

olur. 

(3.10)’daki e�itlikten yararlanarak α aralı�ı  

                          ( )
1

1
11

0
−

��
�

�
��
	




−
+≤≤

p

pn
np

n
α          (3.17) 

�eklinde ise pozitif kadran ba�ımlı kopula elde edilir. Yani, 

                   ( ) ( ){ }pnpn vuuvvuC −−+= 111),( α ,    1>p 1≥n  

 pozitif kadran ba�ımlı kopuladır. (Bairamov and  Kotz 2003)            

Lai and Xie (2000 ) tarafından   

     ( ) ( ) ( )aabb vuvuuvvuwuvvuC −−+=+= 11,),( α , 1, ≥ba            (3.18) 

iki de�i�kenli fonksiyon dikkate alınarak; 0≥α  için (3.18)’in iki de�i�kenli 

pozitif kadran ba�ımlı kopula oldu�u görülür. (3.18)’deki iki de�i�kenli da�ılım 

fonksiyonu için,             
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( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( ) �

�
�

�

�
�
�

�
−

−+
−++−+

×
�
�
�

�

�
�
�

�

−++
−++−+

−×
�
�
�

�

�
�
�

�

−++
−++−+

=Β
−−

+

b
ba

baabbab

baba
baabbab

baba
baabbab

ba
ab

1
11

1
11

1
1

11
),(

11

  

          (3.19) 

     ve 

  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( ) �

�
�

�

�
�
�

�
−

−+
−+−−+

×
�
�
�

�

�
�
�

�

−++
−+−−+

−×
�
�
�

�

�
�
�

�

−++
−+−−+

=Β
−−

−

b
ba

baabbab

baba
baabbab

baba
baabbab

ba
ab

1
11

1
11

1
1

11
),(

11

 

                (3.20) 

olmak üzere; pozitif kadran ba�ımlı özelli�ini sa�layan α  aralı�ı 

                             ( ) ( )baba ,,
1

0 −+ ΒΒ
≤≤ α                               (3.21) 

olacaktır.  

Burada, α  için genel sınırlar, 

   
( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1 1
min ,

, ,, , a b a ba b a b
α + −+ −

� �
� �− ≤ ≤� 
 Β Β� � � �Β Β� �� � � �� �

       (3.22) 

�eklinde elde edilir. 

Teorem 3.4. (Bairamov ve Kotz  2003) U ve V rasgele de�i�kenleri 

için; 

( ) aabb vuvuuvvuwuvvuC )1()1(,),( −−+=+= α  
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�eklindeki da�ılım fonksiyonu, (3.22) e�itli�indeki α  sınırlarını sa�layan iki 

de�i�kenli düzgün da�ılımlı bir da�ılım fonksiyonudur denir. Böylelikle, 

(3.21)’deki α  için ),( vuC  pozitif  kadran ba�ımlılık özelli�ini sa�lar. 

Bu da�ılım fonksiyonu için ortak olasılık yo�unluk fonksiyonu; 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]vbabvvubabuuvuc abab +−−+−−+= −−−− 1111 111),( α  

dir. 

Teorem 3.5. (Bairamov, Kotz and Bekçi (2001)) X ve Y sürekli rasgele 

de�i�kenleri için ortak da�ılım fonksiyonu  

                         ( ) ( ) ( ){ }2211 111,
qpqp yxxyyxF −−+= α                         (3.23) 

                            1, 21 ≥pp ; 1, 21 >qq ; 1,0 ≤≤ yx  

�eklinde olsun. Öyleyse bu da�ılımın olasılık yo�unluk fonksiyonu; 

                      
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]222

111

22

1

11

1

111

1111,
pqp

pqp

yqpy

xqpxyxf

+−−×

+−−+=
−

−α
                                (3.24) 

                                                         1,0 ≤≤ yx  

olmaktadır. ( ) 0, ≥yxf  özelli�inden; 

( ) ( )[ ]( ) ( )[ ] 1111111 222111
22

1

11

1
−≥+−−+−−

−− pqppqp yqpyxqpxα  

oldu�u görülür. Böylelikle x ve y için; 

                                 
1

1

111
1~

p

qp
x ��

�

�
��
	




+
=  

2
1

221
1~

p

qp
y ��

�

�
��
	




+
=  
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e�itli�i oldu�u noktalarda,α ’nın her de�eri için ( ) 1, =yxf  elde edilir. 

       Bu da�ılım için α ’nın sınırları;   

     
( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 1

1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

1 1

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 11
min 1,

1 1

1 11 1
min ,

1 1

q q

q q

p q p q
p p p q p q

p q p q
p p q p p q

α
− −

− −

� �
 � 
 �+ +� �− ≤ ≤� � � �� 
� � � �− −	 � 	 �� �� �

� �
 � 
 �+ +� �≤ � � � �� 
� � � �− −	 � 	 �� �� �

    

                (3.25) 

olarak bulunur. E�er, α ’nın sınırları 

        ( ) ( )

1 21 1

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 11 1
0 min ,

1 1

q q
p q p q

p p q p p q
α

− −� �
 � 
 �+ +� �≤ ≤ � � � �� 
� � � �− −	 � 	 �� �� �        

(3.26) 

ise X  ve Y  rasgele de�i�kenleri pozitif kadran ba�ımlılık özelli�i gösterir. 

3.2. �ki De�i�kenli Farlie-Gumbel-Morgenstern Modifikasyonu �çin 

Teorik Bir Çalı�ma 

 Burada, iki de�i�kenli FGM modifikasyonu için parametre sınırları 

çalı�ılmı�tır. Bu modelin özel hallerinde ise, daha önce sunulan bazı iki 

de�i�kenli FGM modellerine ula�mak mümkündür.    

Teorem 3.6. X ve Y rasgele de�i�kenlerinin ortak da�ılım fonksiyonu FGM 

modifikasyonlarından 

  ])1()1(1[),( 221121 qpqprr yxyxxyyxF −−+= α             (3.27) 

                     ,1, 21 ≥pp  ,121 == qq  1,0 ≤≤ yx  

 olmak üzere 

)]1)(1(1[),( 2121 pprr xxyxxyyxF −−+= α              (3.28)
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için olasılık yo�unluk fonksiyonu; 

 

 
])1][()1()1[(1),( 22111

22111
prprr yprxprxryxf ++ ++++−++= α           (3.29)

                    

�eklindedir. 

  0),( ≥yxf    

özelli�inden; 

 

])1()1][()1()1[(
1

222111
222111

prrprr ypryrxprxr ++ ++−+++−+
−≥α

          (3.30)

         

 

  
111 )1()1()( 111

prr xprxrxr +++−+=                 (3.31)  

ve                                  

  
222 )1()1()( 222

prr ypryryr +++−+=              (3.32)
      

olmak üzere; 

 )()(
1

yrxr
−=α

                  (3.33)
 

 

 ,0)( =′ xr  0)( =′ yr          
                                                     
            

 ve buradan elde edilen kritik noktalar 

1

))(1(
)1(

1111

1
*

p

prpr
r

x
+++

+
=

                (3.34) 
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2

))(1(
)1(

2222

2
*

p

prpr
r

y
+++

+
=

                (3.35) 

Buna ba�lı olarak kritik noktalarla 321 ,, QQQ  ve 4Q  kadranları a�a�ıdaki gibi 

gösterilebilir:                

 

   

 (0,1)                                                                               (1,1) 

                                                                                                                                                                                                

 

 

 

 

 

 

 

                    (0,0)                                                                            
(1,0) 

�ekil 3.1. Kritik noktaların kadranda gösterimi 

 

1Q ’de :  1
))(1(

)1(
 ,1

))(1(
)1(

21

2222

2

1111

11 ≤≤
+++

+
≤≤

+++
+

y
prpr

r
x

prpr
rr

pp         (3.36) 

  

   

2
22

2
1

11

1 2

2

1

1

11

1

p
pr
r

p
pr
r p

r
p
r

��
�

�
��
	




++��
�

�
��
	




++

−≥α            (3.37) 

  

0)( >xr ,    0)( <yr  

            

0)( <xr ,    0)( <yr  

           

0)( >xr ,    0)( >yr  

             

2Q  

0)( <xr ,    0)( >yr  

           3Q  
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2Q ’de:  1

))(1(
)1(

0
1111

11p

prpr
rr

x
+++

+
≤≤                         (3.38) 

     

2

))(1(
)1(

0
2222

22p

prpr
rr

y
+++

+
≤≤                       (3.39) 

  

  

2
22

2
1

11

1 2

2

1

1

11

1

p
pr
r

p
pr
r p

r
p
r

��
�

�
��
	




++��
�

�
��
	




++

−≥α                     (3.40) 

 

3Q ’de : 1
))(1(

)1(
1

1111

11 ≤≤
+++

+
x

prpr
rr

p                 (3.41) 

 2

))(1(
)1(

0
2222

22p

prpr
rr

y
+++

+
≤≤               (3.42) 

   

2
22

2 2

2

1

1

p
pr
r p

r

��
�

�
��
	




++

≤α               (3.43) 

4Q ’de: 1

))(1(
)1(

0
1111

11p

prpr
rr

x
+++

+
≤≤                (3.44) 

     1
))(1(

)1(
2

2222

22 ≤≤
+++

+
y

prpr
rr

p               (3.45) 

  

1
11

1 1

1

1

1

p
pr
r p

r

��
�

�
��
	




++

≤α               (3.46) 
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Dolayısı ile α için sınırlar: 

�
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2
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1

1

1

1
,

1

1
min

11

1
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2

11

1
2

22

2
1

11

1
p
r

p
r

p
r

p
r

pr
r

pr
r

p
pr
r

p
pr
r

α

 

                     (3.47)
  

olarak elde edilir. 

 

Korelasyon katsayısını veren e�itlik ise; 

��
�

�
��
	


 +
��
�
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��
	


 +
++++

= 2
2

2
1

1

1

22111

21 ,
2

,
2

)2)(2(
12

q
p

r
Bq

p
r

B
qprqp

qqαρ             (3.48) 

dir.               
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4. UYGULAMALAR 

 Bu kısımda Çevre ve Orman Bakanlı�ı Devlet Meteoroloji Genel 
Müdürlü�ü’nün yayınladı�ı Asit Ya�murları ve Hava Kirlili�i De�erlendirme 
Raporu’ndan alınan Çatalca’ya ait ya�ı� örneklerindeki anyon 
konsantrasyonlarından ve birikimlerinden elde edilen pH  ile klor ( Cl ), sülfat 

( 4SO ) ve nitrat ( 3NO ) de�erleri arasındaki ili�ki FGM da�ılımları ile a�a�ıda 

oldu�u gibi modellenmeye çalı�ılmı�tır. Bu çalı�ma sırasında kullanılan veriler 
öncelikle düzgün da�ılıma sahip verilere dönü�türülmü�, sonrasında da 
dönü�türülmü� bu veriler kullanılarak 3. Bölüm’de üzerinde durulan çe�itli FGM 
da�ılımları ile modellemeler yapılmaya çalı�ılmı�tır. 

4.1. Uygulama 1 

Yukarıda bahsedilen pH  ve Cl  de�i�kenleri için düzgün da�ılıma 
dönü�türülmü� veriler sırasıyla X  ve Y  ile ifade edilsin.  Bu de�i�kenler 
arasındaki ili�ki iki de�i�kenli FGM modifikasyonlarından Bairamov ve Kotz 
(2003) ile a�a�ıda modellenmeye çalı�ılmı�tır. 
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X  ve Y  arasındaki korelasyon de�eri;
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24964.0−=ρ  olmak üzere, 
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e�itlikteki α  çekildi�inde elde edilen de�er
 

 39818.0−=α  

dir. α  için elde edilecek aralık 
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e�itsizli�inden 

66016.043581.0 ≤≤− α   
 

elde edilir. Hesaplanan  39818.0−=α  aralık içine dü�tü�ü görülmektedir. 

ρ  için elde edilecek aralık; 
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e�itsizli�inden 

4138.02732.0 ≤≤− ρ
 

dir. Hesaplanan    0.24964ρ = −    aralık içine dü�tü�ü görülmektedir. 

 X  ve Y  arasındaki korelasyon katsayısı -0.24964 olarak hesaplanmı� ve 
aralarındaki ili�ki Bairamov ve Kotz (2003) da�ılımı ile a�a�ıdaki �ekilde 
modellenmi�tir:

 
 

 { }3434
)3982.0(,3,4 )1()1(3982.01),( yxxyyxF −−−=−      (4.1) 

 )131)(131()1()1(3982.01),( 442424
)3982.0(,3,4 yxyxyxf −−−−−=−  

1,0 ≤≤ yx    

      

4.2. Uygulama 2 

Yukarıda bahsedilen pH  ve 4SO  de�i�kenleri için düzgün da�ılıma 

dönü�türülmü� veriler sırasıyla X  ve Y  ile ifade edilsin.  Bu de�i�kenler 
arasındaki ili�ki iki de�i�kenli FGM modifikasyonlarından Bairamov, Kotz ve 
Bekçi (2001) ile a�a�ıda modellenmeye çalı�ılmı�tır.  

 ( ) ( ) ( ){ }2211 111,
qpqp yxxyyxF −−+= α

 

                   1, 21 ≥pp ; 1, 21 >qq  

                         1,0 ≤≤ yx  
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X  ve Y  arasındaki korelasyon de�eri; 

18613.0−=ρ  olmak üzere, 
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e�itsizli�inden 

            5625.0703125.0 ≤≤− α  

elde edilir. Hesaplanan �=-0.3489 aralık içine dü�tü�ü görülmektedir. 

 X  ve Y  arasındaki korelasyon katsayısı -0.18613 olarak hesaplanmı� ve 
aralarındaki ili�ki Bairamov, Kotz ve Bekçi (2001) da�ılımı ile a�a�ıdaki �ekilde 
modellenmi�tir:

 
 

{ }2422 )1()1(3489.01),( yxxyyxF −−−=          (4.2) 

)91()1)(51)(1(3489.01),( 42422 yyxxyxf −−−−−=  

                             1,0 ≤≤ yx  

 

4.3. Uygulama 3 

Yukarıda bahsedilen pH  ve 3NO  de�i�kenleri için düzgün da�ılıma 

dönü�türülmü� veriler sırasıyla X  ve Y  ile ifade edilsin.  Bu de�i�kenler 
arasındaki ili�ki üzerinde çalı�ılan iki de�i�kenli FGM modifikasyonu ile a�a�ıda 
modellenmeye çalı�ılmı�tır.  

Teorem 3.6’ya göre; 

)]1)(1(1[),( 2121 pprr xxyxxyyxF −−+= α  
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X  ve Y  arasındaki korelasyon de�eri; 
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e�itsizli�inden 
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11 ≤≤− α

 

elde edilir. Hesaplanan �=0.421744  aralık içine dü�tü�ü görülmektedir. 

 X  ve Y  arasındaki korelasyon katsayısı 0.089972 olarak hesaplanmı� ve 
aralarındaki ili�ki Teorem 3.6’da sunulan iki de�i�kenli FGM modifikasyonu ile  
a�a�ıdaki �ekilde modellenmi�tir:
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5. TARTI�MA VE SONUÇ 

 Bu çalı�mada öncelikle kopula fonksiyonları ve temel özellikleri üzerinde 

durulmu�tur. Sonrasında ise kopula fonksiyonları ile elde edilen Farlie-

Gumbel-Morgenstern da�ılımları tanıtılmaya çalı�ılmı�tır. 

 Farlie-Gumbel-Morgenstern da�ılımlarının nasıl elde edildi�i bilgisi 

verildikten sonra FGM da�ılımlarının çe�itli modifikasyonlarından 

bahsedilmi�tir. Bu çe�itli modifikasyonlardaki parametrelerin sınırları ve 

rasgele de�i�kenler arasındaki ili�kiyi veren korelasyon katsayısı de�eri ve 

korelasyon katsayısının hangi de�erler arasına dü�ebilece�ine dair hesaplamalar 

yapılmı�tır. 

 Uygulama kısmında ise Çevre ve Orman Bakanlı�ı Devlet Meteoroloji 

��leri Genel Müdürlü�ünün yayınladı�ı “Asit Ya�murları ve Hava Kirlili�i 

De�erlendirme Raporu”ndan alınan veriler kullanılarak daha öncesinde 

anlatılan FGM modifikasyonları ile modellemeler yapılmı�tır. Kullanılan 

veriler Çatalca-�stanbul analizlerinden olup belli zamanlarda alınan ya�ı� 

örneklerindeki pH, klor, sülfat ve nitrat de�erleridir. Ancak bu veriler öncelikle 

[0,1] aralı�ında düzgün da�ılıma sahip verilere dönü�türülmü�tür. Düzgün 

da�ılıma sahip veriler üzerinden i�lemler devam ettirilmi�tir. Bunun sonucunda 

uygun veriler ile çalı�ıldıktan sonra çe�itli parametre de�erleri ile modellemeler 

yapılabilece�i, bu parametrelerinin sınırlarının hesaplanabilece�i, de�i�kenler 

arasındaki ili�kiyi gösteren korelasyon katsayısının hangi de�erler arasına 

dü�ebilece�i görülmü�tür.   
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EKLER 

 Ek 1 Düzgün Da�ılıma Dönü�türülmü� Veriler  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Ek 1 Düzgün Da�ılıma Dönü�türülmü� Veriler 

pH Klor Sülfat Nitrat 

0,8 0,95 1 0,98 

0,63 0,6 0,61 0,86 

0,61 0,21 0,31 0,2 

0,94 0,14 0,1 0,42 

0,97 0,18 0,53 0,94 

0,95 0,22 0,14 0,33 

0,9 0,09 0,26 0,67 

0,9 0,27 0,56 0,92 

0,84 0,24 0,31 0,73 

0,18 0,49 0,42 0,85 

0,17 0,22 0,56 0,46 

0,17 0,12 0,33 0,28 

0,74 0,41 0,82 0,72 

0,82 0,64 0,97 0,93 

0,68 0,1 0,21 0,31 

0,83 0,01 0,08 0,11 

0,76 0,18 0,24 0,34 

0,2 0,36 0,28 0,48 

0,24 0,24 0,48 0,47 

0,48 0,36 0,27 0,2 

0,26 0,28 0,36 0,37 

0 0,13 0,19 0,16 

0,44 0,62 0,96 0,92 

0,62 0,42 0,67 0,71 

0,62 0,99 0,64 0,61 

0,8 0,67 0,59 0,63 

0,69 0,23 0,06 0,07 

 



 

 

Ek 1 (devam)  

pH Klor Sülfat Nitrat 

0,76 0,48 0,47 0,29 

0,61 0,67 0,4 0,35 

0,35 0,36 0,42 0,28 

0,26 0,98 0,88 0,72 

0,52 0,42 0,58 0,56 

0,52 0,29 0,56 0,47 

0,27 0,96 0,7 0,71 

0,25 1 0,98 0,99 

0,05 0,53 0,57 0,51 

0,09 0,18 0,27 0,21 

0,19 0,97 0,63 0,5 

0,03 0,53 0,56 0,56 

0,18 0,86 0,87 0,76 

0,39 0,4 0,63 0,32 

0,22 0,63 0,55 0,31 

0,52 0,9 0,71 0,67 

0,51 0,76 0,78 0,72 

0,66 0,23 0,15 0,13 

0,72 0,15 0,28 0,15 

0,69 0,11 0,11 0,09 

0,59 0,72 0,57 0,53 

 

 

 

 

 


