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OZET

iKi DEGISKENLI FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN
DAGILIMLARI iCIN PARAMETRE SINIRLARI

GOKTAS, Giinsu

Yiiksek Lisans Tezi, Istatistik Anabilim Dalt
Tez Danigmani: Do¢. Dr. Muhammet Bekci
Agustos 2012, 34 sayfa

Bu tezde, rasgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisinit modellemek
amact ile kullamlan Kopula fonksiyonlar1 calisilmistir. Kopula fonksiyonlari
yardimi ile elde edilen iki degiskenli Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM)
dagilimlar i¢in parametre sinirlari aragtirilmistir.

Bagimli iki rasgele degiskenin ortak dagiliminin belirlenmesi istatistik
teorisi agisindan oldukca onemlidir. Bu yiizden literatiirde énemli bir yer tutan
FGM dagilimlar ailesi yardimi ile kurulan modeller incelenmistir. FGM
dagilimlar1 icin parametrelerin siirlar1 ve rasgele degiskenler arasindaki
korelasyonlar sunulmustur.

Son olarak, iki degiskenli FGM modifikasyonu icin teorik bir calismaya ve
uygulamalara yer verilmistir. Uygulama kisminda, Cevre ve Orman Bakanligi
Devlet Meteoroloji Isleri Genel Miidiirliigiiniin yayinladig “Asit Yagmurlar1 ve
Hava Kirliligi Degerlendirme Raporu”ndan alinan veriler kullanilarak iizerinde
calisilan FGM modifikasyonlar1 ile modellemeler yapilmistir.

Anahtar sozciikler: Kopula Fonksiyonlari, Farlie-Gumbel-Morgenstern
Dagilimlari, Bagimlilik Yapisi, Parametre Sinirlari, Pozitif Kadran Bagimlilik.
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ABSTRACT

PARAMETER BOUNDS FOR BIVARIATE
FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN DISTRIBUTIONS

GOKTAS, Giinsu

MSc in Statistics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammet BEKCI
August 2012, 34 pages

In this thesis, copula functions that are used with the aim of modeling the
dependence structure between random variables are studied. Parameter bounds
are investigated for bivariate Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) distributions
obtained by the help of copula functions.

Determination of the joint distribution of two dependent random variables is
quite important for theory of statistics. Models founded by the help of FGM
distributions family that is very important for the literature are examined.
Parameters’ bounds and correlations between random variables for FGM
distributions are presented.

Finally, a theorical study for bivariate FGM modification and applications
are given. In the application part, modelings are made with FGM modifications
that are studied on by using data taken from “Acid Rains and Air Pollution
Assessment Report” published by Environment and Forest Ministry Government
Meteorology Works General Management.

Keywords: Copula Functions, Farlie-Gumbel-Morgenstern Distributions,
Dependence Structure, Parameter Bounds, Positive Quadrant Dependence.
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1. GIRIS

Uzun bir siire istatistik¢iler cok degiskenli dagilim fonksiyonlar1 ve onlarin
tek boyutlu marjinalleri arasindaki iliski ile ilgilenmislerdir. M. Frechet ve G.
Dall’Aglio 1950’lerde bu konu ile ilgili olarak iki ve ii¢ boyutlu dagilim
fonksiyonlar1 ve onlarin tek boyutlu marjinalleri tizerine ¢alismislardir.

Ancak tek boyutlu marjinallerin bulunmasi problemine 1959 yilinda Abe
Sklar ¢oziim bulmustur. Kopula kavramindan ilk kez burada tek boyutlu
marjinalleri bulduran yeni bir fonksiyon sinifi olarak bahsedilmistir. Baslarda
kopulalar olasiliksal metrik uzayr teorisinin gelistirilmesi i¢in kullanilmus,
kopulalar ile ilgili bir cok sonu¢ 1959 ve 1976 yillar1 arasinda olasiliksal metrik
uzay1 teorisinin gelistirilmesi sirasinda elde edilmistir. 1981 yilinda ilk kez
kopulalarin rasgele degisken ciftleri arasinda parametrik olmayan bagimlilik
Olciilerini tamimlayabildigine Schweizer ve 6grencisi Wolf’un makalesinde yer
verilmistir.

Sonrasinda ise kopula, rasgele degiskenler arasindaki bagimliligin
parametrik olmayan ol¢iimlerini tanimlamak icin kullanilmaya baslanmistir. O
zamandan bu yana kopula kavraminin olasilik ve istatistikte bagimlilik ile ilgili
problemlerin ¢oziimiinde, sabit marjinaller ve monoton doniistiirmeler altinda
degismez kalan rastgele degiskenlerin fonksiyonlarimmi iceren problemlerin
cOziimiinde oynadig rol bir cok kez yeniden kesfedilmistir. 1990 yilinda kopula
fonksiyonlar ile ilgili ilk sempozyum gerceklestirilmis, bu sempozyumda sunulan
makaleler “Advances in Probability Distributions with Given Marginals, Beyond
the Copulas, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht” adiyla 1991 yilinda kitap
olarak yayinlanmistir.

Kopulalar rasgele degiskenlerin bagimlilik yapilarin1 formiile etmenin bir
yoludur. Zaten kelime olarak bakildiginda da kopulanin “bag, iliski” anlamina
geldigi goriiliir. Kopula fonksiyonlart c¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlarini
kendi tek degiskenli marjinal dagilim fonksiyonlar ile iliskilendirir. Bu sekilde
tek degiskenli yontemlerin kullanilabilmesinin yaninda parametrik olmayan
bagimlilik 6l¢iileriyle de dogrudan bir baglanti1 kurabilmektedir.

Kopula fonksiyonlarinin finans, tip bilimleri, doga bilimleri, fen bilimleri
alanlarinda, daha acik ifade ile bagimlilik yapilarinin yer aldigir bir¢ok alanda
kullanildig1 goriilmektedir.

Bu tezde, iki degiskenli Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) dagilimlarinin
modifikasyonu ic¢in parametre smirlart calisilmistir. Uygulama kisminda,
meteoroloji verileri kullanilarak modellemeler yapilmistir.



2. KOPULALAR TEORISI iLE ILGILI TEMEL BIiLGILER

Tek degiskenli marjinal dagilim fonksiyonlart [0,1] araliginda diizgiin

dagilim fonksiyonu olan ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlar1 kopula olarak
adlandirilir.

2.1. Kopulalarin Temel Ozellikleri

1. Rasgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini ortaya koyarlar.

2. Tek degiskenli marjinal rasgele degiskenlerin azalmayan doniistiirmeleri
altinda sabit kalirlar.

3. Degiskenlerin ayn1 yonde degisimini yansitirlar. (comonotonicity)
2.2. Kopulalarin Matematiksel Ozellikleri

Tammm 2.1. Asagdaki oOzellikleri saglayan C :[0,1]x[0,1] = [0,1] seklinde
tanimlanmis C(u,v) fonksiyonu iki boyutlu kopula adini alir:

1. Her u,ve [0,1] i¢in
Cu,0)=C0,v)=0 (2.1a)

Cu)=u ve ClLy)=v (2.1b)

2. Her u,,u,,v,,v, €[0,1] i¢cin u, <u, ve v, <v, iken

Cu,,v,)—C(u,,v,)—C(u,,v,)+C(u,,v,) 20 2.2)

Teorem 2.1. Her C kopulast (u,v)e I° =[0,1]1x[0,1] icin
max(u +v—1,0) < C(u,v) < min(u,v) (2.3)

esitsizligini saglar. Burada W (u,v) = max(u +v —1,0) ve M (u,v) = min(u,v)ile

ifade edilirse,

Wu,v) < Cu,v) <M (u,v) 2.4)

dir.



(2.4) esitsizligi Frechet-Hoeffding Simirlart esitsizliginin kopula seklidir.
M (u,v) Frechet—Hoeffding Ust Stmiri; W (u,v) Frechet-Hoeffding Alt Siniridr.

Tamm 2.2. X ve Y siirekli rasgele degiskenlerinin marjinalleri F(x) ve G(y),

ortak dagilim fonksiyonu H (x,y) olmak iizere X ve Y’ nin bagimsiz olmasi

icin gerek ve yeter kosul, her (x,y)e R’icin

H(x,y)=F(x)G(y) (2.5)
dir.

Yani, X ve Y siirekli rasgele degiskenleri ancak ve ancak bu degiskenlerin ortak
dagilim fonksiyonuna karsilik gelen kopula

Cyy (u,v) =uv (2.6)

iken bagimsizdir. Dolayisiyla, iki degiskenli bir dagilim fonksiyonuna karsilik
gelen kopula

Cu,v)=uv 2.7)

bagimsizligi ifade eder ve I1(u,v)ile gosterilir.

Teorem 2.2. X veY, C,, kopulasina sahip siirekli rasgele degiskenler olsun. &
ve [ sirastyla X ve Y rasgele degiskenlerinin deger kiimesi iizerinde kesin

monoton doniisiimler iken asagidaki 6zellikler gegerlidir:

1. ¢ ve [ kesin artansa

Coixrpory @, v) = Cyy (u,v) (2.82)



2. arkesin artan ve S kesin azalansa

Ca(X),B(Y) (u,v)=u—Cyy (u,1-v)

(2.8b)
3. akesin azalan ve [ kesin artansa
Coixrpory @, v) =v=C(l=u,v) (2.8¢)
4. ave B Kkesin azalansa
Ca(x)ﬁ(y)(u,v):u+v—1+CXY(1—u,l—v) (2.8d)

(Nelsen, 1999)

Tanmm 2.3. C bir kopula olmak iizere / =[0,1] ’da herhangi bir v icin aa_c kismi
u

tiirevi hemen hemen her u i¢in vardir. Bu sekilde her u# ve v icin,

OSiC(u,V)Sl 2.9)
ou

dir. Benzer olarak 7 ’da herhangi bir u i¢in %—C kismi tiirevi hemen hemen her v
v

icin vardir. Bu sekilde her u ve v icin,

OSiC(u,v)Sl (2.10)
v

dir.



Ayrica u HaiC (u,v) ve v i—)aiC (u,v) fonksiyonlari/ ’da hemen hemen her
v u

yerde azalmayandir ve tanimlidir.

2.3. Sklar Teoremi

Sklar teoremi, ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin tek
degiskenli marjinalleri arasindaki iligkilerde kopulalarin oynadigi rolii ortaya
koyar.

Teorem 2.3. (Sklar Teoremi)

H(x,y), marjinalleri F(x) ve G(y) olan iki degiskenli dagilim fonksiyonu

olmak iizere her x, y € R i¢in

H(x,y)=C(F(x),G(y) (2.11)
seklinde tanimli bir C kopulas1 vardir.

Bunun aksi de gecerlidir. Yani; eger C bir kopula ve F(x) ve G(y) dagilim

fonksiyonlari ise
H(x,y)=C(F(x),G(y) (2.12)
seklinde taniml1 bir ortak dagilim fonksiyonudur.

(2.12) esitligi, bir ortak dagilim fonksiyonunun, iki tek boyutlu dagilim
fonksiyonu ve kopula tanimlarint kullanilarak nasil ifade edildigini
gostermektedir.



2.4. Cok Degiskenli Kopulalar

Herhangi bir n pozitif tamsayist i¢in R" ile genisletilmis 7n-boyutlu uzay
RXRx...xR gosterilecektir. R"’deki noktalar i¢in a=(a,,a,,...,a,) Ve
b=(b,,b,,....,b,) vektorleri kullamilacaktir. Her k icin a, <b, oldugunda bu
a<b ile, her k i¢in a, <b, oldugunda ise bu a <b ile gosterilecektir. a <b
iken, [a,b] , B=la,,b/]X[a,,b,]1X...X[a,,b,] n-kapali araligin kartezyen
carpimini ifade etsin. Bir B, n-kartezyen carpiminin koseleri, her biri a,
veyab, ’ya esit olan ¢, ’lardan olusan ¢ =(c,,c,,...,c,)noktalaridir. Birim n-

kiip 1", IxIx...xI carpimidir. Dagilim fonksiyonu H i¢in tanim kiimesi
R"°nin bir alt kiimesi olan DomH ve deger kiimesi RanH , R’nin bir alt

kiimesidir.

Tanmm 24. C(u,v), C:[0,1]" —>[0,1] (C:I" — 1) fonksiyonu asagidaki

ozellikleri saglarsa n boyutlu kopula adini alir:

1. Her u e [0,1]" i¢in
C(u) = 0,u ’nun en az bir koordinat1 0 ise, (2.13)

ve

C(u) =u, , u, haricu nun biitiin koordinatlari 1 ise, (2.14)

dir.

2. a<b olan her a,be [0,1]" icin

Ve([a,b]) 20 (2.15)
dir. Burada
Vo(la.b]) =V (B) =Y sgn(c)H (c) (2.16)

ve



L, k¢iftvec, =aq,
sgn =
—1, ktekvec, =a, (2.17)

dir (Nelsen, 1999).

Teorem 2.4. (nboyutlu Sklar Teoremi)

H marjinalleri F|,F,,...,F, olan nboyutlu dagilim fonksiyonu olsun. O zaman

her xe R" i¢in

H(x,,%y,....x,) = C(F,(x,), F,(x,),.... F. (x,)) (2.18)

olacak sekilde bir C, n-kopulas: vardir. Eger F|,F,,..., F, lerin hepsi siirekliyse,
o zaman C tektir, aksi halde C, DomF, X DomF, X...Xx DomF, {izerinde tek tiirli
belirlenmistir. Tersine, C bir n kopula ve F|,F,,...,F, dagilim fonksiyonlan
ise, o zaman esitlik (2.18)’de tanimlanan H fonksiyonu marjinalleri F,F,,..., F,

n

olan n boyutlu bir dagilim fonksiyonudur.

Sonug 2.1.
Oncelikle yar1 ters kavramindan bahsetmek gerekmektedir.

F(x)bir dagilim fonksiyonu olsun. F(x)’in yar tersi tanim kiimesi / olan ve

asagidaki ozellikleri saglayan F"(¢) seklinde tanimli bir fonksiyondur:

1. Eger t, F’in deger kiimesinin eleman: ise, F(x)=1¢ olacak sekilde
R’deki herhangi bir x degerine esittir. Ornegin, F’in deger
kiimesindeki her ¢ degeri icin

F(F™7"@t) =t (2.19)

olur.



2. Eger t, F ’in deger kiimesinde degilse,

F (1) = inf{x|F (x) > 1} = sup{a|F (x) <1} (2.20)

olur.

Bu durumda H(x,y), F(x), G(y) ve C Teorem 2.3.’teki gibi ve F " ve G,

sirastyla £ ve G ’nin yari tersleri olsun. C 'nin tanmim kiimesindeki her (u,v)icin,

Cu,v)=H(Fw),G"()) (2.21)
dir.

-1 -1 -1 . .
Sonug¢ olarak Fl( ),Fz( ),...,Fn( "> er sirastyla F, F,,..., F,’ lerin yar tersleri

olsun. O zaman herhangi bir u e I" igin
Clu,,tty,...ou,)=HF"" @), F,"" u,),....F, " (u,)) (2.22)

olur.

2.5. Bagimhilik Yapilar

Kopulalar rasgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapilarin1 ortaya
koydugundan, bagimlilik 6l¢iileri kopula fonksiyonlar1 yardimi ile ifade edilebilir.
Bu durumda kopulanin ¢ok degiskenli bir dagilimin bagimlilik yapisini1 ve dogru

secilmisse verilerin bagimlilik yapisini gosterdigi sdylenebilir.

Bagimhilik yapisinin ¢esitli sekilleri vardir ve bagimliliga iliskin bazi
varsayimlar saglanmadiginda istatistiksel model kurulamayabilir. Uygulamada
bagimlilik iki sekilde siniflandirilabilir: Birincisi zamana gore bagimlilik denilen

gozlemlerin bir siire¢ sonunda ortaya ciktigi durum, ikincisi ise kategorik



bagimlilik denilen bir dereceye kadar simetrik olan rasgele degiskenlerin

davraniglarini ele alan durumdur.

9y

En ¢ok bilinen bagimlilik 6zelligi gercekte “bagimlilik eksikligi” olarak da
sozii edilen bagimsizliktir. Eger X ve Y, H ortak dagilim fonksiyonuna sahip
stirekli rasgele degiskenlerse, o zaman X ile Y’ nin bagimsizhigi H ortak
dagiliminin bir 6zelligi yani, bu dagilim fonksiyonunun marjinallerinin ¢arpimina
ayrigtirilmasi ozelligidir. Buna gore, H biitiin ortak dagilim fonksiyonlarinin
olusturdugu kiimenin II kopulasiyla karakterize edilen 6zel altkiimesine dahil
oldugunda, X ile Y kesin olarak bagimsizdir. Ortak dagilim fonksiyonu Frechet-
Hoeffding sinirlarindan birine esit oldugu herhangi bir durumda, yani kopula M
ya da W olursa, iki rasgele degiskenden birinin digerinin hemen hemen her yerde
monoton bir fonksiyonu oldugu goriiliir. Dolayisiyla rasgele degisken ciftleri i¢in
bagimlilik 6zelligi biitiin ortak dagilim fonksiyonlar1 kiimesinin 6zel bir altkiimesi

olarak diisiiniilebilir.

Bu kisimda rasgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapilarina deginilmis

ve bu yapilarin kopula fonksiyonlari ile nasil ifade edildikleri incelenmistir.

2.5.1. Kadran (bolge/quadrant) bagimhhk

Tamm 2.5. Lehmann (1966). X ve Y rasgele degiskenler olsun.
Eger, R* deki her (x,y) icin,

P{X <x,Y <y}> P{X <x}P{r <y} (2.23)
veya

P{X > x,Y > y}> P{x > x}P{y > y} (2.24)

ise, X ve Y pozitif kadran bagimli (PQD)’ dur.
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Eger marjinal fonksiyonlart sirasiyla F ve G, ortak dagilim fonksiyonu H ve
kapulas1 C olan X ve Y rasgele degiskenlerinin pozitif kadran bagimliligi,

1*’deki her (u,v)icin

C(u,v) = uv (2.25)
seklinde de ifade edilir.
Benzer sekilde,
P{X <xY < y}< P{X <x}P{y <y} (2.26)
veya
P{X >x,Y > y}<P{X > x}P{Y > y} 2.27)

ise, X ve Y negatif kadran bagimli (NQD)’ dur.
2.5.2. Uyumluluk ve esmonotonluk (concordance ve comonotonicity)

Tamm 2.6. a) x;, <x; ve y, <y; yada x, >x; ve y, >y, ise (x;,y;) ve
(x;,y,;) gozlemleri uyumludur (concordant) denir. Paralel olarak.x; < x; ve
y; >y, ya da x;>x; ve y <y, ise (x,y;) ve (x;,y;) gozlemleri

uyumsuzdur (discordant) denir.

Tanmm 2.6. b) X V€ Y nin pozitif bagimli oldugu durum iist s
gosterdiginde yani bagimlilik ©Olclisi 2 alabilecegi en biiylikk degerine
ulastiginda (X,Y) esmonoton (comonotonic) olur. X ve Y ’nin tam negatif

bagimli oldugu durum alt s gosterdiginde, (X,Y) ters monoton

(countermonotonic) olur.
2.6. Kopulalarda Siralama

Frechet-Hoeffding sinirlar1 olarak bilinen, her C kopulas1 i¢in saglanan

W(u,v) < Cu,v) <M (u,v)
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esitsizligi kopulalar tizerinde kismi bir siralama verir. Yani Frechet-Hoeffding
alt simir kopulas1t her kopuladan kiigiiktiir ve Frechet-Hoeffding {ist sinir

kopulast her kopuladan biiyiiktiir.

¢ € ki kopula olmak iizere her w,v)el icin C ,v) < G, (u,v)

oluyorsa, Cl, ¢, den kiicgiiktiir (veya CZ, C

C,-C

1 ve

I den biiyiiktiir) denir ve C =G,

(veya 1) ile gosterilir. Kopulalara iligkin bu kismi siralamaya uyum
siralamas1 denir. Her kopula cifti karsilagtirilabilir olmadigi icin bu siralama

kismi bir siralamadir. Ayn1 zamanda tamamen sirali kopula aileleri de vardir.
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3. FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN KOPULALARI

3.1. Farlie-Gumbel-Morgenstern Dagilimimin Kopulasi

Rasgele degiskenler arasindaki bagimlilik incelendiginde Lai ve Xie
(2000) pozitif kadran bagimli iki degiskenli dagilimlarin yeni bir tiiriinii ele
almistir. Kabul edelim ki X ve Y pozitif kadran bagimli degiskenler, yani,
Vx,y icin PIX <x, Y < y}>P{X <xJP{Y < y} olsun. F(x,y), X ve Y "nin
ortak dagilim fonksiyonu, F| (x) ve F, (y) siirekli marjinal dagilimlart olsun.

Boylelikle X ve Y ’ye ait ortak dagilim fonksiyonu su sekilde yazilabilir:
F(x,y)= Fy (x) Fy, (y)+wlx, y) (3.1)

Vx,y i¢in negatif olmayan w(x, y) fonksiyonu i¢in F (x, y) bir dagilim
fonksiyonudur. Boylelikle dagilimlarin iki degiskenli FGM sinifi 1956’da
Morgenstern tarafindan, Cauchy marjinalleri ile verilen ¢oklu dagilimlarinin
uygulamalarinda 6nemli ve yararli oldugu i¢in tamtilmistir. Bu model, iistel
marjinaller i¢in 1960’da Gumbel tarafindan bulunmus ve daha sonra 1960’da

Farlie tarafindan genellestirilmistir.

Teorem 3.1. X ve Y rasgele degiskenleri sirasiyla siirekli F (x) ve

F, ( y) marjinal dagilim fonksiyonlarina sahip olmak iizere,

C,(x,y)= F(x)G(y )L +eA(F (x))B(G(y))}, (3.2)
fonksiyonu, x — 1 iken A ve B fonksiyonlar1 A(x) -0, B(x) — 0 ’dir.

Bu C ortak dagilim fonksiyonunda & 'nin kabul edilebilir araligi A

ve B fonksiyonlarina baghdir.

Eger A(x) = B(x) =l-x, 0<x<1 ise, o zaman Kklasik tek

parametreli FGM ailesi icin —1 < a <1 araligi elde edilir.
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Teorem 3.2. Eger X ve Y rasgele degiskenleri marjinalleri siirekli
diizgiin(0,1) dagilima sahipse o zaman, Huang&Kotz (1999) tarafindan

bulunan:
Alx)=(1-x)", B(x)=(1-x)", p>1

iken,

’

H, (xy)=oli+a(l-v (- y)] (33)
dagilimi elde edilir. Eger

Alx)=(-x"), Bx)=(1-x"), p>1
oldugunda ise,

H,(x,y)=wfl+all-x" Ji-y) (3.4)

dagilimi elde edilir. Bunun i¢in maksimum korelasyon katsayis1 p = 0.434

olarak bulunur.

Huang&Kotz (1999) marjinalleri diizgiin(0,1) dagilima sahip FGM dagiliminin

tek parametreli polinom tipi H, (x, y) dagilimi i¢in & 'nin uygun araligi:
—{max{l, p}}f2 <a<p’ (3.5)
ve korelasyon katsayisinin araligini;

3p
(p+2)

~3(p+2) " minfl, p’}< p < (3.6)

’

olarak bulmustur. H, (x, y) dagilimi i¢in ise @ 'nin uygun araligi:



—13053(1’“} (3.7)

olarak elde etmistir.

Teorem 3.3. (Bairamov ve Kotz (2003)) X ve Y rasgele degiskenlerinin

ortak dagilim fonksiyonu,
F,,.(xy)= xy{l+a'(1—x" V= y"y } 0<xy<l,n>1,p>l (3.8)
seklindeki kopula modelinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;
frvalry)=14al=x") " (1= )" 1= x" (4 np)l1 = y" (14 np)] (3.9)
0<x,y<l,n=1,p>1

dir. Burada @ i¢in uygun araligin;

1 14mp Y 1 1+mp )
—mind—| —L | il<as<—| P (3.10)
n*{n(p-1) n{n(p-1)

C(x+1)0(2/y)
y(x+1+ 2/y)

oldugunu gostermislerdir. Fn,p,a(x,y) dagihmu igin 1(x, y)

olmak iizere, X ve Y rasgele degiskenleri arasindaki korelasyon katsayist,

p = plx,y)=1201(p.n) (3.11)
olarak bulunmustur.

Korelasyon katsayist asagidaki esitlikten;
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p(x,y)=12”|F(x,y)—xy|dxdy (3.12)

1( 14np Y 1 1+np )
—12¢*(p,n)mind —| ——L| 1< p<12(p,n)— P (3.13)
n n(p—l) n n(p—l)

aralifinda yer aldigimi gostermislerdir.

Iki degiskenli kopula C(u,v) diizgiin(0,1) marjinal dagilima sahip iki
degiskenli ortak dagilim fonksiyonudur. Lai and Xie (2000) kopulanin marjinal

rasgele degiskenlerini U ve V ile ifade etmektedir. Bu kopula modeline iligskin
ortak dagilim fonksiyonu F (x, y) i¢cin
F'(u)=inf{x: F(x)>u}
(Nelsen 1999) olmak iizere;

C(u,v)=F(F™" ),F,"”" () (3.14)

olur. FGM kopula modifikasyonunun asagidaki sekli Lai and Xie (2000)

tarafindan ele alinmstir.
C,u,v)y=w{l+a(l-u)’1-v)"},p21,0<sa<1 (3.15)
Burada ayn1 zamanda;
wlu,v) = cuv(l—u)’ (1-v)"
olmak iizere;
wu,v)=20,0<a<l1

oldugu yerlerde
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Cu,v)=uv+ w(u, v)

seklinde de yazilabilir. Eger (3.7)’deki aralikta & *nin araligi,

p-1
OSas(IIZ—jj  p>1

ise o zaman (3.16)’daki esitlik i¢in
w(u,v) =0
olur.

(3.10)’daki esitlikten yararlanarak ¢ araligi

seklinde ise pozitif kadran bagimli kopula elde edilir. Yani,

Cuvy=wl+ali-u" ) (1=v' )], p>inz1

pozitif kadran bagiml kopuladir. (Bairamov and Kotz 2003)

Lai and Xie (2000 ) tarafindan

C(u,v) =uv+wu,v) =uv+ o’V (1-u) (1-v)*, a,b > 1

(3.16)

(3.17)

(3.18)

iki degiskenli fonksiyon dikkate alinarak; a =0 icin (3.18)’in iki degiskenli

pozitif kadran bagimli kopula oldugu goriiliir. (3.18)’deki iki degiskenli dagilim

fonksiyonu i¢in,
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B(a.b) = {b(a+b 1+,/alfa+b I l: Ha+b—1)+Jalla+b— ):IMX

(a+b)a+b-1) (a+b)a+b-1)

{b(a+b—1)+\/al{a+b—1) _b:l

(a+b-1)
(3.19)
ve
B () Ha+b—1)—Jatfa+b—1) _lx _Hab-1)-aa+b=1) _lx
“ (a+b)a+b-1) (a+bYa+b-1)
ba+b-1)—\ ala+b-1) b
(a+b-1)
(3.20)
olmak iizere; pozitif kadran bagimli 6zelligini saglayan & aralig
0<a< ! (3.21)
B*(a,b)B (a,b)
olacaktir.
Burada, & icin genel sinirlar,
1 1 1
—min , Sa<— — (3.22)
{[Br(a,b)]z [B(a,b)]z} B (a.0)B" (a.b)

seklinde elde edilir.

Teorem 3.4. (Bairamov ve Kotz 2003) U ve V rasgele degiskenleri

i¢in;

Cu,v)=uv+ W(u,v) =w+auV'1-u)*1-v)*
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seklindeki dagilim fonksiyonu, (3.22) esitligindeki ¢ smirlarini saglayan iki
degiskenli diizgiin dagilimli bir dagilim fonksiyonudur denir. Boylelikle,
(3.21)’deki @ i¢in C(u,v) pozitif kadran bagimlhilik 6zelligini saglar.
Bu dagilim fonksiyonu i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;
cu,v) =1+ (1—u) "' [b—(a+ b’ (1—v) " [b-(a+bW]

dir.

Teorem 3.5. (Bairamov, Kotz and Bekgi (2001)) X ve Y siirekli rasgele

degiskenleri i¢in ortak dagilim fonksiyonu
F(x,y)= xy{1+0!(l—x”‘ J 1=y )‘“} (3.23)
P> P> Zl;qlaQQ >1;0Sx,yS1

seklinde olsun. Oyleyse bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu;

Fley)=1+ali-x" )" 1=+ p,g, )x"]

(3.24)
(1= y2 P 1= (4 pgy )y

0<x,y<l1
olmaktadir. f(x,y)>0 ozelliginden;

a’(l—x”‘ )ql_l [1— (1+ P4, )x”‘ Kl— vy )q2_1 [1— (1+ 2P )yp2 ]2 -1

oldugu goriiliir. Boylelikle x ve y i¢in;

X = y=|——
1+ p,q, 1+ p,q,
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esitligi oldugu noktalarda, & 'nin her degeri i¢in f (x, y) =1 elde edilir.

Bu dagilim icin ¢ 'nin sinirlart;

q-1 q,-1
Cmind1— ( 1+ pg, J ( 14 p,q, ] <<
pp\ (g -1) py(q,-1)

671—1 42—1
< min L( 1+ pg, J ’L( 1+ p,q, J
P\ p(g-1) P\ py(q,-1)

(3.25)
olarak bulunur. Eger, & 'nin sinirlari
1 1 q-1 1 1 q-1
0<a<min —(MJ ,—EMJ (3.26)
P pl(ql_l) P\ P, (qz_l)

ise X ve Y rasgele degiskenleri pozitif kadran bagimlilik 6zelligi gosterir.

3.2. Iki Degiskenli Farlie-Gumbel-Morgenstern Modifikasyonu icin
Teorik Bir Calisma

Burada, iki degiskenli FGM modifikasyonu icin parametre sinirlari
calistlmistir. Bu modelin 6zel hallerinde ise, daha ©Once sunulan bazi iki

degiskenli FGM modellerine ulagmak miimkiindiir.

Teorem 3.6. X ve Y rasgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonu FGM

modifikasyonlarindan

F(x,y):xy[l_i_ax”]yrz(l_xpl)‘h (1_yf’2)412] (327)

P> P> 21, q, =4, :1, OSX,ySl
olmak iizere

Fx,y)=xy[l+ax"y*(1—-x")1—-x")] (3.28)
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icin olasilik yogunluk fonksiyonu;

fLy)=1+al(r, +Dx" —(r, + p, +Dx" " [(r, + p, +1)y?""]

seklindedir.
f(xy)20

ozelliginden;

-1
a2
[(rn+Dx" —(r, + p, + DX )[(r, + D)y = (ry + p, + D)y ]

r(x)=(r,+Dx" —(r, + p, + Dx"""

ve

r(y) = +D)y” = (r, + p, +Dy"""

olmak lizere;

g=_ "1
r(x)r(y)

r(0)=0, () =0

ve buradan elde edilen kritik noktalar

X =P i +1)
NG+ p, D+ py)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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. (r, +1)
NG D0t )

(3.35)

Buna bagh olarak kritik noktalarla Q,,0,,0, ve O, kadranlar1 asagidaki gibi

gosterilebilir:
0,1 (1,1)
r(x)>0, r(y)<0 r(x)<0, r(y)<0
Qs Qs
r(x)>0, r(y)>0 r(x)<0, r(y)>0
Qs 0,
@z Q,
(0,0)

(1,0)

Sekil 3.1. Kritik noktalarin kadranda gosterimi

(r,+p, +D +py) (r, + p, +D(r, + p,)

0, de: i/ (ri + Dry stLp\/ (, +1) <y

<1 (3.36)

(3.37)
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(r, +Dr,
(rn+p, +D( + p))

0, de: OSxSIK/

OSySP\z/ (r, +Dr,
(ry+p, +D(r, + p,)

Q;de:# ithn gy
(n+p,+D(h +p)

Osysﬁ (r, +Dr,
(ry + p, +)(r, + p,)

a<

R
r,+p,+1 P2

(r, +Dn,
(r,+p, + D+ p))

0, de: OSxSIK/

# (r, +Dr, Py
(ry + p, +D(r, + p,)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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Dolayisi ile @ icin sinirlar:

-1 1 1
- - < o £ min —, "
7, P 7. )23 7, P 7. P>
! P 5 P, ' :
rn+p, +1 r,+p,+1 n+p, +1 r,+p,+1
(3.47)
olarak elde edilir.
Korelasyon katsayisini veren esitlik ise;
12 r+2 7, +2
p= %9, B( 12, jB( 2 ,qzj (3.48)
(piq+1n+2(p,+q,+2) 12 P,

dir.
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4. UYGULAMALAR

Bu kisimda Cevre ve Orman Bakanligi Devlet Meteoroloji Genel
Miidiirligii’'niin yayimnladigr Asit Yagmurlart ve Hava Kirliligi Degerlendirme
Raporu’ndan  alinan  Catalca’ya  ait  yagis  Orneklerindeki  anyon
konsantrasyonlarindan ve birikimlerinden elde edilen pH ile klor (Cl), siilfat
(S0O,) ve nitrat (NO;) degerleri arasindaki iliski FGM dagilimlar ile asagida

oldugu gibi modellenmeye calisilmistir. Bu calisma sirasinda kullanilan veriler
oncelikle diizgiin dagilima sahip verilere doniistiiriilmiis, sonrasinda da
doniistiiriilmiis bu veriler kullanilarak 3. Boliim’de {izerinde durulan ¢esitli FGM
dagilimlar1 ile modellemeler yapilmaya calisilmistir.

4.1. Uygulama 1

Yukarida bahsedilen pH ve Cl degiskenleri i¢in diizgiin dagilima

doniistiiriilmiis veriler sirasiyla X ve Y ile ifade edilsin. Bu degiskenler
arasindaki iligki iki degiskenli FGM modifikasyonlarindan Bairamov ve Kotz
(2003) ile asagida modellenmeye caligilmistir.

EWﬂ&00:@$+“ﬁfﬂyﬁ—de
Fupalty)=1+all=x") " 1=y )" 1= 2"+ mp)i = y" (14 mp)]

0<x,y<1l,nz21,p>1

1 14mp YO 1 1+np )~
—min — P I;<a<s— P
n n(p—l) n n(p—l)

C(x+1)0(2/y)
t(x.) y(x+1+ 2/y)

p = plx,y)=1201(p,n)

1 14np Y7 1 1+mp )"
—uﬁ@mhme( p} ,1Sp£Uﬂ@mF{ p}
n

n(p—-1) n\n(p-1)

X ve Y arasindaki korelasyon degeri;
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p =-0.24964 olmak iizere,

p=3, n=4

alindiginda

_ Tlx+1)r(2/y)
()= yr(x+1+2/yy)

(3.4 = LALC/Y)
AT(9/2)

p =12a*(p,n)

8 2
= 120{[—} =—0.24964
35

esitlikteki & c¢ekildiginde elde edilen deger
a=-0.39818

dir. & i¢in elde edilecek aralik

1 14mp YO 1 1+np )"
“mind—| =P legen| 2T
n? n(p—l) n n(p—l)

esitsizliginden

-0.43581< 2 <0.66016

elde edilir. Hesaplanan «a =-0.39818 aralik i¢ine diistiigii goriilmektedir.

p icin elde edilecek aralik;
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1 14+np YO 1 1+mp )"
~12¢*(p,n)min —2( p} 1 Spsuﬂ(p,n)—( p}

n n(p—l) n n(p—l)
esitsizliginden
-0.2732 < p<0.4138
dir. Hesaplanan p =-0.24964 aralik icine diistiigii goriilmektedir.

X ve Y arasindaki korelasyon katsayist -0.24964 olarak hesaplanmis ve
aralarindaki iliski Bairamov ve Kotz (2003) dagilimi ile asagidaki sekilde
modellenmistir:

Fis o (1. 9) = 1yf1 = 0398201 - x*)’ (1 - y*)*} @1

Fiacomsy (6 ) =1-0.3982(1-x*)*(1- y*)* (1 -13x")1-13y*)

0<x,y<l1

4.2. Uygulama 2

Yukanida bahsedilen pH ve SO, degiskenleri i¢in diizgiin dagilima

doniistiiriilmiis veriler sirasiyla X ve Y ile ifade edilsin. Bu degiskenler
arasindaki iliski iki degiskenli FGM modifikasyonlarindan Bairamov, Kotz ve
Bekgi (2001) ile asagida modellenmeye calisilmastir.

F(x,y)zxy{1+a'(l—x”‘ )q’ (1—y”2 )qz}
PisP2 21599, >1

0<x,y<l
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q-1 q,-1
mind1, 1 [ 1+ pg J [ 1+ p,q, J <a<
PP pl(ql_l) pz(qz_l)

‘11*1 ‘12’1
<min L(—H-plql J ’L(—1+p2q2 J
i p(g-1) Py py(q, 1)

p =120t(q,, p)t(q,, p,)

_ I'(a+DI'(2/b)

t(a,b) =
bI'(a+1+2/b)

X ve Y arasindaki korelasyon degeri;

p =—0.18613 olmak iizere,

P=2 p,=44=24q,=2
alindiginda,

_ T(a+DI(2/b)

t(a,b) =
bI'(a+1+2/b)

1 4
1(q,,p,) =5 1(q,, P,) =15

p= 1205li =-0.18613
615

esitlikteki a ¢ekildiginde elde edilen deger
o =-0.3489

dir. a icin elde edilecek aralik
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q-1 g1
mind1, 1 ( 1+ pg, J ( 1+ p,q, J <a<
PP, pl(ql_l) pz(qz_l)

q-1 -1
< min i( 1+ g, ] ,L( 1+ P4, ]
p\ p(g-1) P\ py(q,-1)

esitsizliginden

—-0.703125< a £ 0.5625
elde edilir. Hesaplanan a=-0.3489 aralik i¢ine diistiigii goriilmektedir.

X ve Y arasindaki korelasyon katsayist -0.18613 olarak hesaplanmis ve
aralarindaki iliski Bairamov, Kotz ve Bekci (2001) dagilimi ile asagidaki sekilde
modellenmistir:

F(x,y) = ol - 0348901 - x*)*(1— y*)*} “42)

f(x,y)=1-0.3489(1—-x>)(1-5x>)1—y*)*A-9y")

0<x,y<l

4.3. Uygulama 3
Yukarida bahsedilen pH ve NO, degiskenleri i¢in diizgiin dagilima
doniistiiriilmiis veriler sirasiyla X ve Y ile ifade edilsin. Bu degiskenler

arasindaki iligki tizerinde calisilan iki degiskenli FGM modifikasyonu ile asagida
modellenmeye calisilmistir.

Teorem 3.6’ya gore;

F(x,y)=xyll+ox" y= (1-x")(1—-x")]
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fey)=1+a(n +Dx" = (r + p, + X" 1(r, + p, +1)y="]

0<x,y<l

120q,q n+2 r,+2
p: 112 B( 1 ,quB( 2 ,qzj
(pq, +1r+2)(p, +q, +2) Py P,

X ve Y arasindaki korelasyon degeri;

p =0.089972
olmak uizere
P=p,=2,n=n=1

alindiginda

120q,q n+2 r,+2
p= — B(l ,quB( : ’%]
(pig, +1n+2)(p,+q,+2) P P

p=15% _ 089972
75

esitlikteki a ¢ekildiginde elde edilecek deger

a=0.421744

dir. aic¢in elde edilecek aralik

-1 . 1
<o <min

Ul n o’

n P T, P2 n P r,
| Di| | P2
rn+p, +1 r,+p,+1 rn+p, +1 r,+p,+1

esitsizliginden

"

Jpz
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-1<a<1

elde edilir. Hesaplanan 0=0.421744 aralik i¢ine diistiigii goriillmektedir.

X ve Y arasindaki korelasyon katsayis1 0.089972 olarak hesaplanmis ve
aralarindaki iliski Teorem 3.6’da sunulan iki degiskenli FGM modifikasyonu ile
asagidaki sekilde modellenmistir:

F(x,y)=xy[1+0.4217xy(1 - x*)(1— y*)] 43)

f(x,y)=1+0.42172x-3x")(2y —3y?)

0<x,y<l1
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S. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada oncelikle kopula fonksiyonlar1 ve temel 6zellikleri tizerinde
durulmustur. Sonrasinda ise kopula fonksiyonlar1 ile elde edilen Farlie-

Gumbel-Morgenstern dagilimlar tanitilmaya galisilmistir.

Farlie-Gumbel-Morgenstern dagilimlarinin nasil elde edildigi bilgisi
verildikten sonra FGM  dagilimlarimin  cesitli  modifikasyonlarindan
bahsedilmistir. Bu cesitli modifikasyonlardaki parametrelerin sinirlart ve
rasgele degiskenler arasindaki iligkiyi veren korelasyon katsayist degeri ve
korelasyon katsayisinin hangi degerler arasina diisebilecegine dair hesaplamalar

yapilmistir.

Uygulama kisminda ise Cevre ve Orman Bakanligi Devlet Meteoroloji
Isleri Genel Miidiirliigiiniin yaymnladigi “Asit Yagmurlar1 ve Hava Kirliligi
Degerlendirme Raporu”ndan alinan veriler kullanilarak daha Oncesinde
anlatilan FGM modifikasyonlar1 ile modellemeler yapilmistir. Kullanilan
veriler Catalca-Istanbul analizlerinden olup belli zamanlarda alinan yagis
orneklerindeki pH, klor, siilfat ve nitrat degerleridir. Ancak bu veriler dncelikle
[0,1] araliginda diizgiin dagilima sahip verilere doniistiiriilmiistiir. Diizgiin
dagilima sahip veriler iizerinden islemler devam ettirilmistir. Bunun sonucunda
uygun veriler ile ¢calisildiktan sonra ¢esitli parametre degerleri ile modellemeler
yapilabilecegi, bu parametrelerinin sinirlarinin hesaplanabilecegi, degiskenler
arasindaki iligkiyi gosteren korelasyon katsayisinin hangi degerler arasina

diisebilecegi goriilmiistiir.
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OZGECMIS

Giinsu GOKTAS, 25 Ocak 1987 tarihinde Izmir’ in Bayindir ilgesinde
dogdu. ilkogrenimini Bayindir Fatih Ilkogretim Okulunda, ortadgrenimini Tire
Kutsan Anadolu Lisesi'nde tamamladi. 2005 yilinda Gazi Universitesi Fen-
Edebiyat Fakiiltesi Istatistik Boliimiinii birincilik ile kazanarak lisans egitimi
almaya hak kazand1 ve 2010 yilinda Istatistik Boliimiinden mezun oldu. Eyliil
2010’dan sonra, egitim hayatin1 Ege Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Istatistik

Anabilim Dali’nda devam ettirmektedir.

Lisans egitimi swrasinda Tiirkiye Istatistik Kurumu Ankara Bolge
Miidiirligii’nde, Cevre ve Orman Bakanligi’nda ve Tiirkiye Cumhuriyet Merkez
Bankasi’nda donemlik stajlar yapmistir. Bunun yami sira cesitli arastirma

sirketlerinde anketor olarak gorev almastir.



EKLER

Ek 1 Diizgiin Dagilima Doniistiiriilmiis Veriler



Ek 1 Diizgiin Dagilima Doniistiiriilmiis Veriler

pH Klor Siilfat | Nitrat

0,8 0,95 1 0,98

0,63 0,6 0,61 0,86

0,61 0,21 0,31 0,2

0,94 0,14 0,1 0,42

0,97 0,18 0,53 0,94

0,95 0,22 0,14 0,33

0,9 0,09 0,26 0,67

0,9 0,27 0,56 0,92

0,84 0,24 0,31 0,73

0,18 0,49 0,42 0,85

0,17 0,22 0,56 0,46

0,17 0,12 0,33 0,28

0,74 0,41 0,82 0,72

0,82 0,64 0,97 0,93

0,68 0,1 0,21 0,31

0,83 0,01 0,08 0,11

0,76 0,18 0,24 0,34

0,2 0,36 0,28 0,48

0,24 0,24 0,48 0,47

0,48 0,36 0,27 0,2

0,26 0,28 0,36 0,37

0 0,13 0,19 0,16

0,44 0,62 0,96 0,92

0,62 0,42 0,67 0,71

0,62 0,99 0,64 0,61

0.8 0,67 0,59 0,63

0,69 0,23 0,06 0,07




Ek 1 (devam)

pH Klor Siilfat | Nitrat
0,76 0,48 0,47 0,29
0,61 0,67 0.4 0,35
0,35 0,36 0,42 0,28
0,26 0,98 0,88 0,72
0,52 0,42 0,58 0,56
0,52 0,29 0,56 0,47
0,27 0,96 0,7 0,71
0,25 1 0,98 0,99
0,05 0,53 0,57 0,51
0,09 0,18 0,27 0,21
0,19 0,97 0,63 0,5
0,03 0,53 0,56 0,56
0,18 0,86 0,87 0,76
0,39 0,4 0,63 0,32
0,22 0,63 0,55 0,31
0,52 0,9 0,71 0,67
0,51 0,76 0,78 0,72
0,66 0,23 0,15 0,13
0,72 0,15 0,28 0,15
0,69 0,11 0,11 0,09
0,59 0,72 0,57 0,53




