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OZET

REGULER YUZEYLERDEKI DARBOUX CATILARI UZERINE

TUNC, Emrah

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismant: Dog. Dr. Emin OZYILMAZ
Haziran 2012, 60 sayfa

Daha once Dr. Fahrettin Akbulut tarafindan, Darboux vektorii olarak
isimlendirilen vektor kullanilarak diferansiyel geometrinin bilinen bazi formiilleri
elde edilmistir. Bu formiiller, yilizeyin bir M noktasindan gegen parametre
egrilerinin birbirine dik alinmasiyla ¢ikarilmis olup, bu ¢alismada dik
kesismemeleri durumunda Darboux vektoriiniin ve dolayisiyla formiillerin nasil
bir forma doniisecegi, bir anlamda yiizeyin diferansiyel geometrisinin birbirine
dik olmayan parametre egrileriyle incelenmesi amaclanmistir.

Anahtar sézciikler: Darboux Vektorii, Darboux Ug Yiizliisii, Frenet Ug Yiizliisii,
parametre egrileri, normal egrilik, jeodezik egrilik, jeodezik burulma, Gauss
Egriligi.
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ABSTRACT

ABOUT DARBOUX FRAMES ON REGULAR SURFACES

TUNC, Emrah

M. Sc. Thesis, in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Emin OZYILMAZ
June 2012, 60 Pages

By using the Darboux Vector, various well-known formulas of differential
geometry had been produced by Doctor Fahrettin Akbulut. These formulas were
obtained through formulating parametric curves which pass through a point M on
a surface which are perpendicular each other. The aim of this study is to
investigate the Darboux Vector and the related formulas if the parametric curves
do not intersect at an angle different from /2. In this way, the study aims to
analyze differential geometry of surfaces using parametric curves which are not
intersecting perpendicularly.

Keywords: Darboux Vector, Darboux Frame, Frenet Frame, parametric curves,
normal curvature, geodesic curvature, geodesic torsion, Gaussian Curvature.
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1.GIRIS

Regiiler bir egrinin, belirli bir noktasindaki teget, asal normal ve binormal
birim vektorlerinden meydana gelen ii¢ yiizlii Frenet ii¢ ylizliisii olarak
adlandirtlir. Bir regiiler yiizey iizerinde alinan regiiler bir egrinin, herhangi bir
noktasinda tanimlanan Frenet ii¢ yiizliisiine ilaveten, o noktada, egrinin tegeti,
yiizeyin normali ve jeodezik normal birim vektorlerinden olusan Darboux iig
yiizlisii tanimlidir. Tegetleri ortak olan bu iki ii¢ yiizliinlin diger ayritlart aym
diizlemdedir. Bu iki ii¢ yiizliiniin ayritlarini teskil eden birim vektorler, egrinin o
noktadaki tegeti ve tiirevlerinden meydana gelse de, diger taraftan her bir ayritin
tiirevi, bu ayritin Darboux vektorii denilen vektorle vektorel garpimina esittir.

Tezin ikinci boliimii, yukarida kisaca bahsedilen Frenet ve Darboux ii¢
yiizliisii, bunlarin arasindaki iligki, ayrica Darboux vektoriiniin, 6zel hallerde
yiizey iizerinde baz1 6zel egriler teskil etmesinden s6z etmektedir.

Ucgiincii boliim, yiizeyin belirli bir noktasindaki parametre egrilerinin
tegetleri arasindaki agimin 90° den farkli bir 8 agis1 olmasi durumunda, yiizeyin
bu noktasindan gecen herhangi bir egrinin, o noktadaki Darboux {i¢ ylizliisiiniin
ayritlarinin, parametre egrilerinin Darboux (¢ yiizliilerinin ayritlart cinsinden
ifadelerini i¢ermektedir. Ayrica bu egrinin Darboux vektoriiniin, parametre
egrilerinin Darboux vektdrleri cinsinden ifadesini ve bazi diferansiyel geometri
formiillerinin Darboux vektorleriyle elde edilmesini icermektedir.

Dr. Fahrettin Akbulut tarafindan “Bir Yiizey Uzerindeki Egrilerin Darboux
Vektorleri” ismiyle doktora tezi olarak ortaya konan galismada, yiizeyin bir
noktasindaki parametre egrileri arasindaki ag1 90° almmustir. Bu tezin amaci szii
gecen doktora tezindeki yapinin 90° den farkli olmasi durumunun yeniden
incelenmeye calisgilmasidir. Diger bir deyisle, o noktadan gecen herhangi iki
parametre egrisi kullanilarak formiillerde genellemeye gidilmesi ve 90° lik aginin
0zel bir hal olarak kalmas1 amac¢lanmustir.



2. DARBOUX VE FRENET UC YUZLULERI
2.1 Kat1 Bir Dik Uc¢ Yiizliiniin Darboux Vektorii

Teorem 2.1.1: Bir t parametresine bagl olarak degisen kat1 dik bir ii¢ yiizliiniin
ayritlarinin birim vektorleri bu parametrenin vektorel fonksiyonlari olduguna
gore, bu ayritlarin verilen parametreye gore tiirevleri @ gibi bir vektorle, tiirevi
alinan birim vektoriin vektorel carpimina esittir. (t parametresinin fonksiyonu
olan bu @ vektériine verilen ii¢ yiizliiniin Darboux vektdri denir.)

Ispat: Verilen ii¢ yiizliiniin ayritlarmin birim vektorleri sirasiyla ey, e, e3 olsun.
Bu ii¢ ylizliinlin bir sag sistem teskil ettigi varsayilirsa hipoteze gore asagidaki
esitlikler yazilabilir.

—2 —2 —2
a) el :ez :e3 :1
b) el.e; =e ez =eze; =0
C) e;Nes=e], esNe;=¢, e;ANe; =¢€;3

Ote yandan e; = e;(t), e, = e,(t), e; = e;(t) olup, parametrenin
belirli bir t = t, degeri i¢in

de; de, de;
dt’ dt’ dt

tiirevlerinin gosterdigi bu vektorlerin t = t, degerine karsilik gelen yukaridaki ii¢
ylizliiye gore a;; (i,j = 1,2, 3) bilesenleri diisiiniiliirse,

—

€3

Sekil 2.1.1: Ortonormal Ug Yiizlii



—

del — — —
d) dr = ai1€1 T a6z +agze;
de,

T azi1eq + axe; + azzes

des . . —
ar aziey +aszze; +azzes

yazilabilir. Oysa a) ve b) esitliklerinde her iki tarafin tiirevi alinirsa,

) _ade_1’+_+dgf _>d5§+_,de—z’ _,de—3’+_>d5§ 0
e e. e. = é,. é-H. = é,. €q. =
Tde " Y de Zodt ¥ dt S dat ¥ dt

de; , _,de; de; , _ de; de; _, _ def

—.e,+e,—=——.e5+e,,—=——.e, + e3. =0
dt "2 TV de T ode T2 P dr T de T T odt

d) de verilen tiirevler €) de yerine yazilirsa,
f) aﬁ+aij=0 (l,]:1,2,3)

a1 = Ay =azz =0

g Q3 = —0zz =a
az1 = —a3=>b
A2 = —Az1 =C

seklinde a, b, ¢ gibi birbirinden farkli {i¢ bilesen elde edilir. d) formiilleri,

dey e &
h —L=ce,—be; =% ©
) dt 2 3 b ¢
de, e, e
—=ae—’—ce—’=—| 1 3| 2.1.1
T 3 1 L. ( )
des e, e,
— =be;—ae, =1 “2
dt 1 27 la b

seklini alir. Bu esitliklerin elde edilmesi i¢in asagidaki matrisin ilk satirinda her
eleman1 kendi mindriine esitlemek yeterlidir.



— — —>.
de; de, de;

) e dt dt (2.1.2)
€1 € ]

) W = ae; + be, + ce3

esitligiyle verilen @ vektorii, Darboux vektoriidiir. Boylece,

= . e, e, e;

L O Y

dt  |p ¢ a ¢ 1
1 0 0

oldugu gorilir. Diger tiirevler icin de benzer sekilde asagidaki sonuglar elde
edilir:

de;
dt

I
€l
>

o

de,

E , (x_)) = ae_{ + be_z’ + C€_3) (213)

I
gl
>

Ny

des
dt

I
gl
>

&

Sonug olarak teorem ispatlanmis olur (Akbulut, 1970).

(2.1.1) formiilleri agagidaki gibi tek formiille gosterilebilir.

d e—1> 0 Cc —b e—l)
T e;l=|-c 0 alle; (2.1.4)
ol b —a ollg

(2.1.1) formiiliinii sembolik olarak su sekilde gosterilebilir.

e;|=[E] , @=ae +be,+ce;

oldugundan,

—[E] = B A[E] (2.1.5)



olur.

de; de, des
Sonu¢ 2.1.1: —,—=2%,=—
dt’ dt ’ dt

formiilleri geregince her ligii de w vektoriine diktir (Akbulut, 1970).

vektorleri aymi diizlemdedirler. Ciinki (2.1.3)

Sonu¢ 2.1.2: t parametresi olarak zaman segilirse @ Darboux vektoriiniin
kinematik yorumunu yapmak miimkiindiir. @ vektoriinii igeren bu dogru, bu iig
yuizliiniin bagh oldugu kat1 cismin ani donme eksenini, w ise ani donmedeki ac¢isal
hiz vektoriini verir (Akbulut, 1970).

2.2 Frenet Ug Yiizliisii

r = r(s) vektorel denklemiyle verilen bir egri diisiiniiliirse, burada s, egri
izerinde secilen bir baslangic noktasindan itibaren belirli bir yonde oOlciilen egri
yay uzunlugunu gosterir. Bu egrinin belirli bir s parametresine karsilik gelen
noktadaki teget, asal normal ve binormal birim vektorlerinden meydana gelen
£, ﬁ,g lic yiizlisline Frenet ii¢ yiizliisii denir. Bu li¢ yiizliiye herhangi bir dik {i¢
yiizliiniin ayritlarinin birim vektoérlerine uygulanan tiirev formiilleri uygulanirsa
(2.1.1) formiilleri geregince,

A

dS_Cn

dii _ b — ct 2.2.1
ds—a c (2.2.1)
dE_E ,

dS_ an

olur. Halbuki egrinin verilen M noktasindaki egrilik yaricapi R burulma yarigapi
T ise Frenet formtilleri geregince,

dt_ﬁ
ds R
di b t 2o
ds T R (2.2.2)
db_ §
ds T



dir. (2.2.1) ve (2.2.2) formiilleri karsilastirilirsa su esitlikler elde edilir.

—bb——n ——1 b=0
= — = =
cn c R ) ’
Lot b t 1 1
—_ = —_ — — et = — = —
a c a , C ,
bt — . b=0 ——1
= et = =
an , a

elde edilir. Su halde herhangi bir dik ii¢ yiizliideki @ = ae; + be, + ce; Darboux

vektorii Frenet tigyiizliisiinde,

+

e
| ol

f_)=

(2.2.3)

seklini alir. Bu takdirde genel bir dik {i¢ yiizli i¢in elde edilen (2.1.2), (2.1.3),
(2.1.4) ve (2.1.5) formiilleri, Frenet ii¢ yiizliisiine uygulanirsa, su formiiller

yazilabilir.
[df di db]
T @
|t © bl
ERC
T 0 R

(2.2.4)

Bu matriste, birinci satirdaki her elemanin minorii kendisine esit

kilinacaktir.

ng/\t
dﬁ’_%/\_)
ds_f n
db , -
—=fAb

(2.2.5)



- O 1 0_

N R S
d|t 1 1|t
ds |- R Til-

b 1 b

|0 77 O
(Akbulut, 1970).
2.3 Darboux Uc Yiizliisii

r = (u,v) vektorel denklemiyle verilen bir regiiler ylizey gbz Oniine
alinsin. Bu yiizey tizerinde (c) gibi bir egri verilmis olsun. Bu (c¢) egrisinin her
noktasina Frenet lcyiizliisii denilen bir {i¢ ylizlii karsilik gelir. Frenet ii¢
yiizliisiiyle ilgili formiiller egrinin 6ziiyle ilgilidir. Simdi de egrinin {izerinde
bulundugu ylizeyle ilgili formiilleri kapsayacak olan diger bir ii¢ yiizli
tanimlanacaktir.

Egrinin M noktasindaki tegetin birim vektorii t olsun. Yiizeyin M
noktasinda teget diizlemine c¢izilen dikme ise bu yiizeyin s6z konusu noktadaki
normalini belirtir. Bu dikme iizerinde, yonii, ylizeyin belirlenmis bir tarafina
dogru segilen N birim vektoriine de yiizeyin M deki normal birim vektorii denir. t
ve N verilince t AN = B ile tanimlanan B vektorii alinirsa bdylece t, N, B gibi yeni
bir li¢ yiizlii elde edilir. Buna Darboux ii¢ yiizliisii denir. Demek oluyor ki yiizey
iizerinde bir (¢) egrisi ve M noktas1 verilince f, n,b den olusan Frenet ve t, N,B
den olusan Darboux iigyiizliisii karsilik gelmektedir. t ayritlart ayni olan bu iki dik
li¢ yiizlli birbirine siki sikiya baghdir. Herhangi bir ii¢ yiizlii i¢in Teorem (2.1.1)
de verilen biitiin formiiller Darboux ii¢ yiizliisii i¢in de gegerlidir. Darboux {i¢
yiizliisiiniin Darboux vektorii asagidaki sekilde yazilabilir.

@ = at+ bN + cB



S

v

ool

(©) M

t/
Sekil 2.3.1: Darboux ve Frenet Ug Yiizliisii

Burada t, N, B vektorleri de (c¢) egrisinin s yay uzunlugunun fonksiyonlari
olup, buradaki a, b, ¢ gelisigilizel sayilar olmayip her birisi ylizey ve iizerindeki
egrinin verilmesiyle belirlenecek, bir anlami olan 6zel sayilardir. Bunlarin
geometrik yorumu yapilmadan her birine ayri1 bir isim verilecektir.

a= Ti jeodezik burulma , T, jeodezik burulma yaricap:
g

b= Ri jeodezik egrilik , R, jeodezik egrilik yarigapi
g

c= Ri normal egrilik , R, normal egrilik yaricap:

Simdi Ty, Ry, R, nin bulunusu gosterilip, geometrik yorumu yapilacaktir.

Teorem (2.1.1) geregince Darboux {i¢ yiizliisii i¢in asagidaki formiiller yazilir.

. E+N+§
w=——+—+—
T, Ry Ry
Darboux vektori olmak tizere,
df—_’/\? dN’—_’/\N’ d_B)—_’/\ﬁ 2.3.1
ds_w ’ ds_w ’ ds_w (2:3.1)

dir. (2.3.1) ifadeleri,



t d
N|=[0] , —[Dl=&A[D]
N S
B
1 1
Y ROTR
d|t 1 1 ||t
e ) I Al
B 1 1 B
R, T, O

Qﬂl —_ &| &¢
T2z g
3| "‘m&| gﬁl

matrisel formlar seklinde de ifade edilir.

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)

Darboux matrisi diye adlandirilan (2.3.4) matrisinde birinci satirdaki her
eleman kendi mindriine esitlenirse Darboux {i¢ yiizliistiniin birim vektorlerinin

tirevlerini veren,

SN OB v 3
« i 3.5
=L 1

R, Ry| B R
T T
‘;_N:_1 1:TE_RL
-=-L L

T, Ry 1o B
T
Z_B=1 1=RL_TE
-=|L 1

TgRggg

formiilleri elde edilir.

(2.3.5)

Teorem 2.3.1: Bir yiizey iizerindeki (c¢) egrisinin M noktasindaki burulma

yarigapi T ve egrinin M deki 1 asal normali ile M deki N yiizey normali arasindaki

ac1 0 ise M deki jeodezik burulma yarigap1 Ty igin,
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1

é =-+ % (s egri yay) (2.3.6)
dir.
Ispat: A.N = cos @
Her iki tarafin s ye gore tiirevi alinirsa,
dn N+ﬁ.@= —sm6’ﬁ
ds ds d

di__dN . 9 L
Ve ——ve——in degerleri yerine yazilirsa,

BEN+~§ t) 49
T R) T U\T, TR, T s

elde edilir.

tN=0 #n.t=0, E.N=cos(§—9)=sin9, ﬁ’.§=cos(—+0)=—sin9

oldugundan,

sin@ sinf _0d9 - 1 1  db
T T, s T T, ds

bulunur. Buradan da,

1_1 49
T, T ds

elde edilir (Akbulut, 1970).

Teorem 2.3.2: (¢) egrisinin M deki egrilik yarigapt R ve (c¢) nin M deki 1 asal
normali ile yiizeyin N normali arasindaki ag1 6 ise M deki R, ve R, sirastyla
normal ve jeodezik egrilik yarigaplar1 gdstermek iizere,

1 cos @ 1 sin @
_— _ S (2.3.7)
’ R

bagintilart vardir.
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Ispat: Frenet ve Darboux ii¢ yiizliilerinin Darboux vektorleri sirasiyla f ve @
olduguna gore,

yazilabilir. Buradan,
fAat—@at=(f-ad)at=0

olup, f ve @ nin degerleri yazilirsa,

<E+l_5 t N §>/\f . bAT NA?JF_B’/\?
—_ U ey - =
TR T, R, Ry R R, ' Ry

n_ (2.3.8)
R_ [

elde edilir. Bu vektorel esitligin her iki tarafi bir defa N ile bir defa da —B ile
skaler olarak carpilirsa,

—_ — n
1 #.N cosé 1 0B COS(7+9)_sin9

R, R R ' R, R R R
bulunarak teorem ispatlanmis olur (Akbulut, 1970).

Sonu¢ 2.3.1 (Geometrik Yorum): (c) egrisinin sirasiyla (E, N) diizlemi yani
normal diizlem tizerindeki izdistimii (c;) ve (f, §) diizlemi yani teget diizlemi

. e < W1 1 . :
tizerindeki izdiistimii (c,) olduguna gore = Ve — cebirsel sayilarinin yani normal
n g

ve jeodezik egriliklerinin mutlak degeri sirasiyla (c;) ve (c;) egrilerinin M deki
egriliklerine esittir. Bu geometrik yorum sekil 2.3.2 de daha iyi goriilmektedir. (c)
egrisinin, 0 egrilik merkezinden T asal normaline g¢izilen dikmenin yiizeyin
normal dogrusunu kestigi nokta N ve B vektorii veya uzantisini kestigi nokta G
ise, burada MO = R, MN =R,, MG = R, olup, N, normal egrilik merkezi, G ise
jeodezik egrilik merkezidir. O da verilen (c¢) egrisinin egrilik merkezidir.
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N i
N
R, 0
7]
) 2% R ,
B M G -B

Teget Dizlem

Sekil 2.3.2: Bir Yiizey Egrisinin Egrilikleri

Sonugc 2.3.2: Frenet ve Darboux vektdrleri arasindaki baginti,

-

dt G AT dt fat
— =W , _—=
ds ds

Bagintilarindan,

-

GAt=fAt = (B—f)At=0 = & —f =A%t (Aherhangi bir sabit)

elde edilir. Buna gore,

a)=f+lt
Yani,
f+N)+§—E+B)+/1¥
T, R, R, T R

olup, her iki taraf t ile skaler olarak carpilirsa,

L_1.
T, T

elde edilir. (2.3.6) geregince A = % dir. O halde,



,doé

G =f+t— 2.3.9
&= [+t (2.3.9)

sonucuna ulasilir (Akbulut, 1970).

Sonu¢ 2.3.3: Darboux ii¢ yiizliisiiniin ani donme hiz vektorii iki bilesenden ibaret
olup, biri Frenet ii¢ yiizliisiiniin ani donme hiz vektoriine cakisik olup digeri,

buytikligi % e esit olan ve teget dogrultusunda olan bilesendir. Bu nedenle ylizey
tizerindeki (c) egrisinin bir M noktasi bu egri lizerinde hareket edince Darboux ti¢

yiizliisti, Frenet {i¢ yiizliisiine gore ayrica her anda teget etrafinda Z—Z acisal hiziyla
donecektir (Akbulut, 1970).

Sonug 2.3.4: Yiizey iizerindeki bir egrinin asal normaliyle ylizeyin ayni noktadaki

normali arasindaki ag¢1 daima sabit kaliyorsa, % = 0 edeceginden (2.3.9)
geregince W = f oldugu gibi, (2.3.6) geregince de Ti = % olur. Yani egrinin her
g

noktasindaki burulmasi, ylizeyin o noktasindaki burulmasina esit olur (Akbulut,
1970).

2.4 Darboux Vektoriiniin Ozel Halleri, Yiizey Uzerinde Dikkate Deger

Egriler
Darboux vektor,
ot N N . B
w=—+—+—
T, Ry Ry

den ibaret olup yiizey lizerinde 6yle egriler diisiiniilebilir ki, bu egri lizerindeki her
noktada Darboux vektoriiniin bazi bilesenleri devamli olarak sifir olur. Boylece,

— =0 ise Egrilik Cizgileri
g

Ri = 0 ise Jeodezik Cizgiler
g

Ri = 0 ise Asimptotik Cizgiler

n

adimi alir.
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Teorem 2.4.1: ¥ = r(u,v) vektorel denklemiyle verilen bir yiizey goéz Oniine
alimsin. Genel olarak yiizeyin bir noktasindan iki tane egrilik ¢izgisi gecer ve bu
ylizey lizerine,

dr? = ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

—d?.dN = Ldu? + 2Mdudv + Ndv?

esitlikleriyle verilmis olan 1. ve 2. esas formlarda, E, F, G ve L, M, N nin
verilmesiyle egrilik ¢izgilerinin diferansiyel denklemi bulunabilir.

Ispat: (2.3.5) geregince,

< . ST | .
olup, eger verilen egri egrilik ¢izgisi ise e 0 olacagindan,
)

dN ¢ dN 1&1 2.4.1
— T — - = —_—— i o
ds R, R, s ( )

elde edilir. Buradan,

-1 ST !
dN = _R—df’ = Nydu+N,dv = —R—(Fudu + Iydv)

n n

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi bir defa ¥, ile bir defa da 7, ile skaler olarak
carpilirsa,

1
—Ldu — Mdv = — R (Edu + Fdv)

n

1
—Mdu — Ndv = —R—(Edu + Gdv)

n

denklemlerine ulasilir. Bu iki denklem arasinda Ri yok edilirse, egrilik ¢izgilerinin

diferansiyel denklemi olan,

(EM — LF)du? + (EN — LG)dudv + (FN — MG)dv? = 0
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denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem, determinant halinde de yazilabilir.

dv? —dudv du?
E F G
L M N

=0 (2.4.2)

d . . N e o -
ﬁ = m denirse, m sayisina, yilizey tizerinde egrinin bir teget dogrultusu karsilik

gelir. (2.4.2) denkleminde Z—Z = m alinirsa,

Am? + Bm+C =0

gibi bir denklem elde edilir. Bir ikinci derece denklemin genel olarak m; ve m,
gibi iki kokl vardir ve mq, m, den herbiri bir egrilik ¢izgisine karsilik geldigi
diistiniiliirse, ylizeyin her noktasindan genel olarak iki egrilik ¢izgisi gegtigi
anlasilir. Boylece istenen ispatlanmis olur (Akbulut, 1970).

Tamm 2.4.1: Bir noktadaki egrilik ¢izgilerinin teget dogrultularina bu noktadaki
asal dogrultular denir. Asal dogrultulardaki normal egrilikler, diger

dogrultulardaki normal egriliklerden ayirt etmek i¢in Ri , Ri ile gosterilecektir.
1 2

1
RiR;

Tanim 2.4.2: K =

degerine de ylizeyin verilen noktadaki Gauss Egriligi

denir.

Teorem 2.4.2: Egrilik cizgileri yilizeyin parametre egrileri olarak segilirse yani
v = sht ve u = sht egrilik ¢izgileri ise bu takdirde Olinde-Rodridue formiilleri
denen

— 1,
u ::'_}izru
(2.4.3)
— 1.
v ::'_jigrv

bagintilar1 vardir.

Ispat: Egrilik ¢izgileri icin verilen (2.4.1) bagmtisindan
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. - 1
N du + N,dv = — - (fpdu + ¥ dv)

n

yazilir. Buradan,

1 1
v=sht = dv=0ve—=—
Ry R4
1 1
u=sht - du=0ve—=—
Ry R;

olacagindan (2.4.3) elde edilir (Akbulut, 1970).

Teorem 2.4.3: Egrilik cizgileri birbirine diktir.

Ispat: T = ¥(u, v) yiizey denkleminde parametre egrileri yani v = sht, u = sht
egrileri egrilik ¢izgileri olarak se¢ilsin. Bu takdirde bunlarin kesim noktasindaki
teget dogrultular1 ¥, ve T, den ibaret olup teoremin dogrulugunun gosterilmesi
i¢in T,. Ty =0 bagintisinin gosterilmesi yeterlidir.

N.t,=0 , N, =0

denklemlerinin birincisinin v’ye, ikincisinin u’ya gore tiirevleri alinip taraf tarafa
cikarildiktan sonra Nu ve Nv yerine de (2.4.3)deki degerler yazilirsa,

- 4 - 1 -> - 1 =4
0 =N,.ry, — N, r, = (—R—r,,).ru— (—R—ru).

elde edilir.

1 1

— — — = 0 olmasi hali bir kenara birakilirsa, genel olarak 22 %0 oldugu goz
R1 R2 Rl RZ

oniinde tutuldugunda,
ry.r, =0

elde edilir. Bu da iddianin dogrulugunu gosterir (Akbulut, 1970).
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Teorem 2.4.4: Ti jeodezik burulmasi asagidaki ifade ile verilebilir. E, F, G birinci
g

esas formdaki katsayilar, L, M, N ikinci esas formdaki katsayilar, w = |F, AT,| =

VEG — F? ve ds ise egrinin yay elemani olduguna gore,

i: 1 |Edu+Fdv Fdu+ Gdv (2.4.4)
T, wds?lLdu+ Mdv Mdu+ Ndv o

dir.

Ispat: (2.3.5) formiilleri geregince,

dN B ¢ 1 dﬁﬁ dN(EAN,)
_——_——— frel _—= —, = —_—
ds Ty, Ry T, s ds
veya
1 —(dN .\ @#A%L,)/[dN dt I
T, (ds ) w ds '~ ds wdsz( r )G AT)

3 1 |?f,.dr 7T,.dr

wds? |t,.dN T,.dN

dir. Ote yandan,
ry.dr = 1, (f,du + t,dv) = Edu + Fdv

tp.dr = T, (f,du + t,dv) = Fdu + Gdv
ty.dN = t,(Nydu + Nydv) = —Ldu — Mdv

t,.dN = £, (N, du + N,dv) = —Mdu — Ndv

oldugu dikkate alindiginda, (2.4.4) elde edilir.

qu+de|:0 o L_)

Ty

Not - Edu + Fdv
“ILdu + Mdv Mdu + Ndv

olacagindan bu denklem yeniden egrilik ¢izgilerinin diferansiyel denklemini verir

(Akbulut, 1970).
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3. BIR REGULER YUZEYIN EGRi TAKIMININ DARBOUX
VEKTORLERI

3.1 Bazi Tamimlar ve Temel Bagintilar

7 =7(u,v) (cy) : (u sht)

g4

(c1) : (v sht)

Sekil 3.1.1: Yiizeyin Bir Noktasindaki Parametre Egrileri

Tamim 3.1.1: 7 = 7(u, v) vektorel denklemiyle verilmis olan bir yiizey igin
v = sbt ve u = sbt degerleri yiizey iizerinde birer egri gosterirler ki buna yiizeyin
parametre egrileri denir.

Burada parametre egrilerinin arasinda 6 gibi bir aginin bulunmasi goz
ontline alacaktir. Yiizey tlizerinde bir M noktasindan bir (c¢) egrisi gegsin. Ayni
M noktasindan gegen V= sbt parametre egrisi (c;) Ve U= sbt parametre egrisi
(c,) ile gosterilsin. (¢) , (c;) Ve (c,) nin M deki birim teget vektorleri sirasiyla t
t, ve t, olsun. M deki yiizeyin normal birim vektorii de Nile gosterilsin.

— —_— —_—

f/\N)=§ ) tlAN=B1 , t—Z)AN)=B2

oldugu biliniyor. Bu durumda,

— —> — —

[EN,B] ., [t,N.Bi] , [t N,B;]

gibi ii¢ Darboux ii¢ yiizliisii elde edilir. Bunlarin her birine karsilik gelen Darboux
vektorleri sirasiyla,
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|

. +N’+§
w = —+—
R, Ry

hﬂ

g

— —

. t + N + B,
w4 =
' (Tg)1 (Rg)l (Rn)1

(3.1.1)

__ & N B
w-r, =
: (Tg)z (Rg)z (Rn)2

seklinde elde edilir.

(¢) egrisinin M den itibaren belirli yonde dlgiilen yay uzunlugu s,
(cq) egrisinin M den itibaren belirli yonde 6lgiilen yay uzunlugu s;,
(c3) egrisinin M den itibaren belirli yonde Olciilen yay uzunlugu s,

ile gosterilecektir.

(3.1.2)

dir. Ayrica, hipotezden,
t;.t, = cos @
(3.1.3)

GAG _GAG

[ag] s

yazilir. (3.1.2) nin ilk iki formiilii g6z ontine alinirsa,

—

L=tvE , =tV
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yazilir. Bu esitlikler (3.1.2) nin son formiiliinde yerine yerlestirilirse,

du dv

— —

S — —~du _, —dv
t=T -+l =0 E£+t2«/5£ (3.1.4)

elde edilir. t; ile t, nin arasindaki a¢inin 6 oldugu biliniyor. tile t; arasindaki ac1
a ile gosterilirse, T ile t, arasindaki a¢1 @ — a dir. (3.1.4) @in her iki tarafi sirasiyla
once t; ve sonra t, ile carpilirsa,

N du dv
t.t; = cosa = VE — + cos VG —
ds ds

(3.1.5)
N du dv
t.t, = 0—a)= 0 VE — G—
5 = cos( a) = cos OVE P +vVG Is

elde edilir. (3.1.5) deki iki esitlik, trigonometrik agilimlar kullanilarak ortak
¢oOziliirse,

in(@ — d
0= 5t
(3.1.6)
sina _ ﬁ
sin 6 ds
olarak bulunur. (3.1.6) daki esitlikler (3.1.4) de yerine yazildiginda,
2 t_1>sin(f9 —a) t_2>Sl:TL a 3.17)
sin @ sin @
elde edilir. ds, ds, ve ds, yaylari igin,
ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
ds,? = Edu? (3.1.8)

ds,? = Gdv?
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yazilir. (3.1.6) ve (3.1.8) dikkate alinirsa,

sin(0—a) —du ds,
sin@ T ds ds
(3.1.9)
sina dv _ds;
sin@  ds ds

elde edilir. T ve N, T, ve t, cinsinden ifade edildikten sonra B de, B, ve

B, cinsinden ifade edilebilir.

dir. Buradan da,

—sin(0 —a) —sina
_ B (3.1.10)

elde edilir.

Ozel Hal: § = 90° secilmesi durumunda (3.1.7) ve (3.1.10)
t= tTcosa +t?sina
B= Ecosa +B_2)sina
seklini alir (Akbulut, 1970).
3.2 Egri Takiminin Darboux Ug yiizliileri Arasindaki Iliskiler

Teorem 3.2.1: Parametre egrilerinin Darboux ti¢ yiizliilerinden biri (c;) lizerinde
hareket ederse sadece s; degiseceginden ayirtlar s; in fonksiyonu, (c,) iizerinde
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hareket ederse s, nin fonksiyonu oldugundan, bu tek {i¢ yiizliiniin ayirtlart hem s,
in hem de s, nin fonksiyonudur. Ayirtlarin s; e gore tiirevleri alinirsa bu ayirtlarin
w; ile, s, ye gore tiirevleri alinirsa alinirsa w, ile vektorel ¢arpilir.

Ispat: [t_l),ﬁ,B—{], [G,N,E;] li¢ yiizliilerinin her ikisinde de N cakisiktir ve

N = 20 iy
Bi=HAN =t (t_jzg?) B _t—;(t_;gzi;g(t—;t—;)_ - siie (tcos 6 —t)
B,=LAN=GA <i;12 ?) = -q(g't—z)zi; E(q'g): = si1110 (t; — t; cos 6)
dir. Boylece,
By = —— (§ cos 0 - T;)
inf
(3.2.1)
By = —— (6 - & cos )
sin@
elde edilir.

Ozel Hal: 6 = 90° segilirse (3.2.1) BT = —t, ve Bj = t; olacagindan, Darboux
ti¢ yiizliileri, hepsinin sira ve yonii ayn1 olmamak sartiyla birbirine ¢akisiktir.

N t aN—_’/\N aB_l)—*/\B_’
ds; ©1Ah ds; ®1 ' 0s; ®1 /A B
(3.2.2)
% _ont . Nomav . Beomnm
ds, = W, 2 ds, = Wy ’ 9s, = W, 2

(2.1.3) den olduklart biliniyor. (3.2.1) esitliklerinden ilki (3.2.2) de yerine

yazilirsa,
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— 1 rand - — —.
0B, 0 [m (ticos 6 - tz)] 1 (o ot,
ds, 95, BT AC R

1 ot,

=— (w; Aty)cosO — a—sll

0B, . — __ 1 . .,

6—512001/\]31=0)1/\[w(t1c059—t2)]
1 - —> —_— ad
=i [(col A tl) cos 0 — (w1 /\tz)]

bulunur. Iki ifade birbirine esitlenirse,

0t o, AL,
— =W
ds, 1N\

elde edilir. Bunun sonucunda t; in s; e gore tiirevi alindiginda t; in @, ile, t; in
s, ye gore tirevi alindiginda t; in w, ile vektorel olarak carpildig1
anlagilmaktadir. Digerleri i¢in de ayni seylerin sdylenebilecegi agiktir. Boylece,

o, _, B, _, — oN . -
a_%:(,)]/\tl ) a_SJ':(,)]/\B1 , a—sj:m]/\N (,j=1,2) (3.2.3)

sonucuna varilir.

Sonuc 3.2.1: @, ®; Ve ®, Darboux vektorleri sadece t;,t, ve N nin bilesenleri
olarak ifade edilebilir. (¢) egrisinin Darboux vektorti,

i N,
“TT,"R, "R,
dir. Ayrica,
- —sin(0—a) ——sina
§opg @

. 2 .
sin 0 sin O

oldugu biliniyor. (3.2.1) esitlikleri B de yerine yazilip gerekli trigonometrik agilim
da yapilinca,



24

= B
1 sin@ 25in0
_sin(60 — a) 1 - sina
= t t t t 0
sinH( 1€08 2 sin 0 smH( 1 2 €08 )sine

- ?cos(e—a) _,cosa
=Uu

sin@  *sin@

bulunur. O halde,
2t sin(6 — a) sin«a
1 sino 25in0

(3.2.4)

- t_)cos(e—oc) _,cosa
=4

sin @ sin@
dikkate almarak, @, @, Ve @, ani donme vektorleri t;, t, ve N bilesenleri ile

—sin(0—a) , —sina _ —cos(B—a) —cosa

5=£+£+£= ! sinB 25“‘9+E+ 1" sinf __ "2sinf
T, "R, R T R, R
_t [sin(6—a) N cos(e - a) t? sina cosa
" sin® T, sme T, R,
— t N N B, & N N Slne(tlcose t)
2=
A AN Ch R

_ 1 N cos 6 N N 3 ty
1 (T, )1 sin@ (R,,), (Rg)1 sin6 (R,),
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— —_— — 1 — —
t, N B t N ——5(ti—t;cos0)
0y = ——+ 2 __2 . 4 sing
(Tg)z (Rg)z (Rn)z (Tg)z (Rg)z (Rn)z
_ ty + N 4T 1 cos @
sin 0 (Ry), (Rg)2 2 (Tg)2 sin 0 (R,),
veya
t; [sin(@—a) cos(6—a N t, [sina cosa
52_1l( ) , cos( )+_+'2l B l
sin 0 T, R, R, sin®| Ty R,
— 1 L _cos 0 N N t, (3.25)
a) = * . - . e
e (Tg)1 sin6 (R,), (Rg)1 sin@ (R,),

g

s tT N N L 1 cos 0
27 sin6 (Ry), (Rg)2 2 (Tg)2 sin6 (R,),
seklinde ifade edilir.

Teorem 3.2.2: Asagidaki bagintilari ispatlayiniz.

o5 _ o5 _(VB),— cos6 (vE),

t.—= .
)t sy 2 sy VEG

ii)?aa— Fag—( G)“_Cosg( B, (3.2.6)
225, — " YWU-5. = L
ds; s vVEG

(VE), - cos 0 (V)
\4 u du

iii) t;.dt, = —t,.dt; =

VG
cos 8 [VG(VEG), - VEG(NG),| - 6(VE),
+ dv
VEG
Ispat:
& ..®
1 _\/E ) 2 _\/E
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t;.t, =cosO , T,.T, = cos OVEVG
E= (\/—) —_)2 ) \/—(\/—) =Ty Ty

G = (\/—) —_)2 ) \/—(\/—) =Ty Ty
bulunur.

at_{ f:uv\/F - (\/F)Vr—u) at_z) _ Fuv‘/ﬁ - (\/E)UE/)

ov E ' du G

dir. Bir iistteki esitliklerden birincisi t,, ikincisi t; ile carpilirsa,

- ot, 1o (FuV\/F - (\/E)Vﬁl) ~ (\/E)u —cos 6 (VE)

“ov G E VE

(3.2.7)
05 _ & (@ (V0,7 _ (VE), ~cos0 (YG),
You VE G B VG

olur. Diger taraftan,

ot, ot dv 1 ot dv 1
—=—.—=—— |ds, =VGd —=—)
ds,  0v'ds, G ov ( s = VGdv = o NG

(3.2.8)
at, ot, du 1 ot, du 1
—=——=———|d Ed —=—>
d0s;, Ou ds; +EOdu ( s1=VEdu = ds; E

(3.2.8) bagintilarindan ilki t; ile, ikincisi t; ile ¢arpilirsa ve (3.2.7) bagintilar1 géz
Ontline alinirsa,
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oo 1ot (V6), —cos O (VE),
235, G X v JEC
(3.2.9)
=0t _ 1ot (VE), —cos6 (VG),
1.71_\/_E 1'%_ \/ﬁ

bulunur. Ote yandan t;.t, = cos® nmn s, ve s, ye gore tirevleri dikkate
alindiginda,

Norgl_y o gl gl
ds; > Yos, 195, > ds,
ot . .0t 0t 0
—.t — =0 = t,,—=—-t;.—
ds,” 2 Yos, > ds, s,

elde edilir. Boylece (3.2.6) nin i) ve ii) formilleri ispatlanmis olur. Ayrica,
. Ty = cos 8 VEVG nin v ye gore tiirevi alinirsa,
Fyy.- Ty + Ty. yy = COS 6 (\/EG)V (3.2.10)

elde edilir. Diger taraftan,

ds, 0v'ds, +G

o, ot dv 1 (wa/ﬁ - (\/E)Vr_v’>
G

—
r

ifadeleri t; ile carpilirsa ve (3.2.10) dan Ty,. By cekilip bu ifadede yerine yazilirsa,

?OG_ 1 H{ FVV\/E_(\/E)VE)
1.652_\/5\/F. G

1 (cos 6 \/E(\/ﬁ)v - G(\/E)u —cos 6 \/ﬁ(\/ﬁ)v

= e S > (3.2.11)

elde edilir. (3.2.6) nin iii) formiili de, (3.2.6) nin i) formiili ve (3.2.11) in goz
oniine alinmasiyla,
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ot at, _, 0t
tl dtz = tl (a 2 dSl 2 dsZ) == tl _as V du + tl a 2 \Y dv
S 1

(\/E)V —cos 6 (\/E)u 4

cos 6 (\/E(\/ﬁ)v - \/ﬁ(\/ﬁ)v) -G6(VG),
+ oVE dv

ve t;.t, = cos 6 nn tiirevi alinmasiyla,
dt;.t, +t4,.dt, =0 = t;.dt, = —t,.dt;
bulunmus olur.

Sonu¢ 3.2.2: t,.t, =cos@ mn u ya ve v ye gore tirevleri almip, (3.2.7)
formiilleri dikkate alinirsa,

ot 0t (\/E)u—cose(\/f)v
5 (e

tl.au = \/E

bulunur ve

0 (_ot,\ a0 [(_dt\ 0 (VE), — cos 6 (VG),,
aT:(tl'E> ‘a<t1%> v NG

2 ((r) — cos 6 (VE), )

7 (3.2.12)

sonucuna varilir.

Teorem 3.2.3: (c¢;) ve (cp) parametre egrilerine ait jeodezik egriliklerle ilgili
asagidaki bagintilar1 ispatlaymiz.
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D (R:)1 " sin elx/ﬁ (COS o(v6), - (\/E)V)
(3.2.13)
1 1
ii) T, m((\/ﬁ)u — cos 8 (VE), )
Ispat: (3.2.6) ve (3.2.3) den,
G.Ez (\/E)V—cose(\/ﬁ)u ’ ﬁzw_{/\t—;
054 VEG 05,
olduklar1 biliniyor. Buradan,
WE), ~c0s 00O, _ 52 95 _ 5 (i n;) = 7. (60 E5) = — sin 0.5

VEG s,
olur. (3.1.1) den ®;, — sin 6 N ile carpilirsa,

sin @ N2 S
.®
(Rg)l '

N 1
—sinON.w; = — =—
(Rg)l

bulunur. Buradan da,

1 1 (
(Rg)1 ~ sin0VEG

cos 6 (\/E)u - (\/E)V)

dir. Yine benzer sekilde,

1 1
(Rg)2 ~ sinOVEG

((\/E)u —cos 6 (\/E)V)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.2.4: Yiizey tizerinde (c) egrisiyle (c;) , (c;) parametre egrilerinin yay
elemanlan sirasiyla s, s, s,; (¢1) ve (¢,) ye ait Darboux vektorleri wy, w,; (¢)
nin £ tegetinin t; ile yaptigi ag1 a ve t; ile t, arasindaki ag1 da 6 ise,
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ve
—~  __sin(0—a) sina
1T e 25in@
olmak uzere,
dt_;—K/\_’ dt_Z)—K/\_’ dﬁ—K/\N’ 3.2.14
ds Loods T 2 ds (3.2.14)

bagintilari saglanir.

Ispat: (3.1.6) ve (3.2.2) goz oniinde bulundurularak,

dt; dt; ds, dt, ds, = sin(0 — = sina
ds_asl'ds-l_asz'ds_(wl W)~ sin 6 +(cu2 )
B _,sin(H—a)_I__)sina A = RAT
“\“1"Sine “25ime 1=
bulunur. Yine benzer sekilde,
dG—KAF’
ds 2
elde edilir.
dN d (G AL 1 (dt; _, _ dt,
—=— = — A+ A—
ds ds(sinG) sin9<ds 2t h ds
_— [AAt) AL+ A(AAG)] = [A/\(t A
= 5ino 1 2ThH 2 Y AR
- (AL, SN
=[A/\<1, 2) =AAN
sin @

bulunarak ispat tamamlanmais olur.

Sonug 3.2.3: (3.2.14) un ilk esitligi t, ile carpilirsa,
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—>d—) — — - — - —
t2.£= 6. (AAtY) =A (G AL;) =sin6AN

olur. Diger taraftan t;.t, = cos 8 nin s e gore tlirevi alinirsa,

oigd_y o g g
ds 2 Yds “ds —  Yds

pdh_ _odh_ o2y
2 g = Tt = sin

olur.

(3.2.15)

Teorem 3.2.5: Parametre egrilerinin arasinda 6 acist olan bir yiizeyin M
noktasindan gecgen herhangi bir (¢) egrisi ve bu noktadan gegen v = sht, u = sbht

parametre egrileri (c;), (c;) ve bunlara M noktasinda karsilik gelen Darboux
vektorleri sirasiyla @, w; ve @, olsunlar. (c) ile (c;) in M deki €, t; tegetleri
arasindaki a¢1 a, (¢) nin yay elemani ds ve yiizeyin M deki birim normal vektori

N olduguna gére @, @;ve @, Darboux vektorleri arasinda asagidaki baginti

vardir.

L _,sin@—a) __ sina —da
w = wq

sin @ @2 sin @ + ds
ispat: [f, ﬁ, ﬁ] Darboux tigyiizliisii i¢in,

dt G AT
— =W
ds

oldugu bilinmektedir. (3.1.7) den de,

. sin(@—a) _sina
t= t1

. 2 B
sin@ sin@

yazilir. (3.1.7) nin her iki tarafinin s ye gore tiirevi alinirsa,

dt B dt, sin(6 —a) dt,sina _cos(@—a)da _,cosada

ds ds sin@ ds sin6 b sin@ ds 2sin@ds

(3.2.16)

(3.2.17)



32

olur. Ote yandan [t_l), N, B_{] ve [G, N, B_z)] Darboux iig yiizliilerinde t; = NA B_l) ve
t, = NA §; dir. Bu iki esitlikte B_f ve E; yerine (3.2.1) deki karsiliklar1 yazilirsa
t; ve ty,

1
sin0

1

t,=NA :
1 sin@

(ticos6—1;) , t,=NA

(t; —tzcos )
seklini alir. Bu iki esitlik de (3.2.17) de yerine yazilirsa,

dt B dt; sin(0 —a) dt,sina
ds ds sin6 ds sin@

cos(0 —a) - cosa—, 1

1 — - da
Asine(tl cos6 —t;) + (t; — t; cos 0) =

sin @ sin @ sin @

bulunur. Teorem (3.2.4) den,

dt; - _, dt, - _, ~ _sin@—a) __sina
—L=AAg , —2=AAL, , A= ——~

ds ds sin @ @2 sin@

esitlikleri ve trigonometrik acilimlarin da kullanilmasiyla,

dt - _sin(@—a) - _sina — [_sin(@—a) _sinalda
— = AN ——— t +NA|t =

ds sin@ sin @ sin@ 2sin@

_RA t_,sin(e—a) _sina LN A t_,sin(H—a) _sinalda
a L sing Zsin6 L sing Zsinf|ds

elde edilir. Sonra,

olsun. Bu durumda,



dt _ bAt
ds
elde edilir. Ote yandan,
> - —da
A=b—N

ds

yazilabilir. Teorem (3.2.4) de, (3.2.19) yerine yazilirsa,

bulunur. Diger taraftan & Darboux vektorii oldugundan,

dt dN

— =@ AN
ds @

yazilir. (3.2.18) ve (3.2.20), (3.2.21) e esitlenirse,

at . . - O,

L =@At=bAt = 0=bAt—@At=(b—d)At
= b-&d=4At

dN) N — - — g — — — — — —

T =@AN=DbAN = 0=bAN-&AN=(b—d&)AN

elde edilir. Daha sonra, (3.2.22) ve (3.2.23) esitlenirse,
b—@=M=uN = A=u=

elde edilir. Bu durumda,

olur. Buradan da,

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.2.22)

(3.2.23)
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- —da __sin(@—a) __ sina _—da

dir. Yani,

o _.,sin(0 —a) _,sina+_>da
w=w Wy — —
1 >sin@ ds

sin @

elde edilir ki, bu teoremin kendisidir.

sin 0 2sin@ d_s

Sonug 3.2.4: Euler, O. Bonnet formiillerinin daha genisletilmis sekilleri ile

Liouville formiilii teorem (3.2.5) in bir sonucudur.

o _.,sin(0 —a) +_,sina +Nda
W =w ) —
b sing sin@ ds

formiiliinde

|

gl
~

-+N-+§
) Rg Rn

l

g

& , N B
(Tg)z (Rg)z (Rn)z

—

(1)2:

degerleri yerine yazilirsa,

t
Ty

b4 N N N B, _ 1 N cos 0 N N B t,
e (Tg)1 (Rg)1 Ry, (Tg)1 sinf (Ry), (Rg)1 sinf (R,),
_ t_l) N N L E 1 __ cos 7]
Csind Ry (Ry), < \(Ty), sin8(Rn):
4 3 sin(6 — a)
(Tg)1 sinf (R,,), (Rg)1 sin@ (R,),| sin@

+N)+_B)—_t_) 1 cos @ 4 N t,
Ry Rn |

|

ot

+Nda
ds

N t1 N N N 1 cos 6 sina
_sinH(Rn)z (Rg)2 z (Tg)2 sin@ (R,), /| sin 6
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elde edilir. Her iki taraf sirasiyla §, t, Nile carpilir ve

tt,=cosa , tt,=cos(60—a)
B.E = —[£ cos(8 — @) — § cos . &, = si
= cos(B —a) —t,cosaf.t; = sina
1 Sinﬁ 1 2 1
B.t, = e [t_l’cos(e — ) —t, cos oc].t_z) = —sin(6 — a)

ifadeleri géz oniinde bulundurulup trigonometrik agilimlarin da yardimryla,

1 1 Icos asin(@ —a) sinacos(0 — a)l

— = — +
Rn sin 6 (Rn)l (Rn)z

sinasin(6 — a)

sin@

(T:)1 ) (T;)J

1 1 [cos asin(6 — a) N sina cos(6 — a)]
T, sin@ (Tg)1 (Tg)2

sina sin(6 — a) [ 1 1 ]
sin 6 (Rn)2 (R

1 1 sin(@—a)_l_ 1 sina+da
R, (Rg)1 sin@ (Rg)zsine ds

formilleri bulunur.

Ozel Hal: 6 = g secilirse, (3.2.24) ifadesi,

1

1_(00561)2 (sina)* 1t sina cos a
(Tg)l (Tg)z

Rn Ro)i | Rz

ifadesine, (3.2.25) ifadesi,

1 (cosa)® (sina)’ 11
@_ (Tg)1 * (Tg)2 +[(Rn)2 (Rn)1

] sinacosa

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)

(3.2.28)
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ifadesine, (3.2.26) ifadesi,

i_ cosa N sina +@
Ry (Ry), (Rg), ds

Liouville Formiilii (3.2.29)

ifadesine dontismektedir. (3.2.27), (3.2.28), (3.2.29) ifadeleri, (Akbulut, 1970)
referansinda bulunabilir.

(¢) egrisiyle (cq) egrisi arasindaki agmmin a, (c,) egrisiyle (c;) egrisi
arasindaki aginin 6 = g oldugu biliniyor. Eger (c) egrisi yerine bu egriye dik olan

(co) egrisi alinirsa, yukaridaki formiilde « yerine a + g yazilmalidir. (cy) egrisi

1 . 1 . 1
ve — yerine de alinmalidir. Boylece elde edilen — ve
(Rndo Ty (Tg)o Rp

1 1 1

——, — ve — esitlikleri taraf tarafa toplanirsa asagidaki bagintilar bulunabilir.
(Rn)o' Tg  (Tg),

o1
i¢in — yerine
Rn

i+ ! = - + - 3.2.30
R V@Y. ®or TR, (3.2.30)
1 1 1 1

(3.2.31)

—+ = +
T (1), (T), (T,
Eger parametre egrileri olarak egrilik ¢izgileri segilirse bu durumda,

L1, 11 11
' (Rn)l Rl ' (Rn)Z RZ

olacagindan (3.2.27), (3.2.28), (3.2.30), (3.2.31) formiilleri asagidaki sekilleri alir.

1 (cosa)? (sina)? -
— = + Euler Formiilii (3.2.32)
Ry R, R;

1 1

= sinacosa [— - — 0.Bonnet Formiilii (3.2.33)
R, Ry

= 2H Ortalama Egrilik (3.2.34)

0 — I (3.2.35)
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seklinde elde edilir.

Sonuc 3.2.5: @, N ile carpilirsa,

1 -, /s —day - - da
—=N.w=N.<A+N—) =NA+—
Ry ds S
(3.2.15) dikkate alinirsa,
S ?d€+da 3.2.36
R,  sin® “ds ' ds (3.236)

sonucuna varilir. Ote yandan (3.2.6) nin son denklemi,

= d_G _ cos 0 (\/E)u — (\/E)Vd_u
ds VG ds

N cos 6 [\/ﬁ(\/ﬁ)v — \/E(\/ﬁ)v] + G(\/E)u dv

VEG ds
olur ve (3.1.6) dan,
sina dv sin(6 — a) du
sin@ _\/E% ’ sin@ _\/EE

olup bu esitliklerden birincisi, ikincisine boliiniirse ve trigonometrik acilimdan da

y = qaq=tan ! lsin 0
Gdv
1+ cosH\/;%

elde edilir. Bu degerler (3.2.32) de yerine yazilirsa,

yararlanilirsa,

tana = sin @
Gdv

1+ cos@ Edu

1 cosf (\/E)u - (\/E)v du . cos 6 [\/ﬁ(\/@)v — \/E(\/E)V] + G(\/E)u dv

Ry sin@G ds sin@VEG ds




+d
ds

| )

—_—
—_
—

[N
+
Q
S
SN

% <
o
&

elde edilir.

3.3 Bir Regiiler Yiizey Uzerinde Invaryantlar ve Gauss Egriliginin
Degisik ifadeleri

7 =7(u,v) (c3)

(c1)

Sekil 3.3.2 Yiizeyin Bir Noktasindaki Birbirine Dik Herhangi Iki Egri ve Parametre Egrileri

Teorem 3.3.1: Bir yiizey lizerinde M noktasindan gegen ve aralarindaki aci 6 olan
(c1) ve (cy) parametre egrilerinden baska M den gegen ve birbirlerine dik olan
(c) ve (cy) gibi iki egri daha alinsin. Bunlarin Darboux vektorleri sirasiyla

@1, @2, @ Ve @y ve yiizeyin M deki normal birim vektérii N ise (N, @, @)
— N > 1 o eqrec e .
carpimi, (N,a)l, a)z) garpiminin —— katina, Gauss egriliginin de sin 6 katina

esittir.

1
sin @

Ksing = (N,@, @) = (N, o1, @3) (3.3.1)

Ispat: M den gegen ve (c;) parametre egrisiyle sirasiyla a ve a’ agisim yapan (c)

ve (c") gibi iki egri alinsm. Bunlarin Darboux vektorleri sirasiyla @ Ve w' ise
(3.2.16) geregince,

-~ —da
=A+N—

_.,sin(@—a) __ sina N —da
sin @ ds ds

—
w = Wq w-

sin @
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— _,sin(8 —a') _)sina’_l_ﬁda’ ﬁ+ﬁda,
w=w,—————+w —= —
L sineg %z sin6 ds ds

dir. Bu iki ifade vektorel olarak taraf tarafa carpilirsa,

Bunun da her iki tarafi N ile skaler olarak carpilirsa,

—

N.(@Aw) =N.(ArA)

elde edilir. Diger taraftan (trigonometrik agilimlardan da faydalanilarak),

AT ﬁsin(e—a)_l__,sina A ﬁsin(e—a’)_l__,sina’
=|lw,————+w ) 17}
b sing 2sin6 L sing 2 sin6

_, _.sin(0 —a)sina’

_, __sinasin(6 —a")
= wq A\ ()

N
(sinB)? @z A 0 (sinB)?

T )
1 2 sin®

oldugundan,

-, — — _,_sin(a —a)
(N, w,w ) = (N, wl,wz)W

olur. Burada herhangi (c") egrisi yerine (c) egrisine dik olan (c,) egrisi alinirsa,

olacagindan asagidaki esitlik elde edilir.

1

sin@

(N, @, wg) = (N @y, ;)
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Boylece (3.3.1) in sag tarafi gosterilmis olur. Simdi de bu degerin Gauss
egriliginin sin @ katina esit oldugunu gostermek i¢in (Akbulut,
referansindaki su vektorel esitlikler goz 6niine alinmalidir.

Y PN o o ax d.y
anb)(xXAy)=|-, -7,
( ) Y b.x b.y
= aNX any
(@AD).GAY=|> - Y
bAx bAy
= AL, o e e e
N = — oldugu diisiiniiliirse ve
y W1, W3 ) = ; (wi Aw
1, W2 Sin 0 1 2
ifadesine (3.3.2) uygulanirsa,
— 1 — —> 1 t_).(l)—) t_).(,l)—)
Nw;, @) =——(t; A ty). (03 Awy) = ot e
( 1 2) sin9(1 2)( 1 2) sinb |6.a; ©.@;

bulunur. Burada w; ve @, nin (3.2.5) deki degerleri yerine yazilirsa,

1970)

(3.3.2)

(3.3.3)

N T o i
Noio) = Gl e G
1 sin @ 4 cos 6
_ 1 (Tg)l (Rn)Z (Tg)z
"~ sin® _sin9+0059 1
(Rn)l (Tg)1 (Tg)z
_ 1 1 1 3 Sin0+0059 _sin9+c059
Csind|(1,), (T,), \Ruz (Tp),)\ R (T,),
1 [ (sing)? \ o 9( 1 1
= — sin 0 cos -
sin6 _(Tg)l(Tg)z (Rn)l(Tg)z (Tg)l(Rn)z
(sin 0)?

|

HCORCH)

ve ayni nedenlerle,

)
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(N, @, @)

1 [(sin 0)?

. 1 (sin 6)?
= — + sin @ cos @
sin | 7,(7,),

1
R, (Ty), ~ Ty(Rndo " RaRdo

. |

elde edilir. Su halde sonug olarak (N, @, a)—o’) = (ﬁ, w5, E{) ﬁ oldugundan,

1 (sin6)2+ 6 cos 0 11 +(sin0)2 _
sind | T,(T,), \Ra(Ty), ToRwa) Ru(Rado|

1 (sin 6)? © sinB cos o 1 _ 1 N (sin 6)?
Gine2 (1) (1)), \@oi(Ty), (Ty),Ra)z)  Ri(Ra,

esitligi bulunur. Eger (c) ve (cy) egrileri yerine de egrilik ¢izgileri alinirsa,

1 1 1 1 _ 1
Rn R1 , (Rn)o RZ

olacagindan yukaridaki esitlik,

sin 1 (sin 0)? - sind cos 8 1 B 1
RiR, — (sin8)?|(T,),(Ty), R1(Ty), (Ty),(Ro)2
(sin9)?

* (Rn)l (Rn)z

1

seklini alir. N K, Gauss egriligi oldugundan,

1R

Ksinf = ! [ (sin 0)° + sin9c059< 1 — 1 )
(sin8)?|(1,),(T,), R1(Ty), (Ty),(Rndz
L _(sin®)® | (N7, @) — (3.3.4)
(Rp)1(Ry)- T sing

elde edilir. Boylece hem teorem ispatlanmis olur, hem de Gauss egriliginin diger
bir ifadesi elde edilir.

Ozel Hal: 0 = g se¢ilmesi durumunda, (Akbulut, 1970) referansindaki

k = (N.a,@) = (N,37,3)
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formuna doniistir.

Teorem 3.3.2: K, Gauss egriligi, E, G ve bunlarin U ve v ye gore tiirevleri
cinsinden ifade edilebilir.

p(tt) 11
_D(51,52)_ (sin8)3VEG

K

ag((ﬁ)v—jfﬁ(ﬁ)u)
v G

o ((VG) —cos6 (VE)
—— E N (3.3.5)
ou VE
Ispat: (3.3.3) vektorel 6zdesligi kullanilirsa,
SIE = Sing (01 02T T g VO 2 g
at, ot,
_ 1 WAt WAL 1 ds; 0s;
(sin0)? |w, At; w,AL,| (sinB)?|ot; at,
ds, 0Js,
1 D(t,t)
B (sin8)? D(sy,52)
1 D(t,t
= (f % (3.3.6)

~ Gin0)*Disy,5)
bulunur. Burada (3.1.6) formiilleri g6z oniinde tutulursa,

aG_aEdu_aa’ 1
ds; Ouds, Ou+E

ot, 0t du 9%, 1

ds; _Edsl ~ Ou+E

ot; oty dv ot 1
ds, odvds, 0vG
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ot, ot dv _dt, 1
ds, O0vds, 0v+G

elde edilir. Bu degerler (3.3.6) da yerlerine konulursa,

1 D(E) 1 1 D(tt)
 (sin6)3D(sy,s;)  (sin6)*VEG D(u,v)

1 1 [o t_,at_z’ o t_,at_z’
T (sin0)3VEG|ou\ Tt av v\ ' ou

olur. Bu ifadede, (3.2.12) bagintis1 goz oniinde tutulursa (3.3.5) hemen elde edilir.

Sonug 3.3.1:
K (sin 6)3 EG—a ?ag g t_’ag 3.3.7
St “ou\Voav) av\Vou (337)

Sonug 3.3.2: w; A w5, @ ile garpilinca

da
(0, w7, w,) = K(sin 0)2£ (3.3.8)

sonucuna varilir. Bu da K = 0 olmas1 halinde veya a nin sabit oldugu egrilerde
her li¢ Darboux vektdriiniin ayn1 diizlemde oldugunu gosterir.

Sonug¢ 3.3.3:

oN S oN R

s, NN s, T 42
ifadeleri vektorel ¢arpilirsa,
ON oN - I - -
—A=—=(@; AN) A (@; AN) = N(@y, @3, N) = K(sin6)*N
ds; 0s,

oldugundan asagidaki sonu¢ hemen bulunur.

_, ON aﬁ)

K(sin)? = (N,—,— 3.
(sin ) (N, 35, 35, (3.3.9)
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elde edilir.

Teorem 3.3.4: Diizgiin noktalardan meydana gelen ve denklemi 7 = 7(u, v) olan
bir ¥ yiizeyinin kapali bir egrisinin simirladigi (A4) bolgesi tek bagimli oldugu
kabul ediliyor. Bu yiizey bolgesini sinirlayan siirekli ve katli noktasi olmayan
.. .. . q e rens 1 .
kapal1 egri (c¢) olsun. Bu egri boyunca ylizeyin jeodezik egriligi —ve bu yiizeyin
g
(A) bolgesindeki noktalara ait yiizeyin gauss egriligi K, verilen (¢) egrisinin yay
elemant da ds ve (A) bolgesinin ylizey elemant da do olduguna gore asagidaki
formiilii ispatlayiniz.

ds
f — = 2m —sin@ ﬂ. K do (3.3.10)
Ry
(© (4
dir.

Not: Burada (c) egrisi iizerinde pozitif yonde integral alinmistir. (O. Bonnet
integral formiilii)

Ispat: (3.2.36) geregince,

1 1 _dt, da
Rg_ sin Y ds ds

oldugundan,

ds 1 N
- = fda_ . 9 tl.dtz

R
9O ©

()}

olur. (c¢) diizgiin kapal bir egri oldugundan,

da = 2n
(0

olup, ikinci integrale Riemann formiilii uygulanirsa,

SN _, 0ty _, 0t,
tl' dtz = j tl% du + tl% dv
c
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atz 0 t atz dud
ou 1 v /) ov ou uav

elde edilir. Ote yandan,

I

(4

do = ||ty ATy ||dudv = VEG sin 6 dudv

ifadesi goz oniinde bulundurulup integral i¢indeki ifadenin (3.3.7) deki degeri de
yerine yazilirsa,

t,.dt, = ffK(sin 0)3VEGdudv = (sin 6)? ff Kdo

olur. Integrallerin esitleri yerine yazilirsa,
ds
= 2m —sin @ fdea

(c) 4

bulunmasiyla ispat tamamlanmis olur.

Ozel Hal: 6 = g secilmesi durumunda, (Akbulut, 1970) referansindaki

——Zn—ffl(da
R

(©) 4

formuna doniisiir.

Bu tezin R} Minkowski uzayma ve ID-Modiile uygulamalari ¢alismasi

devam etmekte olup, kisa zamanda yayin hazirligina dontisecektir.
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4. SONUC

Bu tez ¢alismasinda yiizeyin belirli bir noktasindaki parametre egrilerinin
tegetlerinin birbirine dik alinmamasiyla diferansiyel geometri formiillerinin genel
hallerine ulagilmistir.
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