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OZET

COGUL DEGERLI FONKSiYONLARDA

BAZI SUREKLILIKLER UZERINE

TAVASLIOGLU, Merve

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Dog. Dr. Oya BEDRE OZBAKIR
Eyliil 2013, 56 sayfa

Bu tez esas olarak dort boliimden olusur.

Birinci boliimde tez konusu tanitilmis, ikinci boliimde ise tezin daha kolay

anlasilmasi i¢in bazi temel tanimlara ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii bdliimde na-siirekli, én gii¢lii na-siirekli, yar1 gii¢lii na-siirekli ve
zayif na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyonlarin tanimlari, karakterizasyonlari, temel
Ozellikleri ve bunlarin birbirleriyle iligkileri incelenmistir. Bu iliskiler sema ile

gosterilmis ve karsit 6rneklerle caligma desteklenmistir.

Dordiincii bolimde giliglii  stirekli, miikemmel siirekli, hemen hemen
miikemmel siirekli ve hemen hemen cl-siipersiirekli ¢ogul degerli fonksiyonlar
caligilmis, ¢esitli karakterizasyonlar ve teoremler elde edilmistir. Ayrica bunlar
arasindaki iligkiler incelenerek sema ile gosterilmis ve bu iliskilere karsit 6rnekler

verilerek konuya agiklik getirilmistir.

Anahtar sozciikler: cogul degerli fonksiyon, na-siirekli cogul degerli
fonksiyon, giiclii siirekli ¢ogul degerli fonksiyon, miikemmel siirekli cogul degerli

fonksiyon, hemen hemen cl-siipersiirekli cogul degerli fonksiyon.
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ABSTRACT

ON SOME CONTINUITIES IN
MULTIFUNCTIONS
TAVASLIOGLU, Merve

MSc. in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Oya BEDRE OZBAKIR
September 2013, 56 pages

This thesis essentially consists of four chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced, in the second
chapter, in order to make the understanding easy, some basic definitions and
theorems are given.

In the third chapter, definitions, characterizations and fundemental properties
of na-continuous, pre strong na-continuous, semi strong na-continuous and weakly
na-continuous multifunctions are given and their relations with each other are
examined. These relations are given with a diagram and this work is supported by
counter examples.

In the fourth chapter, strongly continuous, perfectly continuous, almost
perfectly continuous and almost cl-supercontinuous multifunctions are studied and
several characterizations and theorems are obtained. Also, the relations between
these are investigated, these relations are given with a diagram and this subject is
clarified by giving counter examples.

Keywords: multifunction, na-continuous multifunction, strongly continuous
multifunction, perfectly continuous multifunction, almost cl-supercontinuous
multifunction.
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1.GIRIS

20. ylzyihn ilk yarisindan itibaren ¢ogul degerli fonksiyonlarla ilgili
calismalara baslanmis ve giiniimiize kadar bu tiir fonksiyonlarin bir¢ok 6zellikleri
farkli aragtirmacilar tarafindan verilmistir. Bu 6zelliklerden bazilar1 ¢ogul degerli
fonksiyonlarin siireklilikleri ( Hola, 1988 ), integrallenebilirlikleri ( Bridland,
1970 ) ve olgiilebilirlikleri ( Jacobs, 1968 ) iizerinedir. Ayrica ¢ogul degerli
fonksiyonlarin matematik programlamasi, olasilik, istatistik, sabit nokta
teoremleri ve ekonomi gibi pek ¢ok alanda da uygulamalar1 bulunmaktadir.

Topolojinin ¢ok c¢alisilan konularindan biri de fonksiyonlarin siirekliligidir.
Literatiirde siirekli fonksiyonlarin ¢esitli tiirleri tizerine pek ¢ok ¢aligma
bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1 da ¢ogul degerli fonksiyonlara genisletilerek
ele alinmaktadir. Bunlara 6rnek olarak tezde ele aldigimiz Yiiksel, Simsekler ve
Kut’ un iistten ve alttan na-stirekli cogul degerli fonksiyonlar adli calismasi, Kohli
ve Arya’ nmn {istten ve alttan hemen hemen cl-siipersiirekli ¢ogul degerli
fonksiyonlar adli calismasi verilebilir.

Bu tezde ilk olarak, na-siirekli, 6n giighi na-siirekli, yar1 gii¢lii na-siirekli,
zayif na-siirekli cogul degerli fonksiyonlar ele alinmistir. Bu siirekliliklerin
tamimlar1 ve Kkarakterizasyonlar1 verilmis, Ozellikleri incelenmis, siireklilik
tirlerinin birbiriyle iliskileri arastrilmistir. Daha sonra ise giicli stirekli,
miikemmel siirekli, hemen hemen miikemmel siirekli ve hemen hemen cl-siiper
stirekli  ¢ogul degerli fonksiyonlar incelenmistir. Bu  siirekliliklerin
karakterizasyonlari arastirilmis ve cesitli teoremler elde edilmistir. Ayrica
stireklilik tiirleri arasindaki iligkiler incelenerek terslerine ait orneklerle konuya
aciklik getirilmistir.



2.ONBILGILER

2.1. Temel Kavram ve Ozellikler

Bu boliimde, tezin daha kolay anlasilabilmesi i¢in bazi temel tanimlara ve
teoremlere yer verilmistir.

Tamm 2.1.1. ( X,z ) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesi,

(@) ( Mashhour et al., 1982 ) o6n-agik ( pre-open ) kiimedir : &
A c int(cl(A)).

(b) ( Levine, 1963) yari-acik ( semi-open ) kiimedir :< A C cl(int(A)).
(c) (' Stone, 1937 ) regiiler acik ( regular open) kiimedir :< A = int(cl(A)).
(d) ( Nijastad, 1965 ) a-acik kiimedir ( a-open ) :< A < int(cl(int(A))).

(e) ( Abd EI-Monsef et al., 1983 ) B -agik kiimedir ( §-open ) :&
A c cl(int(cl(A))).

Srrasiyla, bir On-agik, yari-agik, regiiler agik, a-agik, [ -acik kiimenin
tiimleyeni 6n-kapali, yari-kapali, regiiler kapali, a-kapal, §-kapali kiimedir.

Tamim 2.1.2. ( X,1) bir topolojik uzay ve A € X olsun.
(@) ( Singh, 2007 ) A, hem ag¢ik hem de kapali olan kapagik ( clopen )
kiimelerin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa A kiimesine kap-agik ( cl-open )

kiimedir denir.

(b) ( Velicko, 1968 ) A, regiiler agik kiimelerin keyfi birlesimi seklinde
yazilabiliyorsa A kiimesine §-agik kiimedir denir.

Sirastyla, bir kap-agik, 8-agik kiimenin tiimleyeni, kap-kapali, 6-kapali bir
kiimedir.

Tamm 2.1.3. ( X,7) bir topolojik uzay ve A € X olsun.

(@) ( Crossley and Hildebrand, 1971 ) A kiimesinin tiim yari-kapali iist
kiimelerinin kesisimine A kiimesinin yari-kapanist denir ve SCIA ile gosterilir.



(b) ( El-Deeb et al., 1983 ) A kiimesinin tiim 6n-kapali {ist kiimelerinin
kesigimine A kiimesinin 6n-kapanisi denir ve pclA ile gosterilir.

(c) ( Mashhour et al., 1983 ) A kiimesinin tiim o-kapali iist kiimelerinin
kesisimine A kiimesinin a-kapanisi denir ve ac/A ile gosterilir.

(d) ( Velicko, 1968 ) A kiimesinin tiim 6-kapali {ist kiimelerinin kesigimine
A kiimesinin d-kapanisi denir ve dclA ile gosterilir.

Tamm 2.1.4. ( Staum, 1974 ) ( X,t ) bir topolojik uzay, A € X ve x € X
olsun. x noktasimi igeren her V € X kapagik kiimesi i¢cin VNA # @ oluyorsa x
noktasma A kiimesinin cl-degme noktasi ( cl-adherent point ) denir. A kiimesinin
tiim cl-degme noktalarmin kiimesi [A],; ile gosterilir.

A kiimesinin kap-kapali bir kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A = [A]
olmasidir.

Tamm 2.1.5. ( Kohli and Arya, 2011 ) ( X,t) bir topolojik uzay, A € X ve
X € X olsun. x noktasmi igeren ve A kiimesinde kapsanan bir kapagik kiime var
ise x noktasma A kiimesinin cl-i¢ noktas1 ( cl-interior point ) denir. A kiimesinin
tiim cl-i¢ noktalarmnin kiimesi int A ile gosterilir.

A kiimesinin kap-a¢ik bir kiime olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A = int, A
olmasidir.

Tamm 2.1.6. ( X,7) bir topolojik uzay olsun.

(@ ( Maheswari et al., 1985 ) X uzayinmn her a-agik Ortiisii sonlu bir
altortliye sahipse X uzayimna o-kompakttir denir.

(b) ( Singal and Mathur, 1969 ) X uzaymim her regiiler agik oOrtiisii sonlu
bir altortiiye sahipse X uzayma yakin kompakttir ( nearly compact ) denir.

(c) ( Mashour et al.,, 1984 ) X uzaymin her 6n-agik ortlisii sonlu bir
altortiiye sahipse X uzayina gii¢lii kompakttir ( strongly compact ) denir.

(d) ( Dorsett, 1981 ) X uzaymnm her yari-a¢ik Ortiisii sonlu bir altortiiye
sahipse X uzayina yar1 kompakttir ( Semi compact ) denir.

(e) ( Staum, 1974 ) X uzaymin her kapagik Ortiisii sonlu bir altortiiye
sahipse X uzayina hafif¢e kompakttir ( mildly compact ) denir.



Tamm 2.1.7. ( X,7) bir topolojik uzay olsun.

(&) ( Navalagi, 2009 ) X uzaymnm her farkli x,y nokta ¢ifti icin X € U ve
y € V olacak sekilde X uzayinda ayrik U ve V a-acgik kiimeleri bulunuyorsa X
uzayma a-Hausdorf denir.

(b) ( Yuksel vd., 2011a ) X uzaymin her farkli x,y nokta ¢ifti igin X € U ve
y € V olacak sekilde X uzaymda ayrik U ve V d-agik kiimeleri bulunuyorsa X
uzayma 6-Hausdorf denir.

(c) ( Staum, 1974 ) X uzaymnin her farkli X,y nokta ¢ifti igin X e U ve y € V
olacak sekilde X uzayinda ayrik U ve V kapagik kiimeleri bulunuyorsa X uzayina
ultra Hausdorf denir.

Tamm 2.1.8. ( X,t ) bir topolojik uzay olsun.

(&) ( Willard, 1970 ) X uzaymin her ayrik K ve F kapal alt kiimeleri igin
K € U, F € V olacak sekilde X uzaymda ayrik U ve V agik kiimeleri varsa X
uzayma normal uzay denir.

(b) ( Yuksel vd., 2011a ) X uzaymin her ayrik K ve F kapali alt kiimeleri
icin K € U, F € V olacak sekilde X uzayimnda ayrik U ve V a-agik kiimeleri varsa
X uzayma o-normal uzay denir.

() ( Yuksel vd., 2011b ) X uzaymin her ayrik K ve F kapali alt kiimeleri

icin K € U, F € V olacak sekilde X uzayinda ayrik U ve V on-agik kiimeleri
varsa X uzayina on-normal uzay denir.

(d) ( Ganster et.al., 2002 ) X uzaymimn her ayrik K ve F yari-kapali alt
kiimeleri i¢in K € U, F € V olacak sekilde X uzaymda ayrik U ve V yari-agik
kiimeleri varsa X uzayina yari-normal uzay denir.

Tamim 2.1.9. (X, 1) bir topolojik uzay olsun.

(a) (Willard, 1970 ) X uzay1 bos olmayan ayrik ag¢ik iki kiimenin birlesimi
olarak yazilamiyorsa X uzayma baglantilidir aksi taktirde baglantisizdir denir.
Buradan sembolik olarak,

X uzay1 baglantisizdir :< (3 A, Bet, AnNB=0): (X=AUB)

olarak yazilabilir. Burada A ve B ¢ifti, X uzayinn bir ayrigimidir.



(b) ( Yuksel vd., 2011a ) X uzay1 bos olmayan ayrik §-a¢ik iki kiimenin
birlesimi olarak yazilamiyorsa X uzayma §-baglantilidir denir.

(c) ( Aymal and Kohli, 1992; Steen and Seebach, 1978 ) Bostan farkli her
V € X acik kiimesi i¢in ¢/ V = X ise veya denk olarak bu VV € X kiimesi bostan
farkli iki acik kiimenin kesisimi seklinde yazilabiliyorsa X uzaymna asiri
baglantilidir ( hyperconnected ) denir.

Teorem 2.1.10. ( X,t) bir topolojik uzay olsun.

(a) ( Willard, 1970 ) X uzayinin baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
X uzaymin bostan ve X kiimesinden farkli hem agik hem de kapali bir alt
kiimesinin olmamasidir.

(b) ( Munkres, 1975 ) U ve V kiimeleri, X uzaymin bir ayrisimi ve A da X
uzaymnin baglantili bir alt kiimesi olsun. Bu taktirde ya A € U yada A € V dir.

Tamm 2.1.11. ( Willard, 1970 ) ( X,t) bir topolojik uzay olsun. X uzaymin
her A kapali alt kiimesi ve x € A kosulunu saglayan x € X noktasi i¢in A € U ve
X € V olacak sekilde X uzayi i¢inde ayrik U ve V acik kiimeleri varsa ( X,t )
uzayi regiiler uzay olarak adlandirilir.

Lemma 2.1.12. ( Chae and Noiri, 1986 ) ( X,t ) bir topolojik uzay ve
A € Xolsun. A, X uzaymda yogun veya agik bir alt kiime ve U € X regiiler agik
ise UNA kiimesi A da regiiler agiktr.

Lemma 2.1.13. { X; : A€ D } topolojik uzaylar ailesi ve U;, S X,
(i=1_2...n)olsun.

(a) ( Chae et al., 1986 ) U= H?:l Uli X Hlili X/l kiimesinin H/lGD X/l da
d0-agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her =1,2...n i¢in U;, € X;, kiimelerinin

0-acik olmasidir.

(b) ( Chae et al., 1986 ) U= HTL:l=1 Uli X Hlili Xl kiimesinin HAEDXA da
a-acik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i=1,2...n i¢in Uy, € X;, kiimelerinin

o-ac¢ik olmasidir.

(C) ( El-Deeb et al., 1983 ) U= H?:l UAL‘ X HA#:AL' XA kiimesinin HAED XA da
on-agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i=1,2...n i¢in U;, € X;, kiimelerinin

on-agik olmasidir.



(d) ( Noiri, 1973 ) U =1L, Uj, X [l12x Xa kiimesinin [;¢p X; da yari-
agik olmasi igin gerek ve yeter kosul her i=1,2...n i¢in U;, € X; kiimelerinin
yari-ac¢ik olmasidir.

Tamm 2.1.14. ( Kohli and Singh, 2009a ) ( X, t ) bir topolojik uzay ve S,
X uzaymin bir alt uzayi olsun. S uzaymdaki her regiiler agik kiime, X uzayindaki
bir regiiler agik kiime ile S in kesisimi seklinde yazilabiliyorsa S alt uzaymna X
iginde 6-gomme ( §-embedded ) denir.

Tamm 2.1.15. ( Kohli, ... ) ( X;z) bir topolojik uzay olsun. Her x € X ve
X noktasini igeren her G € X regiiler agik kiimesi i¢in U S G olacak sekilde x
noktasini i¢ceren bir U kapagik kiimesi varsa X uzayina hemen hemen sifir boyutlu
(‘almost zero dimensional ) uzay denir.

Tamm 2.1.16. ( X,t) bir topolojik uzay olsun.

(@) ( Steen and Seebach, 1978 ) X uzayindaki her agik kiime kapali ise X
uzayi ayrigim topolojisine ( partition topology ) sahiptir denir.

(b) ( Singh, 2010 ) X uzayindaki her regiiler agik kiime kapali ise X uzayina
hemen hemen ayrisim topolojisine ( almost partition topology ) sahiptir denir.

(c) ( Kohli and Singh, 2009b ) X uzayindaki her 8-a¢ik kiime kapali ise X
uzayi 6-ayrisim topolojisiyle ( 6-partition topology ) donatilmistir denir.

(d) ( Gillman and Jerison, 1960 ) X uzayindaki her a¢ik kiimenin kapanisi
acik ise X uzayina asir1 baglantisiz ( extremally disconnected ) denir.

Tamim 2.1.17. (a) ( Bourbaki, 1966 ) Bir ( X,t ) topolojik uzayinm her
yogun alt kiimesi a¢ik ise bu uzaya altmaksimal ( submaximal ) denir.

(b) ( Ganster, 1987 ) Bir ( X,t) topolojik uzay: iki ayrik yogun alt kiimeye
sahip ise bu uzaya ¢oziilebilir ( resolvable ) denir. Bir topolojik uzay ¢6ziilebilir
degilse bu uzaya ¢oziilemez ( irresolvable ) denir.

(c) ( Foran and Liebnitz, 1991 ) Bir ( X,t ) topolojik uzaymin her agik alt
uzay1 ¢oziilemez ise bu uzaya kuvvetli ¢oziilemez denir.

Teorem 2.1.18. ( Dontchev, 1998 ) Bir ( X,t ) topolojik uzayi i¢in asagidaki
durumlar denktir:



(a) X asir1 baglantisiz bir uzaydir,
(b) X uzaymn her yari-agik alt kiimesi 6n-agiktir.

Teorem 2.1.19. ( Dontchev, 1998 ) Bir ( X,t ) topolojik uzay: i¢in
asagidaki durumlar denktir:

(a) X altmaksimal bir uzaydir,
(b) X uzaymin her 6n-agik alt kiimesi agiktir.

Teorem 2.1.20. ( Dontchev, 1998 ) Bir ( X,t ) topolojik uzay: i¢in
asagidaki durumlar denktir:

(a) X kuvvetli ¢oziilemez bir uzaydir,
(b) X uzaymin her 6n-agik alt kiimesi yari-agiktir.

Tamm 2.1.21. ( Willard, 1970 ) Bir A kiimesi iizerinde asagidaki
ozelliklere sahip < ile gosterilen bir bagmt1 varsa, A kiimesine < bagmtis ile
yonlenmis kiime denir. < bagintisina da A kiimesini yonlendiriyor denir.

(@) HerA € Aigin 1 < 4,
(b) Her)ll, /12, /13 € Ave /11 < /12 ve /12 < /13 1(;11‘1 /‘{1 < /‘{3 dlr,

(c) Her A, A, €Aigin A4 < A3 ve A, < A3 olacak sekilde Oyle bir A3 € A
vardir.

Tamm 2.1.22. ( Willard, 1970 ) X herhangi bir kiime ve A da yonlenmis
bir kiime olsun. A € A i¢in P(1) = x; olmak iizere P : A — X seklindeki
fonksiyona X tlizerinde bir ag denir ve (x;); ex Veya (x;) seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.23. ( Willard, 1970 ) (x;); e, X kiimesi iginde bir ag ve
A < X olsun. 1 < 4 oldugunda x; € A olacak sekilde bir 4, € A var ise
(x2) e agma sonunda A kiimesi i¢indedir denir.

Tamm 2.1.24. ( Willard, 1970 ) ( X,t ) topolojik uzay: i¢inde bir ag
(x3)aen Olsun. (x;) ag1 sonunda x noktasinin her U komsulugu iginde ise,
(x2)2ea a81 x noktasma yakimnsar denir ve (x;) — x ile gosterilir. Bu tanim
sembolik olarak kisaca,



X)) - x e (VUENK )(FAEl)(YALAR(<Z<A): (xEU)
seklinde gosterilir.

Tammim 2.1.25. ( X,t ) bir topolojik uzay, (x;); ep bu uzayda bir ag ve
x € X olsun.

(@) (Chaeetal., 1986 ) (x;); ep ag1 sonunda X noktasinin her regiiler agik
kiimesi iginde ise (x;); ¢p ag1 x noktasina d-yakmsaktir denir.

(b) ( Chae et al., 1986 ) (x;);ep ag1 sonunda x noktasmin her a-agik

kiimesi iginde ise (x;); ep ag1 x noktasina sf-yakinsaktir denir.

(c) ( Navalagi, 2010 ) (x;);ep ag1 sonunda x noktasinin her on-agik

kiimesi i¢inde ise (x3); ep ag1 x noktasina p-yakmsaktir denir.
2.2 Cogul Degerli Fonksiyonlar

Bu boliimde, literatiirde sikca rastlanan asagidaki temel kavram ve
ozellikler verilmistir. Bunlardan ilki Tanim 2.2.1 de ifade edilmistir.

Tamim 2.2.1. ( X,7) ve ( Y,v) topolojik uzaylar olsun.

F: X — P(Y) {@} fonksiyonuna ¢ogul degerli fonksiyon ya da kiime
degerli fonsiyon denir.

Bundan sonra ( X, ) topolojik uzayindan ( Y,v ) topolojik uzayma olan
F ¢ogul degerli fonksiyonu F : X — Y ile gosterilir.

Uyan 2.2.2. f : X — Y tek degerli fonksiyonu her x € X noktasi i¢in
{ f (x) } degerini alan bir ¢ogul degerli fonksiyon olarak diisiiniilebilir.

Tamm 2.2.3. ( Berge, 1959 ) F : X — Y bir ¢ogul degerli fonksiyon olsun.
B C Y icin

Ft(B)={xeX:F(x)cB}
ve

F-B)={xeX:FX)NB#0}



seklinde tanimlanan kiimelere sirasiyla, B kiimesinin F altindaki ist ters
goriintiisii ve B kiimesinin F altindaki alt ters goriintiisii denir.

F : X — Y fonksiyonunun tek degerli olmasi durumunda
F*(B) = F~(B) = F71(B) elde edilir. O halde F~'(B) ile F*(B) ve F~(B)
kiimeleri ¢akisir.

Ayrica A € X igin,

F(A) = UxEA F(X)

olarak gosterilir.

Asagida yer alan Onerme 2.2.4., Tanim 2.2.5., Onerme 2.2.6., Tanim
2.2.7. ve Tanim 2.2.8. literatiirde sik¢a rastlanan temel tanim ve 6nermelerdir.

Onerme 2.2.4. F : X — Y cogul degerli fonksiyon, B € Y olsun. Bu
durumda asagidakiler vardir:

(a) F*(B) = X — F~(Y—B)
(b) F~(B) = X — F*(Y—B)

Ispat (a) x € F* (B) olsun. O halde F(x) € B olur. Dolaysiyla
F(X) n (Y-B) = @ elde edilir. Buradan x € X-—F~ (Y-B) bulunur. Tersine
X € X — F~(Y-B) olsun. O halde F(x)n(Y-B) = @ elde edilir. Buradan F(x)NB #
@ olur. Bu ise x € F*(B) demektir.

(b) (a) da B yerine Y-B yazarsak ispatlanmis olur.

Tamm 2.25. F: X —> Y ve G: Y — Z ¢ogul degerli fonksiyonlar olsun.
GoF : X — Z c¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasi igin
(GoF) ( x) = G(F(x)) seklinde gosterilir.

Onerme 226. F: X — Y, G : Y —Z ¢ogul degerli fonksiyonlar ve
U,VCc Z olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(8) (GoF)™ (U) = F*(G*(U))

(b) (GoF)™ (V) =F~(G™(V))
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Ispat. (a) x € (GoF)™(U) alahm. Buradan (GoF) (x) € U olur. O halde
G(F(x)) € U elde edilir. Dolayisiyla F(x) < G* (U) bulunur. Bu ise
X € FY(G*(U)) demektir. Tersine x € FY(G*(U)) ise F(x) € G*(U) elde edilir.
Buradan G(F(x)) € U olur. Dolayisiyla (GoF) (X) € U bulunur. O halde

X € (GoF)™(U) elde edilir.

(b) Onerme 2.2.4 ve (a) dan (GoF)™ (V) = X—(GoF)*(Z-V) =
X—FH(GH(Z-V)) = X=F (Y=G"(V)) = X = (X=F7(G™(V))) =F~(G™(V))

elde edilir.

Tamim 2.2.7. F : X — Y cogul degerli fonksiyon olsun. Her x € X noktas1
icin F(X) € Y kapali ( baglantili ) ise, F ye nokta kapali ( baglantili ) cogul degerli

fonksiyon denir.

Tanim 2.2.8. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonunun grafigi
Gp: X—> X xY
x> Ge(X) ={ (X)y): X € Xvey € F(x)}
seklinde tanimlanir.

Onerme 2.2.9. ( Noiri and Popa, 1993 ) F : X — Y cogul degerli
fonksiyon olsun. Her A € X ve B € Y kiimeleri i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir.

(@) Gr (A x B) = An F*(B)
(b) Gr~(A x B) = An F~(B)

ispat (2) X € Gz (A x B) olsun. O halde Gr(x) S A x B olup {x} x F(x) €
A x B elde edilir. Buradan x € {x } € A ve F(X) € B olur. Bu durumda
X € AN F*(B) saglanir. Tersine x € AN F*(B) alalim. X € A ve F(x) < B olur.
Buradan {x} x F (X) € A x B saglanir. O halde Gp(X) € A x B bulunur.
Dolayisiyla X € G (A x B) elde edilir.
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(b) x €Gr~ (AxB) alalm. Bu durumda @ # Grp (X) N (AxXB) =
{3 x FX))n(AxB) = ({x} nA) x (F(X) n B) olur. Buradan x € A ve
F(X) N B # @ elde edilir. O halde x € An F~(B) olur. Tersine x € An F~(B)
alalm. Bu durumda x € A ve F(x)NB # @ olur. Buradan Gz(X)N( AxB ) # @
elde edilir. O halde x € Gz~ (AxB) bulunur.

Tanim 2.210. F : X — Y c¢ogul degerli fonksiyon ve
Gr={ (Xy) : X € X,y € F(X) } € XXY ¢ogul degerli grafik fonksiyonu olsun.

(@) ( Yuksel vd., 2011a ) Her (xy) € (XXY)\Gricin (UXV)N Gp= 0
olacak sekilde x noktasini igeren bir U € X é-acik kiimesi ve y noktasini igeren
bir V € Y oa-agik kiimesi var ise Gp cogul degerli grafik fonksiyonuna
d-a-kapalidir denir.

(b) ( Yuksel vd., 2011b ) Her (xy) € (XXY)\ Gr icin (UXV)N G =0
olacak sekilde x noktasini i¢eren bir U € X é-acik kiimesi ve y noktasini igeren
bir V € Y 6-acik kiimesi var ise G ¢ogul degerli grafik fonksiyonuna giicli
d-kapalidir denir.

(c) ( Singh, 2007 ) Her (x,y) € (XXY)\Gr i¢cin (UxV)N G = @ olacak
sekilde x noktasini igeren bir U € X kapagik kiimesi ve y noktasini igeren bir
V € Y acik kiimesi var ise Gr ¢ogul degerli grafik fonksiyonuna X uzayma gore
kap-kapalidir denir.

(d) ( Kohli and Arya, 2011 ) Her (x,y) € (XXY)\Gr i¢in (UXV)N G =@
olacak sekilde x noktasmi igeren bir U € X kapagik kiimesi ve Y noktasini iceren
bir V € Y regiiler agik kiimesi var ise G ¢ogul degerli grafik fonksiyonuna gii¢lii
kap-kapalidir denir.

Lemma 2.2.11. (a) ( Yuksel vd., 2011a ) F : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyonun &-a-kapali gogul degerli grafik fonksiyonuna sahip olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul her (x,y) € (XXY)\Gr i¢in F(U)NV = @ olacak sekilde x noktasini
iceren bir U € X 6-acik kiimesi ve y noktasini igeren bir V € Y a-ag¢ik kiimesinin
var olmasidir.

(b) ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y g¢ogul degerli fonksiyonun giiglii
d-kapali cogul degerli grafik fonksiyonuna sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul
her (x,y) € (XX Y)\Gr icin F(U)NV = @ olacak sekilde x noktasini i¢eren bir
U € X d-acik kiimesi ve y noktasini igeren bir V € Y 6-acgik kiimesinin var
olmasdir.
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Asagida verilen Tanim 2.2.12., Teorem 2.2.14. ve Tanim 2.2.15.(c)
literatiirde sikca karsilagilan tanim ve teoremlerdir.

Tanim 2.2.12. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon ve x € X olsun.

(@) x € F*(V) kosulunu saglayan her V € Y agik kiimesi icin U € F*(V)
olacak sekilde x noktasinin bir U € X agik komsulugu varsa, F ¢ogul degerli
fonksiyonuna x € X noktasinda iistten yar1 stireklidir ( upper semi continuous )
denir ve kisaca ii.y.siirekli olarak gosterilir.

(b) x € F~(V) kosulunu saglayan her V € Y agik kiimesi i¢cin U € F~(V)
olacak sekilde x noktasinin bir U € X agik komsulugu varsa, F ¢ogul degerli
fonksiyonuna x € X noktasinda alttan yar1 stireklidir ( lower semi continuous )
denir ve kisaca a.y.siirekli olarak gosterilir.

(¢) F ¢ogul degerli fonksiyonu x € X noktasinda i.y.stirekli ve a.y.siirekli
ise, F ¢ogul degerli fonksiyonu x noktasinda siireklidir denir.

Ornek 2.2.13. ( Saylam, 2007 ) Y iizerindeki topolojit= { @, Y } olmak
tizere F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X i¢in F(xX) = Y seklinde
tamimlansin. Bu durumda F hem iistten yar1 siirekli hem de alttan yar1 stirekli
cogul degerli fonksiyondur.

Teorem 2.2.14. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu i¢in asagidakiler
denktir:

() F tiy.stirekli (a.y.stirekli ) dir.

(b) Her A € Y agik kiimesi i¢in F*(A) ( F~(A) ) agiktir.

(c) Her B € Y kapali kiimesi i¢in F~(B) ( F*(B) ) kapalidir.

Ispat. (a) = (b) F ii.y.siirekli olsun. x € F*(A) kosulunu saglayan A € Y
agik kiimesini alalm. F {.y.siirekli oldugundan U < F*(A) olacak sekilde x

noktasini i¢eren bir U agik kiimesi vardir. O halde x € U € F*(A) olur. Buradan
F*(A) nin agik oldugu elde edilir.

(b) = (c) B € Y kapali kiimesini alahm. Hipotezden F*(Y-B) kiimesi
aciktir. Onerme 2.2.4 ile FY(Y-B) = X — F~(B) elde edilir. O halde X — F~(B)
kiimesi agik olur. Bu ise F~(B) kiimesinin kapali olmasini gerektirir.

(c)=(a) xe X ve x € FT(V) kosulunu saglayan V agik kiimesini ele
alalim. Hipotezden F~(Y — V) kapalidir. Onerme 2.2.4 geregince F*(V) aciktir.
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U = F*(V) alalim. Buradan U € F*(V) dir ve U kiimesi x noktasmi igerir.
Dolayisiyla F ii.y.stireklidir.

Alttan yar siireklilik i¢in de benzer sekilde ispat yapilir.
Tamm 2.2.15. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon olsun.

(@) ( Kohli and Arya, ... ) Her U € Y acik kiimesi i¢in FH(U) € X
regiiler acik ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna iistten tamamen siirekli ( upper
completely continuous ) denir ve kisaca ti.t.siirekli olarak gosterilir.

( Kohli and Arya, ... ) Her U € Y agik kiimesi i¢in F~(U) € X regiiler
acik ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna alttan tamamen siirekli ( lower completely
continuous ) denir ve kisaca a.t.sitirekli olarak gosterilir.

(b) ( Kohli and Arya, ... ) Her U € Y regiiler acik kiimesi i¢in
F*t(U) < X regiiler agik ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna iistten hemen hemen
tamamen siirekli ( upper almost completely continuous ) denir ve kisaca
i.h.h.t.stirekli olarak gosterilir.

( Kohli and Arya, ... ) Her U € Y regiiler agik kiimesi i¢in F~(U) € X
regiiler agik ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna alttan hemen hemen tamamen
stirekli ( lower almost completely continuous ) denir ve kisaca a.h.h.t.siirekli
olarak gosterilir.

(c) Her U € Y regiiler agik kiimesi i¢in Ft(U) € X a¢ik ise F ¢ogul
degerli fonksiyonuna iistten hemen hemen siirekli ( upper almost continuous )
denir ve kisaca ii.h.h.siirekli olarak gosterilir.

Her U € Y regiiler agik kiimesi i¢in F~(U) € X agik ise F ¢ogul degerli
fonksiyonuna alttan hemen hemen siirekli ( lower almost continuous ) denir ve
kisaca a.h.h.siirekli olarak gosterilir.
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3.NA-SUREKLI COGUL DEGERLi FONKSiYONLAR
3.1 Na-Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonlar

Na-siirekli fonksiyonlar ilk defa Chae, Noiri ve Lee tarafindan 1986 yilinda
calisgtimistir. (X,7) ve (Y,0) topolojik uzaylar olmak tizere, f : (X,t) — (Y,o) bir
fonksiyon olsun. Her x € X ve f(x) i igeren her V € Y a-a¢ik kiimesi igin
f(U) € V olacak sekilde x noktasini i¢eren bir U € X §-agik kiimesi varsa f
fonksiyonuna na-siireklidir denir.

Bu fonksiyonlar Yiiksel, Simsekler ve Kut tarafindan asagidaki sekilde
cogul degerli fonksiyonlara genisletilmistir.

Tammm 3.1.1. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon ve
x € X olsun.

(@) x € F*(V) kosulunu saglayan her V € Y a-agik kiimesi icin U € F*(V)
olacak sekilde X noktasmin bir U € X §-acik kiimesi varsa, F ¢ogul degerli
fonksiyonuna X noktasinda tstten na-siirekli ( upper na-continuous ) denir ve
kisaca ii.na-stirekli olarak gosterilir.

(b) x € F~(V) kosulunu saglayan her V € Y a-a¢ik kiimesi i¢in U € F~(V)
olacak sekilde x noktasmin bir U € X §-acik kiimesi varsa, F ¢ogul degerli
fonksiyonuna x noktasinda alttan na-siirekli ( lower na-continuous ) denir ve
kisaca a.na-siirekli olarak gosterilir.

(c) F, her x € X noktas1 i¢in {i.na-siirekli ( a.na-siirekli ) ise F ¢ogul degerli
fonksiyonuna, X iizerinde ti.na-siirekli ( a.na-stirekli ) denir.

(d) F, t.na-siirekli ve a.na-siirekli ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna,
na-siirekli ( na-continuous ) denir.

Uyan 3.1.2. Her tek degerli fonksiyon bir ¢ogul degerli fonksiyon olarak
diistiniilebildiginden f : X — Y tek degerli fonksiyonu na-siirekli ise, ii.na-siirekli
(‘a.na-stirekli ) dir.

Her istten ( alttan ) na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon tistten ( alttan ) yar1
stirekli ¢ogul degerli fonksiyondur. Fakat her iistten ( alttan ) yari siirekli gogul
degerli fonksiyon ftstten ( alttan ) na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon olmak
zorunda degildir. Bunun i¢in asagidaki drnek verilebilir.
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Ornek 3.1.3. X = {1,2,3 } ve X iizerindeki topoloji ={ @, {1}, X } olsun.
F : X — X ¢ogul degerli fonksiyonu, her x € X noktas1 i¢in F(x) = {x} seklinde
tanimlansin. F ¢ogul degerli fonksiyonu ii.y.stirekli ( a.y.siirekli ) dir. Fakat x = 1
noktasinda {i.na.siirekli ( a.na.stirekli ) degildir.

Teorem 3.1.4. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu
icin asagidakiler denktir:

(a) F ti.na-siireklidir,

(b) Her x € X ve x € F*(V) kosulunu saglayan her V C Y a-acik kiimesi
icin U € F*(V) olacak sekilde x noktasini i¢eren bir U € X regiiler acik kiimesi
vardr,

(c) Her V C Y a-acik kiimesi i¢in FT(V) € X §-agiktrr,
(d) Her K € Y a-kapali kiimesi i¢in F~ (K) € X §-kapalidir.

Ispat.(a) = (b): x € X ve x € F*(V) kosulunu saglayan V € Y a-acik kiime
olsun. F ii.na-siirekli oldugundan U" € F*(V) olacak sekilde x noktasini iceren
bir U € X §&-acik kiimesi vardir. §-acik kiime tanimindan U € U’ olacak sekilde
x noktasini iceren bir U € X regiiler agik kiime vardir.

(b) = (c): V € Y «a-acikk kime ve x € F' (V) olsun. Hipotezden
U, € F*(V) olacak sekilde x noktasmi igeren bir U, € X regiiler agik kiimesi
vardr. FY(V) =U{U, : x € F*(V) } oldugundan F*(V) € X §-agiktir.

() = (d): K< Y «a-kapali kiime olsun. K € Y «a -acik kiimedir.
Hipotezden F™(K¢) € X kiimesi §-agiktir. Onerme 2.2.4 geregince F~(K) € X
kiimesi 6-kapalidir.

(d) = (a): xe X ve x € F*(V) kosulunu saglayan V € Y a-agik kiime
olsun. V¢ €Y a-kapaldir. Hipotezden, F~(V¢) € X kiimesi §-kapahidir. Onerme
2.2.4 geregince F(V) € X §-a¢ik kiimedir ve x noktasim igerir. F*(V) = U
olsun. O halde, U € F*(V) olacak sekilde x noktasini i¢eren bir U € X §-agik
kiimesi vardir. Bu durumda, F ¢ogul degerli fonksiyonunun ii.na-siirekli oldugu
elde edilir.

Teorem 3.1.5. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X— Y ¢ogul degerli fonksiyonu
icin asagidakiler denktir:
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(a) F a.na-stireklidir,

(b) Her x € X ve x € F~(V) kosulunu saglayan her V €Y a-a¢ik kiimesi
icin U € F~(V) olacak sekilde x noktasini iceren bir U € X regiiler agik kiimesi
vardir,

(c) Her V € Y a-acik kiimesi i¢in F~(V) € X §-aciktr,

(d) Her K € Y a-kapali kiimesi i¢in F*(K) € X §-kapaldr,
(e) Her A € Xigin F(5clA) € acl(F(A)) dir,

(f) Her B € Y i¢in 8cl(F*(B)) < F*(acl(B)) dir.

Ispat.(a) = (b): x € X ve x € F~(V) kosulunu saglayan V € Y a-agik kiime
olsun. F, a.na-siirekli oldugundan U € F~(V) olacak sekilde x noktasini iceren
bir U' € X §-acik kiimesi vardir. §-ac¢ik kiime tanimindan, U € U’ olacak sekilde
x noktasini iceren bir U € X regiiler a¢ik kiimesi vardir.

(b) = (c): V € Y a-acik kiime ve x € F~(V) olsun. Hipotezden U, € F~(V)
olacak sekilde x noktasmi igeren bir U, regiler ac¢ik kiimesi vardir.
F~(V)=U{U, : x € F7(V) } oldugundan F~(V) € X kiimesi §-aciktr.

(c) = (d): K Y a-kapali kiime olsun. K¢ € Y a-a¢ik kiimedir. Hipotezden
F~(K¢) € X kiimesi 6 -aciktir. Onerme 2.2.4 geregince F* (K) € X kiimesi
&-kapalidir.

(d) = (e): A c X olsun. acl(F(A)) € Y a-kapali kiimedir. Hipotezden
F* (acl(F(A)) € X kiimesi &§ -kapalidir. A € F* (F(A)) € F* (acl(F(A)))
oldugundan A € F* (acl(F(A))) elde edilir. Buradan, & -kapanisa gecersek
§cl(A) € Ft(acl(F(A))) bulunur. O halde F(5cl(A)) € F(F* (acl(F(A)))) <
acl(F(A) elde edilir.

(e) = (f): BC Y olsun. F*(B) € X olur. Hipotezden F(&cl(F*(B))) <
acl(F(F*(B))) € acl(B) bulunur. Buradan §cl(F*(B)) € F*(acl(B)) elde edilir.

(f) = (a) x e X ve x € F~(V) kosulunu saglayan V € Y a-ag¢ik kiime olsun.
Y-V € Y a-kapali kiimedir. Hipotezden §cl(F*(Y-V)) € F*(acl(Y-V)) =
F*(Y-V) olur. O halde F* (Y-V) € X kiimesi &-kapahdir. Onerme 2.2.4
geregince F~(V) € X kiimesi 8-agiktir. F~(V) = U olsun. O halde U € F~(V)
olacak sekilde x noktasini igeren bir U € X §-acik kiimesi vardir. Bu durumda F
a.na-streklidir.
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Teorem 3.1.6. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonunun ii.na-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x € X ve
X noktasma 9J-yakisayan her (x;) agi icin F(x;) agmin F(X) e sf-yakinsak
olmasidir.

Ispat. () x € X, (x;) ag1 x noktasina 5-yakmsak ve F(X) & V kosulunu
saglayan V. € Y kiimesi a-agik olsun. £ ii.na-siirekli cogul degerli fonksiyon
oldugundan U € F*(V) olacak sekilde x noktasmi igeren regiiler agtk U € X
kiimesi vardir. (x;) agi, x noktasina &-yakinsak oldugundan (x;) sonunda U
icindedir, yani her A > 4, i¢in x; € U olacak sekilde Oyle bir 4, € A vardir.
x; € U € F*(V) oldugundan F(x;) € V olur. O halde her 1 > 1, i¢in F(x;) € V
olacak sekilde bir 45 € A vardir. Bu durumda F(x;) agi sonunda V igindedir.
Dolayisiyla F(x;) ag1 F(x) e sf-yakinsaktir.

(&) x € X ve x noktasina d-yakinsayan her (x;) agi i¢cin F(x;) ag1 F(x) e sf-
yakimsak olsun fakat F ii.na-siirekli olmasmn. Bu durumda, x € F*(V) kosulunu
saglayan bir V € Y a-agik kiimesi ve X noktasii iceren her U € X regiiler agik
kiimesi i¢cin U € F*(V) olacak sekilde bir x € X vardwr. x, € U ve x, € F*(V)
alalim. Burada (x,) ag1 x noktasina d-yakinsaktir fakat F(x,) agi, F(x) e sf-
yakmsak degildir. Ciinkii x, € F* (V) oldugu i¢in F(x,) € V olur. Bu ise
celiskidir. O halde, F ii.na-siireklidir.

Teorem 3.1.7. ( Yuksel vd.,, 201la ) F : X — Y i.na-siirekli
( a.na-siirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon ve A € X agik ise F|4 : A — Y {i.na-
stirekli ( a.na-siirekli ) cogul degerli fonksiyondur.

ispat. A € X acik, x € Ave X € F|, (V) kosulunu saglayan V € Y a-agik
kiime olsun. x € F|,¥ (V) ise x € F*(V)nA olur. Dolayisiyla x € F*(V) bulunur.
F ii.na-siirekli oldugundan, U € F*(V) olacak sekilde x noktasini igeren U € X
regiiler agik kiimesi vardir. Lemma 2.1.12 geregince UNA S A regiiler agiktir ve

x noktasmni icerir. Ayrica UNA € FH(V)NA = F|, (V) elde edilir. Béylece F|4
U.na-siireklidir.

Benzer sekilde a.na-siirekli i¢in de ispat yapilir.

Teorem 3.1.8. ( Yuksel vd., 2011a) F : X — Y ti.na-siirekli ( a.na-stirekli )
cogul degerli fonksiyon ve G : Y — Z ii.na-siirekli (a.na-siirekli) ¢ogul degerli
fonksiyon ise GoF ii.na-stirekli ( a.na-siirekli ) gogul degerli fonksiyondur.

Ispat. V € Z a-acik kiime olsun. G ii.na-siirekli oldugundan G*(V) € Y
d-acik kiimedir. G*(V) € Y 8-agik kiime ise a-agiktir. F {i.na-siirekli oldugundan
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FT(G*(V)) € X &-acik kiimedir. Onerme 2.2.6 geregince (GoF)™ (V) € X
d-agiktir. O halde GoF ii.na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyondur.

Benzer sekilde a.na-siireklilik i¢in de ispat yapilir.

Teorem 3.1.9. ( Yuksel vd., 2011a ) D bir indeks kiimesi olsun. Her 1 € D
icin F; : X; — Y, F :[IX; — [1Y; cogul degerli fonksiyonlar olsun ve
X=(x1,%5...,%;,.. ) E[[X; i¢in F(X) =[[F;(x;) seklinde tanimlansin. F ¢ogul
degerli fonksiyonu ii.na-siirekli ( a.na-stirekli ) ise her A € D igin F; {i.na-stirekli
(‘a.na-stirekli ) dir.

Ispat. V; < Y; o-acik kime olsun. Lemma 2.1.13 geregince
V=V, X [l125 Y5 €I1Y; o-acik kiimedir. F ii.na-siirekli oldugundan, F*(V) =
FY(Vy x Masp Vs ) = F (V1) X Masp Fe " (Y3) = Fy (V) x [ X S T1X)
§-agik kiimedir. Lemma 2.1.13 geregince F; *(V;) S X, kiimesi 8-agiktir. O halde,
F; i.na-stireklidir.

a.na-stireklilik i¢in ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.1.10. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X — Y bir ¢ogul degerli
fonksiyon olsun. G ¢ogul degerli grafik fonksiyonu i.na-siirekli ise F {ii.na-
stireklidir.

Ispat. x € X ve x € F*(V) kosulunu saglayan V € Y a-acik kiime olsun.
Lemma 2.1.13 geregince X X V € X XY kiimesi a-agiktir. {X}x F(x) € X X V
oldugundan, Gp(x) € X x V dir. G, ii.na-siirekli oldugundan U € GrF( X x V)
olacak sekilde x noktasmi iceren U € X §-acik kiimesi vardir. Onerme 2.2.9
yardimiyla U € X n F*(V) = F*(V) olur. O halde, F ii.na-siireklidir.

Teorem 3.1.11. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon
olsun. Gy ¢cogul degerli grafik fonksiyonu a.na-stirekli ise F a.na-siireklidir.

Ispat. x € F~(V) kosulunu saglayan V € Y o-acik kiimesini alalim.
Lemma 2.1.13 ile X XV € X XY a-a¢iktir. Ge(X)N(X X V) = ({X}x F(x)) n
(X x V) = {x}x (F(X)NV) # @ oldugundan x € G~ (X X V) olur. G, a.na-stirekli
oldugundan U € Gy~ (X X V) olacak sekilde x noktasini igeren U S X &-agik
kiimesi vardir. Onerme 2.2.9 yardimiyla U € X n F~(V) = F~(V) elde edilir. O
halde F a.na-siireklidir.

Teorem 3.1.12. ( Yuksel vd., 2011a ) Her x € X noktasi i¢in F(X)
a-kompakt olacak sekilde F : X — Y ii.na-siirekli cogul degerli fonksiyon ve Y
a-Hausdorf uzay ise Gp, 6-a-kapalidir.
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Ispat. (x,y) € (X x Y) \ Gy olsun. Bu durumda y € Y\F(x) elde edilir. Y
a-Hausdorf uzay oldugundan, her p € F(X) i¢in p € Up ve y € Vp olacak sekilde
ayrik a-agik Up ve Vp kiimeleri vardir. O halde { Up : p € F(x) } ailesi F(x) in
a-agik Ortiisii olur. Her x € X noktast i¢cin F(x) a-kompakt oldugundan
F(xX) € U{ Up, , i = 1,2...n} olacak sekilde F(x) de sonlu sayida p; p; .. p,

noktalar1 vardir.
U=U{Up, ,i=12..n}veV=n{Vp :i=12..n}

olsun. F(x) € U ve y € V olacak sekilde U, V € Y ayrik a-agik kiimelerdir.
F(Ff(U) NV € UnV =@ oldugundan F(F*(U)) NV = @ elde edilir. F ii.na-
siirekli gogul degerli fonksiyon oldugundan FT(U)S X &-acik kiimedir ve X
noktasini igerir. Boylece, Gr ¢ogul degerli grafik fonksiyonu &-a-kapalidir.

Teorem 3.1.13. ( Yuksel vd., 2011a ) Her x € X noktasi i¢in F(X)
a-kompakt olacak sekilde F : X — Y ii.na-siirekli orten ¢ogul degerli fonksiyon
olsun. X yakin kompakt uzay ise Y a-kompakttir.

Ispat. {V, :1 € 4} ailesi Y uzaymnin a-acik ortiisii olsun. Bu aile ayn1
zamanda her x € X noktasi i¢in F(X) kiimesinin a-a¢ik ortiistidiir. F(X) a-kompakt
oldugundan F(X) S U{V; : 1€ A, } olacak sekilde A, S A sonlu alt kiimesi
vardir.

User, V2 = Vs
olsun. F, i.na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon oldugundan F(U,) €V, olacak
sekilde x noktasini igeren bir U, € X regiiler a¢ik kiimesi vardwr. O halde,

{ U, : x€ X} ailesi X uzaynimn regiiler acik ortiisii olur. X yakin kompakt uzay
oldugundan X = Ui, U,, olacak sekilde X uzaymda sonlu sayida x;, x;  x,

noktalar1 vardir. Boylece,
Y =F(X) = F(UiL1 Uy,) =UiL F(Uy,) S UiZ Ve, = Uiz Upea, Wy,

bulunur. O halde, Y a-kompakttir.

Teorem 3.1.14. ( Yuksel vd., 2011a ) Y a-normal uzay ve F, G : X —» Y
i.na-siirekli ve nokta kapali cogul degerli fonksiyonlar ise,

K={xeX:FX)NG(x)#0 } < X

kiimesi kapalidir.
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Ispat. x € X \ K olsun. O halde F(x) n G(x) = @ olur. F ve G nokta kapali
cogul degerli fonksiyonlar oldugundan F(x) ve G(x) kiimeleri Y i¢inde kapalidir.
Y uzay1 a-normal oldugundan, F(X) € U ve G(X) € V olacak sekilde Y iginde
ayrik o-agik U ve V kiimeleri vardir. F ve G {i.na-siirekli oldugundan, F*(U) ve
G*(V) X iginde 8-agik kiimelerdir. O halde, F*(U) ve G*(V) x noktasmni igeren
acik kiimelerdir.

H=F*U) N G*(V)

alinirsa H x noktasini igeren bir agik kiimedir ve HNK = @, HUK = X olur.
Boylece K = H€ elde edilir. O halde K € X kapalidir.

Teorem 3.1.15. ( Yuksel vd., 2011a ) Y a-normal uzay, £ : X — Y
ii.na-siirekli, nokta kapali ¢ogul degerli fonksiyon ve her x,y farkli nokta ¢ifti i¢in
F(X) n F(y) = @ olsun. Bu durumda X uzay1 8-Hausdorfdur.

Ispat. x, y € X ve x # y olsun. O halde F(x) n F(y) = @ olur. F ¢ogul
degerli fonksiyonu nokta kapali oldugundan F(x) ve F(y) kapal kiimelerdir. Y,
a-normal uzay oldugundan F(X) € U ve F(y) € V olacak sekilde X i¢inde ayrik
a-acik U ve V kiimeleri vardir. Hipotezden F*(U) ve F*(V) srrasiyla x ve y
noktalarini igeren ayrik 6-agik kiimelerdir. O halde, X uzay1 8-Hausdorfdur.

Teorem 3.1.16. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X — Y ii.na-siirekli orten ¢cogul
degerli fonsiyon olsun. X uzayi 8-baglantili ve F ¢ogul degerli fonksiyonu nokta
baglantili ise Y baglantilidir.

Ispat. Y uzay1 baglantili olmasm. O halde, Y =UUV ve UNV =0
olacak sekilde bostan farkli U,V € Y agik kiimeleri vardir. F, nokta baglantili
oldugundan her x € X noktasi i¢in F(x) baglantilidir. F(x) baglantili ve U, V ¢ifti
Y uzaymin bir ayrisimi oldugundan Teorem 2.1.10 dan ya F(X) € U ya da
F(x) € V olur. Bu durumda x € F*(U) u F*(V) elde edilir. Her x € X noktasi i¢in
bu saglandigindan F*(U) U F*(V) = X olur.

U # @ oldugundan bir u € U segebiliriz. F, 6rten oldugundan u € F(X)
olacak sekilde x € X vardrr. Buradan F(x) € U olur. O halde x € Ft(U) # @
bulunur. V # @ oldugundan bir v € V segebiliriz. F, orten oldugundan v € F(X)
olacak sekilde x € X vardir. Buradan F(x) € V olur. O halde, x € F*(V) £ @
bulunur.

UNV =@ idi. Buradan F*(U) n F* (V) = @ elde edilir. F, {i.na-siirekli
oldugundan, F*(U) ve F* (V) kiimeleri Y iginde d-agiktir. O halde X uzayi
d-baglantili degildir. Bu ise hipotezle ¢eligir. O halde Y baglantilidir.



21

3.2 On Giiglii Na-Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonlar

Giiglii na-onstirekli fonksiyonlar ilk defa Nasef tarafindan 2001 yilinda
calisilmistir. ( X,t ) ve ( Y,o0 ) topolojik uzaylar olmak iizere f : ( X,t) — ( Y,0)
bir fonksiyon olsun. Her x € X ve f(x) noktasimi iceren Y uzayindaki her V 6n-
acik kiimesi i¢in f(U) €V olacak sekilde x noktasini igeren U € X §-acik kiimesi
varsa f fonksiyonuna giiclii na-onstirekli denir.

Bu fonksiyonlar Yiiksel, Simsekler ve Bilik tarafindan asagidaki sekilde
cogul degerli fonksiyonlara genigletilmistir.

Tammm 3.2.1. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon
olsun.

(a) Her x € X ve x € F*(V) kosulunu saglayan her V C Y on-agik kiimesi
icin U € F*(V) olacak sekilde x noktasmn bir U € X regiiler agik kiimesi varsa,
F cogul degerli fonksiyonuna iistten 6n giiglii na-siirekli ( upper pre strong na-
continuous ) denir ve kisaca {i.6n.g.na-stirekli olarak gosterilir.

(b) Her x € X ve x € F~(V) kosulunu saglayan her V € Y 6n-agik kiimesi
icin U € F~(V) olacak sekilde x noktasmin bir U € X regiiler a¢ik kiimesi varsa,

F ¢ogul degerli fonksiyonuna alttan 6n gii¢lii na-siirekli ( lower pre strong na-
continuous ) denir. Bu durum kisaca a.6n.g.na-stirekli olarak gosterilir.

(c) F, hem i.6n.g.na-siirekli hem de a.on.g.na-stirekli ise F ¢ogul degerli
fonksiyonuna 6n gii¢lii na-stirekli ( pre strong na-continuous ) denir ve kisaca
on.g.na-siirekli olarak gosterilir.

Teorem 3.2.2. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu
icin asagidakiler denktir:

(a) F i.06n.g.na-stireklidir,

(b) Her x € X ve x € F*(V) kosulunu saglayan her V € Y 6n-agik kiimesi
icin U € F*(V) olacak sekilde x noktasini igeren bir U € X §-a¢ik kiimesi vardr,

(c) Her V € Y 6n-agik kiimesi i¢in F(V) € X §-agiktrr,
(d) Her K< Y 6n-kapali kiimesi i¢in F~(K) € X §-kapalidir.

Ispat. Teorem 3.1.4 {in ispatina benzer olarak yapilir.
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Teorem 3.2.3. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu
icin asagidakiler denktir:

(a) F a.6n.g.na-siireklidir,

(b) Her x € X ve x € F~(V) kosulunu saglayan her V € Y 6n-agik kiimesi
icin U € F~(V) olacak sekilde x noktasint i¢eren bir U € X $-agik kiimesi vardr,

(c) Her V € Y 6n-agik kiimesi i¢in F~(V) € X §-aciktir,

(d) Her K €'Y on-kapali kiimesi i¢in F*(K) € X §-kapalidir,
(e) Her A € Xigin F(&§clA) < pcl(F(A)) dir,

(f) Her B € Y i¢in 8cl(F*(B)) < F*(pcl(B)) dir.

Ispat. Teorem 3.1.5 in ispatma benzer olarak yapilir.

Teorem 3.2.4. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyonunun {i.6n.g.na-siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul her x € X ve X
noktasina d-yakimsayan her (x;) agi icin F(x;) aginin F(x)’e p-yakinsak olmasidir.

Ispat. (®) x € X ve (x;) ag1 x noktasma &-yakinsak olsun. F(x) € V
kosulunu saglayan V € Y o©n-agik kiimesini alalim. F, ii.6n.g.na-siirekli ¢ogul
degerli fonksiyon oldugundan U € F*(V) olacak sekilde x noktasm igeren regiiler
acik U € X kiimesi vardir. (x;) ag1 x noktasma d-yakinsak oldugundan (x;) agi
sonunda U i¢indedir yani, her A > 4, i¢in x; € U olacak sekilde bir A, € A vardir.
x; €U € F*(V) oldugundan F(x;) € V elde edilir. Bu durumda her 1 > 4, i¢in
F(x;) € V olacak sekilde bir 45 € A var ise F(x;) ag1 sonunda V igindedir. O
halde F(x;) ag1, F(X) ’e p-yakinsaktur.

(&) x € X ve x noktasina d-yakinsayan her (x;) agi i¢cin F(x;) ag1 F(x)
kiimesine p-yakinsak olsun fakat F {i.6n.g.na-siirekli olmasin. O halde x € F*(V)
kosulunu saglayan bir V € Y 6n-agik ve x noktasini igeren her U € X regiiler agik
kiimesi i¢in U € F*(V) olacak sekilde bir x € X vardir. x, € U ve x, € F*(V)
alalim. Burada (x,) ag1 x noktasmna o-yakmsaktir fakat F(x,) ag1 F(x) e p-
yakinsak degildir. Ciinkii x,, € F*(V) oldugundan F(x,) € V elde edilir. Bu ise
hipotezle ¢elisir. O halde F {i.0n.g.na-siireklidir.

Teorem 3.2.5. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y {i.0n.g.na-stirekli
( a.0n.g.na-siirekli ) cogul degerli fonksiyon ve A € X acik ise F|4;: A — Y
11.0n.g.na-stirekli ( a.6n.g.na-stirekli ) cogul degerli fonksiyondur.
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Ispat. A € X acik, x E A ve XE€E F|, (V) kosulunu saglayan V € Y
on-agik kiime olsun. F|4, (V) = AN F~ (V) oldugundan x € F~(V) olur. F,
a.0n.g.na-siirekli oldugundan U € F~(V) olacak sekilde x noktasini iceren U € X
regiiler agik kiimesi vardir. Lemma 2.1.12 yardimiyla UNA € A regiiler aciktir ve
x noktasmi igerir. Ayrica, UNA € F~(V)NA = F|, (V) olur. Boylece F|,
a.0n.g.na-sireklidir.

i.0n.g.na-siireklilik i¢in ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.2.6. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y {i.0n.g.na-siirekli
( a.6n.g.na-stirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon ve G : Y — Z .6n.g.na-siirekli
( a.6n.g.na-siirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon ise G o F {i.6n.g.na-siirekli
(‘a.0n.g.na-siirekli ) cogul degerli fonksiyondur.

Ispat. Teorem 3.1.8 in ispatma benzer olarak yapulir.

Teorem 2.2.7. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y bir ¢cogul degerli fonksiyon
olsun. Gr ¢ogul degerli grafik fonksiyonu ii.6n.g.na-siirekli ( a.on.g.na-siirekli )
ise F 1i.6n.g.na-siirekli ( a.6n.g.na-siirekli ) dir.

Ispat. Teorem 3.1.10 ve Teorem 3.1.11 in ispatina benzer olarak yapilir.

Teorem 3.2.8. ( Yuksel vd., 2011b ) Her x € X noktas1 igin F(X) gii¢cli
kompakt olacak sekilde F : X — Y ii.0n.g.na-siirekli ¢cogul degerli fonksiyon
olsun. Bu durumda Y uzay1 6-Hausdorf ise G € XXY giiglii 6-kapahdir.

Ispat. (x,y) € (X X Y) \ G olsun. O halde y € Y \ F(x) olur. Y
d-Hausdorf uzay oldugundan her s € F(x) i¢in U; NV, = @ olacak sekilde s € U,
ve y € V., o-acik kiimeleri vardir. Her o6-acik kiime On-acik oldugundan
{ U :s€eF(x) } ailesi F(x) in 6n-acik Ortiisii olur. Her X € X noktasi i¢in F(X)
giiglii kompakt oldugundan F(x) < U{U;,,i = 1,2..n} olacak sekilde F(X)

icinde sonlu sayida sy, s,...s,, noktalar1 vardir.
U=U{Uy,,i =12..n}veV=N{V,:i=12..n}

olsun. O halde F(x) € U ve y € V olacak sekilde Y iginde ayrik 6n-acik U ve
d-acik V kiimeleri vardir. Boylece, F(F*(U))NnV < UNV = @ oldugundan
F(Ft(U) NV = @ elde edilir. F i.0n.g.na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon
oldugundan F*(U) € X kiimesi 8-a¢iktir ve x noktasini igerir. Boylece, Gr ¢ogul
degerli grafik fonksiyonu gii¢lii 6-kapalidir.



24

Teorem 3.2.9. ( Yuksel vd., 2011b ) Her x € X noktas1 i¢in F(x) giiglii
kompakt olacak sekilde F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu 6rten, {i.0n.g.na-
stirekli olsun. X yakm kompakt uzay ise Y giiclii kompakttir.

Ispat. {V} } ;e ailesi Y uzaymin 6n-agik ortiisii olsun. F(X), her x € X
noktasi i¢in gliclii kompakt oldugundan F(X) € U,ep, V) olacak sekilde A, € A
sonlu alt kiimesi vardir.

Urea, 1 =V

olsun. F 1i.6n.g.na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon oldugundan F(U,) €V, olacak
sekilde X noktasini igeren regiiler ag¢ik U, & X kiimesi vardir. Bu durumda,
{ Uy }rex ailesi X uzaymin regiiler agik ortiisidiir. X yakin kompakt uzay
oldugundan X = Ui, U,, olacak sekilde X uzayinda sonlu sayida xi, x;...x,
noktalar1 vardir. F ¢cogul degerli fonksiyonu 6rten oldugundan,

Y =F(X) = (UL, Uy) = Ui F(Uy,) S Ui i, = Uil Unea, Va,
elde edilir. O halde Y giiclii kompakttir.

Teorem 3.2.10. ( Yuksel vd., 2011b ) Y 6n-normal uzay, Fve G: X - Y
ii.0n.g.na-siirekli, nokta kapali cogul degerli fonksiyonlar ise,

K={xeX:FX)nG(xx)#0}
kiimesi X uzayimda 6-kapalidir.

Ispat. x € X \ K olsun. Bu durumda F(x)nG(X) = @ olur. F ve G nokta
kapali ¢ogul degerli fonksiyonlar oldugundan F(x) ve G(X) kapali kiimelerdir. Y
on-normal uzay oldugundan F(X) € U ve G(X) € V olacak sekilde Y i¢inde ayrik
on-agik U ve V kiimeleri vardir. F ve G ii.6n.g.na-siirekli oldugundan F*(U) ve
Gt (V) kiimeleri X iginde 8-a¢iktir. O halde F*(U) ve G*(V) x noktasmni iceren
0-acik kiimelerdir.

H=F*(U) N GH(V)

olsun. Bu durumda H kiimesi x noktasini igeren d-a¢ik kiimedir ve HNK = @
olur. Buradan K € X kiimesi 8-kapalidir.
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Teorem 3.2.11. ( Yuksel vd., 2011b ) Y 6n-normal uzay, F:X; — Y ve
G : X, — Y nokta kapali ii.0n.g.na-siirekli ¢gogul degerli fonksiyonlar olsun. O
halde,

A={(x;,x2) 1F(x1) NGlx2) #0 }
kiimesi X; X X, de 6-kapalidir.

Ispat. x = (x1,x;) € (X; X X, ) \ A olsun. Bu ise F(x;) N G(x;) = @
demektir. F ve G nokta kapali ¢ogul degerli fonksiyonlar oldugundan F(x;) ve
G(x, ) kapali kiimelerdir. Y on-normal uzay oldugundan F(x;) S U ve
G(x,) € V olacak sekilde Y i¢inde ayrik 6n-agik U ve V kiimeleri vardir. F ve G
i.on.g.na-stirekli oldugundan F* (U) ve G* (V) kiimeleri sirasiyla X; ve X,
uzaylar1 iginde §-agiktir. O halde F*(U) ve G*(V) sirasiyla x; ve x, noktalarini
iceren 0-a¢ik kiimelerdir.

H=F*+U) x G+ (V)

alalim. Bu durumda H kiimesi x noktasini i¢eren 8-agik kiimedir ve HNA = @,
HUA = X; X X, olur. Buradan A = H¢ elde edilir. O halde A € X; X X, kiimesi
d-kapalidir.

Teorem 3.2.12. ( Yuksel vd., 2011b ) Y 6n-normal uzay, F : X —» Y
ii.0n.g.na-siirekli, nokta kapali gogul degerli fonksiyon ve her x,y farkli nokta ¢ifti
icin F(xX) N F(y) = @ olsun. Bu durumda X uzay1 6-Hausdorfdur.

Ispat. x, y € X ve x # y olsun. O halde, F(x) n F(y) = @ olur. F nokta
kapali oldugundan F(x) ve F(y) kapali kiimelerdir. Y 6n-normal uzay oldugundan
F(X) € U ve F(y) € V olacak sekilde Y i¢inde ayrik 6n-ag¢ik U ve V kiimeleri
vardir. F 1.6n.g.na-siirekli oldugundan F* (U) ve F* (V) sirasiyla x ve y
noktalarin1 igeren X i¢inde ayrik o-agik kiimelerdir. O halde X uzayi
d-Hausdorfdur.

3.3 Yan Giiclii Na-Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonlar

Giiglii na-siirekli fonksiyonlar ilk defa Mahmoud, Abd EIl-Monsef ve Nasef
tarafindan 1989 yilinda ¢alisilmistir. ( X,7) ve ( Y,o ) topolojik uzaylar olmak
tizere f . ( X,t) — ( Y,0) bir fonksiyon olsun. Her x € X ve f(x) i igeren Y
uzayindaki her V yari-acik kiimesi igin f(U) € V olacak sekilde x noktasini igeren
U € X §-ac¢ik kiimesi varsa f fonksiyonuna gii¢lii na-siireklidir denir.

Bu kavram asagidaki sekilde ¢ogul degerli fonksiyonlara genisletilmistir.
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Tammim 3.3.1 ( Yuksel vd., 2011b ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon
olsun.

(a) Her x € X ve x € F*(V) kosulunu saglayan her V C Y yarr-agik kiimesi
igin U € F*(V) olacak sekilde x noktasinin bir U € X §-agik kiimesi varsa, F
cogul degerli fonkSiyonuna istten yar1 gii¢lii na-siirekli ( upper semi strong na-
continuous ) denir ve kisaca {i.y.g.na-siirekli olarak gosterilir.

(b) Her x € X ve x € F~(V) kosulunu saglayan her V € Y yari-agik kiimesi
icin U € F~(V) olacak sekilde x noktasinin bir U © X 6-a¢ik kiimesi varsa, F
cogul degerli fonksiyonuna alttan yar1 giiglii na-siirekli ( lower semi strong na-
continuous ) denir ve kisaca a.y.g.na-siirekli olarak gosterilir.

(c) F, ti.y.g.na-stirekli ve a.y.g.na-siirekli ise yar1 giiglii na-siirekli ( semi
strong na-continuous ) denir ve kisaca y.g.na-siirekli olarak gosterilir.

Teorem 3.3.2. F : X — Y cogul degerli fonksiyonu i¢in asagidakiler
denktir.

(a) F ti.y.g.na-stireklidir.

(b) Her x € X ve x € F*(V) kosulunu saglayan her V C Y yarr-agik kiimesi
icin U € F*(V) olacak sekilde x noktasmi igeren bir U € X regiiler agik kiimesi
vardir.

(c) Her V C Y yari-agik kiimesi i¢in F*(V) € X §-agiktir.
(d) Her K € Y yari-kapali kiimesi i¢in F~(K) € X §-kapaldir.

Ispat. (a) = (b): x € X ve x € FT(V) kosulunu saglayan V S Y bir yari-
acik kiime olsun. F, ii.y.g.na-siirekli oldugundan U" € F*(V) olacak sekilde x
noktasmi iceren bir U € X & -agik kiimesi vardir. §-acik kiime tanimindan,
U € U’ olacak sekilde x noktasin1 iceren bir U € X regiiler acik kiimesi vardur.

(b) = (c): V € Y yariragik kiime ve x € F* (V) olsun. Hipotezden
U, € F*(V) olacak sekilde x noktasini i¢eren bir U, S X regiiler agik kiimesi
vardir. F¥*(V) = U{ U, : x € F*(V) } oldugundan F*(V) € X kiimesi §-agiktir.

(c) = (d): KC'Y yari-kapali kiime olsun. K S Y yari-agiktir. Hipotezden
FT(K¢) € X kiimesi & -agiktir. Onerme 2.2.4 geregince F~ (K) € X kiimesi
&-kapalidir.
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(d)= (a): xe X ve x € F*(V) kosulunu saglayan V € Y yari-agik kiime
olsun. V¢ <€ Y yari-kapalhdir. Hipotezden F~ (V¢) € X kiimesi § -kapalidir.
Onerme 2.2.4 geregince F*(V) € X kiimesi §-aciktir. F¥(V) = U alalim. O halde
U € F*(V) olacak sekilde x noktasini i¢eren bir U € X §-a¢ik kiimesi vardir. O
halde, F ii.y.g.na-stireklidir.

Teorem 3.3.3. F : X — Y cogul degerli fonksiyonu icin asagidakiler
denktir:

(a) F, a.y.g.na-stireklidir,

(b) Her x € X ve x € F~(V) kosulunu saglayan her V € Y yari-a¢ik kiimesi
icin U € F~(V) olacak sekilde x noktasini i¢ceren bir U € X regiiler agik kiimesi
vardr,

(c) Her V € Y yari-agik kiimesi i¢in F~(V) € X §-agiktir,

(d) Her K € Y yari-kapali kiimesi i¢in F*(K) € X §-kapalidir,
(e) Her A € X igin F(6clA) < scl(F(A)) dir,

(f) Her B € Y i¢in &cl(F*(B)) € F(scl(B)) dir.

Ispat. (a) = (b): x € X ve x € F~(V) kosulunu saglayan V € Y yari-agik
kiime olsun. F a.y.g.na-siirekli oldugundan U € F~(V) olacak sekilde x noktasini
iceren bir U' € X §-ac¢ik kiimesi vardir. §-a¢ik kiime tanimmdan U € U’ olacak
sekilde x noktasini igeren bir U € X regiiler agik kiimesi vardir.

(b) = (¢): V € Y yarrragcik kiime ve x € F~ (V) olsun. Hipotezden
U, € F~(V) olacak sekilde x noktasimi igeren bir U, regiiler a¢ik kiimesi vardir.
Boylece F~(V) = U{ U, : x € F~(V) } oldugundan F~(V) kiimesi §-agiktir.

(c) = (d): K<S Y yari-kapal kiime olsun. K¢ € Y yari-agiktir. Hipotezden
F~(K¢) € X kiimesi §-aciktir. Onerme 2.2.4 geregince FT(K) € X §-kapahdir.

(d) = (e): A< X olsun. scl(F(A)) € Y yari-kapali kiimedir. Hipotezden
F* (scl(F(A))) € X kiimesi § -kapahdir. A < F* (F(A)) < F* (scl(F(A)))
oldugundan A < F* (scl(F(A))) elde edilir. Buradan & -kapanisa gegersek
§cl(A) € F*(scl(F(A))) olur. Bu durumda F(&cl(A)) € F(F* (scl(F(A)))) <
scl(F(A)) elde edilir.
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(e) = (f): B < Y olsun. Hipotezden F(&cl(F*(B))) < scl(F(F*(B))) < scl(B)
elde edilir. Buradan &§cl(F*(B)) € F*(scl(B)) olur.

()= (a): xe X ve x € F7(V) kosulunu saglayan V € Y vyari-agik kiime
olsun. O halde Y-V < Y yari-kapaldir. Hipotezden 6 cl( F* (Y - V)) <
F*(scl(Y-V)) = F*(Y-V) olur. Bu durumda F*(Y-V) € X kiimesi §-kapalidir.
Onerme 2.2.4 geregince F~ (V) € X &-aciktir. F~ (V) = U alahm. Oyleyse
U C F7(V) olacak sekilde x noktasini iceren bir U € X §-a¢ik kiimesi vardir. O
halde F a.y.g.na-siireklidir.

Teorem 3.3.4. F : X — Y {i.y.g.na-siirekli ( a.y.g.na-siirekli ) ¢ogul degerli
fonksiyon ve G : Y — Z i.y.g.na-siirekli ( a.y.g.na-siirekli ) cogul degerli
fonksiyon ise GoF ii.y.g.na-siirekli ( a.y.g.na-siirekli ) ¢ogul degerli fonksiyondur.

Ispat. V € Z yarracik kiime olsun. G iiy.g.na-siirekli oldugundan
G*(V) C Y kiimesi é-agiktir. O halde G*(V) € Y yarr-agik kiimedir. F {i.y.g.na-
siirekli oldugundan F*(G*(V)) € X kiimesi 8-agiktir. Onerme 2.2.6 geregince
(GoF)* (V) € X kiimesi d-aciktir. O halde GoF ii.y.g.na-siirekli ¢cogul degerli
fonksiyondur.

a.y.g.na-siireklilik icin de ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.3.5. F : X — Y i.y.g.na-siirekli ( a.y.g.na-siirekli ) ¢ogul degerli
fonksiyon ve A € X agik ise F|4 : A — Y {.y.g.na-siirekli ( a.y.g.na-siirekli )
cogul degerli fonksiyondur.

ispat. A € X acik, x € Ave X € F|4"(V) kosulunu saglayan V € Y yari-
acik olsun. F|, (V) = F*(V) N A oldugundan x € F*(V) olur. F iL.y.g.na-siirekli
oldugundan U € F*(V) olacak sekilde x noktasmi iceren U S X regiiler agik
kiimesi vardir. Lemma 2.1.12 ile UNA S A regiiler agiktir ve x noktasini igerir.
AyricaUNAC FH(V)n A=F|,"(V) dir. Béylece F|4 ii.y.g.na-siireklidir.

a.y.g.na-siireklilik icin de ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.3.6. D bir indeks kiimesi ve her A€ D i¢cinF; : X; — Y; ve
F: 11X, — [1Y; ¢ogul degerli fonksiyonlar olsun ve X = ( xq1, X3...,X3,...) € [[X)
icin F(X) =[] F3(x;) seklinde tanimlansin. F ¢ogul degerli fonksiyonu ii.y.g.na-
stirekli ( a.y.g.na-stirekli ) ise her A € D igin F; {i.y.g.na-siirekli ( a.y.g.na-siirekli)
dir.
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Ispat. V) € Y, yarracik olsun. Lemma 2.1.13ile V=V, x [[;.s Y, € [1Y;
yart-agiktir. F i.y.g.na-siirekli oldugundan F* (V) = F* (V) X [lixp¥ ) =
F () X Taep Fs T (Yp) =F (V) x Tl Xp ST1X; S-agiktir. Lemma 2.1.13
ile F*(V)) € X; 6-agiktir. O halde F; ii.y.g.na-siireklidir.

a.y.g.na-siireklilik i¢in ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.3.7. Her x € X noktas1 i¢in F(x) yar1 kompakt olmak {izere
F: X — Y orten, ii.y.g.na-siirekli cogul degerli fonksiyon olsun. X yakin
kompakt uzay ise Y yar1 kompakttir.

Ispat. { V} } ;ca ailesi Y uzaymin yar1-acik ortiisii olsun. Her x € X noktas1
icin F(X) yar1 kompakt oldugundan F(X) S Ujea, V) olacak sekilde A, S A sonlu
alt kiimesi vardur.

Urea, 2 =W

olsun. F i.y.g.na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon oldugundan F(U,) < V, olacak
sekilde x noktasini igeren regiiler agik U, € X vardir. Bu durumda { U, : X € X }
ailesi X uzaymin regiiler agik ortiisii olur. X yakin kompakt uzay oldugundan
X = Uiz Uy, olacak sekilde X uzaymnda sonlu sayida x;, x, .. x, noktalar1 vardr.

F ¢ogul degerli fonksiyonu 6rten oldugundan
Y =F(X) =F(UiL; Uy,) =UiZ F(UL,) S Uin Ve, = Uiy U ea, W,
elde edilir. O halde Y yar1 kompakttir.

Teorem 3.3.8. Y yari-normal uzay, F,G : X — Y ii.y.g.na-stirekli ve nokta
kapali cogul degerli fonksiyonlar ise

K={xeX:FX)NG(x)#0 } < X
kiimesi o-kapalidir.

Ispat. x € X \ K olsun. Bu durumda F(x) n G(x) = @ olur. F ve G nokta
kapali ¢ogul degerli fonksiyonlar oldugundan F(X) ve G(x) kapali kiimelerdir.
F(x) ve G(x) kapali ise yari-kapalidir. Y yari-normal uzay oldugundan F(x) € U
ve G(X) € V olacak sekilde Y iginde ayrik yari-agik U ve V kiimeleri vardir. F ve
G ii.y.g.na-siirekli oldugundan F*(U) ve G*(V) kiimeleri X iginde d-agiktir. O
halde F*(U) ve G*(V) x noktasini igeren 8-agik kiimelerdir.
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H=F*+(U) N GH(V)

olsun. H kiimesi x noktasini igeren d-agik kiimedir ve H N K = @, HUK = X olur.
Boylece K= H® € X kiimesi 6-kapahdir.

Teorem 3.3.9. Y yari-normal uzay olsun. F : X — Y i.y.g.na-siirekli,
nokta kapali c¢ogul degerli fonksiyon ve her x,y farkli nokta ¢ifti i¢in
F(x) n F(y) = @ olsun. Bu durumda X uzay1 86-Hausdorfdur.

Ispat. x, y € X ve x # y olsun. Bu ise F(x) N F(y) = @ olmasin1 gerektirir.
F nokta kapali oldugundan F(X) ve F(y) kapali kiimelerdir. F(X) ve F(y) kapali
kiimeler ise yari-kapalilardir. Y yari-normal uzay oldugundan F(X) € U ve
F(y) € V olacak sekilde Y i¢inde ayrik yari-agik U ve V kiimeleri vardir. F
ii.y.g.na-siirekli oldugundan F*(U) ve F*(V) sirasiyla x ve y noktalarini igeren X
icinde ayrik 6-agik kiimelerdir. O halde X uzay1 6-Hausdorfdur.

3.4 Zayif Na-Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonlar

Zayif na-siirekli fonksiyonlar ilk defa Mahmoud, Abd EI-Monsef ve Nasef
tarafindan 1989 yilinda c¢alisilmistir. ( X,z ) ve ( Y,o ) topolojik uzaylar olmak
tizere f : ( X,t ) — ( Y,o ) bir fonksiyon olsun. Her x € X ve f(x) noktasini igeren
her V € Y 6-acik kiimesi i¢in f(U) € V olacak sekilde x noktasini iceren U € X
a-acik kiimesi varsa fonksiyonuna zayif na-siireklidir denir.

Bu kavram asagidaki sekilde ¢ogul degerli fonksiyonlara genisletilmistir.
Tanmim 3.4.1. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon olsun. x € X alalim.

(a) x € F*(V) kosulunu saglayan her V € Y §-a¢ik kiimesi i¢in U € F*(V)
olacak sekilde x noktasmin bir U € X a-agik kiimesi varsa, F ¢ogul degerli
fonksiyonuna x noktasinda tistten zayif na-siirekli ( upper weakly na-continuous )
denir ve kisaca ii.z.na-stirekli olarak gosterilir.

(b) x € F~(V) kosulunu saglayan her V € Y 8-a¢ik kiimesi icin U & F~(V)
olacak sekilde x noktasmin bir U € X o-agik kiimesi varsa, F cogul degerli
fonksiyonuna x noktasinda alttan zayif na-siirekli ( lower weakly na-continuous )
denir ve kisaca a.z.na-siirekli olarak gosterilir.

(c) F, x € X noktasinda ii.z.na-stirekli ve a.z.na-siirekli ise F ¢ogul degerli
fonksiyonuna x € X noktasinda zayif na-siirekli ( weakly na-continuous ) denir ve
kisaca z.na-siirekli olarak gosterilir.
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(d) F, her x € X noktasi igin z.na-siirekli ( sirasiyla ii.z.na-stirekli, a.z.na-
stirekli ) ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna, X {izerinde z.na-siirekli ( sirasiyla
i.z.na-stirekli, a.z.na-siirekli ) denir.

Teorem 3.42. F : X — Y cogul degerli fonksiyonu icin asagidakiler
denktir:

(a) F ii.z.na-siireklidir,

(b) Her V € Y 6-agik kiimesi i¢in F*(V) € X a-agiktrr,

(c) Her K € Y d-kapali kiimesi igin F~(K) € X a-kapalidir.

Ispat. (a) = (b): V €Y §-acik kiime ve x € F*(V) olsun. Hipotezden
U, € F*(V) olacak sekilde x noktasmi igeren bir U, € X a-acgik kiimesi vardir.
F*(V)=U{U, : x € F*(V) } oldugundan F*(V) € X a-agiktir.

(b) = (c): K € Y od-kapali kiime olsun. K¢ € Y kiimesi d-agiktir.
Hipotezden F* (K¢) € X a-aciktir. Onerme 2.2.4 geregince F~ (K) € X
a-kapalidir.

(c)= (a): x€ X ve x € F*(V) kosulunu saglayan V € Y kiimesi 8-a¢ik
olsun. V¢ €Y kiimesi §-kapalidir. Hipotezden F~(V¢) o-kapalidir. Onerme 2.2.4
geregince F*(V) € X o-aciktir ve x noktasmu igerir. F*(V) = U alalim. O halde
U S F*(V) olacak sekilde x noktasini igeren bir U € X a-acik kiimesi vardir. Bu

durumda F i.z.na-sureklidir.

Teorem 3.43. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu i¢in asagidakiler
denktir.

(a) F a.z.na-stireklidir.

(b) Her V € Y &-a¢ik kiimesi i¢in F~(V) € X a-agiktir.

(c) Her K € Y 6-kapali kiimesi i¢in F*(K) € X a-kapalidir.
(d) Her A < X igin F(aclA) < ocl(F(A)) dir.

(e) Her B € Y igin acl(F*(B)) € F*(scl(B)) dir.
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Ispat. (a) = (b): V € Y §-acik kiime ve x € F~(V) olsun. Hipotezden
U, € F~(V) olacak sekilde x noktasmi i¢eren bir U, € X a-ac¢ik kiimesi vardir.
Boylece F~(V) = U{ U, : x € F7(V) } oldugundan F~(V) € X kiimesi a-agiktir.

(b) = (c): K < Y kiimesi 6-kapali olsun. K < Y kiimesi &-agiktir.
Hipotezden  F~(K¢) € X o-acgiktir. Onerme 2.2.4 geregince F (K) € X
a-kapalidir.

(c) = (d): A c X olsun. ocl(F(A)) € Y kiimesi 6-kapalidir. Hipotezden
F* (ocl(F(A))) € X a-kapalidir. A € F*(F(A)) € F* (6cl(F(A))) oldugundan
A C F7* (6cl(F(A))) elde edilir. Buradan a-kapamisa gegersek acl(A) <
F*(ocl(F(A))) olur. F(acl(A)) € F(F* (6cl(F(A))) < dcl(F(A)) elde edilir. O
halde F(ac/(A)) < ocl(F(A)) olur.

(d) = (e): B < Y olsun. Hipotezden F(acl(F* (B))) < Jcl(F(F* (B))) <
ocl(B) olur. Buradan acl(F*(B)) € F*(dcl(B)) elde edilir.

(e) = (a): x e X ve x € F~(V) kosulunu saglayan V € Y 3-agik kiime olsun.
Y-V C Y &-kapalidir. Hipotezden acl(F*(Y—V)) € Ft(scl(Y-V)) = Ft(Y-V)
olur. Bu durumda F*(Y—V) € X kiimesi o-kapalidir. Onerme 2.2.4 geregince
F~(V) € X oa-aciktir. F~(V) = U olsun. O halde U € F~(V) olacak sekilde x
noktasini i¢eren bir U € X a-ag¢ik kiimesi vardir yani, F a.z.na-stireklidir.

Teorem 3.4.4. F : X — Y i.z.na-siirekli ( a.z.na-stirekli ) ¢cogul degerli
fonksiyon ve A © X kiimesi f-a¢ik ise F|4 : A — Y i.z.na-siirekli ( a.z.na-
stirekli) cogul degerli fonksiyondur.

Ispat. A © X kiimesi S-acik, x € A ve X € F|, (V) kosulunu saglayan
V € Y kiimesi 6-ac¢ik olsun. F a.z.g.na.stirekli oldugundan U < F~(V) olacak
sekilde x noktasini iceren U € X a-ag¢ik kiimesi vardr. UN A S F7 (V)N A =
F|, (V) olur ve UN A € A kiimesi x noktasini i¢eren a-agiktir. Boylece F|,
a.z.na-stireklidir.

Benzer sekilde ii.z.g.na.siirekli igin de ispat yapilir.

Teorem 3.45. F : X — Y bir cogul degerli fonksiyon olsun. Gy ¢cogul
degerli grafik fonksiyonu ii.z.na-siirekli ise F ii.z.na-stireklidir.

Ispat. Teorem 3.1.10 a benzer olarak ispat yapilir.

Teorem 3.4.6. F : X — Y cogul degerli fonksiyon olsun. Gy cogul degerli
grafik fonksiyonu a.z.na-siirekli ise F a.z.na-siireklidir.



33

Ispat. Teorem 3.1.11 a benzer olarak ispat yapilir.

Teorem 3.4.7. Her x € X noktast i¢cin F(X) yakin kompakt olmak iizere
F : X — Y {i.z.na-siirekli 6rten ¢cogul degerli fonksiyon olsun. X uzay1 a-kompakt
ise Y uzayi yakin kompakttir.

Ispat. {V; } ;¢ ailesi Y uzaymm regiiler acik ortiisii olsun. Her x € X
noktasi icin F(X) yakin kompakt oldugundan F(X) € Ue, V; olacak sekilde
A, € A sonlu alt kiimesi vardr.

Urea 2 =V
olsun. F ii.z.na-siirekli gogul degerli fonksiyon oldugundan F(U,) <V, olacak
sekilde x noktasini iceren U, € X a-agik kiimesi vardir. O halde { U, : x€ X }

ailesi X uzaymin o-agik ortiisii olur. X a-kompakt uzay oldugundan X = Ui, U,,

olacak sekilde X icinde sonlu sayida xq, x,,. x, noktalar1 vardwr. F cogul degerli
fonksiyonu 6rten oldugundan,

Y = F(X) = F(Ui; Uy,) =Uin F(Uy) € Uity Vs, = Ui Unen, Vi,

bulunur. O halde Y uzay1 yakin kompakttir.
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Na-siirekli cogul degerli fonksiyonlar arasindaki gecisler asagidaki sekil
ile gosterilmistir.

li.y.g.na-stirekli ( a.y.g.na-stirekli )

.6n.g.na-siirekli ( a.6n.g.na-siirekli )—— ii.na-siirekli ( a.na-siirekli )

N/

1i.z.na-stirekli ( a.z.na-stirekli )

( Sekil 3.4.1. Ugiincii boliimdeki siireklilikler arasindaki iliskiler )

Asagidaki ornekler sekil 3.4.1. deki gerektirmelerin tersinin her zaman igin
dogru olmadigini1 géstermektedir.

Ornek 3.4.8., Mahmoud, Abd EI-Monsef ve Nasef ’in ‘Functions Near of
Na-Continuity’ makalesindeki 6rnek 4.1 in ¢ogul degerli fonksiyonlara
uyarlanmis halidir.

Ornek 3.4.8. ( Mahmoud et al., 1989 ) X = { a,b,c } ve X iizerindeki
topoloji T = { 9, {a}, {b}, {a,b}, X } olsun. F : X — X ¢ogul degerli fonksiyonu
F(a) = F(b) = {a}, F(c) = {c} seklinde tanimlansin.

F, ti.na-siirekli ( a.na-siirekli ) dir. Ciinkii, X uzaymndaki @, {a}, {b}, {a,b},
{a,c}, {ab,c} a-agik kiimeleri i¢in F*(@) = @, F*({a}) = {a,b}, FT({b}) = 0,
Ft({ab}) = {ab}, Ft({ac}) = {ab,c}, Ft({ab,c}) = {ab,c} kiimeleri X
uzayinda 6-agiktir. Benzer sekilde a.na-siireklilik i¢in de saglanir.

Fakat F, ii.y.g.na-stirekli ( a.y.g.na-siirekli ) degildir. Ciinki, {b,c} € Y
yari-agik i¢in F*({b,c}) = {c} 8-agik kiime degildir. Benzer sekilde a.y.g.na-
stireklilik de saglanmaz.
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Ornek 3.4.9. ( Yuksel vd., 2011b ) X = {a,b,c} ve X iizerindeki topoloji
{0, X, {a}, {b}, {ab} }, Y = {1,2,3} ve Y iizerindeki topoloji
o={0,Y, {1}, {23} } olsun. F : X — Y c¢ogul degerli fonksiyonu,
F(a) = {1,2}, F(b) = {2,3}, F(c) = {1,3} seklinde tanimlansin.

T

F, li.y.g.na-siirekli dolayisiyla ii.na-stirekli ve i.z.na-stireklidir. Ciinkd,
Y uzaymdaki @, {1}, {23}, {1,2,3} vyari-agik kiimeleri i¢in F*(@) = @,
Ft({1}) =0, F*{2,3}) = {b}, F*({1,2,3}) = {a,b,c} kiimeleri X uzayinda
d-agiktir.

Fakat ii.6n.g.na-stirekli degildir. Ciinkii {1,3} € Y 6n-acgik kiimedir fakat
F*t({1,3}) = {c} 8-acik kiime degildir.

Ornek 34.10. X = {abcl ve X iizerindeki topoloji
t={0, X {a}, {b}, {ab}}, Y = {1,2,3} ve Y iizerindeki topoloji
o=A{0,Y, {1} {2}, {1,2}} olsun. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu,
F(a) = {1}, F(b) = {2}, F(c) = {1,3} seklinde tanimlansin.

F 4.0n.g.na-stireklidir. Ciinkdi, Y uzaymdaki @, {1}, {2}, {1,2}, {1,2,3}
on-agik kiimeleri igin F*(@) =@, F*({1}) = {a}, FT({2}) = {b}, F*({1,2}) =
{a,b}, F*({1,2,3}) = {a,b,c} kiimeleri X uzaymda §-a¢iktr.

Fakat ii.y.g.na-stirekli degildir. Clinkii {1,3} € Y yar1-agik kiimedir fakat
F*({1,3}) = {a,c} 5-a¢ik kiime degildir.

Ornek 3.4.11. X = {ab,c} ve X iizerindeki topoloji t = { @, X, {a} },
Y = {1,2} ve Y ilizerindeki topolojio = { @, Y, {1} } olsun. F : X — Y ¢ogul
degerli fonksiyonu, F(a) = {1}, F(b) = F(c) = {1,2} seklinde tanimlansin.

F i.z.na-siireklidir. Clinkii, Y uzaymdaki @ ve Y d-a¢ik kiimeleri i¢in
F*(@) = @ ve F*(Y) = X kiimeleri X uzayinda a-agiktir.

Fakat {i.na-siirekli degildir. Clinkii {1} S Y o-agik kiimedir fakat
F+({1}) = {a} 8-acik kiime degildir.

Ustten ( alttan ) dn-giiclii na siireklilik ile iistten ( alttan ) yari-giiclii na
sireklilik kavramlar1 birbirinden bagimsizdir fakat, asagidaki gibi ek kosullar
konularak iliski bulunabilir.

Teorem 3.4.12. F : X — Y {i.y.g.na-siirekli ( a.y.g.na-stirekli ) ¢ogul
degerli fonksiyon ve Y kuvvetli ¢oziilemez uzay ise F i.0n.g.na-siirekli
(‘a.0n.g.na-siirekli ) dir.
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Ispat. V € Y 6n-agik kiime olsun. Y kuvvetli ¢oziilemez uzay oldugundan
V C Y yari-a¢iktir. Hipotezden F*(V) ( F~(V) ) € X kiimesi 5-agiktir.

Teorem 3.4.13. F : X — Y i.0n.g.na-siirekli ( a.0n.g.na-siirekli ) gogul
degerli fonksiyon ve Y asir1 baglantisiz uzay ise F i.y.g.na-siirekli
(a.y.g.na-stirekli ) dir.

Ispat. V € Y yari-agik kiime olsun. Y asir1 baglantisiz uzay oldugundan
V C Y on-agiktir. Hipotezden F*(V) (F~(V) ) € X kiimesi 5-agiktr.

Her i.y.g.na-siirekli ( a.y.g.na-siirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon fii.na-
stirekli ( a.na-stirekli ) dir fakat, tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki
teoremde tersinin dogru olabilmesi i¢in gereken ek kosul verilmistir.

Teorem 3.4.14. F : X — Y i.na-slirekli ( a.na-siirekli ) ¢ogul degerli
fonksiyon, Y asir1 baglantisiz ve altmaksimal uzay ise F i.y.g.na-siirekli
(a.y.g.na-stirekli ) dir.

Ispat. V € Y yari-acik kiime olsun. Y asir1 baglantisiz uzay ise V € Y 6n-
aciktir. Y altmaksimal uzay oldugundan V € Y kiimesi agiktir. Dolayisiyla
a-agiktir. Hipotezden F*(V) € X ( F~(V) ) kiimesi 8-agiktir.
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4. GUCLU SUREKLi, MUKEMMEL SUREKLi, HEMEN HEMEN
MUKEMMEL SUREKLI VE HEMEN HEMEN CL-
SUPERSUREKLI COGUL DEGERLI FONKSIiYONLAR

4.1 Giigclii Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonlar

Tek degerli fonksiyonlar igin giiglii siireklilik 1960 yilinda Levine
tarafindan ¢alisilmistir ve daha sonra Akdag tarafindan asagidaki sekilde ¢ogul
degerli fonksiyonlara genisletilmistir.

Tamm 4.1.1. ( Akdag, 2007 ) F : X — Y cogul degerli fonksiyon olsun.

(a) Her B € Y i¢in F*(B) € X kapacik ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna
istten giiclii siirekli ( upper strongly continuous ) denir ve kisaca ii.g.siirekli
olarak gosterilir.

(b) Her B € Y i¢in F~(B) € X kapagik ise F ¢cogul degerli fonksiyonuna
alttan giiglii stirekli ( lower strongly continuous ) denir ve kisaca a.g.stirekli olarak
gosterilir.

(¢) F ¢ogul degerli fonksiyonu hem ii.g.siirekli hem de a.g.stirekli ise F

cogul degerli fonksiyonuna, giiglii siirekli ( strongly continuous) denir ve g.siirekli
olarak gosterilir.

Bu tanimdaki (a) ve (b) kosullar1 birbirine denktir. Bu durumda, tanim
Kohli ve Arya tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Tammm 4.1.2. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyonu asagidaki kosullardan birini sagliyorsa F ye giiclii siirekli ¢cogul
degerli fonksiyon denir.

(i) Her B € Y i¢in F*(B) < X kapagik

(i) Her B € Y igin F~(B) € X kapagik

Bu kavram kisaca g.siirekli olarak gosterilir.

Teorem 4.1.3. ( Akdag, 2007 ) F : X — Y g.siirekli ve F(X) alt uzay
topolojisine sahipse F : X — F(X) g.stireklidir.

Ispat. Her V C Y icin F (V) = F*(VNnAX)) oldugundan ispat agiktir.
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Teorem 4.1.4. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y g.siirekli ¢cogul
degerli fonksiyon ve G : Y — Z herhangi bir ¢ogul degerli fonksiyon olsun. O
halde GoF g.siirekli cogul degerli fonksiyondur.

Ispat. A¢iktir.

Teorem 4.1.5. ( Akdag, 2007 ) F : X — Y gusiirekli ¢cogul degerli
fonksiyon ve A € X olsun. O halde F|, : A — Y g.siirekli ¢cogul degerli
fonksiyondur.

Ispat. Agiktir.

Teorem 4.1.6. ( Kohli and Arya, 2010 ) F, G : X — Y g.siirekli cogul

degerli fonksiyon olsun. Her x € X noktas1 i¢in (FUG)(X) = F(X) U G(x) seklinde
tanimlanan FUG : X — Y g.siirekli cogul degerli fonksiyondur.

Ispat. B € Y olsun. F ve G g.siirekli oldugundan F*(B) ve G (B)
kiimeleri X de kapagiktir. (F U G)*(B) = F*(B)n G*(B) ve kapagik kiimelerin
sonlu kesisimi kapagik oldugundan (F U G)*(B) € X kiimesi kapagiktir.

Teorem 4.1.7. ( Kohli and Arya, 2011 ) X discrete uzay ise her
F: X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu gii¢lii siireklidir.

Ispat. Aciktir.

Teorem 4.1.8. ( Akdag, 2007 ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon olsun.
Gr giiclii siirekli ise F giiclii stireklidir.

Ispat. V € Yolsun. X x V € X x Y olur. G giiclii siirekli oldugundan
Grr(XxV)={xeX: {IXFX) € XxV}={xeX:FX)SV}=F"(V)cX
kiimesi kapagiktir. O halde F giiglii stireklidir.

4.2. Miikemmel Siirekli ve Hemen Hemen Miikemmel Siirekli
Cogul Degerli Fonksiyonlar

Tek degerli fonksiyonlar i¢cin miikemmel siireklilik 1984 de Noiri
tarafindan, hemen hemen miikemmel stireklilik ( = regiiler kiime baglantililik ) ise
1999 yilinda Dontchev, Ganster ve Reilly tarafindan ¢aligilmistir. Bu kavramlar
cogul degerli fonksiyonlara asagidaki sekilde genisletilmistir.
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Tamm 4.2.1. ( Akdag, 2007 ) F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon olsun.

(a) Her B € Y acik i¢in F*(B) € X kapagik ise F ye iistten miikkemmel
stirekli ( upper perfectly continuous ) denir ve kisaca ti.m.siirekli ile gosterilir.

(b) Her B € Y agik i¢in F~(B) € X kapagik ise F ye alttan miikemmel
stirekli ( lower perfectly continuous ) denir ve kisaca a.m.siirekli ile gosterilir.

(c) F gogul degerli fonksiyonu ii.m.stirekli ve a.m.siirekli ise mitkemmel
stirekli ( perfectly continuous ) denir ve kisaca m.siirekli olarak gosterilir.

Tamm 4.2.2. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyon olsun.

(@) Her B € Y regiiler agik kiimesi i¢in F*(B) € X kapagik ise F ye iistten
hemen hemen miikemmel siirekli ( upper almost perfectly continuous ) denir. Bu
durum kisaca i.h.h.m.stirekli ile gosterilir.

(b) Her B € Y regiiler acik kiimesi i¢in F~(B) € X kapagik ise F ye alttan
hemen hemen miikemmel siirekli ( lower almost perfectly continuous ) denir. Bu
durum kisaca a.h.h.m.stirekli ile gosterilir.

Teorem 4.2.3. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonun t.m.stirekli ( ii.h.h.m.siirekli ) olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her
B € Y kapali ( regiiler kapali ) kiimesi i¢in F~(B) € X kiimesinin kapag¢ik
olmasidir.

Ispat. () B € Y kapali ( regiiler kapali ) kiime olsun. O halde Y-B € Y
acik ( regiiler agik ) tir. F ti.m.siirekli ( i.h.h.m.siirekli ) oldugundan F*(Y-B)
kiimesi kapaciktir. Onerme 2.2.4 geregince F~(B) € X kapagik kiimedir.

(&) B < Y acik ( regiiler agik ) kiime olsun. O halde Y-B < Y kapali
( regiiler kapali ) dir. Hipotezden F~(Y-B) € X kiimesi kapagiktir. Onerme 2.2.4
geregince FT(B) < X kapagik kiimedir. Boylece F , i.m.stirekli ( ii.h.h.m.stirekli )
cogul degerli fonksiyondur.

Teorem 4.2.4. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonun a.m.siirekli ( a.h.h.m.siirekli ) olmasi igin gerek ve yeter kosul her
B < Y kapali ( regiiler kapali ) kiimesi i¢in F*(B) € X kiimesinin kapagik
olmasidir.

Ispat. Teorem 4.2.3. e benzer sekilde ispat yapilir.
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Teorem 4.2.5. ( Kohli and Arya, 2010 ) F: X > Y ve G: Y — Z ¢ogul
degerli fonksiyonlar olsun. O halde asagidakiler vardir.

(a) F t.m.sitirekli ( a.m.siirekli ) ve G ii.y.stirekli ( a.y.siirekli ) ise GoF
i.m.siirekli ( a.m.stirekli ) dir.

(b) F udhhmsirekli ( ahhmsirekli ) ve G d.hhtsiirekli
(‘a.h.h.t.stirekli) ise GoF ii.h.h.m.stirekli ( a.h.h.m.siirekli ) dir.

(c) F i.m.stirekli ( a.m.siirekli ) ve G ti.h.h.stirekli ( a.h.h.siirekli ) ise GoF
i.h.h.m.stirekli ( a.h.h.m.stirekli ) dir.

(d) F i.h.hom.siirekli ( a.h.h.m.siirekli ) ve G t.t.siirekli ( a.t.stirekli ) ise
GoF t.m.stirekli ( a.m.stirekli ) dir.

Ispat. Aciktir.

Sonu¢ 4.2.6. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y ii.m.siirekli ¢ogul
degerli fonksiyon ve Y S Z olsun. O halde her x € X noktas1 i¢in G(x) = F(X)
seklinde tanimli G : X — Z ¢ogul degerli fonksiyonu ii.m.stireklidir.

Ispat. Teorem 4.2.5 de G cogul degerli fonksiyonu yerine iistten yar1
stirekli olan i kapsama doniistimiinii alirsak ispat biter.

Teorem 4.2.7. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y i.h.h.m.siirekli cogul
degerli fonksiyon ve Y uzay1 ile Z uzaymdaki her regiiler acik kiimenin kesisimi
Y uzayinda regiiler agik kiime olacak sekilde Y € Z olsun. Her x € X noktasi i¢gin
G(X) = F(x) seklinde tanimlanan G : X — Z ¢ogul degerli fonksiyonu
i.h.h.m.stireklidir.

Ispat. W € Z regiiler acik kiime olsun. Hipotezden W N'Y € Y kiimesi
regiiler agiktir. F, i.hhmsiirekli oldugundan F* (W n Y) Kkapagiktr.
Gt(W) = FF(WNY) oldugundan G*(W) < X kiimesi kapagiktir. O halde G
i.h.h.m.stireklidir.

Teorem 4.2.8. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y {i.m.siirekli ¢ogul
degerli fonksiyon olsun. F(X) alt uzay topolojisine sahip ise F : X — F(X)
i.m.stireklidir.

Ispat. Her V € Y acik kiimesi icin F*(V) =F*(VNAX)) oldugundan
ispat aciktir.
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Teorem 4.2.9. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonu ii.h.h.m.siirekli ( a.h.h.m.siirekli ) ve F(X), Y uzayinda 6-gdmme ise
F: X — F(X) ¢ogul degerli fonksiyonu ii.h.h.m.siirekli ( a.h.h.m.siirekli ) dir.

Ispat. V € F(X) regiiler agik kiime olsun. F(X), Y uzaymda &-gémme
oldugundan V = WNF(X) olacak sekilde W € Y regiiler acik kiimesi vardir. F
i.h.h.m.siirekli oldugundan F*(W) kiimesi kapagiktir. F*(V) = FY(WNF(X)) =
F*(W) C X kiimesi kapagik oldugundan F ii.h.h.m.siireklidir.

a.h.h.m.stireklilik i¢in benzer sekilde ispat yapilir.

Teorem 4.2.10. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y {.m.stirekli
(i.h.h.m.siirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon ve A € X olsun. O halde F|,: A—Y
ti.m.stirekli ( i.h.h.m.stirekli ) ¢ogul degerli fonksiyondur.

Ispat. U € Y ackk ( regiler acik ) kiime olsun. F ii.m.siirekli
( i.h.h.msiirekli ) oldugundan F*(U) € X kapagiktir. F|, *(U) = AnF*(U)
oldugundan F|, *(U) € A kiimesi kapagiktir.

Teorem 4.2.11. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y a.m.siirekli
(‘a.h.h.m.stirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon ve A € X olsun. O halde F|,: A—Y
a.m.siirekli ( a.h.h.m.siirekli ) cogul degerli fonksiyondur.

Ispat. Teorem 4.2.10 a benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.2.12. ( Kohli and Arya, 2010 ) F,G : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonlar1 ii.m.stirekli ( i.h.h.m.siirekli ) olsun. Her x € X noktas: igin
(FUG)(X) = F(X) U G(x) seklinde tanimlanan FUG : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyonu ti.m.siirekli ( ti.h.h.m.stirekli ) dir.

Ispat. B € Y acik ( regiiler agik ) kiime olsun. F ve G ii.m.siirekli
( i.h.h.m.siirekli ) oldugundan F*(B) ve G*(B) kiimeleri X uzaymda kapagiktir.
(FUG)T(B) = F*(B)n G* (B) ve kapagik kiimelerin sonlu kesisimi kapagik
oldugundan (F U G)*(B) € X kiimesi kapagiktir.

Teorem 4.2.13. ( Kohli and Arya, 2010 ) F,G : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonlar1 a.m.stirekli ( a.h.h.m.siirekli ) olsun. Her x € X noktasi igin
(FUG)(X) = F(X) U G(x) seklinde tanimlanan FUG : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyonu a.m.siirekli ( a.h.h.m.stirekli ) dir.
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Ispat. B © Y acik ( regiiler agik ) kiime olsun. F ve G a.m.siirekli
( a.h.h.m.siirekli ) oldugundan F~(B) ve G~ (B) kiimeleri X uzaymda kapagiktir.
(FUG)~(B) = F(B)u G~ (B) ve kapacik kiimelerin sonlu birlesimi kapagik
oldugundan (F U G)~(B) € X kiimesi kapagiktir.

Teorem 4.2.14. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y i.m.siirekli cogul
degerli fonksiyon olsun. Her B € Y i¢in [F~(B)].; € F~(cIB) dir.

Ispat. B € Y olsun. F ii.msiirekli oldugundan F~(cIB) € X
kapagiktir. F~(B) € F~(cIB) oldugundan [F~(B)]. € F~(c(B) elde edilir.

Teorem 4.2.15. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y bir ¢ogul degerli
fonksiyon olsun. Gr ¢ogul degerli grafik fonksiyonu {i.m.siirekli
( t.h.h.musiirekli ) ise F t.m.stirekli ( ii.h.h.m.siirekli ) dir ve X ayrigim topolojisi
(‘hemen hemen ayrigim topolojisi ) ile donatilmistir.

Ispat. G cogul degerli grafik fonksiyonu i.m.siirekli ( ii.h.h.m.siirekli )
olsun. P, : XXY — Y diy.siirekli ( ti.hh.t.siirekli ) izdiisiim fonksiyonu
oldugundan Teorem 4.2.5 den F = PyoGp i.m.stirekli ( ii.h.h.m.siirekli ) dir.

X uzaymin ayrisim topolojisi ( hemen hemen ayrisim topolojisi ) ile
donatildigini gosterelim:

U € X agik ( regiiler agik ) kiime olsun. UXY € XXY agik ( regiiler agik )
tir. Gp t.m.siirekli ( t.h.h.m.siirekli ) oldugundan Gr" (U xY) € X kiimesi
kapagiktir. Gr(UXY) = U oldugundan U € X kapagiktir. Bu durumda U € X
kapali kiimedir.

Teorem 4.2.16. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y {.m.siirekli
( i.h.h.m.s ) ¢ogul degerli fonksiyon, Y regiiler uzay ve her x € X noktas1 i¢in
F(x) kapali olsun. O halde F in G ¢cogul degerli grafik fonksiyonu X uzayma gore
XXY uzaymin kap-kapal alt kiimesidir.

Ispat. (x,y) € (XXY) \ G alalim. O halde y & F(xX) olur. F(x) kapali ve Y
regiiler uzay oldugundan y € V, ve F(X) € Vg, olacak sekilde Y i¢inde ayrik acik
V, Ve Vi alt kiimeleri vardir. V, ve Vp(,y kiimelerinin regiiler agik kiimeler

olarak segilebilecegi kolaylikla kanitlanabilir. F t.m.siirekli ( ii.h.h.m.stirekli )
oldugundan U, = F*(Vg(y)) € X kiimesi kapagiktir ve x noktasin igerir.

(Uy X )N Gp=0
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oldugunu ileri siirelim. Kabul edelim ki (U, X V) N G # @ olsun. O halde
(h,k) € (U, X V,)N Gp olacak sekilde (h,k) € (XXY) vardir. h € F*(Vg(,)), KEV,
ve k € F(h) olur. Boylece k € Vi(,) Ve k €V, elde edilir. Bu ise geliskidir. Ciinki
Vi) Ve V, ayrik kiimelerdi. O halde Gp ¢ogul degerli grafik fonksiyonu X
uzayina gore XXY uzaymin kap-kapali alt kiimesidir.

Teorem 4.2.17. ( Kohli and Arya, 2010 ) Her x € X noktasi igin F(X)
kompakt olmak tizere F : X — Y {i.m.siirekli ¢ogul degerli fonksiyon olsun.
A c X hafif¢e kompakt kiime ise F(A) € Y kiimesi kompakttir.

Ispat. A, F(A) m agik ortiisii olsun. O halde, A, her a € A i¢in F(a) nin
acik ortiisiidiir. Her F(a) kompakt oldugundan

F(a) cU{B:B € .} =V,

olacak sekilde B, © A sonlu alt kiimesi vardir. F, t.m.siirekli oldugundan
U,=F*(V,) € X kiimesi kapagiktir ve a noktasmi igerir. { U, : a € A } ailesi A
kiimesinin kapagik ortusiidiir. A hafifce kompakt oldugundan A < Ui, U,, <

i F +(Val,) olacak sekilde A kiimesinin sonlu sayida a4, a, . a, noktalar1 vardur.

Boylece
F(A) € F(UiZ FT (1)) = Ui F(FT (1)) € Ui Vs,

dir. Burada her B, sonludur ve i = 1,2...n i¢in V,, = U{B: B € B, } olur.
Boylece F(A) € Y kiimesi kompakttir.

Teorem 4.2.18. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyonu X uzaymndaki her farkli x,y nokta ¢ifti i¢in F(x) N F(y) = @ olacak
sekilde ti.m.stirekli ( i.h.h.m.siirekli ) ve nokta kapali olsun. Y normal uzay ise X
ultra Hausdorf uzaydir.

Ispat. x,y € X ve x # y olsun. O halde F(x) ve F(y), F(x) n F(y) = @
olacak sekilde kapali kiimelerdir. Y normal uzay oldugundan F(X) S U; ve
F(y) € Vi olacak sekilde U; ve V; ayrik agik kiimeleri vardir. U = int(cl(U;))
V = int(cl(V;)) sirasiyla F(X) ve F(y) i kapsayan ayrik regiiler agik kiimelerdir. F
t.m.siirekli ( G.h.h.m.siirekli ) oldugundan F* (U) ve F* (V) srrasiyla x ve y
noktalarmi iceren ayrik kapagik kiimelerdir. O halde X uzayi ultra Hausdorfdur.

Teorem 4.2.19. ( Kohli and Arya, 2010 ) Y normal uzay olmak iizere
F.G : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonlar: ti.m.stirekli ( ii.h.h.m.siirekli ) ve her
X € X noktast i¢in F(x) ve G(x) kapali olsun. O halde
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E={xeX:FX)NnG(x) = 0}
kiimesi X uzaymin kap-kapali alt kiimesidir.

Ispat. E kiimesinin kap-kapali oldugunu goéstermek i¢in X\E in kap-agik
oldugunu gostermeliyiz.

x € X\E alalim. O halde F(X)NG(x) = @ olur ve ayrica hipotezden F(X) ve
G(x) kiimeleri kapalidir. Y normal uzay oldugundan F(X) € U; ve G(x) € V;
olacak sekilde Y iginde U; ve V; ayrik agik kiimeleri vardir. U = int(cl(U;)) ve
V = int(cl(V})) srasiyla F(x) ve G(x) i kapsayan ayrik regiiler agik kiimelerdir. F
ve G i.m.siirekli ( i.h.h.m.siirekli ) oldugundan F*(U) ve G* (V) kiimeleri
kapagiktir ve x noktasm igerir. G, = F*(U) ve G, =G (V) olsun. G = G; N G,
kiimesi, x noktasini igeren kapacik kiimedir.

GNE=0¢

oldugunu iddia ediyoruz. Kabul edelim ki G n E # @ olsun. O halde y € G ve
y € E olacak sekilde bir y € X vardir. y € G ise F(y) € U ve G(y) € V olur.
Burada F(y) N G(y) € U NV = @ oldugundan F(y) Nn G(y) = @ elde edilir. Bu ise
y € E olmasi ile ¢elisir. O halde G € X\E olur. Bu durumda X\E kap-agiktir.

Teorem 4.2.20. ( Kohli and Arya, 2010 ) Y normal uzay olacak sekilde
F: X — Y t.m.stirekli ( {.h.h.m.siirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon ve her x € X
noktasi i¢in F(x) kapali olsun. O halde,

A ={(xy) € XxX: F(x) n F(y) # 0}
kiimesi, XXX uzayinin kap-kapali alt kiimesidir.

Ispat. A kiimesinin kap-kapali oldugunu gostermek igin (XXX)\A in kap-
acik oldugunu gdstermeliyiz.

(x,y) € (XxX)\A alalim. O halde F(x) N F(y) = @ olur. Ayrica hipotezden
F(xX) ve F(y) kiimeleri kapalidir. Y normal uzay oldugundan F(X) € U; ve
F(y) € V; olacak sekilde Y iginde U; ve V; ayrik agik kiimeleri vardir.
Teorem 4.2.19 un ispatmdaki gibi U = int(cl(U;)) ve V = int(cl(V;)) alinabilir. F
t.m.stirekli ( i.h.h.m.siirekli ) oldugundan F*(U) ve F*(V) kiimeleri kapagiktir ve
sirasiyla x ve y noktalarmi igerir. G; = F*(U) ve G, = F*(V) olsun. G; X G4, (X,y)
noktasimi i¢eren kapagik kiimedir.

(Glez)ﬂA:(D
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oldugunu iddia ediyoruz. Kabul edelim ki (G; X G;) N A # @ olsun. O halde
(ab) € G; x G, ve (ab) € A olacak sekilde bir (a,b) € X X X vardur.
(a,b) € G; X G, ise F(a) € U ve F(b) € V olur. Burada F@ nF(b) cUnNV =9
oldugundan F(a) N F(b) = @ elde edilir. Bu ise (a,b) € A olmasi ile gelisir. O
halde G; X G, € (XX X)\A olur. Bu durumda (XX X)\A kap-acik kiimedir.
Boylece A € XXX kiimesinin kap-kapali oldugu elde edilir.

4.3. Hemen Hemen Cl-siipersiirekli Cogul Degerli Fonksiyonlar

Tek degerli fonksiyonlar i¢in hemen hemen kapacik ( almost clopen )
dontistimler, ilk olarak Ekici tarafindan 2005 yilinda tanimlanmis ve galigilmistir.
( X.t) ve ( Y,0) topolojik uzaylar olmak tizere her x € X ve f(x) i i¢eren her
V C Y agik kiimesi i¢in f(U) € int(cl(V)) olacak sekilde x noktasini igeren U € X
kapagik kiimesi varsa f : ( X,7) — ( Y,0 ) fonksiyonuna hemen hemen kapagik
denir.

Kohli ve Singh ise buna denk olarak su tanimi1 vermistir:

(X.t)ve (Y,0)topolojik uzaylar olmak tizere f : ( X,t) — ( Y,0) bir
fonksiyon olsun. Her x € X ve f(x) i igeren her V C Y regiiler agik kiimesi i¢in
f(U) € V olacak sekilde x noktasmi i¢eren bir U € X kapagik kiimesi varsa f
fonksiyonuna hemen hemen cl-siipersiirekli ( almost cl-supercontinuous )
fonksiyon denir.

Bu kavram cogul degerli fonksiyonlar icin Kohli ve Arya tarafindan
asagidaki sekilde tanimlanmaistir.

Tammm 4.3.1. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyon olsun.

(a) Her x € X ve x € F*(V) kosulunu saglayan Y uzaymin her V regiiler
acik kiimesi i¢in U € F*(V) olacak sekilde x noktasinin bir U € X kapagik
kiimesi varsa, F ¢ogul degerli fonksiyonuna {istten hemen hemen cl-siipersiirekli
( upper almost cl-supercontinuous ) denir. Bu durum kisaca ii.h.h.cl-s.siirekli
olarak gosterilir.

(b) Her x € X, x € F~(V) kosulunu saglayan Y uzaymin her V regiiler agik
kiimesi ve her z € U i¢in F(z)NV # @ olacak sekilde x noktasinmn bir U € X
kapacik kiimesi varsa, F ¢ogul degerli fonksiyonuna x noktasinda alttan hemen
hemen cl-siipersiireklidir ( lower almost cl-supercontinuous ) denir. Bu durum
kisaca a.h.h.cl-s.siirekli olarak gosterilir.
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Teorem 4.3.2. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir:

(a) F i.h.h.cl-s.stireklidir,

(b) Her V € Y regiiler a¢ik kiimesi i¢in F*(V) € X kap-agiktr,

(c) Her B € Y regiiler kapali kiimesi i¢in F~(B) € X kap-kapalidir.
(d) Her G € Y regiiler a¢ik kiimesi i¢in F*(G) € int,F*(G) dir.
(e) Her K€ Y regiiler kapali kiimesi i¢in [F~(K)]; € F~(K) dir.

Ispat. (a) = (b): V € Y regiiler agik kiime ve x € F*(V) olsun. Hipotezden
U, € F*(V) olacak sekilde x noktasini iceren bir U, € X kapacik kiimesi vardir.
Boylece x € U, € F*(V) olur. Burada F*(V) = U{ U, : x € U, < Xkapacik}
oldugundan F*(V) € X kiimesi kap-agiktir.

(b) = (c): BCS Y regiiler kapal kiime olsun. B¢ € Y kiimesi regiiler agiktir.
Hipotezden F*(B¢) € X kap-aciktir. Onerme 2.2.4 geregince F~(B) € X kap-
kapali kiimedir.

()= (d): GCY regiiler acik kiime olsun.(c) den F~(Y—G) = X—F*(G)
kap-kapalidir. O halde F*(G) € X kap-agiktir. Buradan F*(G) € int,,F*(G) elde
edilir.

(d) = (e): K< Y regiiler kapali kiime olsun. (d) den F* (Y —K) <
int,; F*(Y—K) olur. O halde X—F~(K) € int,(X—F~(K)) elde edilir. Buradan
[F~(K)], € F~(K) saglanr.

(e) = (a): x€ X ve x € FT(V) olacak sekilde V < Y regiiler agik kiime
olsun. O halde Y-V < Y kiimesi regiiler kapalidir. (e) den [F~(Y =V)], S
F~(Y=V) olur. Buradan F~(Y—=V) = X—F*(V) € X kap-kapali kiimedir. Bu
durumda F*(V) kiimesi x noktasimi igeren kap-agiktir. Boylece U € F*(V) olacak
sekilde x noktasimi igeren U kapagik kiimesi vardwr. O halde F i.h.h.cl-
s.stireklidir.

Teorem 4.3.3. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir:
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(a) F a.h.h.cl-s.siireklidir,
(b) Her V € Y regiiler agik kiimesi igin F~(V) € X kap-agiktir,
(c) Her K € Y regiiler kapali kiimesi igin F*(K) € X kap-kapalidir.

(d) Her x € X ve x € F~(V) kosulunu saglayan her V € Y regiiler agik
kiimesi ve her z € U i¢in F(z)NV # @ olacak sekilde x noktasini igeren U kap-
acik kiimesi vardir.

Ispat. (a) = (b): V € Y regiiler acik kiime ve x € F~(V) olsun. Hipotezden
her z € U, i¢in F(z) N V # @ olacak sekilde x noktasini igeren bir U, kapagik
kiimesi vardir. O halde x € U, € F~ (V) olur. Burada F~ (V) =
U{U, : x€ U, S Xkapacik } oldugundan F~(V) € X kiimesi kap-agiktir.

(b) = (c): KCSY regiiler kapali kiime olsun. K¢ € Y regiiler agik kiimedir.
Hipotezden F~(K¢) € X kiimesi kap-agiktir. Onerme 2.2.4 geregince F*(K) € X
kap-kapalidir.

()= (d): xe X ve x€ F7(V) kosulunu saglayan V C Y kiimesi regiiler
agik olsun. (¢) den FT*(Y—=V) = X—F~(V) kap-kapalidir. Buradan F~(V) € X
kap-acik kiimedir ve x noktasmi igerir. U = F~(V) olsun. O halde her z € U i¢in
F(z)NV # @ olacak sekilde x noktasini igeren U kap-acik kiimesi vardir.

(d) = (a): Her kap-ag¢ik kiime kapagik kiimelerin birlesimi seklinde
oldugundan ispat agiktir.

Asagidaki teoremde goriintii kiimesinin daralmasi ve genislemesi altinda
cogul degerli fonksiyonlarda ii.h.h.cl-s.stirekliligin korunmasi igin gerekli kosullar
sunulur.

Teorem 4.3.4. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonu ii.h.h.cl-s.stirekli olsun. O halde,

(@) F(X), Y uzayinda 6-gomme ise F : X — F(X) ti.h.h.cl-s.siireklidir.

(b) Z uzaymndaki her regiiler a¢ik kiimenin Y ile kesigimi Y uzaymda bir
regiiler agik kiime olacak sekilde Y < Z olsun. Bu durumda her x € X noktast i¢in
G(x) = F(x) seklinde tanimlanan G : X — Z ¢ogul degerli fonksiyonu ii.h.h.cl-

s.stureklidir.

(c) A< Xolsun. F|4 : A— Y i.h.h.cl-s.siireklidir.
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Ispat. (a) G € F(X) regiiler acik kiime olsun. F(X), Y uzaymda §-gomme
oldugundan G = G; N F(X) olacak sekilde G; € Y regiiler acik kiimesi vardir. F
ii.h.h.cl-s.siirekli oldugundan

Ft(G) = F*(G, nF(X)) = FY(G,)nX =F*(G;) € X
kiimesi kap-agiktir. O halde F : X — F(X) ti.h.h.cl-s.stireklidir.

(b) W <€ Z regiiler agik kiime olsun. Hipotezden WNY < Y kiimesi regiiler
agiktir. F t.h.h.cl-s.siirekli oldugundan F*(W NnY) € X kap-agik kiimedir.
Gt(W)=F*(W nY) oldugundan G , ii.h.h.cl-s.siireklidir.

() V € Y regiiler agik kiime olsun. F ii.h.h.cl-s.stirekli oldugundan
F*(V) € X kiimesi kap-agiktir.(F|4) (V) = An F*(V) < A kap-agik kiimedir. O
halde F|4 t.h.h.cl-s.stireklidir.

Asagidaki teoremde goriintii kiimesinin daralmasi ve genislemesi altinda
cogul degerli fonksiyonlarda a.h.h.cl-s.siirekliligin korunmasi i¢in gerekli kosullar
sunulur.

Teorem 4.3.5. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonu a.h.h.cl-s.siirekli olsun. O halde,

(@) F(X), Y uzayinda 6-gémme ise F : X — F(X) a.h.h.cl-s.siireklidir.

(b) Z uzayindaki her regiiler agik kiimenin Y ile kesisimi Y uzaymda bir
regiiler acik kiime olacak sekilde Y € Z olsun. Her x € X noktasi i¢in G(X) = F(X)
seklinde tanimlanan G : X — Z ¢ogul degerli fonksiyonu a.h.h.cl-s.siireklidir.

Ispat. Teorem 4.3.4 e benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.3.6. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyon ve A = { U,: a € | } ailesi X uzayinin kap-agik ortiisii olsun. Her o € |
igin F|y_ ii.h.h.cl-s.siirekli ise F {i.h.h.cl-s.siireklidir.

Ispat. V € Y regiiler agik kiime olsun. Fly,: Uy— Y u.hh.cl-s.siirekli
oldugundan (F|y, )" (V) =U, N F*(V) € U, kiimesi kap-agiktir. U, S X kap-agik
oldugundan (F|y_)*(V) € X kap-agiktir. F*(V) = U,e/ (U, N F*(V)) ve her kap-
agik kiimenin birlesimi kap-agik oldugundan F*(V) € X kiimesi kap-agiktir. O
halde F ii.h.h.cl-s.stireklidir.
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Teorem 4.3.7. ( Kohli and Arya, 2011 ) X baglantili uzay ve F : X —» Y
orten i.h.h.cl-s.siirekli ¢ogul degerli fonksiyon olsun. O halde Y asir1
baglantilidir.

Ispat. Y uzaymin asir1 baglantili olmadigini kabul edelim. O halde clV #Y
olacak sekilde bostan farkli bir V € Y agik kiimesi vardir. W = int(cl(V)) € Y
regiiler aciktir ve ayrica W #@, W # Y dir. F ii.h.h.cl-s.slirekli oldugundan
FT*(W) < X kiimesi kap-agiktir ve F* (W) # @, Ft(W) # X elde edilir. F*(W) =
U {G;: G; < X kapagik } oldugundan 6yle bir G; € X i¢in G; # @ ve G,;# X dir. Bu
ise Teorem 2.1.10 geregince X uzaymin baglantili olmasi ile gelisir.

Teorem 4.3.8. ( Kohli and Arya, 2011 ) F,G : X — Y c¢ogul degerli
fonksiyonlar1  i.h.h.cl-s.siirekli  olsun. Her x € X noktasi igin
(F U G)(X) = F(X) U G(x) seklinde tanimlanan FUG : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyonu ii.h.h.cl-s.stireklidir.

Ispat. B € Y regiiler agik kiime olsun. F ve G ii.h.h.cl-s.siirekli
oldugundan F*(B) ve G*(B) kiimeleri X uzayinda kap-agiktir.(F U G)*(B) =
Ft(B)Nn Gt (B) ve kap-agik kiimelerin sonlu kesisimi kap-acik oldugundan
(FUG)T(B) € X kiimesi kap-a¢iktir. O halde FUG ¢ogul degerli fonksiyonu
i.h.h.cl-s.siireklidir.

Teorem 4.3.9. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X — Y i.h.h.cl-s.siirekli
cogul degerli fonksiyon, Y regiiler uzay ve her x € X noktasi i¢cin F(x) kapali
olsun. O halde F in Gr ¢ogul degerli grafik fonksiyonu X uzayma gore giiglii kap-
kapalidir.

Ispat. (x,y) € (X X Y) \ Gy alalm. O halde y & F(x) olur. F(x) kapali ve Y
regiiler uzay oldugundan y € V, ve F(X) € Vg(,) olacak sekilde Y i¢inde ayrik
acik V, , Vi (yy kiimeleri vardir. V, ve Vg, regiiler agik kiime olarak secilebilir. F,
ti.h.h.cl-s.siirekli oldugundan F(U,) € Vg() olacak sekilde U, S X kapagik

kiimesi vardir ve x noktasini igerir.
(Uy X )N Gp=0

oldugunu ileri siirelim. (U, X V,)N Gg # @ olsun. O halde (h,k) € (Ux X Vy)N G
olacak sekilde bir (h,k) € X X Y vardir. h € F*(Vi(,y), K€ Vy ve k € F(h) olur.
Bu durumda k € Vg () ve kK € 1, elde edilir. Bu ise geliskidir. Ciinkii Vg, Ve 1,

ayrik kiimelerdi. O halde G ¢ogul degerli grafik fonksiyonu X uzayma gore giiclii
kap-kapaldir.
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Teorem 4.3.10. ( Kohli and Arya, 2011 ) Her x € X noktasi igin F(X)
hafifge kompakt olacak sekilde F : X — Y {.h.h.cl-s.siirekli ¢ogul degerli
fonksiyon olsun. A € X hafifce kompakt kiime ise F(A) hafif¢e kompakttir.

Ispat. A, F(A) kiimesinin kapagik ortiisii olsun. A, her a € A i¢in F(a)
kiimesinin kapagik ortiisiidiir. Her F(a) hafifce kompakt oldugundan

F@cU{B: B € B} =V

olacak sekilde 5, © A sonlu vardir. Her kapagik kiime regiiler agik oldugundan
V, € Y kiimesi regiiler agiktir. F, ii.h.h.cl-s.siirekli oldugundan F(U,) € V, olacak
sekilde U, € X kiimesi kapagiktir ve a noktasini icerir. { U, : a € A } ailesi A
kiimesinin kapagik Ortusiidiir. A hafifce kompakt oldugundan A € Ui, U,, <
UL, F* (Va,) olacak sekilde A kiimesinin sonlu sayida a,, a,..a, noktalari vardir.
O halde

F(A) € F(ULy F* (1) = Ul F(F* () € Uy V

olur. Burada her B, sonlu ve i = 1,2..ni¢in V,, =U{B: B € B,, } oldugundan
F(A) hafif¢e kompakttir.

Teorem 4.3.11. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X — Y ¢ogul degerli
fonksiyon olsun. F in ¢ogul degerli grafik fonksiyonu G ii.h.h.cl-s.siirekli ise F
ii.h.h.cl-s.siireklidir ve X uzay1 hemen hemen sifir boyutlu uzaydir.

Ispat. V € Y regiiler acik kiime olsun. X x V € X x Y regiiler agiktir. G
t.h.h.cl-s.siirekli oldugundan Gp (X x V) = { xe X : {x} x F(X) € X xV } =
{x € X:F(X) €V }=F*V)kimesi kap-ac¢iktir. O halde F ii.h.h.cl-s.siireklidir.

X uzayinin hemen hemen sifir boyutlu oldugunu gésterelim:

X € X ve X noktasm iceren U € X kiimesi regiiler acik olsun.
U XY € X XY regiiler agiktir ve Gp(x) 1 icerir. G ti.h.h.cl-s.slirekli oldugundan
Gr(W) € U X Y olacak sekilde x noktasimi iceren W € X kapagik kiimesi vardir.
W <€ U olacak sekilde x noktasmi igeren W kapagik kiimesi var ise X hemen
hemen sifir boyutlu uzaydir.
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Gicli stirekli, miikemmel siirekli, hemen hemen miikemmel siirekli ve
hemen hemen cl-siipersiirekli cogul degerli fonksiyonlar arasindaki gegisler
asagidaki sekil ile gosterilmistir.

g.stirekli —_y ii.m.siirekli (a.m.stirekli)— {.h.h.m.siirekli (a.h.h.m.siirekli)

l

i.h.h.cl-s.siirekli (a.h.h.cl-s.siirekli)

( Sekil 4.3.1 Dordiincii boliimdeki siireklilikler arasindaki iligkiler )

Asagidaki ornekler sekil 4.3.1 deki gerektirmelerin tersinin her zaman
dogru olmadigini gostermektedir.

Ornek 4.3.12. ( Akdag, 2007 ) X = {a,b,c} ve X iizerindeki topoloji
t={0, X, {a}, {b,c} }olsun. F : X — X ¢ogul degerli fonksiyonu, her x € X
noktasi i¢in F(x) = {x} seklinde tanimlansin.

F t.m.stirekli ( a.m.siirekli ) dir. Ciinkii, X uzayindaki @, X, {a}, {b,c}
agik kiimeleri i¢in F*(@) = @, Ft*(X) = X, Ft({a}) = {a}, F*({b,c}) = {b,c}
kiimeleri X uzayinda kapagiktir. Benzer sekilde a.m.siireklilik i¢in de saglanir.

Fakat g.siirekli degildir. Ciinkii {b} € Y i¢cin F*({b}) = {b} kapagik kiime
degildir.

Ornek 4.3.13. ( Kohli and Arya, 2010 ) X = {a,b,c} ve X iizerindeki
topolojit={ 9, X, {a} }, Y = {1,2,3} ve Y lizerindeki topolojio = { @, Y, {1} }
olsun. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu, F(a) = {1,2}, F(b) = {1},
F(c) = {2,3} seklinde tanimlansimn.

F d.h.h.m.siirekli ( a.h.h.m.siirekli ) dir. Ciinkii, Y uzaymndaki @ ve Y
regiiler agik kiimeleri i¢in F*(@) = @ ve F*(Y) = X kiimeleri kapagiktir. Benzer
sekilde a.h.h.m.siireklilik i¢in de saglanir.

Fakat F ii.m.stirekli ( a.m.stirekli ) degildir. Clinkii {1} S Y a¢ik kiimesi
icin F*({1}) = {b} kapagik kiime degildir ( F~({1}) = {a,b} kapagik degildir. )
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Ornek 4.3.14. X = R ve X iizerinde alt limit topolojisi tanimlansin.
Y = {ab,c} ve Y iizerindeki topoloji 0 = { @, Y, {a}, {b}, {ab} } olsun.
F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu,

{a}, x €(1,2)
F(x) = {b}, x € [2,3)
{a,c}, x eR-(1,3)

seklinde tanimlansin.

F i.h.h.cl-s.stireklidir. Cilinkii, Y uzaymdaki @, Y, {a}, {b} regiiler agik
kiimeleri igin F*(@) =@, FT(Y) = X, F*({a}) = (1,2) ve F*({b}) = [2,3) kap-
agiktir.

Fakat F i.h.h.m.stirekli degildir. Cilinkii, Y uzaymdaki {a} € Y regiiler
agik kiimesi i¢in F*({a}) = (1,2) kapagik degildir.

Her g.stirekli ¢cogul degerli fonksiyon ii.m.siirekli ( a.m.siirekli ) ¢ogul
degerli fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki teoremde
ek kosul konularak tersinin de dogru olabilecegi gosterilmistir.

Teorem 4.3.15. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyon olsun ve Y lizerinde
discrete topoloji tanimlansin. F i.m.siirekli ( a.m.stirekli ) ise F g.siireklidir.

Ispat. V € Y olsun. Y iizerindeki topoloji discrete topoloji oldugundan
V C Y kiimesi agiktir. F {i.m.siirekli ( a.m.siirekli ) oldugundan F*(V) € X
(F~(V) € X) kapagik kiimedir.

Her t.m.siirekli ( a.m.siirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon ii.h.h.m.siirekli
( a.h.h.m.siirekli ) cogul degerli fonksiyondur. Fakat tersi her zaman dogru
degildir. Asagidaki teoremde ek kosul konularak tersinin de dogru olabilecegi
gosterilmistir.

Teorem 4.3.16. F : X — Y ¢ogul degerli fonksiyonu ii.h.h.m.stirekli
( a.h.h.m.siirekli ) olsun. Y uzayr ayrisim topolojisine sahip ise F ii.m.siirekli
(‘a.m.siirekli ) dir.

Ispat. V € Y agik olsun. Y ayrisim topolojisine sahip oldugundan V € Y
regiiler agiktir. F ii.h.h.m.siirekli ( a.h.h.m.siirekli ) ise F*(V) € X (F~(V) € X)
kapaciktir.
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Asagidaki teoremler sekil 3.4.1 ile sekil 4.3.1 deki siireklilikler arasindaki
iliskileri gostermektedir.

Teorem 4.3.17. Her gsiirekli ¢ogul degerli fonksiyon ii.na-siirekli
(‘a.na-stirekli ) dir.

Ispat. Aciktir.

Asagidaki ornek Teorem 4.3.17 nin tersinin dogru olmadigini
gostermektedir.

Ornek 4.3.18. ( Yuksel vd., 2011b ) X = {0,1} ve X iizerindeki topoloji
t={ @, X}olsun. Y =(0,1] ve Y iizerinde dogal topoloji tanimlansm. F : X —» Y
cogul degerli fonksiyonu,

Y, x=0
F) _{{1}, x=1
olarak tanimlansin. F ii.na-stireklidir fakat g.siirekli degildir. Ciinkii {1} € Y igin
FT({1}) = {1} kapagik kiime degildir.

Teorem 4.3.19. Her gsiirekli cogul degerli fonksiyon ii.y.g.na-siirekli
(a.y.g.na-stirekli ) ¢ogul degerli fonksiyondur.

Ispat. F : X — Y cogul degerli fonksiyonu g.siirekli ve V € Y kiimesi
yari-agik olsun. F g.siirekli oldugundan F*(V) € X ( F~(V) € X ) kapagik
kiimedir. O halde F*(V) € X (F~(V) € X)) kiimesi §-agiktir.

Teorem 4.3.20. Her g.siirekli cogul degerli fonksiyon {i.6n.g.na-stirekli
(‘a.0n.g.na-siirekli ) gcogul degerli fonksiyondur.

Ispat. Teorem 4.3.19 a benzer sekilde ispatlanir.

Teorem 4.3.21. Her ii.m.siirekli ( a.m.stirekli ) ¢ogul degerli fonksiyon
i.z.na-siirekli ( a.z.na-stirekli ) cogul degerli fonksiyondur.

Ispat. F : X — Y cogul degerli fonksiyonu ii.m.siirekli ( a.m.siirekli ) ve
V C Y kiimesi d-agik olsun. O halde V € Y kiimesi agiktir. F {i.m.siirekli
( am.siirekli ) oldugundan F*(V) € X (F~(V) € X ) kapagiktir. Bu durumda
Ft(V) € X (F~ (V) € X) a-agiktrr.
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5.SONUC

Cogul degerli fonksiyonlarla ilgili ¢caligmalara 20. yiizyilin ilk yarisinda
baslanmis ve daha sonra da ¢esitli stireklilik tiirleri incelenmistir.

Biz de bu tezdeki ¢aligmalarimizi, Saziye Yiiksel, Tugba Han Simsekler ve
B.Kut un 2011 yilinda yaymlanan °° Upper and Lower Na-continuous
Multifunctions >’ adli makalesi ile J.K.Kohli ve C.P.Arya nin 2011 yilinda
yayinlanan ‘‘ Upper and Lower Almost Cl-supercontinuous Multifunctions > adli
makalesini baz alarak yaptik. Cogul degerli fonksiyonlarda gesitli siireklilik
tiirlerini tanitp, sagladiklar1 o6zellikler1 gosterdik. Ayrica bu siireklilik tiirleri
arasindaki iliskileri inceledik ve konunun daha iyi anlagilmasi i¢in karsit 6rneklere
yer verdik.
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