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ÖZET 

ÇOĞUL DEĞERLİ FONKSİYONLARDA 

BAZI SÜREKLİLİKLER ÜZERİNE 

TAVASLIOĞLU, Merve 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Oya BEDRE ÖZBAKIR 

Eylül 2013, 56 sayfa 

Bu tez esas olarak dört bölümden oluşur. 

Birinci bölümde tez konusu tanıtılmış, ikinci bölümde ise tezin daha kolay 

anlaşılması için bazı temel tanımlara ve teoremlere yer verilmiştir. 

Üçüncü bölümde na-sürekli, ön güçlü na-sürekli, yarı güçlü na-sürekli ve  

zayıf na-sürekli çoğul değerli fonksiyonların tanımları, karakterizasyonları, temel 

özellikleri ve bunların birbirleriyle ilişkileri incelenmiştir. Bu ilişkiler şema ile 

gösterilmiş ve karşıt örneklerle çalışma desteklenmiştir. 

Dördüncü bölümde güçlü sürekli, mükemmel sürekli, hemen hemen 

mükemmel sürekli ve hemen hemen cl-süpersürekli çoğul değerli fonksiyonlar 

çalışılmış, çeşitli karakterizasyonlar ve teoremler elde edilmiştir. Ayrıca bunlar 

arasındaki ilişkiler incelenerek şema ile gösterilmiş ve bu ilişkilere karşıt örnekler 

verilerek konuya açıklık getirilmiştir. 

Anahtar sözcükler: çoğul değerli fonksiyon, na-sürekli çoğul değerli 

fonksiyon, güçlü sürekli çoğul değerli fonksiyon, mükemmel sürekli çoğul değerli 

fonksiyon, hemen hemen cl-süpersürekli çoğul değerli fonksiyon. 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



vii 

ABSTRACT 

ON SOME CONTINUITIES IN  

MULTIFUNCTIONS 

TAVASLIOĞLU, Merve 

MSc. in Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Oya BEDRE ÖZBAKIR 

September 2013, 56 pages 

This thesis essentially consists of four chapters. 

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced, in the second 

chapter, in order to make the understanding easy, some basic definitions and 

theorems are given. 

In the third chapter, definitions, characterizations and fundemental properties 

of na-continuous, pre strong na-continuous, semi strong na-continuous and weakly 

na-continuous multifunctions are given and their relations with each other are 

examined. These relations are given with a diagram and this work is supported by 

counter examples. 

In the fourth chapter, strongly continuous, perfectly continuous, almost 

perfectly continuous and almost cl-supercontinuous multifunctions are studied and  

several characterizations and theorems are obtained. Also, the relations between 

these are investigated, these relations are given with a diagram and this subject is 

clarified by giving counter examples. 

Keywords: multifunction, na-continuous multifunction, strongly continuous 

multifunction, perfectly continuous multifunction, almost cl-supercontinuous 

multifunction. 
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1.GĠRĠġ 

 20. yüzyılın ilk yarısından itibaren çoğul değerli fonksiyonlarla ilgili 

çalıĢmalara baĢlanmıĢ ve günümüze kadar bu tür fonksiyonların birçok özellikleri 

farklı araĢtırmacılar tarafından verilmiĢtir. Bu özelliklerden bazıları çoğul değerli 

fonksiyonların süreklilikleri ( Hola, 1988 ), integrallenebilirlikleri ( Bridland, 

1970 ) ve ölçülebilirlikleri ( Jacobs, 1968 ) üzerinedir. Ayrıca çoğul değerli 

fonksiyonların matematik programlaması, olasılık, istatistik, sabit nokta 

teoremleri ve ekonomi gibi pek çok alanda da uygulamaları bulunmaktadır. 

 Topolojinin çok çalıĢılan konularından biri de fonksiyonların sürekliliğidir. 

Literatürde sürekli fonksiyonların çeĢitli türleri üzerine pek çok çalıĢma 

bulunmaktadır. Bunlardan bazıları da çoğul değerli fonksiyonlara geniĢletilerek 

ele alınmaktadır. Bunlara örnek olarak tezde ele aldığımız Yüksel, ġimĢekler ve 

Kut’ un üstten ve alttan na-sürekli çoğul değerli fonksiyonlar adlı çalıĢması, Kohli 

ve Arya’ nın üstten ve alttan hemen hemen cl-süpersürekli çoğul değerli 

fonksiyonlar adlı çalıĢması verilebilir. 

 Bu tezde ilk olarak, na-sürekli, ön güçlü na-sürekli, yarı güçlü na-sürekli, 

zayıf na-sürekli çoğul değerli fonksiyonlar ele alınmıĢtır. Bu sürekliliklerin 

tanımları ve karakterizasyonları verilmiĢ, özellikleri incelenmiĢ, süreklilik 

türlerinin birbiriyle iliĢkileri araĢtırılmıĢtır. Daha sonra ise güçlü sürekli,  

mükemmel sürekli, hemen hemen mükemmel sürekli ve hemen hemen cl-süper 

sürekli çoğul değerli fonksiyonlar incelenmiĢtir. Bu sürekliliklerin 

karakterizasyonları araĢtırılmıĢ ve çeĢitli teoremler elde edilmiĢtir. Ayrıca 

süreklilik türleri arasındaki iliĢkiler incelenerek terslerine ait örneklerle konuya 

açıklık getirilmiĢtir. 
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2.ÖNBĠLGĠLER                                                                                                                                

2.1. Temel Kavram ve Özellikler 

Bu bölümde, tezin daha kolay anlaĢılabilmesi için bazı temel tanımlara ve 

teoremlere yer verilmiĢtir. 

Tanım 2.1.1. ( X,𝜏 ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun. A kümesi, 

(a) ( Mashhour et al., 1982 ) ön-açık ( pre-open ) kümedir : ⇔                         

A ⊆ int(cl(A)).  

(b) ( Levine,  1963 ) yarı-açık ( semi-open ) kümedir :⇔ A ⊆ cl(int(A)).  

(c) ( Stone, 1937 ) regüler açık ( regular open )  kümedir :⇔ A = int(cl(A)). 

(d) ( Nijastad, 1965 ) 𝛼-açık kümedir ( α-open ) :⇔ A ⊆ int(cl(int(A))).  

(e) ( Abd El-Monsef et al., 1983 ) 𝛽 -açık kümedir (  𝛽 -open ) :⇔                    

A ⊆ cl(int(cl(A))). 

Sırasıyla, bir ön-açık, yarı-açık, regüler açık, α-açık, 𝛽 -açık kümenin 

tümleyeni ön-kapalı, yarı-kapalı, regüler kapalı, α-kapalı, 𝛽-kapalı kümedir. 

Tanım 2.1.2. ( X,τ ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun.  

 (a) ( Singh, 2007 ) A, hem açık hem de kapalı olan kapaçık ( clopen ) 

kümelerin birleĢimi Ģeklinde yazılabiliyorsa A kümesine kap-açık ( cl-open ) 

kümedir denir. 

(b) ( Velicko, 1968 ) A, regüler açık kümelerin keyfi birleĢimi Ģeklinde 

yazılabiliyorsa A kümesine 𝛿-açık kümedir denir. 

Sırasıyla, bir kap-açık, δ-açık kümenin tümleyeni, kap-kapalı, δ-kapalı bir 

kümedir.  

Tanım 2.1.3. ( X,τ ) bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun.  

 (a) ( Crossley and Hildebrand, 1971 ) A kümesinin tüm yarı-kapalı üst 

kümelerinin kesiĢimine A kümesinin yarı-kapanıĢı denir ve sclA ile gösterilir. 
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 (b) ( El-Deeb et al., 1983 ) A kümesinin tüm ön-kapalı üst kümelerinin 

kesiĢimine A kümesinin ön-kapanıĢı denir ve pclA ile gösterilir. 

(c) ( Mashhour et al., 1983 ) A kümesinin tüm α-kapalı üst kümelerinin 

kesiĢimine A kümesinin α-kapanıĢı denir ve αclA ile gösterilir. 

(d) ( Velicko, 1968 ) A kümesinin tüm δ-kapalı üst kümelerinin kesiĢimine 

A kümesinin δ-kapanıĢı denir ve δclA ile gösterilir. 

Tanım 2.1.4. ( Staum, 1974 ) ( X,τ ) bir topolojik uzay, A ⊆ X ve x ∈ X 

olsun. x noktasını içeren her V ⊆ X kapaçık kümesi için V∩A ≠ ∅ oluyorsa x 

noktasına A kümesinin cl-değme noktası ( cl-adherent point ) denir. A kümesinin 

tüm cl-değme noktalarının kümesi [A]𝑐𝑙  ile gösterilir. 

A kümesinin kap-kapalı bir küme olması için gerek ve yeter koĢul A = [A]𝑐𝑙  

olmasıdır. 

Tanım 2.1.5. ( Kohli and Arya, 2011 ) ( X,τ ) bir topolojik uzay, A ⊆ X ve              

x ∈ X olsun. x noktasını içeren ve A kümesinde kapsanan bir kapaçık küme var 

ise x noktasına A kümesinin cl-iç noktası ( cl-interior point ) denir. A kümesinin 

tüm cl-iç noktalarının kümesi 𝑖𝑛𝑡𝑐𝑙𝐴 ile gösterilir. 

A kümesinin kap-açık bir küme olması için gerek ve yeter koĢul A = 𝑖𝑛𝑡𝑐𝑙𝐴 

olmasıdır. 

Tanım 2.1.6. ( X,τ ) bir topolojik uzay olsun. 

(a) ( Maheswari et al., 1985 ) X uzayının her α-açık örtüsü sonlu bir 

altörtüye sahipse X uzayına α-kompakttır denir. 

(b) ( Singal and Mathur, 1969 ) X uzayının her regüler açık örtüsü sonlu 

bir altörtüye sahipse X uzayına yakın kompakttır ( nearly compact ) denir. 

(c) ( Mashour et al., 1984 ) X uzayının her ön-açık örtüsü sonlu bir 

altörtüye sahipse X uzayına güçlü kompakttır ( strongly compact ) denir. 

(d) ( Dorsett, 1981 ) X uzayının her yarı-açık örtüsü sonlu bir altörtüye 

sahipse X uzayına yarı kompakttır ( semi compact ) denir. 

(e) ( Staum, 1974 ) X uzayının her kapaçık örtüsü sonlu bir altörtüye 

sahipse X uzayına hafifçe kompakttır ( mildly compact ) denir. 
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Tanım 2.1.7. ( X,τ ) bir topolojik uzay olsun. 

(a) ( Navalagi, 2009 ) X uzayının her farklı x,y nokta çifti için x ∈ U ve   

y ∈ V olacak Ģekilde X uzayında ayrık U ve V α-açık kümeleri bulunuyorsa X 

uzayına α-Hausdorf denir. 

(b) ( Yuksel vd., 2011a ) X uzayının her farklı x,y nokta çifti için x ∈ U ve 

y ∈ V olacak Ģekilde X uzayında ayrık U ve V δ-açık kümeleri bulunuyorsa X 

uzayına δ-Hausdorf denir. 

(c) ( Staum, 1974 ) X uzayının her farklı x,y nokta çifti için x ∈ U ve y ∈ V 

olacak Ģekilde X uzayında ayrık U ve V kapaçık kümeleri bulunuyorsa X uzayına 

ultra Hausdorf denir. 

Tanım 2.1.8. ( X,𝜏 ) bir topolojik uzay olsun. 

(a) ( Willard, 1970 ) X uzayının her ayrık K ve F kapalı alt kümeleri için              

K ⊆ U, F ⊆ V olacak Ģekilde X uzayında ayrık U ve V açık kümeleri varsa X 

uzayına normal uzay denir.  

 (b) ( Yuksel vd., 2011a ) X uzayının her ayrık K ve F kapalı alt kümeleri 

için K ⊆ U, F ⊆ V olacak Ģekilde X uzayında ayrık U ve V α-açık kümeleri varsa 

X uzayına α-normal uzay denir.  

(c) ( Yuksel vd., 2011b ) X uzayının her ayrık K ve F kapalı alt kümeleri 

için K ⊆ U, F ⊆ V olacak Ģekilde X uzayında ayrık U ve V ön-açık kümeleri 

varsa X uzayına ön-normal uzay denir.  

(d) ( Ganster et.al., 2002 ) X uzayının her ayrık K ve F yarı-kapalı alt 

kümeleri için K ⊆ U, F ⊆ V olacak Ģekilde X uzayında ayrık U ve V yarı-açık 

kümeleri varsa X uzayına yarı-normal uzay denir.  

Tanım 2.1.9. (X, 𝜏) bir topolojik uzay olsun.  

(a) ( Willard, 1970 ) X uzayı boĢ olmayan ayrık açık iki kümenin birleĢimi 

olarak yazılamıyorsa X uzayına bağlantılıdır aksi taktirde bağlantısızdır denir. 

Buradan sembolik olarak, 

X uzayı bağlantısızdır :⇔ ( ∃ A, B ∈ 𝜏, A∩B = ∅ ) : ( X = A∪B )  

olarak yazılabilir. Burada A ve B çifti, X uzayının bir ayrıĢımıdır.                                          
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(b) ( Yuksel vd., 2011a ) X uzayı boĢ olmayan ayrık 𝛿-açık iki kümenin 

birleĢimi olarak yazılamıyorsa X uzayına 𝛿-bağlantılıdır denir. 

(c) ( Ajmal and Kohli, 1992; Steen and Seebach, 1978 ) BoĢtan farklı her 

V ⊆ X açık kümesi için cl V = X ise veya denk olarak bu V ⊆ X kümesi boĢtan 

farklı iki açık kümenin kesiĢimi Ģeklinde yazılabiliyorsa X uzayına aĢırı 

bağlantılıdır ( hyperconnected ) denir. 

Teorem 2.1.10. ( X,τ ) bir topolojik uzay olsun. 

(a) ( Willard, 1970 ) X uzayının bağlantılı olması için gerek ve yeter koĢul 

X uzayının boĢtan ve X kümesinden farklı hem açık hem de kapalı bir alt 

kümesinin olmamasıdır. 

(b) ( Munkres, 1975 ) U ve V kümeleri, X uzayının bir ayrıĢımı ve A da X 

uzayının bağlantılı bir alt kümesi olsun. Bu taktirde ya A ⊆ U ya da A ⊆ V dir. 

Tanım 2.1.11. ( Willard, 1970 ) ( X,τ ) bir topolojik uzay olsun. X uzayının 

her A kapalı alt kümesi ve x ∉ A koĢulunu sağlayan x ∈ X noktası için A ⊆ U ve        

x ∈ V olacak Ģekilde X uzayı içinde ayrık U ve V açık kümeleri varsa ( X,τ ) 

uzayı regüler uzay olarak adlandırılır. 

Lemma 2.1.12. ( Chae and Noiri, 1986 ) ( X,τ ) bir topolojik uzay ve              

A ⊆ X olsun. A, X uzayında yoğun veya açık bir alt küme ve U ⊆ X regüler açık 

ise U∩A kümesi A da regüler açıktır. 

Lemma 2.1.13. { 𝑋𝜆  : 𝜆 ∈ 𝐷 } topolojik uzaylar ailesi ve 𝑈𝜆𝑖  ⊆ 𝑋𝜆𝑖                  

( i = 1,2…n ) olsun.  

(a) ( Chae et al., 1986 ) U =  𝑈𝜆𝑖  
𝑛
𝑖=1  ×  𝑋𝜆𝜆≠𝜆𝑖   kümesinin   𝑋𝜆𝜆∈𝐷  da 

δ-açık  olması için gerek ve yeter koĢul her i=1,2…n için 𝑈𝜆𝑖  ⊆ 𝑋𝜆𝑖  kümelerinin    

δ-açık olmasıdır. 

(b) ( Chae et al., 1986 ) U =  𝑈𝜆𝑖  
𝑛
𝑖=1  ×  𝑋𝜆𝜆≠𝜆𝑖   kümesinin   𝑋𝜆𝜆∈𝐷  da  

α-açık olması için gerek ve yeter koĢul her i=1,2…n için 𝑈𝜆𝑖  ⊆ 𝑋𝜆𝑖   kümelerinin  

α-açık olmasıdır. 

(c) ( El-Deeb et al., 1983 ) U =  𝑈𝜆𝑖  
𝑛
𝑖=1  ×  𝑋𝜆𝜆≠𝜆𝑖   kümesinin   𝑋𝜆𝜆∈𝐷  da 

ön-açık olması için gerek ve yeter koĢul her i=1,2…n için 𝑈𝜆𝑖  ⊆ 𝑋𝜆𝑖  kümelerinin 

ön-açık olmasıdır. 
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(d) ( Noiri, 1973 ) U =  𝑈𝜆𝑖  
𝑛
𝑖=1  ×  𝑋𝜆𝜆≠𝜆𝑖  kümesinin  𝑋𝜆𝜆∈𝐷  da yarı-

açık olması için gerek ve yeter koĢul her i=1,2…n için 𝑈𝜆𝑖  ⊆ 𝑋𝜆𝑖  kümelerinin      

yarı-açık olmasıdır. 

Tanım 2.1.14. ( Kohli and Singh, 2009a ) ( X, 𝜏 ) bir topolojik uzay ve S, 

X uzayının bir alt uzayı olsun. S uzayındaki her regüler açık küme, X uzayındaki 

bir regüler açık küme ile S in kesiĢimi Ģeklinde yazılabiliyorsa S alt uzayına X 

içinde δ-gömme ( δ-embedded ) denir.  

Tanım 2.1.15. ( Kohli, … ) ( X,𝜏 ) bir topolojik uzay olsun. Her x ∈ X ve               

x noktasını içeren her G ⊆ X regüler açık kümesi için U ⊆ G olacak Ģekilde x 

noktasını içeren bir U kapaçık kümesi varsa X uzayına hemen hemen sıfır boyutlu 

( almost zero dimensional ) uzay denir. 

Tanım 2.1.16. ( X,τ ) bir topolojik uzay olsun.  

(a) ( Steen and Seebach, 1978 ) X uzayındaki her açık küme kapalı ise X 

uzayı ayrıĢım topolojisine ( partition topology ) sahiptir denir. 

(b) ( Singh, 2010 ) X uzayındaki her regüler açık küme kapalı ise X uzayına 

hemen hemen ayrıĢım topolojisine ( almost partition topology ) sahiptir denir. 

(c) ( Kohli and Singh, 2009b ) X uzayındaki her δ-açık küme kapalı ise X 

uzayı δ-ayrıĢım topolojisiyle ( δ-partition topology ) donatılmıĢtır denir. 

(d) ( Gillman and Jerison, 1960 ) X uzayındaki her açık kümenin kapanıĢı 

açık ise X uzayına aĢırı bağlantısız ( extremally disconnected ) denir.  

Tanım 2.1.17. (a) ( Bourbaki, 1966 ) Bir ( X,τ ) topolojik uzayının her 

yoğun alt kümesi açık ise bu uzaya altmaksimal ( submaximal ) denir. 

(b) ( Ganster, 1987 ) Bir ( X,τ ) topolojik uzayı iki ayrık yoğun alt kümeye 

sahip ise bu uzaya çözülebilir ( resolvable ) denir. Bir topolojik uzay çözülebilir 

değilse bu uzaya çözülemez ( irresolvable ) denir. 

(c) ( Foran and Liebnitz, 1991 ) Bir ( X,τ ) topolojik uzayının her açık alt 

uzayı çözülemez ise bu uzaya kuvvetli çözülemez denir. 

Teorem 2.1.18. ( Dontchev, 1998 ) Bir ( X,τ ) topolojik uzayı için aĢağıdaki 

durumlar denktir: 
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(a) X aĢırı bağlantısız bir uzaydır, 

(b) X uzayınn her yarı-açık alt kümesi ön-açıktır. 

Teorem 2.1.19. ( Dontchev, 1998 ) Bir ( X,τ ) topolojik uzayı için 

aĢağıdaki durumlar denktir:  

(a) X altmaksimal bir uzaydır, 

(b) X uzayının her ön-açık alt kümesi açıktır. 

Teorem 2.1.20. ( Dontchev, 1998 ) Bir ( X,τ ) topolojik uzayı için 

aĢağıdaki durumlar denktir: 

(a) X kuvvetli çözülemez bir uzaydır, 

(b) X uzayının her ön-açık alt kümesi yarı-açıktır. 

Tanım 2.1.21. ( Willard, 1970 ) Bir Ʌ  kümesi üzerinde aĢağıdaki 

özelliklere sahip ≤  ile gösterilen bir bağıntı varsa, Ʌ  kümesine ≤ bağıntısı ile 

yönlenmiĢ küme denir. ≤ bağıntısına da Ʌ kümesini yönlendiriyor denir. 

(a) Her 𝜆 ∈ Ʌ için 𝜆 ≤ 𝜆, 

(b) Her 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ Ʌ ve 𝜆1 ≤  𝜆2 ve 𝜆2 ≤ 𝜆3 için 𝜆1 ≤  𝜆3 dır, 

(c) Her 𝜆1 , 𝜆2  ∈ Ʌ için 𝜆1 ≤  𝜆3 ve 𝜆2 ≤  𝜆3 olacak Ģekilde öyle bir 𝜆3  ∈ Ʌ 

vardır.   

Tanım 2.1.22. ( Willard, 1970 ) X herhangi bir küme ve Ʌ da yönlenmiĢ 

bir küme olsun. 𝜆 ∈  Ʌ için P(𝜆) = 𝑥𝜆  olmak üzere P : Ʌ → X Ģeklindeki 

fonksiyona X üzerinde bir ağ denir ve (𝑥𝜆)𝜆 ∈Ʌ veya (𝑥𝜆) Ģeklinde gösterilir. 

Tanım 2.1.23. ( Willard, 1970 ) (𝑥𝜆)𝜆 ∈Ʌ , X kümesi içinde bir ağ ve        

A ⊆ X olsun. 𝜆0 ≤  𝜆 olduğunda 𝑥𝜆  ∈  A olacak Ģekilde bir 𝜆0  ∈  Ʌ  var ise 

(𝑥𝜆)𝜆 ∈Ʌ ağına sonunda A kümesi içindedir denir. 

Tanım 2.1.24. ( Willard, 1970 ) ( X,τ ) topolojik uzayı içinde bir ağ 

(𝑥𝜆)𝜆 ∈Ʌ  olsun. (𝑥𝜆)  ağı sonunda x noktasının her U komĢuluğu içinde ise, 

(𝑥𝜆)𝜆 ∈Ʌ  ağı x noktasına yakınsar denir ve (𝑥𝜆)  → x ile gösterilir. Bu tanım 

sembolik olarak kısaca,  
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(𝑥𝜆) → x :⇔ ( ∀ U ∈ 𝒩(x) ) ( ∃ 𝜆0  ∈ I ) ( ∀ 𝜆, λ0 ≤ 𝜆 ) : ( 𝑥λ  ∈ U ) 

Ģeklinde gösterilir. 

Tanım 2.1.25. ( X,τ ) bir topolojik uzay, (𝑥𝜆)𝜆 ∈𝐷  bu uzayda bir ağ ve              

x ∈ X olsun. 

       (a) ( Chae et al., 1986 ) (𝑥𝜆)𝜆 ∈𝐷  ağı sonunda x noktasının her regüler açık 

kümesi içinde ise (𝑥𝜆)𝜆 ∈𝐷  ağı x noktasına δ-yakınsaktır denir. 

        (b) ( Chae et al., 1986 ) (𝑥𝜆)𝜆 ∈𝐷  ağı sonunda x noktasının her α-açık 

kümesi içinde ise (𝑥𝜆)𝜆 ∈𝐷  ağı x noktasına sf-yakınsaktır denir.  

             (c) ( Navalagi, 2010 )  (𝑥𝜆)𝜆 ∈𝐷  ağı sonunda x noktasının her ön-açık 

kümesi içinde ise (𝑥𝜆)𝜆 ∈𝐷  ağı x noktasına p-yakınsaktır denir. 

2.2  Çoğul Değerli Fonksiyonlar 

Bu bölümde, literatürde sıkça rastlanan aĢağıdaki temel kavram ve 

özellikler verilmiĢtir. Bunlardan ilki Tanım 2.2.1 de ifade edilmiĢtir. 

Tanım 2.2.1. ( X,𝜏 ) ve ( Y,𝜐 ) topolojik uzaylar olsun.  

F : X →  𝑃(Y) –{∅} fonksiyonuna çoğul değerli fonksiyon ya da küme 

değerli fonsiyon denir. 

Bundan sonra ( X,𝜏 ) topolojik uzayından ( Y,𝜐 ) topolojik uzayına olan     

F çoğul değerli fonksiyonu F : X → Y ile gösterilir. 

Uyarı 2.2.2. 𝑓 : X → Y tek değerli fonksiyonu her x ∈ X noktası için               

{ 𝑓 (x) } değerini alan bir çoğul değerli fonksiyon olarak düĢünülebilir. 

Tanım 2.2.3. ( Berge, 1959 ) F : X → Y bir çoğul değerli fonksiyon olsun.    

B ⊆ Y için 

𝐹+(B) = { x ∈ X : F (x) ⊆ B } 

 ve 

𝐹−(B)= { x ∈ X : F(x)∩B ≠ ∅ } 
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Ģeklinde tanımlanan kümelere sırasıyla, B kümesinin F altındaki üst ters 

görüntüsü ve B kümesinin F altındaki alt ters görüntüsü denir.  

F : X → Y fonksiyonunun tek değerli olması durumunda                    

𝐹+ (B) = 𝐹− (B) = 𝐹−1 (B) elde edilir. O halde 𝐹−1 (B) ile 𝐹+ (B) ve 𝐹− (B)  

kümeleri çakıĢır. 

Ayrıca A ⊆ X için, 

     F(A) =  𝐹(𝑥)𝑥∈𝐴   

olarak gösterilir. 

AĢağıda yer alan Önerme 2.2.4., Tanım 2.2.5., Önerme 2.2.6., Tanım 

2.2.7. ve Tanım 2.2.8. literatürde sıkça rastlanan temel tanım ve önermelerdir. 

Önerme 2.2.4. F : X → Y çoğul değerli fonksiyon, B ⊆ Y olsun. Bu 

durumda aĢağıdakiler vardır:    

(a) 𝐹+(B) = X − 𝐹−(Y−B) 

(b) 𝐹−(B) = X − 𝐹+(Y−B) 

Ġspat (a) x ∈  𝐹+ (B) olsun. O halde F(x) ⊆  B olur. Dolayısıyla                 

F(x) ∩ (Y–B) = ∅  elde edilir. Buradan x ∈  X– 𝐹− (Y–B) bulunur. Tersine                  

x ∈ X – 𝐹−(Y–B) olsun. O halde F(x)∩(Y–B) = ∅ elde edilir. Buradan F(x)∩B ≠ 

∅ olur. Bu ise x ∈  𝐹+(B) demektir. 

(b) (a) da B yerine Y–B yazarsak ispatlanmıĢ olur. 

Tanım 2.2.5. F : X → Y ve G : Y → Z çoğul değerli fonksiyonlar olsun.      

GoF : X → Z çoğul değerli fonksiyonu her x ∈  X noktası için                        

(GoF) ( x) = G(F(x)) Ģeklinde gösterilir. 

Önerme 2.2.6. F : X → Y, G : Y →Z çoğul değerli fonksiyonlar ve            

U,V⊆ Z olsun. Bu durumda aĢağıdakiler sağlanır. 

(a) (𝐺o𝐹)+ (U) = 𝐹+(𝐺+(U)) 

(b) (𝐺o𝐹)− (V) = 𝐹−(𝐺−(V))                                                                                                                 
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Ġspat. (a) x ∈ (𝐺o𝐹)+(U) alalım. Buradan (GoF) (x) ⊆ U olur. O halde         

G(F(x)) ⊆ U elde edilir. Dolayısıyla F(x) ⊆ 𝐺+ (U) bulunur. Bu ise                               

x ∈ 𝐹+(𝐺+(U)) demektir. Tersine x ∈ 𝐹+(𝐺+(U)) ise F(x) ⊆ 𝐺+(U) elde edilir. 

Buradan G(F(x)) ⊆ U olur. Dolayısıyla (GoF) (x) ⊆
 

U bulunur. O halde                 

x ∈ (𝐺o𝐹)+(U) elde edilir. 

(b) Önerme 2.2.4 ve (a) dan (𝐺o𝐹)− (V) = X −(𝐺o𝐹)+ (Z − V) =                  

X − 𝐹+(𝐺+(Z−V)) = X − 𝐹+(Y−𝐺−(V)) = X − (X−𝐹−(𝐺−(V))) = 𝐹−(𝐺−(V)) 

elde edilir. 

Tanım 2.2.7. F : X → Y çoğul değerli fonksiyon olsun. Her x ∈ X noktası 

için F(x) ⊆ Y kapalı ( bağlantılı ) ise, F ye nokta kapalı ( bağlantılı ) çoğul değerli 

fonksiyon denir.  

Tanım 2.2.8. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonunun grafiği 

                                                𝐺𝐹  :  X → X ×Y 

                                                         x → 𝐺𝐹(x) = { (x,y): x ∈ X ve y ∈ F(x) } 

 Ģeklinde tanımlanır.  

Önerme 2.2.9. ( Noiri and Popa, 1993 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyon olsun. Her A ⊆ X  ve B ⊆ Y kümeleri için aĢağıdaki ifadeler geçerlidir.  

(a) 𝐺𝐹
+

(A × B) = A∩ 𝐹+(B) 

(b) 𝐺𝐹
−

(A × B) = A∩ 𝐹−(B)  

Ġspat (a) x ∈ 𝐺𝐹
+

(A × B) olsun. O halde 𝐺𝐹(x) ⊆ A × B olup {x} × F(x) ⊆ 

A × B elde edilir. Buradan x ∈  {x } ⊆ A ve F(x) ⊆ B olur. Bu durumda                     

x ∈ A ∩ 𝐹+(B) sağlanır. Tersine x ∈ A∩ 𝐹+(B) alalım. x ∈ A ve F(x) ⊆ B olur. 

Buradan {x} × F (x) ⊆ A × B sağlanır. O halde 𝐺𝐹 (x) ⊆ A × B bulunur. 

Dolayısıyla x ∈ 𝐺𝐹
+

(A × B ) elde edilir. 
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(b) x ∈ 𝐺𝐹
−

(A×B) alalım. Bu durumda ∅ ≠ 𝐺𝐹 (x) ∩ (A×B) =                            

({x} ×  F(x)) ∩ (A×B) = ({x} ∩ A) × (F(x) ∩  B) olur. Buradan x ∈  A ve                   

F(x) ∩ B ≠ ∅ elde edilir. O halde x ∈ A ∩ 𝐹−(B) olur. Tersine x ∈ A ∩ 𝐹−(B) 

alalım. Bu durumda x ∈ A ve F(x)∩B ≠ ∅ olur. Buradan  𝐺𝐹(x)∩( A×B ) ≠ Ø 

elde edilir. O halde x ∈ 𝐺𝐹
−

(A×B) bulunur. 

Tanım 2.2.10. F : X → Y çoğul değerli fonksiyon ve                                     

𝐺𝐹= { (x,y) : x ∈ X, y ∈ F(X) } ⊆ X×Y çoğul değerli grafik fonksiyonu olsun. 

(a) ( Yuksel vd., 2011a ) Her (x,y) ∈ (X×Y)\𝐺𝐹  için (U×V)∩ 𝐺𝐹= ∅  

olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X δ-açık kümesi ve y noktasını içeren 

bir V ⊆ Y α-açık kümesi var ise 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonuna                         

δ-α-kapalıdır denir. 

(b) ( Yuksel vd., 2011b ) Her (x,y) ∈ (X×Y)\ 𝐺𝐹  için (U×V)∩ 𝐺𝐹 = ∅  

olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X δ-açık kümesi ve y noktasını içeren 

bir V ⊆ Y δ-açık kümesi var ise 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonuna güçlü               

δ-kapalıdır denir. 

(c) ( Singh, 2007 ) Her (x,y) ∈ (X×Y)\𝐺𝐹  için (U×V)∩ 𝐺𝐹  = ∅ olacak 

Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X kapaçık kümesi ve y noktasını içeren bir        

V ⊆ Y açık kümesi var ise 𝐺𝐹 çoğul değerli grafik fonksiyonuna X uzayına göre 

kap-kapalıdır denir. 

(d) ( Kohli and Arya, 2011 ) Her (x,y) ∈ (X×Y)\𝐺𝐹  için (U×V)∩ 𝐺𝐹  = ∅ 

olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X kapaçık kümesi ve y noktasını içeren 

bir V ⊆ Y regüler açık kümesi var ise 𝐺𝐹 çoğul değerli grafik fonksiyonuna güçlü 

kap-kapalıdır denir. 

Lemma 2.2.11. (a) ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonun δ-α-kapalı çoğul değerli grafik fonksiyonuna sahip olması için gerek 

ve yeter koĢul her (x,y) ∈ (X×Y)\𝐺𝐹 için F(U)∩V = ∅ olacak Ģekilde x noktasını 

içeren bir U ⊆ X δ-açık kümesi ve y noktasını içeren bir V ⊆ Y α-açık kümesinin 

var olmasıdır. 

(b) ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyonun güçlü            

δ-kapalı çoğul değerli grafik fonksiyonuna sahip olması için gerek ve yeter koĢul  

her (x,y)  ∈ (X×Y)\𝐺𝐹  için F(U)∩V = ∅ olacak Ģekilde x noktasını içeren bir         

U ⊆ X δ-açık kümesi ve y noktasını içeren bir V ⊆ Y δ-açık kümesinin var 

olmasıdır. 
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AĢağıda verilen Tanım 2.2.12., Teorem 2.2.14. ve Tanım 2.2.15.(c) 

literatürde sıkça karĢılaĢılan tanım ve teoremlerdir. 

Tanım 2.2.12. F : X → Y çoğul değerli fonksiyon ve x ∈ X olsun. 

(a) x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y açık kümesi için  U ⊆ 𝐹+(V)  

olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X açık komĢuluğu varsa, F çoğul değerli 

fonksiyonuna x ∈ X noktasında üstten yarı süreklidir ( upper semi continuous ) 

denir ve  kısaca ü.y.sürekli olarak gösterilir. 

(b) x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y açık kümesi için U ⊆ 𝐹−(V)  

olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X açık komĢuluğu varsa, F çoğul değerli 

fonksiyonuna x ∈ X noktasında alttan yarı süreklidir ( lower semi continuous ) 

denir ve kısaca a.y.sürekli olarak gösterilir. 

(c) F çoğul değerli fonksiyonu x ∈ X noktasında ü.y.sürekli ve a.y.sürekli 

ise, F çoğul değerli fonksiyonu x noktasında süreklidir denir. 

Örnek 2.2.13. ( Saylam, 2007 ) Y üzerindeki topoloji τ = { ∅ , Y } olmak 

üzere F : X → Y  çoğul değerli fonksiyonu her x ∈ X için F(x) = Y Ģeklinde 

tanımlansın. Bu durumda F hem üstten yarı sürekli hem de alttan yarı sürekli 

çoğul değerli fonksiyondur.  

Teorem 2.2.14. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu için aĢağıdakiler 

denktir: 

(a) F ü.y.sürekli ( a.y.sürekli ) dir. 

(b) Her A ⊆ Y açık kümesi için 𝐹+(A) ( 𝐹−(A) ) açıktır. 

(c) Her B ⊆ Y kapalı kümesi için 𝐹−(B) ( 𝐹+(B) ) kapalıdır. 

Ġspat. (a) ⇒ (b) F ü.y.sürekli olsun. x ∈ 𝐹+(A) koĢulunu sağlayan A ⊆ Y 

açık kümesini alalım. F ü.y.sürekli olduğundan U ⊆ 𝐹+ (A) olacak Ģekilde x 

noktasını içeren bir U açık kümesi vardır. O halde x  ∈ U ⊆ 𝐹+(A) olur. Buradan 

𝐹+(A) nın açık olduğu elde edilir. 

(b) ⇒ (c) B ⊆ Y kapalı kümesini alalım. Hipotezden 𝐹+(Y–B) kümesi 

açıktır. Önerme 2.2.4 ile  𝐹+(Y–B) = X – 𝐹−(B) elde edilir. O halde X – 𝐹−(B) 

kümesi açık olur. Bu ise 𝐹−(B) kümesinin kapalı olmasını gerektirir.  

(c) ⇒ (a) x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V)  koĢulunu sağlayan V açık kümesini ele 

alalım. Hipotezden 𝐹−(Y – V ) kapalıdır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹+(V) açıktır. 
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U = 𝐹+(V)  alalım. Buradan U ⊆ 𝐹+(V) dir ve U kümesi x noktasını içerir. 

Dolayısıyla F ü.y.süreklidir.  

Alttan yarı süreklilik için de benzer Ģekilde ispat yapılır. 

Tanım 2.2.15. F : X → Y çoğul değerli fonksiyon olsun. 

(a) ( Kohli and Arya, … ) Her U ⊆ Y açık kümesi için 𝐹+(U) ⊆ X 

regüler açık ise F çoğul değerli fonksiyonuna üstten tamamen sürekli ( upper 

completely continuous ) denir ve kısaca ü.t.sürekli olarak gösterilir. 

 ( Kohli and Arya, … ) Her U ⊆ Y açık kümesi için 𝐹−(U) ⊆ X regüler 

açık ise F çoğul değerli fonksiyonuna alttan tamamen sürekli ( lower completely 

continuous ) denir ve kısaca a.t.sürekli olarak gösterilir. 

(b) ( Kohli and Arya, … ) Her U ⊆ Y regüler açık kümesi için                 

𝐹+(U) ⊆ X regüler açık ise F çoğul değerli fonksiyonuna üstten hemen hemen 

tamamen sürekli ( upper almost completely continuous ) denir ve kısaca 

ü.h.h.t.sürekli olarak gösterilir. 

( Kohli and Arya, … ) Her U ⊆ Y regüler açık kümesi için 𝐹−(U) ⊆ X 

regüler açık ise F çoğul değerli fonksiyonuna alttan hemen hemen tamamen 

sürekli ( lower almost completely continuous ) denir ve kısaca a.h.h.t.sürekli 

olarak gösterilir. 

(c) Her U ⊆ Y regüler açık kümesi için 𝐹+(U) ⊆ X açık ise F çoğul 

değerli fonksiyonuna üstten hemen hemen sürekli ( upper almost continuous ) 

denir ve kısaca ü.h.h.sürekli olarak gösterilir. 

Her U ⊆ Y regüler açık kümesi için 𝐹−(U) ⊆ X açık ise F çoğul değerli 

fonksiyonuna alttan hemen hemen sürekli ( lower almost continuous ) denir ve 

kısaca a.h.h.sürekli olarak gösterilir. 
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3.NA-SÜREKLĠ ÇOĞUL DEĞERLĠ FONKSĠYONLAR 

3.1 Na-Sürekli Çoğul Değerli Fonksiyonlar 

Na-sürekli fonksiyonlar ilk defa Chae, Noiri ve Lee tarafından 1986 yılında  

çalıĢılmıĢtır. (X,𝜏) ve (Y,𝜎) topolojik uzaylar olmak üzere, 𝑓 : (X,𝜏) → (Y,𝜎)  bir 

fonksiyon olsun. Her x ∈  X ve 𝑓 (x) i içeren her V  ⊆ Y 𝛼 -açık kümesi için        

𝑓(U) ⊆ V olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X 𝛿 -açık kümesi varsa 𝑓 

fonksiyonuna na-süreklidir denir. 

Bu fonksiyonlar Yüksel, ġimĢekler ve Kut tarafından aĢağıdaki Ģekilde 

çoğul değerli fonksiyonlara geniĢletilmiĢtir. 

Tanım 3.1.1. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyon ve      

x ∈ X olsun. 

(a) x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y 𝛼-açık kümesi için U ⊆ 𝐹+(V) 

olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X 𝛿 -açık kümesi varsa, F çoğul değerli 

fonksiyonuna x noktasında üstten na-sürekli ( upper na-continuous ) denir ve 

kısaca ü.na-sürekli olarak gösterilir. 

(b) x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y 𝛼-açık kümesi için U ⊆ 𝐹−(V) 

olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X 𝛿 -açık kümesi varsa, F çoğul değerli 

fonksiyonuna x noktasında alttan na-sürekli ( lower na-continuous ) denir ve 

kısaca a.na-sürekli olarak gösterilir. 

(c) F, her x ∈ X noktası için ü.na-sürekli ( a.na-sürekli ) ise F çoğul değerli 

fonksiyonuna, X üzerinde ü.na-sürekli ( a.na-sürekli ) denir. 

 (d) F, ü.na-sürekli ve a.na-sürekli ise F çoğul değerli fonksiyonuna,              

na-sürekli ( na-continuous ) denir. 

Uyarı 3.1.2. Her tek değerli fonksiyon bir çoğul değerli fonksiyon olarak 

düĢünülebildiğinden 𝑓 : X → Y tek değerli fonksiyonu na-sürekli ise, ü.na-sürekli          

( a.na-sürekli ) dir. 

Her üstten ( alttan ) na-sürekli çoğul değerli fonksiyon üstten ( alttan ) yarı 

sürekli çoğul değerli fonksiyondur. Fakat her üstten ( alttan ) yarı sürekli çoğul 

değerli fonksiyon üstten ( alttan ) na-sürekli çoğul değerli fonksiyon olmak 

zorunda değildir. Bunun için aĢağıdaki örnek verilebilir. 
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Örnek 3.1.3. X = { 1,2,3 } ve X üzerindeki topoloji 𝜏={ ∅, *1+, 𝑋 } olsun.     

F : X → X çoğul değerli fonksiyonu, her x ∈ X noktası için F(x) = {x} Ģeklinde 

tanımlansın. F çoğul değerli fonksiyonu ü.y.sürekli ( a.y.sürekli ) dir. Fakat x = 1 

noktasında ü.na.sürekli ( a.na.sürekli ) değildir. 

Teorem 3.1.4. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu 

için aĢağıdakiler denktir: 

(a) F ü.na-süreklidir,  

(b) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y 𝛼-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X regüler açık kümesi 

vardır, 

(c) Her V ⊆ Y 𝛼-açık kümesi için 𝐹+(V) ⊆ X 𝛿-açıktır, 

(d) Her K ⊆ Y 𝛼-kapalı kümesi için 𝐹− (K) ⊆ X 𝛿-kapalıdır. 

Ġspat.(a) ⇒ (b): x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y 𝛼-açık küme 

olsun. F ü.na-sürekli olduğundan U′  ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren 

bir U′  ⊆ X  𝛿-açık kümesi vardır. 𝛿-açık küme tanımından U ⊆ U′  olacak Ģekilde 

x noktasını içeren bir U ⊆ X regüler açık küme vardır. 

(b) ⇒  (c): V  ⊆  Y  𝛼 -açık küme ve x ∈  𝐹+ (V) olsun. Hipotezden                 

𝑈𝑥 ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  ⊆ X regüler açık kümesi 

vardır. 𝐹+(V) =  { 𝑈𝑥 ∶  x ∈  𝐹+(V) } olduğundan 𝐹+(V) ⊆ X 𝛿-açıktır. 

(c) ⇒  (d): K ⊆  Y  𝛼 -kapalı küme olsun. K𝑐  ⊆ Y  𝛼 -açık kümedir. 

Hipotezden 𝐹+(K𝑐 ) ⊆ X kümesi 𝛿 -açıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹−(K) ⊆ X 

kümesi 𝛿-kapalıdır. 

(d) ⇒ (a): x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y 𝛼-açık küme 

olsun. 𝑉𝑐  ⊆ Y 𝛼-kapalıdır. Hipotezden, 𝐹−(𝑉𝑐) ⊆ X kümesi 𝛿-kapalıdır. Önerme 

2.2.4 gereğince 𝐹+(V)  ⊆  X 𝛿 -açık kümedir ve x noktasını içerir. 𝐹+ (V) = U 

olsun. O halde, U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X 𝛿-açık 

kümesi vardır. Bu durumda, F  çoğul değerli fonksiyonunun ü.na-sürekli olduğu 

elde edilir. 

Teorem 3.1.5. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X→ Y çoğul değerli fonksiyonu 

için aĢağıdakiler denktir: 
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(a) F a.na-süreklidir, 

(b) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y 𝛼-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X regüler açık kümesi 

vardır, 

(c) Her V ⊆ Y 𝛼-açık kümesi için 𝐹−(V) ⊆ X 𝛿-açıktır, 

(d) Her K ⊆ Y 𝛼-kapalı kümesi için 𝐹+(K) ⊆ X 𝛿-kapalıdır, 

(e) Her A ⊆ X için F(𝛿clA) ⊆ 𝛼cl(F(A)) dir, 

(f) Her B ⊆ Y için 𝛿cl(𝐹+(B)) ⊆ 𝐹+(𝛼cl(B)) dir. 

Ġspat.(a) ⇒ (b): x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y 𝛼-açık küme 

olsun. F, a.na-sürekli olduğundan U′  ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren 

bir U′  ⊆ X 𝛿-açık kümesi vardır. 𝛿-açık küme tanımından, U ⊆ U′  olacak Ģekilde 

x noktasını içeren bir U ⊆ X regüler açık kümesi vardır. 

(b) ⇒ (c): V ⊆ Y 𝛼-açık küme ve x ∈ 𝐹−(V) olsun. Hipotezden 𝑈𝑥  ⊆ 𝐹−(V) 

olacak Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  regüler açık kümesi vardır.                       

𝐹−(V) =  { 𝑈𝑥 ∶  x ∈  𝐹−(V) } olduğundan 𝐹−(V) ⊆ X kümesi 𝛿-açıktır. 

(c) ⇒ (d): K ⊆ Y 𝛼-kapalı küme olsun. K𝑐  ⊆ Y 𝛼-açık kümedir. Hipotezden 

𝐹− ( K𝑐 ) ⊆  X kümesi 𝛿 -açıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹+ (K) ⊆  X kümesi          

𝛿-kapalıdır. 

(d) ⇒  (e): A ⊆  X olsun. 𝛼 cl(F(A))  ⊆  Y 𝛼 -kapalı kümedir. Hipotezden 

𝐹+ ( 𝛼 cl(F(A))) ⊆ X kümesi 𝛿 -kapalıdır. A ⊆ 𝐹+ (F(A)) ⊆ 𝐹+ ( 𝛼 cl(F(A))) 

olduğundan A ⊆  𝐹+ ( 𝛼 cl(F(A))) elde edilir. Buradan, 𝛿 -kapanıĢa geçersek                 

𝛿 cl(A) ⊆ 𝐹+ (𝛼cl(F(A))) bulunur. O halde F(𝛿 cl(A)) ⊆ F(𝐹+ (𝛼 cl(F(A)))) ⊆

𝛼cl(F(A) elde edilir. 

(e) ⇒ (f): B ⊆ Y olsun. 𝐹+(B) ⊆  X olur. Hipotezden F(𝛿cl(𝐹+ (B)))  ⊆ 

𝛼cl(F(𝐹+(B)))  ⊆ 𝛼cl(B) bulunur. Buradan 𝛿cl(𝐹+(B)) ⊆ 𝐹+(𝛼cl(B)) elde edilir. 

(f) ⇒ (a) x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y 𝛼-açık küme olsun.         

Y–V ⊆ Y α-kapalı kümedir. Hipotezden 𝛿 cl(𝐹+ (Y–V))  ⊆  𝐹+ (𝛼 cl(Y–V)) =       

𝐹+ (Y–V) olur. O halde 𝐹+ (Y–V) ⊆ X kümesi δ-kapalıdır. Önerme 2.2.4 

gereğince 𝐹−(V) ⊆ X kümesi δ-açıktır. 𝐹−(V) = U olsun. O halde U ⊆  𝐹−(V) 

olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X 𝛿-açık kümesi vardır. Bu durumda F 

a.na-süreklidir. 
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Teorem 3.1.6. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonunun ü.na-sürekli olması için gerek ve yeter koĢul her x ∈  X ve               

x noktasına δ-yakınsayan her (𝑥𝜆 ) ağı için F(𝑥𝜆 ) ağının F(x) e sf-yakınsak 

olmasıdır. 

Ġspat. (⤇) x ∈ X, (𝑥𝜆) ağı x noktasına δ-yakınsak ve F(x) ⊆ V koĢulunu 

sağlayan V ⊆ Y kümesi α-açık olsun. F, ü.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon 

olduğundan U ⊆  𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren regüler açık U ⊆ X 

kümesi vardır. (𝑥𝜆 ) ağı, x noktasına δ-yakınsak olduğundan (𝑥𝜆 ) sonunda U 

içindedir, yani her 𝜆  ≥ 𝜆0  için 𝑥𝜆   ∈  U olacak Ģekilde öyle bir 𝜆0  ∈  Ʌ vardır.                          

𝑥𝜆  ∈ U ⊆ 𝐹+(V) olduğundan F(𝑥𝜆) ⊆ V olur. O halde her 𝜆 ≥ 𝜆0  için F(𝑥𝜆) ⊆  V 

olacak Ģekilde bir 𝜆0  ∈ Ʌ vardır. Bu durumda F(𝑥𝜆 ) ağı sonunda V içindedir. 

Dolayısıyla F(𝑥𝜆) ağı F(x) e sf-yakınsaktır. 

(⤆) x ∈ X ve x noktasına δ-yakınsayan her (𝑥𝜆) ağı için F(𝑥𝜆) ağı F(x) e sf-

yakınsak olsun fakat F ü.na-sürekli olmasın. Bu durumda, x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu 

sağlayan bir V ⊆ Y α-açık kümesi ve x noktasını içeren her U ⊆ X regüler açık 

kümesi için U ⊈ 𝐹+(V) olacak Ģekilde bir x ∈ X vardır. 𝑥𝑢  ∈ U ve 𝑥𝑢  ∉ 𝐹+(V) 

alalım. Burada (𝑥𝑢 ) ağı x noktasına δ-yakınsaktır fakat F(xu) ağı, F(x) e sf-

yakınsak değildir. Çünkü 𝑥𝑢  ∉ 𝐹+ (V) olduğu için F(𝑥𝑢 ) ⊈ V olur. Bu ise  

çeliĢkidir. O halde, F ü.na-süreklidir. 

Teorem 3.1.7. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y ü.na-sürekli                           

( a.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ve A ⊆ X açık ise 𝐹|𝐴  : A → Y ü.na-

sürekli ( a.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. A ⊆ X açık, x ∈ A ve  x ∈ 𝐹|𝐴
+

(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y α-açık 

küme olsun. x ∈ 𝐹|𝐴
+

(V) ise x ∈ 𝐹+(V)∩A olur. Dolayısıyla x ∈ 𝐹+(V) bulunur. 

F ü.na-sürekli olduğundan, U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X 

regüler açık kümesi vardır. Lemma 2.1.12 gereğince U∩A ⊆ A regüler açıktır ve 

x noktasını içerir. Ayrıca U∩A ⊆ 𝐹+(V)∩A = 𝐹|𝐴
+

(V) elde edilir. Böylece 𝐹|𝐴   

ü.na-süreklidir. 

Benzer Ģekilde a.na-sürekli için de ispat yapılır. 

Teorem 3.1.8. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y ü.na-sürekli ( a.na-sürekli ) 

çoğul değerli fonksiyon ve G : Y → Z ü.na-sürekli (a.na-sürekli) çoğul değerli 

fonksiyon ise G𝑜F ü.na-sürekli ( a.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. V ⊆ Z α-açık küme olsun. G ü.na-sürekli olduğundan 𝐺+(V) ⊆ Y      

δ-açık kümedir. 𝐺+(V) ⊆ Y δ-açık küme ise α-açıktır. F ü.na-sürekli olduğundan                    
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𝐹+ (𝐺+ (V)) ⊆ X δ-açık kümedir. Önerme 2.2.6 gereğince (𝐺𝑜𝐹)+ (V) ⊆ X            

δ-açıktır. O halde G𝑜F ü.na-sürekli  çoğul değerli fonksiyondur. 

Benzer Ģekilde a.na-süreklilik için de ispat yapılır. 

Teorem 3.1.9. ( Yuksel vd., 2011a ) D bir indeks kümesi olsun. Her  𝜆 ∈ 𝐷 

için 𝐹𝜆  : 𝑋𝜆   →  𝑌𝜆  ,  F :  𝑋𝜆  →  𝑌𝜆  çoğul değerli fonksiyonlar olsun ve                     

x = ( 𝑥1, 𝑥2…,𝑥𝜆 ,.. ) ∈  𝑋𝜆   için  F(x) =  𝐹𝜆(𝑥𝜆)  Ģeklinde tanımlansın. F çoğul 

değerli fonksiyonu ü.na-sürekli ( a.na-sürekli ) ise her  𝜆 ∈ 𝐷 için 𝐹𝜆  ü.na-sürekli     

( a.na-sürekli ) dir. 

Ġspat. 𝑉𝜆  ⊆ 𝑌𝜆  α-açık küme olsun. Lemma 2.1.13 gereğince                           

V= 𝑉𝜆  ×  𝑌𝛽𝜆≠𝛽  ⊆  𝑌𝜆    α-açık kümedir. F ü.na-sürekli olduğundan, 𝐹+(V) =                       

𝐹+(𝑉𝜆  ×  𝑌𝛽  𝜆≠𝛽 ) = 𝐹𝜆
+

(𝑉𝜆 ) ×  𝐹𝛽
+(𝑌𝛽) 𝜆≠𝛽  = 𝐹𝜆

+
(𝑉𝜆 ) ×   𝑋𝛽𝜆≠𝛽   ⊆  𝑋𝜆           

δ-açık kümedir. Lemma 2.1.13 gereğince 𝐹𝜆
+

(𝑉𝜆) ⊆ 𝑋𝜆  kümesi δ-açıktır. O halde, 

𝐹𝜆  ü.na-süreklidir. 

a.na-süreklilik için ispat benzer Ģekilde yapılır. 

Teorem 3.1.10. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y bir çoğul değerli 

fonksiyon olsun. 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonu ü.na-sürekli ise F ü.na-

süreklidir. 

Ġspat. x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y α-açık küme olsun. 

Lemma 2.1.13 gereğince X × V ⊆ X × Y kümesi α-açıktır. {x}× F(x) ⊆ X × V 

olduğundan, 𝐺𝐹(x) ⊆ X × V dir. 𝐺𝐹, ü.na-sürekli olduğundan U ⊆  𝐺𝐹
+

( X × V) 

olacak Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X δ-açık kümesi vardır. Önerme 2.2.9 

yardımıyla U ⊆ X ∩ 𝐹+(V) = 𝐹+(V) olur. O halde, F ü.na-süreklidir. 

Teorem 3.1.11. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyon 

olsun. 𝐺𝐹 çoğul değerli grafik fonksiyonu a.na-sürekli ise F a.na-süreklidir.  

Ġspat. x ∈  𝐹−(V)  koĢulunu sağlayan V ⊆ Y α-açık kümesini alalım. 

Lemma 2.1.13  ile X × V ⊆ X × Y α-açıktır. 𝐺𝐹(x)∩(X × V) = ({x}× F(x)) ∩           

(X × V) = {x}× (F(x)∩V) ≠ Ø olduğundan x ∈ 𝐺𝐹
−

(X × V) olur. 𝐺𝐹, a.na-sürekli 

olduğundan U ⊆ 𝐺𝐹
−

(X × V) olacak Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X δ-açık 

kümesi vardır. Önerme 2.2.9 yardımıyla U ⊆ X ∩ 𝐹−(V) = 𝐹−(V) elde edilir. O 

halde F a.na-süreklidir. 

              Teorem 3.1.12. ( Yuksel vd., 2011a ) Her x  ∈  X noktası için F(x)                

α-kompakt olacak Ģekilde F : X → Y ü.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon ve Y          

α-Hausdorf uzay ise 𝐺𝐹, δ-α-kapalıdır. 
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Ġspat. (x,y) ∈ (X × Y) \ 𝐺𝐹 olsun. Bu durumda y ∈ Y\F(x) elde edilir. Y          

α-Hausdorf uzay olduğundan, her p ∈ F(x) için p ∈ 𝑈𝑃  ve y ∈ 𝑉𝑃  olacak Ģekilde 

ayrık α-açık 𝑈𝑃  ve 𝑉𝑃  kümeleri vardır. O halde { 𝑈𝑃  : p ∈ F(x) } ailesi F(x) in                 

α-açık örtüsü olur. Her x  ∈  X noktası için F(x) α-kompakt olduğundan                                     

F(x) ⊆ ∪{ 𝑈𝑃𝑖  , i = 1,2…n} olacak Ģekilde F(x) de sonlu sayıda 𝑝1 , 𝑝2  … 𝑝𝑛   

noktaları vardır. 

U= ∪{ 𝑈𝑃𝑖  , i = 1,2…n } ve V = ∩{ 𝑉𝑃𝑖  : i = 1,2…n } 

olsun. F(x) ⊆ U ve y ∈ V olacak Ģekilde U, V ⊆ Y ayrık α-açık kümelerdir. 

F(𝐹+(U)) ∩ V ⊆ U ∩ V = Ø olduğundan F(𝐹+(U)) ∩ V = ∅ elde edilir. F ü.na-

sürekli çoğul değerli fonksiyon olduğundan  𝐹+(U) ⊆ X δ-açık kümedir ve x 

noktasını içerir. Böylece, 𝐺𝐹 çoğul değerli grafik fonksiyonu  δ-α-kapalıdır.  

Teorem 3.1.13. ( Yuksel vd., 2011a ) Her x ∈ X noktası için F(x)                     

α-kompakt olacak Ģekilde F : X → Y  ü.na-sürekli örten çoğul değerli fonksiyon 

olsun. X yakın kompakt uzay ise Y α-kompakttır. 

Ġspat. { 𝑉𝜆  : 𝜆 ∈ Ʌ } ailesi Y uzayının α-açık örtüsü olsun. Bu aile aynı 

zamanda her x ∈ X noktası için F(x) kümesinin α-açık örtüsüdür. F(x) α-kompakt 

olduğundan F(x) ⊆ ∪ { 𝑉𝜆  : 𝜆 ∈ Ʌ𝑥  } olacak Ģekilde Ʌ𝑥  ⊆ Ʌ sonlu alt kümesi 

vardır. 

 𝑉𝜆𝜆∈Ʌ𝑥  = 𝑉𝑥  

olsun. F, ü.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon olduğundan F(𝑈𝑥 ) ⊆ 𝑉𝑥    olacak 

Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  ⊆ X regüler açık kümesi vardır. O halde,              

{ 𝑈𝑥  : x ∈ X } ailesi X uzayının regüler açık örtüsü olur. X yakın kompakt uzay 

olduğundan X =  𝑈𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  olacak Ģekilde X uzayında sonlu sayıda 𝑥1 , 𝑥2 …𝑥𝑛   

noktaları vardır. Böylece, 

Y = F(X) = F( 𝑈𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ) =  𝐹(𝑈𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ) ⊆  𝑉𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  =   𝑉𝜆𝑖𝜆∈Ʌ𝑥

𝑛
𝑖=1  

bulunur. O halde, Y α-kompakttır. 

Teorem 3.1.14. ( Yuksel vd., 2011a ) Y α-normal uzay ve F, G : X → Y  

ü.na-sürekli ve nokta kapalı çoğul değerli fonksiyonlar ise, 

K = { x ∈ X : F(x) ∩ G(x) ≠ ∅ } ⊆ X 

kümesi kapalıdır. 
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Ġspat. x ∈ X \ K olsun. O halde F(x) ∩ G(x) = ∅ olur. F ve G nokta kapalı 

çoğul değerli fonksiyonlar olduğundan F(x) ve G(x) kümeleri Y içinde kapalıdır. 

Y uzayı α-normal olduğundan, F(x) ⊆ U ve G(x) ⊆ V olacak Ģekilde Y içinde 

ayrık α-açık U ve V kümeleri vardır. F ve G ü.na-sürekli olduğundan, 𝐹+(U) ve 

𝐺+(V) X içinde δ-açık kümelerdir. O halde, 𝐹+(U) ve 𝐺+(V) x noktasını içeren 

açık kümelerdir. 

H = 𝐹+(U) ∩ 𝐺+(V) 

alınırsa H x noktasını içeren bir açık kümedir ve H∩K = ∅, H∪K = X olur. 

Böylece K = H𝑐  elde edilir. O halde K ⊆ X kapalıdır. 

Teorem 3.1.15. ( Yuksel vd., 2011a ) Y α-normal uzay, F : X → Y           

ü.na-sürekli, nokta kapalı çoğul değerli fonksiyon ve her x,y farklı nokta çifti için 

F(x) ∩ F(y) = ∅ olsun. Bu durumda X uzayı δ-Hausdorfdur. 

Ġspat. x, y ∈ X ve x ≠ y olsun. O halde F(x) ∩ F(y) = ∅ olur. F çoğul 

değerli fonksiyonu nokta kapalı olduğundan F(x) ve F(y) kapalı kümelerdir. Y,   

α-normal uzay olduğundan F(x) ⊆ U ve F(y) ⊆ V olacak Ģekilde X içinde ayrık  

α-açık U ve V kümeleri vardır. Hipotezden 𝐹+(U) ve 𝐹+(V) sırasıyla x ve y 

noktalarını içeren ayrık δ-açık kümelerdir. O halde, X uzayı δ-Hausdorfdur. 

Teorem 3.1.16. ( Yuksel vd., 2011a ) F : X → Y ü.na-sürekli örten çoğul 

değerli fonsiyon olsun. X uzayı δ-bağlantılı ve F çoğul değerli fonksiyonu nokta 

bağlantılı ise Y bağlantılıdır. 

Ġspat. Y uzayı bağlantılı olmasın. O halde, Y = U ∪ V ve U ∩ V = ∅ 

olacak Ģekilde boĢtan farklı U,V ⊆ Y açık kümeleri vardır. F, nokta bağlantılı 

olduğundan her x ∈ X noktası için F(x) bağlantılıdır. F(x) bağlantılı ve U, V çifti 

Y uzayının bir ayrıĢımı olduğundan Teorem 2.1.10 dan ya F(x) ⊆ U ya da            

F(x) ⊆ V olur. Bu durumda x ∈ 𝐹+(U) ∪ 𝐹+(V) elde edilir. Her x ∈ X noktası için 

bu sağlandığından 𝐹+(U) ∪ 𝐹+(V) = X olur.  

U ≠ ∅ olduğundan bir u ∈ U seçebiliriz. F, örten olduğundan u ∈ F(x) 

olacak Ģekilde x ∈ X vardır. Buradan F(x) ⊆ U olur. O halde x ∈ 𝐹+(U) ≠ ∅ 

bulunur. V ≠ ∅ olduğundan bir v ∈ V seçebiliriz. F, örten olduğundan v ∈ F(x) 

olacak Ģekilde x ∈ X vardır. Buradan F(x) ⊆ V olur. O halde, x ∈ 𝐹+(V) ≠ ∅  

bulunur.  

U∩V = ∅ idi. Buradan 𝐹+(U) ∩ 𝐹+ (V) = ∅ elde edilir. F, ü.na-sürekli 

olduğundan, 𝐹+ (U) ve 𝐹+ (V) kümeleri Y içinde δ-açıktır. O halde X uzayı                   

δ-bağlantılı değildir. Bu ise hipotezle çeliĢir. O halde Y bağlantılıdır. 
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3.2 Ön Güçlü Na-Sürekli Çoğul Değerli Fonksiyonlar 

Güçlü na-önsürekli fonksiyonlar ilk defa Nasef tarafından 2001 yılında 

çalıĢılmıĢtır. ( X,𝜏 ) ve ( Y,𝜎 ) topolojik uzaylar olmak üzere 𝑓 : ( X,𝜏 ) → ( Y,𝜎 ) 

bir fonksiyon olsun. Her x ∈ X ve 𝑓(x) noktasını içeren Y uzayındaki her V ön-

açık kümesi için 𝑓(U) ⊆V olacak Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X 𝛿-açık kümesi 

varsa 𝑓 fonksiyonuna güçlü na-önsürekli denir. 

Bu fonksiyonlar Yüksel, ġimĢekler ve Bilik tarafından aĢağıdaki Ģekilde 

çoğul değerli fonksiyonlara geniĢletilmiĢtir. 

Tanım 3.2.1. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyon 

olsun.  

(a) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y ön-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X regüler açık kümesi varsa, 

F çoğul değerli fonksiyonuna üstten ön güçlü na-sürekli ( upper pre strong na-

continuous ) denir ve kısaca ü.ön.g.na-sürekli olarak gösterilir. 

(b) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y ön-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X regüler açık kümesi varsa, 

F çoğul değerli fonksiyonuna alttan ön güçlü na-sürekli ( lower pre strong na-

continuous ) denir. Bu durum kısaca a.ön.g.na-sürekli olarak gösterilir. 

(c) F, hem ü.ön.g.na-sürekli hem de a.ön.g.na-sürekli ise F çoğul değerli 

fonksiyonuna ön güçlü na-sürekli ( pre strong na-continuous ) denir ve kısaca 

ön.g.na-sürekli olarak gösterilir. 

Teorem 3.2.2. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu 

için aĢağıdakiler denktir: 

(a) F ü.ön.g.na-süreklidir, 

(b) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y ön-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X 𝛿-açık kümesi vardır, 

(c) Her V ⊆ Y ön-açık kümesi için 𝐹+(V) ⊆ X 𝛿-açıktır, 

(d) Her K ⊆ Y ön-kapalı kümesi için 𝐹−(K) ⊆ X 𝛿-kapalıdır. 

Ġspat. Teorem 3.1.4 ün ispatına benzer olarak yapılır. 
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Teorem 3.2.3. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu 

için aĢağıdakiler denktir: 

(a) F a.ön.g.na-süreklidir, 

(b) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y ön-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X δ-açık kümesi vardır, 

(c) Her V ⊆ Y ön-açık kümesi için 𝐹−(V) ⊆ X 𝛿-açıktır, 

(d) Her K ⊆ Y ön-kapalı kümesi için 𝐹+(K) ⊆ X 𝛿-kapalıdır, 

(e) Her A ⊆ X için F(𝛿clA) ⊆ pcl(F(A)) dır, 

(f) Her B ⊆ Y için 𝛿cl(𝐹+(B)) ⊆ 𝐹+(pcl(B)) dir. 

Ġspat. Teorem 3.1.5 in ispatına benzer olarak yapılır. 

Teorem 3.2.4. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonunun ü.ön.g.na-sürekli olması için gerek ve yeter koĢul her x ∈ X ve x 

noktasına δ-yakınsayan her (𝑥𝜆) ağı için F(𝑥𝜆) ağının F(x)’e p-yakınsak olmasıdır. 

Ġspat. (⤇) x ∈  X ve (𝑥𝜆 ) ağı x noktasına δ-yakınsak olsun. F(x) ⊆ V 

koĢulunu sağlayan V ⊆ Y ön-açık kümesini alalım. F, ü.ön.g.na-sürekli çoğul 

değerli fonksiyon olduğundan U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren regüler 

açık U ⊆ X kümesi vardır. (𝑥𝜆) ağı x noktasına δ-yakınsak olduğundan (𝑥𝜆) ağı 

sonunda U içindedir yani, her 𝜆 ≥  𝜆0 için 𝑥𝜆  ∈ U olacak Ģekilde bir 𝜆0 ∈ Ʌ vardır. 

𝑥𝜆  ∈ U ⊆ 𝐹+(V) olduğundan F(𝑥𝜆) ⊆ V elde edilir. Bu durumda her 𝜆 ≥ 𝜆0  için 

F(𝑥𝜆) ⊆ V olacak Ģekilde bir 𝜆0  ∈ Ʌ var ise F(𝑥𝜆) ağı sonunda V içindedir. O 

halde F(𝑥𝜆) ağı, F(x) ’e p-yakınsaktır. 

(⤆) x ∈ X ve x noktasına δ-yakınsayan her (𝑥𝜆) ağı için F(𝑥𝜆) ağı F(x) 

kümesine p-yakınsak olsun fakat F ü.ön.g.na-sürekli olmasın. O halde x ∈ 𝐹+(V) 

koĢulunu sağlayan bir V ⊆ Y ön-açık ve x noktasını içeren her U ⊆ X regüler açık 

kümesi için U ⊈ 𝐹+(V) olacak Ģekilde bir x ∈ X vardır. 𝑥𝑢  ∈ U  ve 𝑥𝑢  ∉ 𝐹+(V) 

alalım. Burada (𝑥𝑢 ) ağı x noktasına δ-yakınsaktır fakat F(𝑥𝑢 ) ağı F(x) e p-

yakınsak değildir. Çünkü 𝑥𝑢  ∉ 𝐹+(V) olduğundan F(𝑥𝑢) ⊈ V elde edilir. Bu ise  

hipotezle çeliĢir. O halde F ü.ön.g.na-süreklidir. 

Teorem 3.2.5. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y ü.ön.g.na-sürekli                         

( a.ön.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ve A ⊆ X açık ise 𝐹|𝐴 : A → Y 

ü.ön.g.na-sürekli ( a.ön.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 
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Ġspat. A ⊆ X açık, x ∈ A ve  x ∈ 𝐹|𝐴
−

(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y           

ön-açık küme olsun. 𝐹|𝐴
−

(V) = A∩ 𝐹− (V) olduğundan x ∈  𝐹− (V)  olur. F, 

a.ön.g.na-sürekli olduğundan U ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X 

regüler açık kümesi vardır. Lemma 2.1.12 yardımıyla U∩A ⊆ A regüler açıktır ve 

x noktasını içerir. Ayrıca, U∩A ⊆ 𝐹− (V)∩A = 𝐹|𝐴
−

(V) olur. Böylece 𝐹|𝐴   

a.ön.g.na-süreklidir. 

 ü.ön.g.na-süreklilik için ispat benzer Ģekilde yapılır. 

Teorem 3.2.6. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y ü.ön.g.na-sürekli                       

( a.ön.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ve G : Y → Z ü.ön.g.na-sürekli                         

( a.ön.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ise G 𝑜 F ü.ön.g.na-sürekli                            

( a.ön.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. Teorem 3.1.8 in ispatına benzer olarak yapılır.   

Teorem 2.2.7. ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y bir çoğul değerli fonksiyon 

olsun. 𝐺𝐹 çoğul değerli grafik fonksiyonu ü.ön.g.na-sürekli ( a.ön.g.na-sürekli ) 

ise F ü.ön.g.na-sürekli ( a.ön.g.na-sürekli ) dir. 

Ġspat. Teorem 3.1.10 ve Teorem 3.1.11 in ispatına benzer olarak yapılır. 

Teorem 3.2.8. ( Yuksel vd., 2011b ) Her x ∈ X noktası için F(x) güçlü 

kompakt olacak Ģekilde F : X → Y ü.ön.g.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon 

olsun. Bu durumda Y uzayı δ-Hausdorf ise 𝐺𝐹 ⊆ X×Y güçlü δ-kapalıdır. 

Ġspat. (x,y)  ∈  (X  × Y) \ 𝐺𝐹  olsun. O halde y ∈  Y \ F(x) olur. Y                  

δ-Hausdorf uzay olduğundan her s ∈ F(x) için 𝑈𝑠 ∩ 𝑉𝑠  = ∅ olacak Ģekilde s ∈ 𝑈𝑠  

ve y ∈  𝑉𝑠  δ-açık kümeleri vardır. Her δ-açık küme ön-açık olduğundan                   

{ 𝑈𝑠  : s ∈ F(x) } ailesi F(x) in ön-açık örtüsü olur. Her x ∈ X noktası için F(x) 

güçlü kompakt olduğundan F(x) ⊆  { 𝑈𝑠𝑖  , 𝑖 =  1,2…n }  olacak Ģekilde F(x) 

içinde sonlu sayıda 𝑠1, 𝑠2…𝑠𝑛  noktaları vardır. 

U =  { 𝑈𝑠𝑖  , 𝑖 =  1,2…n }  ve V =  { 𝑉𝑠𝑖 ∶  𝑖 =  1,2…n }  

olsun. O halde F(x) ⊆ U ve y ∈ V olacak Ģekilde Y içinde ayrık ön-açık U ve              

δ-açık V kümeleri vardır. Böylece, F(𝐹+ (U))∩V ⊆ U∩V = ∅  olduğundan 

F( 𝐹+ (U)) ∩ V = ∅  elde edilir. F ü.ön.g.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon 

olduğundan 𝐹+(U) ⊆ X kümesi δ-açıktır ve x noktasını içerir. Böylece, 𝐺𝐹 çoğul 

değerli grafik fonksiyonu güçlü δ-kapalıdır. 
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Teorem 3.2.9. ( Yuksel vd., 2011b ) Her x ∈ X noktası için F(x) güçlü 

kompakt olacak Ģekilde F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu örten, ü.ön.g.na-

sürekli olsun. X yakın kompakt uzay ise Y güçlü kompakttır. 

Ġspat. { 𝑉𝜆  } 𝜆∈Ʌ  ailesi Y uzayının ön-açık örtüsü olsun. F(x), her x ∈ X 

noktası için güçlü kompakt olduğundan F(x) ⊆  𝑉𝜆𝜆∈Ʌ𝑥   olacak Ģekilde Ʌ𝑥  ⊆ Ʌ 

sonlu alt kümesi vardır. 

 𝑉𝜆λ ∈ Ʌ𝑥
 = 𝑉𝑥  

olsun. F ü.ön.g.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon olduğundan F(𝑈𝑥 ) ⊆ 𝑉𝑥    olacak 

Ģekilde x noktasını içeren regüler açık 𝑈𝑥  ⊆ X kümesi vardır. Bu durumda, 

{ 𝑈𝑥  }𝑥∈𝑋  ailesi X uzayının regüler açık örtüsüdür. X yakın kompakt uzay 

olduğundan X =  𝑈𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  olacak Ģekilde X uzayında sonlu sayıda 𝑥1 , 𝑥2 …𝑥𝑛  

noktaları vardır. F çoğul değerli fonksiyonu örten olduğundan, 

Y = F(X) = F( 𝑈𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ) =  𝐹(𝑈𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ) ⊆  𝑉𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  =   𝑉𝜆𝑖λ ∈ Ʌ𝑥

𝑛
𝑖=1            

elde edilir. O halde Y güçlü kompakttır. 

Teorem 3.2.10. ( Yuksel vd., 2011b ) Y ön-normal uzay, F ve G : X → Y  

ü.ön.g.na-sürekli, nokta kapalı çoğul değerli fonksiyonlar ise, 

K = { x ∈ X : F(x) ∩ G(x) ≠ ∅ } 

kümesi X uzayında δ-kapalıdır. 

Ġspat. x ∈ X \ K olsun. Bu durumda F(x)∩G(x) = ∅ olur. F ve G nokta 

kapalı çoğul değerli fonksiyonlar olduğundan F(x) ve G(x) kapalı kümelerdir. Y 

ön-normal uzay olduğundan F(x) ⊆ U ve G(x) ⊆ V olacak Ģekilde Y içinde ayrık 

ön-açık U ve V kümeleri vardır. F ve G ü.ön.g.na-sürekli olduğundan 𝐹+(U) ve 

𝐺+(V) kümeleri X içinde δ-açıktır. O halde 𝐹+(U) ve 𝐺+(V)  x noktasını içeren  

δ-açık kümelerdir. 

H = 𝐹+(U) ∩ 𝐺+(V) 

olsun. Bu durumda H kümesi x noktasını içeren δ-açık kümedir ve H ∩ K = ∅ 

olur. Buradan K ⊆ X kümesi δ-kapalıdır. 
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Teorem 3.2.11. ( Yuksel vd., 2011b ) Y ön-normal uzay,   F : 𝑋1 → Y ve 

G : 𝑋2  → Y nokta kapalı ü.ön.g.na-sürekli çoğul değerli fonksiyonlar olsun. O 

halde, 

A = { (𝑥1, 𝑥2)  : F(𝑥1) ∩ G(𝑥2) ≠ ∅ } 

kümesi 𝑋1 × 𝑋2 de δ-kapalıdır. 

Ġspat. x = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ( 𝑋1  × 𝑋2  ) \ A olsun. Bu ise F(𝑥1) ∩ G(𝑥2) = ∅ 

demektir. F ve G nokta kapalı çoğul değerli fonksiyonlar olduğundan F(𝑥1) ve 

G( 𝑥2 ) kapalı kümelerdir. Y ön-normal uzay olduğundan F( 𝑥1 ) ⊆ U ve             

G(𝑥2) ⊆ V olacak Ģekilde Y içinde ayrık ön-açık U ve V kümeleri vardır. F ve G 

ü.ön.g.na-sürekli olduğundan 𝐹+ (U) ve 𝐺+ (V) kümeleri sırasıyla 𝑋1  ve 𝑋2 

uzayları içinde δ-açıktır. O halde 𝐹+(U) ve 𝐺+(V) sırasıyla 𝑥1 ve 𝑥2  noktalarını 

içeren δ-açık kümelerdir. 

H = 𝐹+(U) × 𝐺+ (V)  

alalım. Bu durumda H kümesi x noktasını içeren δ-açık kümedir ve H∩A = ∅, 

H∪A = 𝑋1 × 𝑋2 olur. Buradan A = H𝑐  elde edilir. O halde A ⊆ 𝑋1 × 𝑋2 kümesi 

δ-kapalıdır. 

Teorem 3.2.12. ( Yuksel vd., 2011b ) Y ön-normal uzay, F : X → Y 

ü.ön.g.na-sürekli, nokta kapalı çoğul değerli fonksiyon ve her x,y farklı nokta çifti 

için F(x) ∩ F(y) = ∅ olsun. Bu durumda X  uzayı δ-Hausdorfdur. 

Ġspat. x, y ∈ X ve x ≠ y olsun. O halde, F(x) ∩ F(y) = ∅ olur. F nokta 

kapalı olduğundan F(x) ve F(y) kapalı kümelerdir. Y ön-normal uzay olduğundan 

F(x) ⊆ U ve F(y) ⊆ V olacak Ģekilde Y içinde ayrık ön-açık U ve V kümeleri 

vardır. F ü.ön.g.na-sürekli olduğundan 𝐹+ (U) ve 𝐹+ (V) sırasıyla x ve y 

noktalarını içeren X içinde ayrık δ-açık kümelerdir. O halde X uzayı                           

δ-Hausdorfdur. 

3.3 Yarı Güçlü Na-Sürekli Çoğul Değerli Fonksiyonlar 

Güçlü na-sürekli fonksiyonlar ilk defa Mahmoud, Abd El-Monsef ve Nasef 

tarafından 1989 yılında çalıĢılmıĢtır. ( X,𝜏 ) ve ( Y,𝜎 ) topolojik uzaylar olmak 

üzere 𝑓 : ( X,𝜏 ) → ( Y,𝜎 ) bir fonksiyon olsun. Her x ∈ X ve 𝑓(x) i içeren Y 

uzayındaki her V yarı-açık kümesi için 𝑓(U) ⊆ V olacak Ģekilde x noktasını içeren 

U ⊆ X 𝛿-açık kümesi varsa f fonksiyonuna güçlü na-süreklidir denir. 

Bu kavram aĢağıdaki Ģekilde çoğul değerli fonksiyonlara geniĢletilmiĢtir. 
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Tanım 3.3.1 ( Yuksel vd., 2011b ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyon 

olsun.  

(a) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y yarı-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X δ-açık kümesi varsa, F 

çoğul değerli fonksiyonuna üstten yarı güçlü na-sürekli ( upper semi strong na- 

continuous ) denir ve kısaca ü.y.g.na-sürekli olarak gösterilir. 

(b) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y yarı-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X δ-açık kümesi varsa, F 

çoğul değerli fonksiyonuna alttan yarı güçlü na-sürekli ( lower semi strong na- 

continuous ) denir ve kısaca a.y.g.na-sürekli olarak gösterilir. 

(c) F, ü.y.g.na-sürekli ve a.y.g.na-sürekli ise yarı güçlü na-sürekli ( semi 

strong na-continuous ) denir ve kısaca y.g.na-sürekli olarak gösterilir. 

Teorem 3.3.2. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu için aĢağıdakiler 

denktir. 

(a) F ü.y.g.na-süreklidir. 

(b) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y yarı-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X regüler açık kümesi 

vardır. 

(c) Her V ⊆ Y yarı-açık kümesi için 𝐹+(V) ⊆ X 𝛿-açıktır. 

(d) Her K ⊆ Y yarı-kapalı kümesi için 𝐹−(K) ⊆ X 𝛿-kapalıdır. 

Ġspat. (a) ⇒ (b): x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y bir yarı-

açık küme olsun. F, ü.y.g.na-sürekli olduğundan U′  ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x 

noktasını içeren bir U′  ⊆ X 𝛿 -açık kümesi vardır. 𝛿 -açık küme tanımından,                

U ⊆ U′  olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X regüler açık kümesi vardır. 

(b) ⇒  (c): V  ⊆  Y yarı-açık küme ve x ∈  𝐹+ (V) olsun. Hipotezden                   

𝑈𝑥 ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  ⊆ X regüler açık kümesi 

vardır. 𝐹+(V) =  { 𝑈𝑥 ∶  x ∈ 𝐹+(V) } olduğundan 𝐹+(V) ⊆ X kümesi 𝛿-açıktır. 

(c) ⇒ (d): K ⊆ Y yarı-kapalı küme olsun. K𝑐  ⊆ Y yarı-açıktır. Hipotezden 

𝐹+ ( K𝑐 ) ⊆  X kümesi 𝛿 -açıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹− (K) ⊆ X kümesi                    

𝛿-kapalıdır. 
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(d) ⇒ (a): x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y yarı-açık küme 

olsun. V𝑐  ⊆ Y yarı-kapalıdır. Hipotezden 𝐹− ( V𝑐 ) ⊆ X kümesi 𝛿 -kapalıdır. 

Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹+(V) ⊆ X kümesi 𝛿-açıktır. 𝐹+(V) = U alalım. O halde  

U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X 𝛿-açık kümesi vardır. O 

halde, F ü.y.g.na-süreklidir. 

Teorem 3.3.3. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu için aĢağıdakiler 

denktir: 

(a) F, a.y.g.na-süreklidir, 

(b) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y yarı-açık kümesi 

için U ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X regüler açık kümesi 

vardır, 

(c) Her V ⊆ Y yarı-açık kümesi için 𝐹−(V) ⊆ X 𝛿-açıktır, 

(d) Her K ⊆ Y yarı-kapalı kümesi için 𝐹+(K) ⊆ X 𝛿-kapalıdır, 

(e) Her A ⊆ X için F(𝛿clA) ⊆ scl(F(A)) dır, 

(f) Her B ⊆ Y için 𝛿cl(𝐹+(B)) ⊆ 𝐹+(scl(B)) dir. 

Ġspat. (a) ⇒ (b): x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y yarı-açık 

küme olsun. F a.y.g.na-sürekli olduğundan U′  ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını 

içeren bir U′⊆ X 𝛿-açık kümesi vardır. 𝛿-açık küme tanımından U ⊆ U′  olacak 

Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X regüler açık kümesi vardır. 

(b) ⇒  (c): V ⊆  Y yarı-açık küme ve x ∈  𝐹− (V) olsun. Hipotezden                  

𝑈𝑥 ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  regüler açık kümesi vardır. 

Böylece 𝐹−(V) =  { 𝑈𝑥 ∶  x ∈  𝐹−(V) } olduğundan 𝐹−(V) kümesi 𝛿-açıktır. 

(c) ⇒ (d): K ⊆ Y yarı-kapalı küme olsun. K𝑐  ⊆ Y yarı-açıktır. Hipotezden 

𝐹−(K𝑐 ) ⊆ X kümesi 𝛿-açıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹+(K) ⊆ X 𝛿-kapalıdır. 

(d) ⇒ (e): A ⊆ X olsun. scl(F(A))  ⊆ Y yarı-kapalı kümedir. Hipotezden 

𝐹+ (scl(F(A))) ⊆ X kümesi 𝛿 -kapalıdır. A ⊆ 𝐹+ (F(A)) ⊆ 𝐹+ (scl(F(A))) 

olduğundan A ⊆  𝐹+ (scl(F(A))) elde edilir. Buradan 𝛿 -kapanıĢa geçersek                

𝛿 cl(A) ⊆  𝐹+ (scl(F(A))) olur. Bu durumda F(𝛿 cl(A)) ⊆  F(𝐹+ (scl(F(A)))) ⊆ 

scl(F(A)) elde edilir. 
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(e) ⇒ (f): B ⊆ Y olsun. Hipotezden F(𝛿cl(𝐹+(B))) ⊆ scl(F(𝐹+(B))) ⊆ scl(B) 

elde edilir. Buradan 𝛿cl(𝐹+(B)) ⊆ 𝐹+(scl(B)) olur. 

(f) ⇒ (a): x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y yarı-açık küme 

olsun. O halde Y – V ⊆ Y yarı-kapalıdır. Hipotezden 𝛿 cl( 𝐹+ (Y – V))  ⊆ 

𝐹+(scl(Y–V)) = 𝐹+(Y–V) olur. Bu durumda 𝐹+(Y–V) ⊆ X kümesi δ-kapalıdır. 

Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹− (V) ⊆ X δ-açıktır. 𝐹− (V) = U alalım. Öyleyse             

U ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X 𝛿-açık kümesi vardır. O 

halde F a.y.g.na-süreklidir. 

Teorem 3.3.4. F : X → Y ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) çoğul değerli 

fonksiyon ve G : Y → Z ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) çoğul değerli 

fonksiyon ise G𝑜F ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. V ⊆ Z yarı-açık küme olsun. G ü.y.g.na-sürekli olduğundan          

𝐺+(V) ⊆ Y kümesi δ-açıktır. O halde 𝐺+(V) ⊆ Y yarı-açık kümedir. F ü.y.g.na-

sürekli olduğundan 𝐹+(𝐺+(V)) ⊆ X kümesi δ-açıktır. Önerme 2.2.6 gereğince 

(𝐺𝑜𝐹)+(V) ⊆ X kümesi δ-açıktır. O halde G𝑜F ü.y.g.na-sürekli çoğul değerli 

fonksiyondur. 

a.y.g.na-süreklilik için de ispat benzer Ģekilde yapılır. 

Teorem 3.3.5. F : X → Y ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) çoğul değerli 

fonksiyon ve A ⊆ X açık ise 𝐹|𝐴 : A → Y ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) 

çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. A ⊆ X açık, x ∈ A ve  x ∈ 𝐹|𝐴
+

(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y yarı-

açık olsun. 𝐹|𝐴
+

(V) = 𝐹+(V) ∩ A olduğundan x ∈ 𝐹+(V) olur. F ü.y.g.na-sürekli 

olduğundan U ⊆  𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X regüler açık 

kümesi vardır. Lemma 2.1.12 ile U∩A ⊆ A regüler açıktır ve x noktasını içerir. 

Ayrıca U ∩ A ⊆ 𝐹+(V) ∩ A = 𝐹|𝐴
+

(V) dir. Böylece 𝐹|𝐴   ü.y.g.na-süreklidir. 

a.y.g.na-süreklilik için de ispat benzer Ģekilde yapılır. 

Teorem 3.3.6. D bir indeks kümesi ve her  𝜆 ∈ 𝐷 için 𝐹𝜆  : 𝑋𝜆   →  𝑌𝜆   ve       

F :  𝑋𝜆  →  𝑌𝜆  çoğul değerli fonksiyonlar olsun ve x = ( 𝑥1, 𝑥2…,𝑥𝜆 ,…) ∈  𝑋𝜆  

için F(x) =  𝐹𝜆(𝑥𝜆)  Ģeklinde tanımlansın. F çoğul değerli fonksiyonu ü.y.g.na-

sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) ise her  𝜆 ∈ 𝐷 için 𝐹𝜆  ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli) 

dir. 



29 
 

Ġspat. 𝑉𝜆  ⊆ 𝑌𝜆    yarı-açık olsun. Lemma 2.1.13 ile V= 𝑉𝜆  ×  𝑌𝛽𝜆≠𝛽  ⊆  𝑌𝜆    

yarı-açıktır. F ü.y.g.na-sürekli olduğundan 𝐹+ (V) = 𝐹+ (𝑉𝜆  ×   𝑌𝛽  𝜆≠𝛽  ) =      

𝐹𝜆
+

(𝑉𝜆) ×  𝐹𝛽
+(𝑌𝛽) 𝜆≠𝛽  = 𝐹𝜆

+
(𝑉𝜆) ×  𝑋𝛽𝜆≠𝛽   ⊆  𝑋𝜆    δ-açıktır. Lemma 2.1.13 

ile 𝐹+(𝑉𝜆) ⊆ 𝑋𝜆   δ-açıktır. O halde 𝐹𝜆  ü.y.g.na-süreklidir. 

a.y.g.na-süreklilik için ispat benzer Ģekilde yapılır. 

Teorem 3.3.7. Her x ∈ X noktası için F(x) yarı kompakt olmak üzere               

F : X → Y  örten, ü.y.g.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon olsun. X yakın 

kompakt uzay ise Y yarı kompakttır. 

Ġspat. { 𝑉𝜆  } 𝜆∈Ʌ ailesi Y uzayının yarı-açık örtüsü olsun. Her x ∈ X noktası 

için F(x) yarı kompakt olduğundan F(x) ⊆  𝑉𝜆𝜆∈Ʌ𝑥   olacak Ģekilde Ʌ𝑥  ⊆ Ʌ sonlu 

alt kümesi vardır. 

 𝑉𝜆λ ∈ Ʌ𝑥
 = 𝑉𝑥  

olsun. F ü.y.g.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon olduğundan F(𝑈𝑥 ) ⊆ 𝑉𝑥  olacak 

Ģekilde x noktasını içeren regüler açık 𝑈𝑥  ⊆ X vardır. Bu durumda { 𝑈𝑥  : x ∈ X } 

ailesi X uzayının regüler açık örtüsü olur. X yakın kompakt uzay olduğundan           

X =  𝑈𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1   olacak Ģekilde X uzayında sonlu sayıda 𝑥1 ,  𝑥2 … 𝑥𝑛   noktaları vardır. 

F çoğul değerli fonksiyonu örten olduğundan 

Y = F(X) = F( 𝑈𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ) =  𝐹(𝑛

𝑖=1 𝑈𝑥𝑖) ⊆  𝑉𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  =   𝑉λ 𝑖λ ∈ Ʌ𝑥

 𝑛
𝑖=1  

elde edilir. O halde Y yarı kompakttır. 

Teorem 3.3.8. Y yarı-normal uzay, F,G : X → Y ü.y.g.na-sürekli ve nokta 

kapalı çoğul değerli fonksiyonlar ise 

K = { x ∈ X : F(x) ∩ G(x) ≠ ∅ } ⊆ X 

kümesi δ-kapalıdır. 

 Ġspat. x ∈ X \ K olsun. Bu durumda F(x) ∩ G(x) = ∅ olur. F ve G nokta 

kapalı çoğul değerli fonksiyonlar olduğundan F(x) ve G(x) kapalı kümelerdir. 

F(x) ve G(x) kapalı ise yarı-kapalıdır. Y yarı-normal uzay olduğundan F(x) ⊆ U 

ve G(x) ⊆ V olacak Ģekilde Y içinde ayrık yarı-açık U ve V kümeleri vardır. F ve 

G ü.y.g.na-sürekli olduğundan 𝐹+(U) ve 𝐺+(V) kümeleri X içinde δ-açıktır. O 

halde 𝐹+(U) ve 𝐺+(V) x noktasını içeren δ-açık kümelerdir. 
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H = 𝐹+(U) ∩ 𝐺+(V) 

olsun. H kümesi x noktasını içeren δ-açık kümedir ve H ∩ K = ∅, H∪K = X olur. 

Böylece  K = H𝑐  ⊆ X kümesi δ-kapalıdır. 

Teorem 3.3.9. Y yarı-normal uzay olsun. F : X → Y ü.y.g.na-sürekli, 

nokta kapalı çoğul değerli fonksiyon ve her x,y farklı nokta çifti için                 

F(x) ∩ F(y) = ∅ olsun. Bu durumda X  uzayı δ-Hausdorfdur. 

Ġspat. x, y ∈ X ve x ≠ y olsun. Bu ise F(x) ∩ F(y) = ∅ olmasını gerektirir. 

F nokta kapalı olduğundan F(x) ve F(y) kapalı kümelerdir. F(x) ve F(y) kapalı 

kümeler ise yarı-kapalılardır. Y yarı-normal uzay olduğundan F(x) ⊆ U ve      

F(y) ⊆ V olacak Ģekilde Y içinde ayrık yarı-açık U ve V kümeleri vardır. F 

ü.y.g.na-sürekli olduğundan 𝐹+(U) ve 𝐹+(V) sırasıyla x ve y noktalarını içeren  X 

içinde ayrık δ-açık kümelerdir. O halde X uzayı δ-Hausdorfdur. 

3.4 Zayıf Na-Sürekli Çoğul Değerli Fonksiyonlar 

Zayıf na-sürekli fonksiyonlar ilk defa Mahmoud, Abd El-Monsef ve Nasef 

tarafından 1989 yılında çalıĢılmıĢtır. ( X,𝜏 ) ve ( Y,𝜎 ) topolojik uzaylar olmak 

üzere 𝑓 : ( X,𝜏 ) → ( Y,𝜎 ) bir fonksiyon olsun. Her x ∈ X ve 𝑓(x) noktasını içeren 

her V ⊆ Y δ-açık kümesi için 𝑓(U) ⊆ V olacak Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X 

α-açık kümesi varsa fonksiyonuna zayıf na-süreklidir denir. 

Bu kavram aĢağıdaki Ģekilde çoğul değerli fonksiyonlara geniĢletilmiĢtir. 

Tanım 3.4.1. F : X → Y çoğul değerli fonksiyon olsun. x ∈ X alalım. 

(a) x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y δ-açık kümesi için U ⊆ 𝐹+(V) 

olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X α-açık kümesi varsa, F çoğul değerli 

fonksiyonuna x noktasında üstten zayıf na-sürekli ( upper weakly na-continuous ) 

denir ve kısaca ü.z.na-sürekli olarak gösterilir. 

(b) x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y δ-açık kümesi için U ⊆ 𝐹−(V) 

olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X α-açık kümesi varsa, F çoğul değerli 

fonksiyonuna x noktasında alttan zayıf na-sürekli ( lower weakly na-continuous ) 

denir ve kısaca a.z.na-sürekli olarak gösterilir. 

(c) F, x ∈ X noktasında ü.z.na-sürekli ve a.z.na-sürekli ise F çoğul değerli 

fonksiyonuna x ∈ X noktasında zayıf na-sürekli ( weakly na-continuous ) denir ve 

kısaca z.na-sürekli olarak gösterilir. 
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(d) F, her x ∈ X noktası için z.na-sürekli ( sırasıyla ü.z.na-sürekli, a.z.na-

sürekli ) ise F çoğul değerli fonksiyonuna, X üzerinde z.na-sürekli ( sırasıyla 

ü.z.na-sürekli, a.z.na-sürekli ) denir. 

Teorem 3.4.2. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu için aĢağıdakiler 

denktir: 

(a) F ü.z.na-süreklidir, 

(b) Her V ⊆ Y δ-açık kümesi için 𝐹+(V) ⊆ X α-açıktır, 

(c) Her K ⊆ Y δ-kapalı kümesi için 𝐹−(K) ⊆ X α-kapalıdır. 

Ġspat. (a) ⇒ (b): V ⊆  Y δ-açık küme ve x ∈  𝐹+ (V) olsun. Hipotezden            

𝑈𝑥  ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  ⊆ X α-açık kümesi vardır.       

𝐹+(V) =  { 𝑈𝑥 ∶  x ∈ 𝐹+(V) } olduğundan 𝐹+(𝑉) ⊆ X α-açıktır. 

(b) ⇒  (c): K ⊆  Y δ-kapalı küme olsun. K𝑐  ⊆ Y kümesi δ-açıktır. 

Hipotezden 𝐹+ ( K𝑐 ) ⊆  X α-açıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹− (K) ⊆ X                 

α-kapalıdır. 

(c) ⇒ (a): x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y kümesi δ-açık 

olsun. 𝑉𝑐  ⊆ Y kümesi δ-kapalıdır. Hipotezden 𝐹−(𝑉𝑐) α-kapalıdır. Önerme 2.2.4 

gereğince 𝐹+(V) ⊆ X α-açıktır ve x noktasını içerir. 𝐹+(V) = U alalım. O halde         

U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X α-açık kümesi vardır. Bu 

durumda  F  ü.z.na-süreklidir. 

Teorem 3.4.3. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu için aĢağıdakiler 

denktir. 

(a) F a.z.na-süreklidir. 

(b) Her V ⊆ Y δ-açık kümesi için 𝐹−(V) ⊆ X α-açıktır. 

(c) Her K ⊆ Y δ-kapalı kümesi için 𝐹+(K) ⊆ X α-kapalıdır. 

(d) Her A ⊆ X için F(αclA) ⊆ δcl(F(A)) dır. 

(e) Her B ⊆ Y için αcl(𝐹+(B)) ⊆ 𝐹+(δcl(B)) dir. 
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Ġspat. (a) ⇒ (b): V ⊆ Y δ-açık küme ve x ∈  𝐹− (V) olsun. Hipotezden            

𝑈𝑥  ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  ⊆ X α-açık kümesi vardır. 

Böylece 𝐹−(V) =  { 𝑈𝑥 ∶  x ∈ 𝐹−(V) } olduğundan 𝐹−(V) ⊆ X kümesi α-açıktır. 

(b) ⇒  (c): K  ⊆ Y kümesi δ-kapalı olsun. K𝑐  ⊆  Y kümesi δ-açıktır. 

Hipotezden   𝐹− ( K𝑐 ) ⊆  X α-açıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹+ (K) ⊆  X                

α-kapalıdır. 

(c) ⇒  (d): A ⊆  X olsun. δcl(F(A))  ⊆  Y kümesi δ-kapalıdır. Hipotezden 

𝐹+ (δcl(F(A))) ⊆ X α-kapalıdır. A ⊆ 𝐹+ (F(A)) ⊆ 𝐹+ (δcl(F(A))) olduğundan             

A ⊆ 𝐹+ (δcl(F(A))) elde edilir. Buradan α-kapanıĢa geçersek αcl(A) ⊆

 𝐹+(δcl(F(A))) olur. F(αcl(A)) ⊆ F(𝐹+ (δcl(F(A))) ⊆ δcl(F(A)) elde edilir. O 

halde F(αcl(A)) ⊆ δcl(F(A)) olur. 

(d) ⇒  (e): B ⊆ Y olsun. Hipotezden F(αcl(𝐹+ (B)))  ⊆  δcl(F(𝐹+ (B)))  ⊆ 

δcl(B) olur. Buradan αcl(𝐹+(B)) ⊆ 𝐹+(δcl(B)) elde edilir. 

(e) ⇒ (a): x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y δ-açık küme olsun. 

Y−V ⊆ Y δ-kapalıdır. Hipotezden αcl(𝐹+(Y−V)) ⊆ 𝐹+(δcl(Y−V)) = 𝐹+(Y−V) 

olur. Bu durumda 𝐹+(Y−V) ⊆ X kümesi α-kapalıdır. Önerme 2.2.4 gereğince 

𝐹−(V) ⊆ X α-açıktır. 𝐹−(V) = U olsun. O halde U ⊆ 𝐹−(V) olacak Ģekilde x 

noktasını içeren bir U ⊆ X α-açık kümesi vardır yani, F a.z.na-süreklidir. 

Teorem 3.4.4. F : X → Y ü.z.na-sürekli ( a.z.na-sürekli ) çoğul değerli 

fonksiyon ve A ⊆ X kümesi 𝛽-açık ise 𝐹|𝐴  : A → Y ü.z.na-sürekli ( a.z.na-

sürekli) çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. A ⊆ X kümesi 𝛽-açık, x ∈ A ve x ∈ 𝐹|𝐴
−

(V) koĢulunu sağlayan       

V ⊆ Y kümesi δ-açık olsun. F a.z.g.na.sürekli olduğundan U ⊆ 𝐹−(V) olacak 

Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X α-açık kümesi vardır. U ∩ A ⊆ 𝐹−(V) ∩ A = 

𝐹|𝐴
−

(V) olur ve U ∩ A ⊆ A kümesi x noktasını içeren α-açıktır. Böylece 𝐹|𝐴   

a.z.na-süreklidir.  

Benzer Ģekilde ü.z.g.na.sürekli için de ispat yapılır. 

Teorem 3.4.5. F : X → Y bir çoğul değerli fonksiyon olsun. 𝐺𝐹  çoğul 

değerli grafik fonksiyonu ü.z.na-sürekli ise F ü.z.na-süreklidir. 

Ġspat. Teorem 3.1.10 a benzer olarak ispat yapılır. 

Teorem 3.4.6. F : X → Y çoğul değerli fonksiyon olsun. 𝐺𝐹 çoğul değerli 

grafik fonksiyonu a.z.na-sürekli ise F a.z.na-süreklidir.  
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Ġspat. Teorem 3.1.11 a benzer olarak ispat yapılır. 

Teorem 3.4.7. Her x ∈ X noktası için F(x) yakın kompakt olmak üzere         

F : X → Y ü.z.na-sürekli örten çoğul değerli fonksiyon olsun. X uzayı α-kompakt 

ise Y uzayı yakın kompakttır. 

Ġspat.  { 𝑉𝜆  } 𝜆∈Ʌ  ailesi Y uzayının regüler açık örtüsü olsun. Her x ∈  X 

noktası için F(x) yakın kompakt olduğundan F(x) ⊆  𝑉𝜆  𝜆∈Ʌ𝑥  olacak Ģekilde            

Ʌ𝑥  ⊆ Ʌ sonlu alt kümesi vardır.  

 𝑉𝜆λ ∈ Ʌ𝑥   = 𝑉𝑥  

olsun. F ü.z.na-sürekli çoğul değerli fonksiyon olduğundan F(𝑈𝑥 ) ⊆ 𝑉𝑥   olacak 

Ģekilde x noktasını içeren 𝑈𝑥  ⊆ X α-açık kümesi vardır. O halde { 𝑈𝑥  : x ∈ X } 

ailesi X uzayının α-açık örtüsü olur. X α-kompakt uzay olduğundan X =  𝑈𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1   

olacak Ģekilde X içinde sonlu sayıda 𝑥1 , 𝑥2,…,𝑥𝑛   noktaları vardır.  F çoğul değerli 

fonksiyonu örten olduğundan, 

Y = F(X) = F( 𝑈𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 ) =  𝐹(𝑈𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ) ⊆  𝑉𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  =   𝑉𝜆𝑖λ ∈ Ʌ𝑥

𝑛
𝑖=1  

bulunur. O halde Y uzayı yakın kompakttır. 
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Na-sürekli çoğul değerli fonksiyonlar arasındaki geçiĢler aĢağıdaki Ģekil 

ile gösterilmiĢtir. 

 

                                                                  ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) 

                                                                                  

 

ü.ön.g.na-sürekli ( a.ön.g.na-sürekli )                ü.na-sürekli ( a.na-sürekli )   

                                                     

 

                                ü.z.na-sürekli ( a.z.na-sürekli )                                          

( ġekil 3.4.1. Üçüncü bölümdeki süreklilikler arasındaki iliĢkiler ) 

 

            AĢağıdaki örnekler Ģekil 3.4.1. deki gerektirmelerin tersinin her zaman için 

doğru olmadığını göstermektedir. 

            Örnek 3.4.8., Mahmoud, Abd El-Monsef ve Nasef ’in ‘Functions Near of 

Na-Continuity’ makalesindeki örnek 4.1 in çoğul değerli fonksiyonlara 

uyarlanmıĢ halidir. 

Örnek 3.4.8. ( Mahmoud et al., 1989 ) X = { a,b,c } ve X üzerindeki 

topoloji 𝜏 = { ∅, {a}, {b}, {a,b}, X } olsun. F : X → X çoğul değerli fonksiyonu 

F(a) = F(b) = {a}, F(c) = {c} Ģeklinde tanımlansın.  

F, ü.na-sürekli ( a.na-sürekli ) dir. Çünkü, X uzayındaki ∅, {a}, {b}, {a,b}, 

{a,c}, {a,b,c} α-açık kümeleri için 𝐹+(∅) = ∅, 𝐹+({a}) = {a,b}, 𝐹+({b}) = ∅, 

𝐹+ ({a,b}) = {a,b}, 𝐹+ ({a,c}) = {a,b,c}, 𝐹+ ({a,b,c}) = {a,b,c} kümeleri X 

uzayında δ-açıktır. Benzer Ģekilde a.na-süreklilik için de sağlanır. 

Fakat F, ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) değildir. Çünkü, {b,c} ⊆ Y 

yarı-açık için 𝐹+({b,c}) = {c} δ-açık küme değildir. Benzer Ģekilde a.y.g.na-

süreklilik de sağlanmaz. 
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Örnek 3.4.9. ( Yuksel vd., 2011b ) X = {a,b,c} ve X üzerindeki topoloji    

𝜏  = { ∅ , X, {a}, {b}, {a,b} }, Y = {1,2,3} ve Y üzerindeki topoloji                             

𝜎  = { ∅ , Y, {1}, {2,3} } olsun. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu,                      

F(a) = {1,2}, F(b) = {2,3}, F(c) = {1,3} Ģeklinde tanımlansın.  

F, ü.y.g.na-sürekli dolayısıyla ü.na-sürekli ve ü.z.na-süreklidir. Çünkü,       

Y uzayındaki ∅ , {1}, {2,3}, {1,2,3} yarı-açık kümeleri için 𝐹+(∅ ) = ∅ ,             

𝐹+ ({1}) = ∅ , 𝐹+ ({2,3}) = {b}, 𝐹+ ({1,2,3}) = {a,b,c} kümeleri X uzayında           

δ-açıktır.   

 Fakat ü.ön.g.na-sürekli değildir. Çünkü {1,3} ⊆ Y ön-açık kümedir fakat 

𝐹+({1,3}) = {c} δ-açık küme değildir. 

Örnek 3.4.10. X = {a,b,c} ve X üzerindeki topoloji                                          

𝜏  = { ∅ , X, {a}, {b}, {a,b}}, Y = {1,2,3} ve Y üzerindeki topoloji                          

𝜎  = {∅ , Y, {1}, {2}, {1,2}} olsun. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu,              

F(a) = {1}, F(b) = {2}, F(c) = {1,3} Ģeklinde tanımlansın.  

F ü.ön.g.na-süreklidir. Çünkü, Y uzayındaki ∅, {1}, {2}, {1,2}, {1,2,3} 

ön-açık kümeleri için 𝐹+(∅) = ∅, 𝐹+({1}) = {a}, 𝐹+({2}) = {b}, 𝐹+({1,2}) = 

{a,b}, 𝐹+({1,2,3}) = {a,b,c} kümeleri X uzayında δ-açıktır. 

Fakat ü.y.g.na-sürekli değildir. Çünkü {1,3} ⊆ Y yarı-açık kümedir fakat 

𝐹+({1,3}) = {a,c} δ-açık küme değildir. 

 Örnek 3.4.11.  X = {a,b,c} ve X üzerindeki topoloji 𝜏 = { ∅, X, {a} },       

Y = {1,2} ve Y üzerindeki topoloji 𝜎 = { ∅, Y, {1} } olsun. F : X → Y çoğul 

değerli fonksiyonu, F(a) = {1}, F(b) = F(c) = {1,2} Ģeklinde tanımlansın.  

 F ü.z.na-süreklidir. Çünkü, Y uzayındaki ∅  ve Y δ-açık kümeleri için 

𝐹+(∅) = ∅ ve 𝐹+(𝑌) = X kümeleri X uzayında α-açıktır.   

 Fakat ü.na-sürekli değildir. Çünkü {1} ⊆ Y α-açık kümedir fakat              

𝐹+({1}) = {a} δ-açık küme değildir. 

Üstten ( alttan ) ön-güçlü na süreklilik ile üstten ( alttan ) yarı-güçlü na 

süreklilik kavramları birbirinden bağımsızdır fakat, aĢağıdaki gibi ek koĢullar 

konularak iliĢki bulunabilir. 

 Teorem 3.4.12. F : X → Y ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) çoğul 

değerli fonksiyon ve Y kuvvetli çözülemez uzay ise F ü.ön.g.na-sürekli                 

( a.ön.g.na-sürekli ) dir. 
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 Ġspat. V ⊆ Y ön-açık küme olsun. Y kuvvetli çözülemez uzay olduğundan        

V ⊆ Y yarı-açıktır. Hipotezden 𝐹+(V) ( 𝐹−(V) ) ⊆ X kümesi δ-açıktır.  

 Teorem 3.4.13. F : X → Y ü.ön.g.na-sürekli ( a.ön.g.na-sürekli ) çoğul 

değerli fonksiyon ve Y aĢırı bağlantısız uzay ise F ü.y.g.na-sürekli                             

( a.y.g.na-sürekli ) dir.    

Ġspat. V ⊆ Y yarı-açık küme olsun. Y aĢırı bağlantısız uzay olduğundan      

V ⊆ Y ön-açıktır. Hipotezden 𝐹+(V) ( 𝐹−(V) ) ⊆ X kümesi δ-açıktır. 

Her ü.y.g.na-sürekli ( a.y.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ü.na-

sürekli ( a.na-sürekli ) dir fakat, tersi her zaman doğru değildir. AĢağıdaki 

teoremde tersinin doğru olabilmesi için gereken ek koĢul verilmiĢtir. 

Teorem 3.4.14. F : X → Y ü.na-sürekli ( a.na-sürekli ) çoğul değerli 

fonksiyon, Y aĢırı bağlantısız ve altmaksimal uzay ise F ü.y.g.na-sürekli                       

( a.y.g.na-sürekli ) dir. 

 Ġspat. V ⊆ Y yarı-açık küme olsun. Y aĢırı bağlantısız uzay ise V ⊆ Y ön-

açıktır. Y altmaksimal uzay olduğundan V ⊆ Y kümesi açıktır. Dolayısıyla               

α-açıktır. Hipotezden 𝐹+(V) ⊆ X ( 𝐹−(V) ) kümesi δ-açıktır. 
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4. GÜÇLÜ SÜREKLĠ, MÜKEMMEL SÜREKLĠ, HEMEN HEMEN 

MÜKEMMEL SÜREKLĠ VE HEMEN HEMEN CL-

SÜPERSÜREKLĠ ÇOĞUL DEĞERLĠ FONKSĠYONLAR 

4.1 Güçlü Sürekli Çoğul Değerli Fonksiyonlar 

Tek değerli fonksiyonlar için güçlü süreklilik 1960 yılında Levine 

tarafından çalıĢılmıĢtır ve daha sonra Akdağ tarafından aĢağıdaki Ģekilde çoğul 

değerli fonksiyonlara geniĢletilmiĢtir. 

Tanım 4.1.1. ( Akdağ, 2007 ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyon olsun. 

(a) Her B ⊆ Y için 𝐹+(B) ⊆ X kapaçık ise F çoğul değerli fonksiyonuna 

üstten güçlü sürekli ( upper strongly continuous ) denir ve kısaca ü.g.sürekli 

olarak gösterilir.  

(b) Her B ⊆ Y için 𝐹−(B) ⊆ X kapaçık
 
ise F çoğul değerli fonksiyonuna 

alttan güçlü sürekli ( lower strongly continuous ) denir ve kısaca a.g.sürekli olarak 

gösterilir. 

(c) F çoğul değerli fonksiyonu hem ü.g.sürekli hem de a.g.sürekli ise F 

çoğul değerli fonksiyonuna, güçlü sürekli ( strongly continuous) denir ve g.sürekli 

olarak gösterilir. 

Bu tanımdaki (a) ve (b) koĢulları birbirine denktir. Bu durumda, tanım 

Kohli ve Arya tarafından aĢağıdaki Ģekilde verilmiĢtir. 

Tanım 4.1.2. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu aĢağıdaki koĢullardan birini sağlıyorsa F ye güçlü sürekli çoğul 

değerli fonksiyon denir. 

(i) Her B ⊆ Y için 𝐹+(B) ⊆ X kapaçık 

(ii) Her B ⊆ Y için 𝐹−(B) ⊆ X kapaçık
  

Bu kavram kısaca g.sürekli olarak gösterilir. 

Teorem 4.1.3. ( Akdağ, 2007 ) F : X → Y g.sürekli ve F(X) alt uzay 

topolojisine sahipse F : X → F(X) g.süreklidir. 

Ġspat. Her V ⊆ Y için 𝐹+(V) = 𝐹+(V∩F(X)) olduğundan ispat açıktır. 
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Teorem 4.1.4. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y g.sürekli çoğul 

değerli fonksiyon ve G : Y → Z herhangi bir çoğul değerli fonksiyon olsun. O 

halde G𝑜F g.sürekli çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. Açıktır. 

Teorem 4.1.5. ( Akdağ, 2007 ) F : X → Y g.sürekli çoğul değerli 

fonksiyon ve A ⊆ X olsun. O halde 𝐹|𝐴  : A → Y g.sürekli çoğul değerli 

fonksiyondur. 

Ġspat. Açıktır. 

Teorem 4.1.6. ( Kohli and Arya, 2010 ) F, G : X → Y g.sürekli çoğul 

değerli fonksiyon olsun. Her x ∈ X noktası için (F∪G)(x) = F(x) ∪ G(x) Ģeklinde 

tanımlanan F∪G : X → Y g.sürekli çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. B ⊆ Y olsun. F ve G g.sürekli olduğundan 𝐹+ (B) ve 𝐺+ (B) 

kümeleri X de kapaçıktır. (𝐹 ∪ 𝐺)+(B) = 𝐹+(B)∩ 𝐺+(B) ve kapaçık kümelerin 

sonlu kesiĢimi kapaçık olduğundan (𝐹 ∪ 𝐺)+(B) ⊆ X kümesi kapaçıktır. 

Teorem 4.1.7. ( Kohli and Arya, 2011 ) X discrete uzay ise her                     

F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu güçlü süreklidir. 

Ġspat. Açıktır. 

Teorem 4.1.8. ( Akdağ, 2007 ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyon olsun. 

𝐺𝐹 güçlü sürekli ise F güçlü süreklidir. 

Ġspat. V ⊆ Y olsun. X × V ⊆ X × Y olur. 𝐺𝐹  güçlü sürekli olduğundan 

𝐺𝐹
+

(X × V) = { x ∈ X : {x}×F(x) ⊆ X×V } = { x ∈ X : F(x) ⊆ V } = 𝐹+(V) ⊆ X  

kümesi kapaçıktır. O halde F güçlü süreklidir.                                                  

4.2. Mükemmel Sürekli ve Hemen Hemen Mükemmel Sürekli 

Çoğul Değerli Fonksiyonlar 

Tek değerli fonksiyonlar için mükemmel süreklilik 1984 de Noiri 

tarafından, hemen hemen mükemmel süreklilik ( = regüler küme bağlantılılık ) ise 

1999 yılında Dontchev, Ganster ve Reilly tarafından çalıĢılmıĢtır. Bu kavramlar 

çoğul değerli fonksiyonlara aĢağıdaki Ģekilde geniĢletilmiĢtir. 
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Tanım 4.2.1. ( Akdağ, 2007 ) F : X → Y çoğul değerli fonksiyon olsun.  

(a) Her B ⊆ Y açık için 𝐹+(B) ⊆ X kapaçık
 
ise F ye üstten mükemmel 

sürekli ( upper perfectly continuous ) denir ve kısaca ü.m.sürekli ile gösterilir. 

(b) Her B ⊆ Y açık için 𝐹−(B) ⊆ X kapaçık
 
ise F ye alttan mükemmel 

sürekli ( lower perfectly continuous ) denir ve kısaca a.m.sürekli ile gösterilir. 

(c) F çoğul değerli fonksiyonu ü.m.sürekli ve a.m.sürekli ise mükemmel 

sürekli ( perfectly continuous ) denir ve kısaca m.sürekli olarak gösterilir. 

Tanım 4.2.2. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyon olsun.  

(a) Her B ⊆ Y regüler açık kümesi için 𝐹+(B) ⊆ X kapaçık
 
ise F ye üstten 

hemen hemen mükemmel sürekli ( upper almost perfectly continuous ) denir. Bu 

durum kısaca ü.h.h.m.sürekli ile gösterilir. 

(b) Her B ⊆ Y regüler açık kümesi için 𝐹−(B) ⊆ X kapaçık
 
ise F ye alttan 

hemen hemen mükemmel sürekli ( lower almost perfectly continuous ) denir. Bu 

durum kısaca a.h.h.m.sürekli ile gösterilir. 

Teorem 4.2.3. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonun ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) olması için gerek ve yeter koĢul her         

B ⊆ Y kapalı ( regüler kapalı ) kümesi için 𝐹− (B) ⊆ X kümesinin kapaçık 

olmasıdır. 

Ġspat. (⤇) B ⊆ Y kapalı ( regüler kapalı ) küme olsun. O halde Y–B ⊆ Y 

açık ( regüler açık ) tır. F ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) olduğundan 𝐹+(Y–B) 

kümesi kapaçıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹−(B) ⊆ X kapaçık kümedir. 

(⤆) B ⊆ Y açık ( regüler açık ) küme olsun. O halde Y–B ⊆ Y kapalı                   

( regüler kapalı ) dır. Hipotezden 𝐹−(Y–B) ⊆ X kümesi kapaçıktır. Önerme 2.2.4 

gereğince 𝐹+(B) ⊆ X kapaçık kümedir. Böylece F , ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) 

çoğul değerli fonksiyondur. 

Teorem 4.2.4. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonun a.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) olması için gerek ve yeter koĢul her             

B ⊆ Y kapalı ( regüler kapalı ) kümesi için 𝐹+ (B) ⊆ X kümesinin kapaçık 

olmasıdır. 

Ġspat. Teorem 4.2.3. e benzer Ģekilde ispat yapılır. 



40 
 

Teorem 4.2.5. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y ve G : Y → Z çoğul 

değerli fonksiyonlar olsun. O halde aĢağıdakiler vardır. 

(a) F ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) ve G ü.y.sürekli ( a.y.sürekli ) ise G𝑜F 

ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) dir. 

(b) F ü.h.h.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) ve G ü.h.h.t.sürekli                                  

( a.h.h.t.sürekli) ise G𝑜F ü.h.h.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) dir. 

(c) F ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) ve G ü.h.h.sürekli ( a.h.h.sürekli ) ise G𝑜F 

ü.h.h.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) dir. 

(d) F ü.h.h.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) ve G ü.t.sürekli ( a.t.sürekli ) ise 

G𝑜F ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) dir. 

Ġspat. Açıktır. 

Sonuç 4.2.6. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y ü.m.sürekli çoğul 

değerli fonksiyon ve Y ⊆ Z olsun. O halde her x ∈ X noktası için G(x) = F(x) 

Ģeklinde tanımlı G : X → Z çoğul değerli fonksiyonu ü.m.süreklidir.   

Ġspat. Teorem 4.2.5 de G çoğul değerli fonksiyonu yerine üstten yarı 

sürekli olan i kapsama dönüĢümünü alırsak ispat biter. 

Teorem 4.2.7. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y ü.h.h.m.sürekli çoğul 

değerli fonksiyon ve Y uzayı ile Z uzayındaki her regüler açık kümenin kesiĢimi 

Y uzayında regüler açık küme olacak Ģekilde Y ⊆ Z olsun. Her x ∈ X noktası için 

G(x) = F(x) Ģeklinde tanımlanan G : X → Z çoğul değerli fonksiyonu 

ü.h.h.m.süreklidir. 

Ġspat. W ⊆ Z regüler açık küme olsun. Hipotezden W ∩ Y ⊆ Y kümesi 

regüler açıktır. F, ü.h.h.m.sürekli olduğundan 𝐹+ (W ∩ Y) kapaçıktır.                  

𝐺+(W) = 𝐹+ (W∩Y) olduğundan 𝐺+ (W) ⊆ X kümesi kapaçıktır. O halde G 

ü.h.h.m.süreklidir. 

Teorem 4.2.8. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y ü.m.sürekli çoğul 

değerli fonksiyon olsun. F(X) alt uzay topolojisine sahip ise F : X → F(X) 

ü.m.süreklidir.  

Ġspat. Her V ⊆ Y açık kümesi için 𝐹+(V) = 𝐹+(V∩F(X)) olduğundan 

ispat açıktır. 
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Teorem 4.2.9. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu ü.h.h.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) ve F(X), Y uzayında δ-gömme ise            

F: X → F(X) çoğul değerli fonksiyonu ü.h.h.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) dir. 

Ġspat. V ⊆ F(X) regüler açık küme olsun. F(X), Y uzayında δ-gömme 

olduğundan V = W∩F(X) olacak Ģekilde W ⊆ Y regüler açık kümesi vardır. F 

ü.h.h.m.sürekli olduğundan 𝐹+(W) kümesi kapaçıktır. 𝐹+(V) = 𝐹+(W∩F(X)) = 

𝐹+(W) ⊆ X kümesi kapaçık olduğundan F ü.h.h.m.süreklidir. 

a.h.h.m.süreklilik için benzer Ģekilde ispat yapılır. 

Teorem 4.2.10. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y ü.m.sürekli                       

( ü.h.h.m.sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ve A ⊆ X olsun. O halde  𝐹|𝐴 : A → Y 

ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. U ⊆ Y açık ( regüler açık ) küme olsun. F ü.m.sürekli                                 

( ü.h.h.m.sürekli ) olduğundan 𝐹+(U) ⊆ X kapaçıktır. 𝐹|𝐴  + (U) = A∩ 𝐹+ (U) 

olduğundan 𝐹|𝐴  +(U) ⊆ A kümesi kapaçıktır. 

Teorem 4.2.11. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y a.m.sürekli                       

( a.h.h.m.sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ve A ⊆ X olsun. O halde  𝐹|𝐴 : A → Y 

a.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. Teorem 4.2.10 a benzer Ģekilde yapılır. 

Teorem 4.2.12. ( Kohli and Arya, 2010 ) F,G : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonları ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) olsun. Her x ∈  X noktası için 

(F∪G)(x) = F(x) ∪  G(x) Ģeklinde tanımlanan F∪G : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) dir. 

Ġspat. B ⊆ Y açık ( regüler açık ) küme olsun. F ve G ü.m.sürekli                       

( ü.h.h.m.sürekli ) olduğundan 𝐹+(B) ve 𝐺+(B) kümeleri X uzayında kapaçıktır. 

(𝐹 ∪ 𝐺)+ (B) = 𝐹+ (B)∩ 𝐺+ (B) ve kapaçık kümelerin sonlu kesiĢimi kapaçık 

olduğundan (𝐹 ∪ 𝐺)+(B) ⊆ X kümesi kapaçıktır. 

Teorem 4.2.13. ( Kohli and Arya, 2010 ) F,G : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonları a.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) olsun. Her x ∈  X noktası için 

(F∪G)(x) = F(x) ∪ G(x) Ģeklinde tanımlanan F∪G : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu a.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) dir. 
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Ġspat. B ⊆ Y açık ( regüler açık ) küme olsun. F ve G a.m.sürekli                       

( a.h.h.m.sürekli ) olduğundan 𝐹−(B) ve 𝐺−(B) kümeleri X uzayında kapaçıktır. 

(𝐹 ∪ 𝐺)− (B) = 𝐹− (B)∪ 𝐺− (B) ve kapaçık kümelerin sonlu birleĢimi kapaçık 

olduğundan (𝐹 ∪ 𝐺)−(B) ⊆ X kümesi kapaçıktır. 

Teorem 4.2.14. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y ü.m.sürekli çoğul 

değerli fonksiyon olsun. Her B ⊆ Y için [𝐹−(B)]𝑐𝑙  ⊆ 𝐹−(𝑐𝑙B) dir.  

Ġspat. B ⊆ Y olsun. F ü.m.sürekli olduğundan 𝐹−(𝑐𝑙B)  ⊆ X 

kapaçıktır. 𝐹−(B) ⊆ 𝐹−(𝑐𝑙B) olduğundan [𝐹−(B)]𝑐𝑙  ⊆ 𝐹−(𝑐𝑙B) elde edilir. 

Teorem 4.2.15. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y bir çoğul değerli 

fonksiyon olsun. 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonu ü.m.sürekli                             

( ü.h.h.m.sürekli ) ise F ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) dir ve X ayrıĢım topolojisi               

( hemen hemen ayrıĢım topolojisi ) ile donatılmıĢtır. 

Ġspat. 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonu ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) 

olsun. 𝑃𝑦  : X × Y → Y ü.y.sürekli ( ü.h.h.t.sürekli ) izdüĢüm fonksiyonu 

olduğundan Teorem 4.2.5 den F = Py𝑜𝐺𝐹   ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) dir. 

X uzayının ayrıĢım topolojisi ( hemen hemen ayrıĢım topolojisi ) ile 

donatıldığını gösterelim: 

U ⊆ X açık ( regüler açık ) küme olsun. U×Y ⊆ X×Y açık ( regüler açık ) 

tır. 𝐺𝐹  ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) olduğundan 𝐺𝐹
+

(U×Y) ⊆ X kümesi 

kapaçıktır. 𝐺𝐹
+

(U×Y) = U olduğundan U ⊆ X kapaçıktır. Bu durumda U ⊆ X 

kapalı kümedir. 

Teorem 4.2.16. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y ü.m.sürekli                        

( ü.h.h.m.s ) çoğul değerli fonksiyon, Y regüler uzay ve her x ∈ X noktası için 

F(x) kapalı olsun. O halde F in 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonu X uzayına göre 

X×Y uzayının kap-kapalı alt kümesidir. 

Ġspat. (x,y) ∈ (X×Y) \ 𝐺𝐹 alalım. O halde y ∉ F(x) olur. F(x) kapalı ve Y 

regüler uzay olduğundan y ∈ 𝑉𝑦  ve F(x) ⊆ 𝑉𝐹(𝑥) olacak Ģekilde Y içinde ayrık açık 

𝑉𝑦  ve 𝑉𝐹(𝑥)  alt kümeleri vardır. 𝑉𝑦  ve 𝑉𝐹(𝑥)   kümelerinin regüler açık kümeler 

olarak seçilebileceği kolaylıkla kanıtlanabilir. F ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) 

olduğundan 𝑈𝑥  = 𝐹+(𝑉𝐹(𝑥)) ⊆ X kümesi kapaçıktır ve x noktasını içerir. 

(𝑈𝑥  × 𝑉𝑦 ) ∩ 𝐺𝐹  = ∅ 
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olduğunu ileri sürelim. Kabul edelim ki (𝑈𝑥  × 𝑉𝑦 ) ∩ 𝐺𝐹  ≠ ∅  olsun. O halde           

(h,k) ∈ (𝑈𝑥  × 𝑉𝑦 )∩ 𝐺𝐹 olacak Ģekilde (h,k) ∈ (X×Y) vardır. h ∈ 𝐹+(𝑉𝐹(𝑥)), k ∈ 𝑉𝑦  

ve k ∈ F(h) olur. Böylece k ∈ 𝑉𝐹(𝑥) ve k ∈ 𝑉𝑦  elde edilir. Bu ise çeliĢkidir. Çünkü 

𝑉𝐹(𝑥)  ve 𝑉𝑦  ayrık kümelerdi. O halde 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonu X 

uzayına göre X×Y uzayının kap-kapalı alt kümesidir. 

Teorem 4.2.17. ( Kohli and Arya, 2010 ) Her x ∈ X noktası için F(x) 

kompakt olmak üzere F : X → Y  ü.m.sürekli çoğul değerli fonksiyon olsun.          

A ⊆ X hafifçe kompakt küme ise F(A) ⊆ Y kümesi kompakttır. 

Ġspat. Ʌ, F(A) ın açık örtüsü olsun. O halde, Ʌ, her a ∈ A için F(a) nın 

açık örtüsüdür. Her F(a) kompakt olduğundan  

F(a) ⊆  { B: B ∈  𝛽𝑎  }  = 𝑉𝑎  

olacak Ģekilde 𝛽𝑎  ⊆ Ʌ sonlu alt kümesi vardır. F, ü.m.sürekli olduğundan             

𝑈𝑎  = 𝐹+(𝑉𝑎 ) ⊆ X kümesi kapaçıktır ve a noktasını içerir. { 𝑈𝑎  : a ∈ A } ailesi A 

kümesinin kapaçık örtüsüdür. A hafifçe kompakt olduğundan A ⊆  𝑈𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  ⊆ 

 𝐹+𝑛
𝑖=1 (𝑉𝑎𝑖 ) olacak Ģekilde A kümesinin sonlu sayıda 𝑎1 , 𝑎2…𝑎𝑛  noktaları vardır. 

Böylece  

F(A) ⊆ F( 𝐹+𝑛
𝑖=1 (𝑉𝑎𝑖 )) =  𝐹(𝐹+𝑛

𝑖=1 (𝑉𝑎𝑖 )) ⊆  𝑉𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  

dir. Burada her 𝛽𝑎𝑖  sonludur ve i = 1,2…n için 𝑉𝑎𝑖  =  { B ∶  B ∈  𝛽𝑎𝑖  }  olur. 

Böylece F(A) ⊆ Y kümesi kompakttır. 

Teorem 4.2.18. ( Kohli and Arya, 2010 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu X uzayındaki her farklı x,y nokta çifti için F(x) ∩ F(y) = ∅ olacak 

Ģekilde ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) ve nokta kapalı olsun. Y normal uzay ise X 

ultra Hausdorf uzaydır. 

Ġspat. x,y ∈ X ve x ≠ y olsun. O halde F(x) ve F(y), F(x) ∩ F(y) = ∅ 

olacak Ģekilde kapalı kümelerdir. Y normal uzay olduğundan F(x) ⊆ U1 ve        

F(y) ⊆ V1 olacak Ģekilde  𝑈1  ve 𝑉1  ayrık açık kümeleri vardır. U = int(cl(𝑈1 ))               

V = int(cl(𝑉1)) sırasıyla F(x) ve F(y) i kapsayan ayrık regüler açık kümelerdir. F                

ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) olduğundan 𝐹+ (U) ve 𝐹+ (V) sırasıyla x ve y 

noktalarını içeren ayrık kapaçık kümelerdir. O halde X uzayı ultra Hausdorfdur. 

Teorem 4.2.19. ( Kohli and Arya, 2010 ) Y normal uzay olmak üzere  

F,G : X → Y çoğul değerli fonksiyonları ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) ve her               

x ∈ X noktası için F(x) ve G(x) kapalı olsun. O halde  
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E = { x ∈ X : F(x) ∩ G(x) ≠ ∅ } 

kümesi X uzayının kap-kapalı alt kümesidir. 

Ġspat. E kümesinin kap-kapalı olduğunu göstermek için X\E in kap-açık 

olduğunu göstermeliyiz. 

x ∈ X\E alalım. O halde F(x)∩G(x) = ∅ olur ve ayrıca hipotezden F(x) ve  

G(x) kümeleri kapalıdır. Y normal uzay olduğundan F(x) ⊆ 𝑈1  ve G(x) ⊆ 𝑉1  

olacak Ģekilde Y içinde 𝑈1  ve 𝑉1  ayrık açık kümeleri vardır. U = int(cl(𝑈1 )) ve       

V = int(cl(𝑉1)) sırasıyla F(x) ve G(x) i kapsayan ayrık regüler açık kümelerdir. F 

ve G ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) olduğundan 𝐹+ (U) ve 𝐺+ (V) kümeleri 

kapaçıktır ve x noktasını içerir. 𝐺1 = 𝐹+(U) ve 𝐺2 = 𝐺+(V)  olsun. G = 𝐺1 ∩ 𝐺2 

kümesi, x noktasını içeren kapaçık kümedir. 

G ∩ E = ∅ 

 olduğunu iddia ediyoruz. Kabul edelim ki G ∩ E ≠ ∅ olsun. O halde y ∈ G ve        

y ∈ E olacak Ģekilde bir y ∈ X vardır. y ∈ G ise F(y) ⊆ U ve G(y) ⊆ V olur. 

Burada F(y) ∩ G(y) ⊆ U ∩ V = ∅ olduğundan F(y) ∩ G(y) = ∅ elde edilir. Bu ise 

y ∈ E olması ile çeliĢir. O halde G ⊆ X\E olur. Bu durumda X\E kap-açıktır. 

Teorem 4.2.20. ( Kohli and Arya, 2010 ) Y normal uzay olacak Ģekilde    

F : X → Y ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ve her x ∈ X 

noktası için F(x) kapalı olsun. O halde, 

A = {(x,y) ∈ X×X: F(x) ∩ F(y) ≠ ∅} 

kümesi, X×X uzayının kap-kapalı alt kümesidir. 

Ġspat. A kümesinin kap-kapalı olduğunu göstermek için (X×X)\A in kap-

açık olduğunu göstermeliyiz. 

(x,y) ∈ (X×X)\A alalım. O halde F(x) ∩ F(y) = ∅ olur. Ayrıca hipotezden 

F(x) ve F(y) kümeleri kapalıdır. Y normal uzay olduğundan F(x) ⊆ 𝑈1  ve           

F(y) ⊆ 𝑉1   olacak Ģekilde Y içinde 𝑈1  ve 𝑉1  ayrık açık kümeleri vardır.                       

Teorem 4.2.19 un ispatındaki gibi U = int(cl(𝑈1)) ve V = int(cl(𝑉1)) alınabilir. F 

ü.m.sürekli ( ü.h.h.m.sürekli ) olduğundan 𝐹+(U) ve 𝐹+(V) kümeleri kapaçıktır ve 

sırasıyla x ve y noktalarını içerir. 𝐺1 = 𝐹+(U) ve 𝐺2 = 𝐹+(V) olsun. 𝐺1 × 𝐺2, (x,y) 

noktasını içeren kapaçık kümedir.  

(𝐺1 × 𝐺2) ∩ A = ∅ 
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olduğunu iddia ediyoruz. Kabul edelim ki (𝐺1  ×  𝐺2 ) ∩ A ≠ ∅ olsun. O halde        

(a,b) ∈  𝐺1  ×  𝐺2  ve (a,b) ∈  A olacak Ģekilde bir (a,b) ∈  X × X vardır.                  

(a,b) ∈ 𝐺1 × 𝐺2 ise F(a) ⊆ U ve F(b) ⊆ V olur. Burada F(a) ∩ F(b) ⊆ U ∩ V = ∅ 

olduğundan F(a) ∩ F(b) = ∅ elde edilir. Bu ise (a,b) ∈ A olması ile çeliĢir. O 

halde 𝐺1  ×  𝐺2  ⊆ (X×X)\A olur. Bu durumda (X×X)\A kap-açık kümedir.                 

Böylece A ⊆ X×X kümesinin kap-kapalı olduğu elde edilir.      

4.3. Hemen Hemen Cl-süpersürekli Çoğul Değerli Fonksiyonlar 

Tek değerli fonksiyonlar için hemen hemen kapaçık ( almost clopen ) 

dönüĢümler, ilk olarak Ekici tarafından 2005 yılında tanımlanmıĢ ve çalıĢılmıĢtır.     

( X.𝜏 ) ve ( Y,𝜎 ) topolojik uzaylar olmak üzere her x ∈ X ve 𝑓(x) i içeren her           

V ⊆ Y açık kümesi için 𝑓(U) ⊆ int(cl(V)) olacak Ģekilde x noktasını içeren U ⊆ X 

kapaçık kümesi varsa f : ( X,𝜏 ) → ( Y,𝜎 ) fonksiyonuna hemen hemen kapaçık 

denir. 

Kohli ve Singh ise buna denk olarak Ģu tanımı vermiĢtir: 

( X.𝜏 ) ve   ( Y,𝜎 ) topolojik uzaylar olmak üzere f : ( X,𝜏 ) → ( Y,𝜎 ) bir 

fonksiyon olsun. Her x ∈ X ve 𝑓(x) i içeren her V ⊆ Y regüler açık kümesi için 

𝑓(U) ⊆ V olacak Ģekilde x noktasını içeren bir U ⊆ X kapaçık kümesi varsa f  

fonksiyonuna hemen hemen cl-süpersürekli ( almost cl-supercontinuous ) 

fonksiyon denir. 

Bu kavram çoğul değerli fonksiyonlar için Kohli ve Arya  tarafından 

aĢağıdaki Ģekilde tanımlanmıĢtır. 

Tanım 4.3.1. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyon olsun.  

(a) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) koĢulunu sağlayan Y uzayının her V regüler 

açık kümesi için U ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X kapaçık 

kümesi varsa, F çoğul değerli fonksiyonuna üstten hemen hemen cl-süpersürekli        

( upper almost cl-supercontinuous ) denir. Bu durum kısaca ü.h.h.cl-s.sürekli 

olarak gösterilir. 

(b) Her x ∈ X, x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan Y uzayının her V regüler  açık 

kümesi ve her z ∈ U için F(z)∩V ≠ ∅ olacak Ģekilde x noktasının bir U ⊆ X 

kapaçık kümesi varsa, F çoğul değerli fonksiyonuna x noktasında alttan hemen 

hemen cl-süpersüreklidir ( lower almost cl-supercontinuous ) denir. Bu durum 

kısaca a.h.h.cl-s.sürekli olarak gösterilir. 
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Teorem 4.3.2. ( Kohli and Arya, 2011 )  F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu için aĢağıdakiler denktir: 

(a) F ü.h.h.cl-s.süreklidir,  

(b) Her V ⊆ Y regüler açık kümesi için 𝐹+(V) ⊆ X kap-açıktır, 

(c) Her B ⊆ Y regüler kapalı kümesi için 𝐹−(B) ⊆ X kap-kapalıdır. 

(d) Her G ⊆ Y regüler açık kümesi için 𝐹+(G) ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝑐𝑙𝐹
+(G) dir. 

(e) Her K ⊆ Y regüler kapalı kümesi için [𝐹−(K)]𝑐𝑙  ⊆ 𝐹−(K) dir. 

Ġspat. (a) ⇒ (b): V ⊆ Y regüler açık küme ve x ∈ 𝐹+(V) olsun. Hipotezden 

𝑈𝑥  ⊆ 𝐹+(V) olacak Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  ⊆ X kapaçık kümesi vardır. 

Böylece x ∈ 𝑈𝑥  ⊆ 𝐹+(V) olur. Burada 𝐹+(V) =  { 𝑈𝑥 ∶  x ∈  𝑈𝑥  ⊆  X kapaçık } 

olduğundan 𝐹+(V) ⊆ X kümesi kap-açıktır. 

(b) ⇒ (c): B ⊆ Y regüler kapalı küme olsun. B𝑐  ⊆ Y kümesi regüler açıktır. 

Hipotezden 𝐹+(B𝑐 ) ⊆ X kap-açıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹−(B) ⊆  X kap-

kapalı kümedir. 

(c) ⇒ (d): G ⊆ Y regüler açık küme olsun.(c) den 𝐹−(Y−G) = X−𝐹+(G) 

kap-kapalıdır. O halde 𝐹+(G) ⊆ X kap-açıktır. Buradan 𝐹+(G) ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝑐𝑙𝐹
+(G) elde 

edilir. 

(d) ⇒  (e): K  ⊆ Y regüler kapalı küme olsun. (d) den 𝐹+ (Y − K) ⊆

 𝑖𝑛𝑡𝑐𝑙𝐹
+(Y−K) olur. O halde X−𝐹−(K) ⊆ 𝑖𝑛𝑡𝑐𝑙 (X−𝐹

−(K)) elde edilir. Buradan 

[𝐹−(K)]𝑐𝑙  ⊆ 𝐹−(K) sağlanır. 

(e) ⇒ (a): x ∈ X ve x ∈ 𝐹+(V) olacak Ģekilde V ⊆ Y regüler açık küme 

olsun. O halde Y−V ⊆ Y kümesi regüler kapalıdır. (e) den [𝐹−(Y − 𝑉)]𝑐𝑙  ⊆ 

𝐹−(Y−V) olur. Buradan 𝐹−(Y−V) = X−𝐹+(V) ⊆ X kap-kapalı kümedir. Bu 

durumda 𝐹+(V) kümesi x noktasını içeren kap-açıktır. Böylece U ⊆ 𝐹+(V) olacak 

Ģekilde x noktasını içeren U kapaçık kümesi vardır. O halde F ü.h.h.cl-

s.süreklidir.  

Teorem 4.3.3. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu için aĢağıdakiler denktir: 
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(a) F a.h.h.cl-s.süreklidir,   

(b) Her V ⊆ Y regüler açık kümesi için 𝐹−(V) ⊆ X kap-açıktır, 

          (c) Her K ⊆ Y regüler kapalı kümesi için 𝐹+(K) ⊆ X kap-kapalıdır. 

          (d) Her x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan her V ⊆ Y regüler açık 

kümesi ve her z ∈ U için F(z)∩V ≠ ∅ olacak Ģekilde x noktasını içeren U kap-

açık kümesi vardır.  

          Ġspat. (a) ⇒ (b): V ⊆ Y regüler açık küme ve x ∈ 𝐹−(V) olsun. Hipotezden 

her z ∈ 𝑈𝑥  için F(z) ∩ V ≠ ∅ olacak Ģekilde x noktasını içeren bir 𝑈𝑥  kapaçık 

kümesi vardır. O halde x ∈  𝑈𝑥  ⊆ 𝐹− (V) olur. Burada 𝐹− (V) =                               

 { 𝑈𝑥 ∶ x ∈  𝑈𝑥  ⊆  X kapaçık } olduğundan 𝐹−(V) ⊆ X kümesi kap-açıktır.  

(b) ⇒ (c): K ⊆ Y regüler kapalı küme olsun. K𝑐  ⊆ Y regüler açık kümedir. 

Hipotezden 𝐹−(K𝑐 ) ⊆ X kümesi kap-açıktır. Önerme 2.2.4 gereğince 𝐹+(K) ⊆ X 

kap-kapalıdır. 

(c) ⇒ (d):  x ∈ X ve x ∈ 𝐹−(V) koĢulunu sağlayan V ⊆ Y kümesi regüler 

açık olsun. (c) den 𝐹+(Y−V) = X−𝐹−(V)  kap-kapalıdır. Buradan 𝐹−(V) ⊆ X 

kap-açık kümedir ve x noktasını içerir. U = 𝐹−(V) olsun. O halde her z ∈ U için 

F(z)∩V ≠ ∅ olacak Ģekilde x noktasını içeren U kap-açık kümesi vardır.  

(d) ⇒  (a): Her kap-açık küme kapaçık kümelerin birleĢimi Ģeklinde 

olduğundan ispat açıktır. 

AĢağıdaki teoremde görüntü kümesinin daralması ve geniĢlemesi altında 

çoğul değerli fonksiyonlarda ü.h.h.cl-s.sürekliliğin korunması için gerekli koĢullar 

sunulur.    

Teorem 4.3.4. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu ü.h.h.cl-s.sürekli olsun. O halde, 

(a) F(X), Y uzayında δ-gömme ise F : X → F(X) ü.h.h.cl-s.süreklidir. 

(b) Z uzayındaki her regüler açık kümenin Y ile kesiĢimi Y uzayında bir 

regüler açık küme olacak Ģekilde Y ⊆ Z olsun. Bu durumda her x ∈ X noktası için 

G(x) = F(x) Ģeklinde tanımlanan G : X → Z çoğul değerli fonksiyonu ü.h.h.cl-

s.süreklidir. 

(c) A ⊆ X olsun. 𝐹|𝐴  : A → Y ü.h.h.cl-s.süreklidir. 
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Ġspat. (a) G ⊆ F(X) regüler açık küme olsun. F(X), Y uzayında δ-gömme 

olduğundan G = 𝐺1 ∩ F(X) olacak Ģekilde 𝐺1 ⊆ Y regüler açık kümesi vardır. F 

ü.h.h.cl-s.sürekli olduğundan 

𝐹+(𝐺) = 𝐹+(𝐺1 ∩F(X)) = 𝐹+(𝐺1)∩X = 𝐹+(𝐺1) ⊆ X 

kümesi kap-açıktır. O halde F : X → F(X) ü.h.h.cl-s.süreklidir. 

(b) W ⊆ Z regüler açık küme olsun. Hipotezden W∩Y ⊆ Y kümesi regüler 

açıktır. F ü.h.h.cl-s.sürekli olduğundan 𝐹+(𝑊 ∩ 𝑌)  ⊆ X kap-açık kümedir. 

𝐺+(W) = 𝐹+(𝑊 ∩ 𝑌) olduğundan G , ü.h.h.cl-s.süreklidir. 

(c) V ⊆ Y regüler açık küme olsun. F ü.h.h.cl-s.sürekli olduğundan               

𝐹+(𝑉) ⊆ X kümesi kap-açıktır.(𝐹|𝐴)+(V) = A∩ 𝐹+(𝑉) ⊆ A kap-açık kümedir. O 

halde 𝐹|𝐴  ü.h.h.cl-s.süreklidir. 

AĢağıdaki teoremde görüntü kümesinin daralması ve geniĢlemesi altında 

çoğul değerli fonksiyonlarda a.h.h.cl-s.sürekliliğin korunması için gerekli koĢullar 

sunulur.    

Teorem 4.3.5. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu a.h.h.cl-s.sürekli olsun. O halde, 

 (a) F(X), Y uzayında δ-gömme ise F : X → F(X) a.h.h.cl-s.süreklidir. 

(b) Z uzayındaki her regüler açık kümenin Y ile kesiĢimi Y uzayında bir 

regüler açık küme olacak Ģekilde Y ⊆ Z olsun. Her x ∈ X noktası için G(x) = F(x) 

Ģeklinde tanımlanan G : X → Z çoğul değerli fonksiyonu a.h.h.cl-s.süreklidir. 

Ġspat. Teorem 4.3.4 e benzer Ģekilde yapılır. 

Teorem 4.3.6. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyon ve Ʌ = { 𝑈𝛼 : α ∈ I } ailesi X uzayının kap-açık örtüsü olsun. Her α ∈ I 

için 𝐹|𝑈𝛼  ü.h.h.cl-s.sürekli ise F ü.h.h.cl-s.süreklidir. 

Ġspat. V ⊆ Y regüler açık küme olsun. 𝐹|𝑈𝛼 : 𝑈𝛼 → Y ü.h.h.cl-s.sürekli 

olduğundan (𝐹|𝑈𝛼 )+(V) = 𝑈𝛼 ∩ 𝐹+(𝑉) ⊆ 𝑈𝛼  kümesi kap-açıktır. 𝑈𝛼⊆ X kap-açık 

olduğundan (𝐹|𝑈𝛼 )+(V) ⊆ X kap-açıktır. 𝐹+(𝑉) =  (𝑈𝛼 ∩ 𝐹+(𝑉)𝛼∈𝐼 ) ve her kap-

açık kümenin birleĢimi kap-açık olduğundan 𝐹+(𝑉) ⊆ X kümesi kap-açıktır. O 

halde F ü.h.h.cl-s.süreklidir. 
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Teorem 4.3.7. ( Kohli and Arya, 2011 ) X bağlantılı uzay ve F : X → Y 

örten ü.h.h.cl-s.sürekli çoğul değerli fonksiyon olsun. O halde Y aĢırı 

bağlantılıdır. 

Ġspat. Y uzayının aĢırı bağlantılı olmadığını kabul edelim. O halde clV ≠ Y 

olacak Ģekilde boĢtan farklı bir V ⊆ Y açık kümesi vardır. W = int(cl(V))  ⊆ Y 

regüler açıktır ve ayrıca W ≠ ∅,  W ≠ Y dır. F ü.h.h.cl-s.sürekli olduğundan 

𝐹+(𝑊) ⊆ X kümesi kap-açıktır ve 𝐹+(𝑊) ≠ ∅, 𝐹+(𝑊) ≠ X elde edilir. 𝐹+(𝑊) = 

∪ {𝐺𝑖: 𝐺𝑖  ⊆ X kapaçık } olduğundan öyle bir 𝐺𝑖  ⊆ X için 𝐺𝑖  ≠ ∅ ve 𝐺𝑖≠ X dir. Bu 

ise Teorem 2.1.10 gereğince X uzayının bağlantılı olması ile çeliĢir.     

Teorem 4.3.8. ( Kohli and Arya, 2011 ) F,G : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonları ü.h.h.cl-s.sürekli olsun. Her x ∈  X noktası için                                      

(F ∪  G)(x) = F(x)  ∪  G(x) Ģeklinde tanımlanan F∪G : X → Y çoğul değerli 

fonksiyonu ü.h.h.cl-s.süreklidir. 

Ġspat. B ⊆ Y regüler açık küme olsun. F ve G ü.h.h.cl-s.sürekli 

olduğundan 𝐹+ (B) ve 𝐺+ (B) kümeleri X uzayında kap-açıktır.(𝐹 ∪ 𝐺)+ (B) = 

𝐹+ (B)∩ 𝐺+ (B)  ve kap-açık kümelerin sonlu kesiĢimi kap-açık olduğundan 

(𝐹 ∪ 𝐺)+(B) ⊆ X kümesi kap-açıktır. O halde F∪G çoğul değerli fonksiyonu 

ü.h.h.cl-s.süreklidir. 

Teorem 4.3.9. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X → Y ü.h.h.cl-s.sürekli 

çoğul değerli fonksiyon, Y regüler uzay ve her x ∈ X noktası için F(x) kapalı 

olsun. O halde F in 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonu X uzayına göre güçlü kap-

kapalıdır. 

Ġspat. (x,y) ∈ (X × Y) \ 𝐺𝐹 alalım. O halde y ∉ F(x) olur. F(x) kapalı ve Y 

regüler uzay olduğundan y ∈ 𝑉𝑦  ve F(x) ⊆ 𝑉𝐹(𝑥)  olacak Ģekilde Y içinde ayrık 

açık 𝑉𝑦  , 𝑉𝐹(𝑥) kümeleri vardır. 𝑉𝑦   ve 𝑉𝐹(𝑥) regüler açık küme olarak seçilebilir. F, 

ü.h.h.cl-s.sürekli olduğundan F(𝑈𝑥 ) ⊆ 𝑉𝐹(𝑥)  olacak Ģekilde 𝑈𝑥  ⊆ X kapaçık 

kümesi vardır ve x noktasını içerir. 

(𝑈𝑥  × 𝑉𝑦 )∩ 𝐺𝐹  = ∅ 

olduğunu ileri sürelim. (𝑈𝑥  × 𝑉𝑦 )∩ 𝐺𝐹  ≠ ∅ olsun. O halde (h,k) ∈ (Ux × Vy)∩ 𝐺𝐹 

olacak Ģekilde bir (h,k) ∈ X × Y vardır. h ∈ 𝐹+(𝑉𝐹(𝑥)), k ∈ Vy ve k ∈ F(h) olur. 

Bu durumda k ∈ 𝑉𝐹(𝑥) ve k ∈ 𝑉𝑦  elde edilir. Bu ise çeliĢkidir. Çünkü 𝑉𝐹(𝑥) ve 𝑉𝑦  

ayrık kümelerdi. O halde 𝐺𝐹  çoğul değerli grafik fonksiyonu X uzayına göre güçlü 

kap-kapalıdır. 
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Teorem 4.3.10. ( Kohli and Arya, 2011 ) Her x ∈ X noktası için F(x) 

hafifçe kompakt olacak Ģekilde F : X → Y ü.h.h.cl-s.sürekli çoğul değerli 

fonksiyon olsun. A ⊆ X hafifçe kompakt küme ise F(A) hafifçe kompakttır. 

Ġspat. Ʌ, F(A) kümesinin kapaçık örtüsü olsun. Ʌ, her a ∈ A için F(a) 

kümesinin kapaçık örtüsüdür. Her F(a) hafifçe kompakt olduğundan  

F(a) ⊆  { B ∶  B ∈  𝛽𝑎  }  = 𝑉𝑎  

olacak Ģekilde 𝛽𝑎  ⊆ Ʌ sonlu vardır. Her kapaçık küme regüler açık olduğundan  

𝑉𝑎  ⊆ Y kümesi regüler açıktır. F, ü.h.h.cl-s.sürekli olduğundan F(𝑈𝑎 ) ⊆ 𝑉𝑎  olacak 

Ģekilde 𝑈𝑎  ⊆ X kümesi kapaçıktır ve a noktasını içerir. { 𝑈𝑎  : a ∈ A } ailesi A 

kümesinin kapaçık örtüsüdür. A hafifçe kompakt olduğundan A ⊆  𝑈𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  ⊆ 

 𝐹+𝑛
𝑖=1 (𝑉𝑎𝑖) olacak Ģekilde A kümesinin sonlu sayıda 𝑎1 , 𝑎2…𝑎𝑛  noktaları vardır. 

O halde  

F(A) ⊆ F( 𝐹+𝑛
𝑖=1 (𝑉𝑎𝑖 )) =  𝐹(𝐹+𝑛

𝑖=1 (𝑉𝑎𝑖 )) ⊆  𝑉𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  

olur. Burada her 𝛽𝑎𝑖  sonlu ve i = 1,2…n için 𝑉𝑎𝑖  =  { B ∶  B ∈  𝛽𝑎𝑖  }  olduğundan 

F(A) hafifçe kompakttır. 

Teorem 4.3.11. ( Kohli and Arya, 2011 ) F : X → Y çoğul değerli 

fonksiyon olsun. F in çoğul değerli grafik fonksiyonu 𝐺𝐹 ü.h.h.cl-s.sürekli ise F 

ü.h.h.cl-s.süreklidir ve X uzayı hemen hemen sıfır boyutlu uzaydır. 

Ġspat. V ⊆ Y regüler açık küme olsun. X × V ⊆ X × Y regüler açıktır. 𝐺𝐹 

ü.h.h.cl-s.sürekli olduğundan 𝐺𝐹
+

(X × V) = { x ∈ X : {x} × F(x) ⊆ X × V } =       

{ x ∈ X : F(x) ⊆ V } = 𝐹+(V) kümesi kap-açıktır. O halde F ü.h.h.cl-s.süreklidir. 

X uzayının hemen hemen sıfır boyutlu olduğunu gösterelim: 

x ∈  X ve x noktasını içeren U ⊆ X kümesi regüler açık olsun.                         

U × Y ⊆ X × Y regüler açıktır ve 𝐺𝐹(x) i içerir. 𝐺𝐹  ü.h.h.cl-s.sürekli olduğundan 

𝐺𝐹(W) ⊆ U × Y olacak Ģekilde x noktasını içeren W ⊆ X kapaçık kümesi vardır. 

W ⊆ U olacak Ģekilde x noktasını içeren W kapaçık kümesi var ise X hemen 

hemen sıfır boyutlu uzaydır. 
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Güçlü sürekli, mükemmel sürekli, hemen hemen mükemmel sürekli ve 

hemen hemen cl-süpersürekli çoğul değerli fonksiyonlar arasındaki geçiĢler 

aĢağıdaki Ģekil ile gösterilmiĢtir. 

 

g.sürekli            ü.m.sürekli (a.m.sürekli)             ü.h.h.m.sürekli (a.h.h.m.sürekli)            

 

                                                               ü.h.h.cl-s.sürekli (a.h.h.cl-s.sürekli)         

( ġekil 4.3.1 Dördüncü bölümdeki süreklilikler arasındaki iliĢkiler ) 

 

AĢağıdaki örnekler Ģekil 4.3.1 deki gerektirmelerin tersinin her zaman 

doğru olmadığını göstermektedir. 

Örnek 4.3.12. ( Akdağ, 2007 ) X = {a,b,c} ve X üzerindeki topoloji           

𝜏 = { ∅, X, {a}, {b,c} } olsun. F : X → X çoğul değerli fonksiyonu, her x ∈ X 

noktası için F(x) = {x} Ģeklinde tanımlansın.  

F ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) dir. Çünkü, X uzayındaki ∅, X, {a}, {b,c} 

açık kümeleri için 𝐹+(∅) = ∅, 𝐹+(X) = X, 𝐹+({a}) = {a}, 𝐹+({b,c}) = {b,c} 

kümeleri X uzayında kapaçıktır. Benzer Ģekilde a.m.süreklilik için de sağlanır. 

Fakat g.sürekli değildir. Çünkü {b} ⊆ Y için 𝐹+({b}) = {b} kapaçık küme 

değildir. 

 Örnek 4.3.13. ( Kohli and Arya, 2010 ) X = {a,b,c} ve X üzerindeki 

topoloji 𝜏 = { ∅, X, {a} }, Y = {1,2,3} ve Y üzerindeki topoloji 𝜎 = { ∅, Y, {1} } 

olsun. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu, F(a) = {1,2}, F(b) = {1},                  

F(c) = {2,3} Ģeklinde tanımlansın.  

 F ü.h.h.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) dir. Çünkü, Y uzayındaki ∅  ve Y 

regüler açık kümeleri için 𝐹+(∅) = ∅ ve 𝐹+(𝑌) = X kümeleri kapaçıktır. Benzer 

Ģekilde a.h.h.m.süreklilik için de sağlanır. 

 Fakat F ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) değildir. Çünkü {1} ⊆ Y açık kümesi 

için 𝐹+({1}) = {b} kapaçık küme değildir ( 𝐹−({1}) = {a,b} kapaçık değildir. )   
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 Örnek 4.3.14. X = ℝ  ve X üzerinde alt limit topolojisi tanımlansın.                     

Y = {a,b,c} ve Y üzerindeki topoloji 𝜎  = { ∅ , Y, {a}, {b}, {a,b} } olsun.                    

F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu, 

F(x) =  

*𝑎+ ,             𝑥 ∈ (1,2)                     
*𝑏+  ,            𝑥 ∈  [2,3)                     

     *𝑎, 𝑐+  ,        𝑥 ∈ ℝ − (1,3)                   

  

Ģeklinde tanımlansın. 

 F ü.h.h.cl-s.süreklidir. Çünkü, Y uzayındaki  ∅, Y, {a}, {b} regüler açık 

kümeleri için 𝐹+(∅) = ∅, 𝐹+(𝑌) = X, 𝐹+({𝑎}) = (1,2) ve 𝐹+({𝑏}) = [2,3) kap-

açıktır. 

 Fakat F ü.h.h.m.sürekli değildir. Çünkü, Y uzayındaki {a} ⊆ Y regüler 

açık kümesi için 𝐹+({𝑎}) = (1,2) kapaçık değildir. 

 Her g.sürekli çoğul değerli fonksiyon ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) çoğul 

değerli fonksiyondur. Fakat tersi her zaman doğru değildir. AĢağıdaki teoremde 

ek koĢul konularak tersinin de doğru olabileceği gösterilmiĢtir. 

 Teorem 4.3.15. F : X → Y çoğul değerli fonksiyon olsun ve Y üzerinde  

discrete topoloji tanımlansın. F ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) ise F g.süreklidir. 

 Ġspat. V ⊆ Y olsun. Y üzerindeki topoloji discrete topoloji olduğundan        

V ⊆ Y kümesi açıktır. F ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) olduğundan 𝐹+(V) ⊆ X                      

( 𝐹−(V) ⊆ X ) kapaçık kümedir. 

 Her ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) çoğul değerli fonksiyon ü.h.h.m.sürekli                

( a.h.h.m.sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. Fakat tersi her zaman doğru 

değildir. AĢağıdaki teoremde ek koĢul konularak tersinin de doğru olabileceği 

gösterilmiĢtir. 

 Teorem 4.3.16. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu ü.h.h.m.sürekli                              

( a.h.h.m.sürekli ) olsun. Y uzayı ayrıĢım topolojisine sahip ise F ü.m.sürekli                  

( a.m.sürekli ) dir. 

 Ġspat. V ⊆ Y açık olsun. Y ayrıĢım topolojisine sahip olduğundan V ⊆ Y 

regüler açıktır. F ü.h.h.m.sürekli ( a.h.h.m.sürekli ) ise 𝐹+(V) ⊆ X (𝐹−(V) ⊆ X ) 

kapaçıktır. 
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 AĢağıdaki teoremler Ģekil 3.4.1 ile Ģekil 4.3.1 deki süreklilikler arasındaki 

iliĢkileri göstermektedir. 

 Teorem 4.3.17. Her g.sürekli çoğul değerli fonksiyon ü.na-sürekli                

( a.na-sürekli ) dir. 

Ġspat. Açıktır. 

 AĢağıdaki örnek Teorem 4.3.17 nin tersinin doğru olmadığını 

göstermektedir. 

Örnek 4.3.18. ( Yuksel vd., 2011b ) X = {0,1} ve X üzerindeki topoloji      

𝜏 = { ∅, X } olsun. Y = (0,1] ve Y üzerinde doğal topoloji tanımlansın. F : X → Y  

çoğul değerli fonksiyonu, 

 F(x) =  
 𝑌,           𝑥 = 0       
 *1+,        𝑥 = 1        

  

olarak tanımlansın. F ü.na-süreklidir fakat g.sürekli değildir. Çünkü {1} ⊆ Y için 

𝐹+({1}) = {1} kapaçık küme değildir. 

 Teorem 4.3.19. Her g.sürekli çoğul değerli fonksiyon ü.y.g.na-sürekli        

( a.y.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

Ġspat. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu g.sürekli ve V ⊆ Y kümesi 

yarı-açık olsun. F g.sürekli olduğundan 𝐹+ (V) ⊆ X ( 𝐹− (V) ⊆ X ) kapaçık 

kümedir. O halde 𝐹+(V) ⊆ X ( 𝐹−(V) ⊆ X ) kümesi δ-açıktır. 

 Teorem 4.3.20. Her g.sürekli çoğul değerli fonksiyon ü.ön.g.na-sürekli              

( a.ön.g.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

 Ġspat. Teorem 4.3.19 a benzer Ģekilde ispatlanır. 

 Teorem 4.3.21. Her ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) çoğul değerli fonksiyon 

ü.z.na-sürekli ( a.z.na-sürekli ) çoğul değerli fonksiyondur. 

 Ġspat. F : X → Y çoğul değerli fonksiyonu ü.m.sürekli ( a.m.sürekli ) ve  

V ⊆ Y kümesi δ-açık olsun. O halde V ⊆ Y kümesi açıktır. F ü.m.sürekli                       

( a.m.sürekli ) olduğundan 𝐹+(V) ⊆ X ( 𝐹−(V) ⊆ X ) kapaçıktır. Bu durumda 

𝐹+(V) ⊆ X ( 𝐹−(V) ⊆ X ) α-açıktır. 
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5.SONUÇ 

 Çoğul değerli fonksiyonlarla ilgili çalıĢmalara 20. yüzyılın ilk yarısında 

baĢlanmıĢ ve daha sonra da çeĢitli süreklilik türleri incelenmiĢtir. 

 Biz de bu tezdeki çalıĢmalarımızı, ġaziye Yüksel, Tuğba Han ġimĢekler ve 

B.Kut un 2011 yılında yayınlanan ‘‘ Upper and Lower Na-continuous 

Multifunctions ’’ adlı makalesi ile J.K.Kohli ve C.P.Arya nın 2011 yılında 

yayınlanan ‘‘ Upper and Lower Almost Cl-supercontinuous Multifunctions ’’ adlı 

makalesini baz alarak yaptık. Çoğul değerli fonksiyonlarda çeĢitli süreklilik 

türlerini tanıtıp, sağladıkları özellikleri gösterdik. Ayrıca bu süreklilik türleri 

arasındaki iliĢkileri inceledik ve konunun daha iyi anlaĢılması için karĢıt örneklere 

yer verdik. 
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