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SEMBOLLER

Qﬁtﬁﬁz J'inci grup gecikmis ndtron oOnciilerinin, r dolayindaki
birim hacim i¢inde ve t anindaki sayisi,

Cj(£) : t anindaki, j'inci grup gecikmisg ndtron onciileri sayi-
sina iligkin biiytkliik,
N{t) :reaktoriin herhangi bir t anindaki glic seviyesi ile oran-: .
$111 bliyiiklike
Q#) : sistemin yetkinlikten oransal uzakligi.
() : toplam gecikmis n®tron orani,
<k{/: j'inci grup gecikmig ndtron Onclisii ¢ekirdeklerinin bo-
zunum sabiti,
DL sistemin r dolayindaki birim hacim iginde ve t aninda-
ki grup difilizyon katsayilari diogonal matrisi.

V

ﬂﬁp : ani fisyon ndtronunun grup verimlerinden olugan sutiin

herbir fisyondan dogan nétron saylsil,

matris,
7% ¢ gegikmis fisyon ndtronunun grup verimlerinden olugan
giitun matris.

:Z*S : Ze grup araligindaki notronlara kargi ortamin gdstere.
digi (yutma4{elastik-(inelastik) ségma) makroskopik tesir kesiti,
jig; : g} gruptaki ndtronun g., gruba sacilma makroskopik tesir

kesiti,
za%(gﬂ:;g'de ve t aninda, ortamin g. grup ndtronlarina karsi
gosterdigzi risyon makroskopik tesir kesiti,

V :: g. grup ndtron ortalama hizlari.



OZET -

Bu ¢aligmada, "Nokta Kinetik Denklemleri'ain sayisal ¢o-
ziimiine iligkin iki sayisal teknik, duyarliklari ve hizlari agi-
sindan karsilagtirilmak istendi.

Giris bolimiinde; denklemlerin reaktdr kinetigi ¢dziimle-
mesinde tagidiklari oneme degiﬁilerek, analitik ¢dzumiin miimkiin

olmadi#1l hallerde sayisal ¢oziimlere kisaca deZinildi.
Bolim 1l'de Nokta Kinetik Denklemleri tanitilip "Nokta Re~
aktor lodeli" ve "Nokta Kinetik Yaklasimi" kavramlari verilmeye

¢alisildi. Cok Gruplu Zamana Bagli Difiizyon Denklemleri'nden,
Nokta Kinetik Denklemleri'ne ge¢ildi ve belli kosullarda anali-
tik ¢Oziime girildi.
Karsilagtirilacak olan tekniklerin tanitimi Boliim 2'de
yapilda,
Karsilastirma bolimii olan 3. bdliimde, programlar cesitli
"reaktivite" girdileri ve degerleri ig¢in Qallstlrllarak; elde

edilen sonug¢lar, sonu¢ bdlimiinde degerlendirildi.



GIRIS

Reaktdr Kinétigi ¢ozimlemesinde Onem tasiyan "WNokta
Kinetik Denklemleri " zamana bagli transport denkleminden
‘hareketle tiiretilebilir, Elde olunan diferansiyel denklem-
lerin sabit " reaktivite " deZisiklikleri ve geribesleme
clayr ihmal edildigi hallerde, analitik ¢dzimli bilinmekte-
dir, Géligigﬁzel reaktivite degigiklikleri halinde ise ana-
litik ¢oziim genellikle bulunmamakta, buna karsilik birgok

sayisal teknik geligtirilmis bulunulmaktadair.

Bunlari kisaca beg grupta toplayabiliriz: /1 / :

1— Nokta Kinetik Denklemleri, Dk (1.21) ve (1.22) (2.
bolimde anlatildigi gibi) matrisyel bir notasyonla toplu
olarak yazildiginda elde olunan, birinci dereceden diferan-
siyel denklem takimindaki (Dk.(2.47) ) tireve iligkin Taylor

acilimlarini igeren ydntemler,

2-% Konvoliisyon integrallerine dayaniyor olup, Nokta
Kinetik Denklemleri'®ni sayisal olarak entegre eden yontem-—
ler. Bu Yontemler siirecinde, Cj(t) ; sag tarafli birinei
dereceden lineer bir diferansiyel denklem olan Dk.(1.22)°
de (entegrasyon, sdzgeligi o'dan t'ye kadar yapilmakta ise)
N (t) 'nin entegrali icinde yer alacafi o'dan t'ye kadar
bir entegral ifade araciligiyla belirlenir ve Dk,(1l.21)'de-
'ki yerinde kullanilir, Igte sayisal olarak entegre olundugu
ifade olunan konvoliisyon entegrali anilan entegral olmakta-

dir,

A

3— Yukaridaki gibi entegral bir formiilasyonun oclugtu-

rulmasi, fakat bu kez entegrale ydnelik yaklagikliklari ige-

ren yontemler,



4- Dk, (2,53)'deki matris eksponansiyellerine ybdnelik yaklagik-
liklari igeren yontemler,

5- Diigiik dereceli ag¢ilam yaklagsikliklarinin ekstrapolasyonunu
igeren yontemler, ‘

¥
/

Bu teé/Nokta Kinetik Denklemleri sayisal ¢Oziim tekniklerini
konu edinmig bir tez degildir., Esas olarak nokta kinetik sayisal
¢ozlim, iki farkla tekniginin hesaplama ©zellik ve hizlarini kar-
sllastlrmayl amaclamaktadir,

Sozil edilen tekniklerden "Nokta Reaktdr Kinetik Denklemleri
( NRKD )y Dko (2.47)"'deki tiireve iligkin Taylor a¢ilimi kulla-
nilarak geligtirilmis andlitik entegrasyon; José Nobrega'nin ysn-
temi ( N B R G ) ise Dko (2.53)'deki matris eksponansiyellerine
yonelik yaklagikliklari taban alarak kurulmug tekniklerdir,

Bollim 2'de stz konusu her iki teknik tanitilmaya ¢aligilmig-

t1ir.



BOLUM I

NOKTA KINETIK DENKLEMLERT

Niikleer reaktorlerin dizayn ve glivenligi bakimindan, sis—~
temin herhangi bir defisime karsi verecefi cevabin, gergefe do-
yumlu derecede yakin tahmin edilmesi Onemlidir. Bu deXisiklik-
ler; rutin depgisiklikler, gliciin ylikselmesi, algalmas: (dakika-
lar mertébesinde), beklenmedik olaylar, ornefin kontrol gubu-
Funun reaktdrden kaza ile ani ¢ikmasi (saniyeler mertebesinde),
yakitta difer izotoplara oranla. biiyiik bir 1lik notron yutma
etkin kesitine sahip izotoplarin olusmasi (zehir olayi), ve ya-
kitta meydana gelen yanma; fisil g¢ekirdeklerin azalmasi, fis-
yon Uriinlerinin olusmasi ve zamanla artmasi (aylar, yillar mer-
tebesinde) olaylarini igerir,

S5z konusu degigikliklerin incelenmesi, gogfunlukla Gok
Gruplu Zamana Bagli Difilizyon Denklemleri'min ¢ozilimini gerekti-.
rir.

Bu denklemler, aligilmis notasyonla soyle yazilmaktadirs-

VOO TBL,0 — AL )P0 ) + =BV Kp Tt (£,4) Ble,4)

I _ 4 VP (1.1
R )

sz,gj.oZl (LHPED—N;7,(L8), [=ti 7. (1.2)

ot

2 ey

Zamana bagli seyirleri nispeten hizlica inceleyebilmek
icin "Nokta Kinetik Modeli" Onerilmigtir. Nokta Kinetik Mode-
1i- QerceveSinde,§hk1 yer bagimlili¥inin zamanla deFismedifi
Varsaylllr. Bu; reaktore "reaktivite" ithalinden onceki aki yer

bagimliliinin, defisimle birlikte defismedifi varsayiliyor



demek olabilir.Daha genel bir deyisle, bu.anilan model g¢erge-
vesinde, aki yer bagimlilifi Ongorilmis olmaktadir.

Dk.(1.1) ve (1.2)'ye ¢oziim ararken, aki vektdri yer ba-
Famlilaigr ile zaman bagimlilifinin birbirinden ayrilabilecegi
varsayimi ile, o halde,

G (o)=Y NW @.3)
yazilabilmekte) W(r), ¢ogunlukla P(cvektoriiniin degisimden Snce-
ki degeri olarak gozetilmekte ve statik reaktor analizi yoluyla
biliniyor farzedilmektedir. N(t) ise bulmak zorunda oldugumuz
skaler zaman bagimliligidair.

Defisimden sonraki aka biiyiikliifli, reaktoriin her noktasi
icin, Yit)yer bagaimlilagi vektori ile N(t) skaler zaman bafim-
111281 g¢arpilarak bulunur. 7

"Nokta Kinetik Yaklasimi" kii¢lik defisimler ig¢in kullanil-
di#1 gibi daha Onemli defisiklikler iginde (kontrol gubuunun
birden ¢ekilmesi halinde ) kullanilabilir. Bu halde ancak, Y(£)
yer bafimlili@Zi vektorii yerine, defisimden sonra sistemin" asim-
totik " olarak varsayacagi aki yer bafimlilifir vektoriiniin alin-
masi uygun olur.
Dk.(1.1)'de Dk.(1l.3) kullanilinca, oradaki egitlik bo-

zulacaktair:

) | v .
+v Y(r) d:‘tm — NB) 7.008,2) T W)+ NE A, 2) W ()

T 1
~ {1-)Y K T 5O YIONE =2 3% 7 (L0 40 (4.4)

Oylelikle her bir (£,t) uzay-aninda bir kalinti elde o-
lunur. Kalinti, Cok Gruplu Difiizyon Denklemleri'nde Nokta Kine-
tik Yaklasiminin kullanilmasiyla,(f,t) uzay-aninda olusan ha-

tanin bir 6l¢ilisii olarak yorumlanabilir.

-
]



Denklem esitli#i;(c,t) uzay-aninda olusan hatanin 5l¢i-
sii olarak atanan agirlik biiylkliikklerinden, L\)ﬁl:) agirlastirma
biiyiiklii#ii ile aZirlastirilmis olarak hacim ilzerinden entegre
edilerek, tamir edilebilir/2/. BSylece bilinmeyen N(t)'yi ve-

recek denklem, alisilmis notasyonla yazilabilir:

oy ¢t dNW)
: fVRdV W) v WD) S
v -~ . T
.—NH:)LR&V N LL){V.D(:}QV\\)L;) — Al Y () +A-P)VXe2p {E;D\P(E)}
d XT . P N X s
—%fvad\/ WU A KTy ) = (1.5)

V. : niikleer sistemin hacmi.

N : normalizasyon katsayisi.

A=AV WX I 0 YT, (4.6)
Ve
Simdi su " klasik " kinetik biiytikliikkleri tanimlayalim:
un/,‘gtt):L 4V Y (o) {V.D(E,vaA(E,t)+(1—B)97¢P§;: (£ t)
Q
J T
+j/:;107(J 'BJ Z’F (ﬂl'\:)} LI’)(,.E) N (i-7)
Hn=f vy v , (t.2)
g. .

—_ *T i) ! o
ARG —,;Jva 4V W lup g Ze (£ V) (1.9)

| T
u/\/\.C_,'(‘t)_—.JVR&\/ YUY K () (110}



Bu tanimlarla Dk.(1l.5)'e ddniiliirse:

*1‘
AN SN _ij dv ¥ (:)%v,oat,t)‘v-mt,‘f)
d Ve,

T I +
FU-R)VXp Zq (L, 00+ D2 A5 By Ty te,0)f Wi
J=1
T J
3 ¥ T :
+N(t)jvmcl\/ Yo (L) \)JZ:{ X T le e L)
J e
’%' JV&A\/W () Ay 7 e t)%; =0 (4.44)

Dk;:(l.6) ve (1,7) aracilifiyla da:

. J
e N N e N@ [, AV YT 2 X B3] e e

dt
~% [, VYO A7 ) K =0 (1.42)
B é IS {1.13)
%(‘t)f-:‘:‘ lj(t) )

Oylelikle:

. J
A-w__dc‘i“ﬂ NGO + NI A B L) — A 3, A G0 =0, (L)
164 =

ya da,

A AN
d+

L2
LN
i

= B —Bw] NW 42, A G W, .

Simdi Dk.(1.2)'ye nokta kinetik yaklasimiyla ddniiliirse,

oradaki esgitlik:'de bozulacaktir:

ST, Nw) By D T, (5,0 YT =24 (2.0, (.16}
2t

-+

»#*
Bozulan esitlik, denklem ktJU-')'?(.]ile agirlastirilip niikleer sis-

tem lizerinden entegre edilerek (alisilmis notasyonla) yeniden

saZlanabilir:



f\,p 4V “a’fm E_’ZA_‘ELXJ- =Nit,)JV&cL\/ W () Pl p (LR )
| Dt

LT
[} = v . v
Ty aV ¥ () /’MJ: Tl e (G P
R ! ol

Dke (1.10)'1n tiirevi:

. i T (O
N8G _fogy w2l (4,8)
dt Ne Dt
Oyleyse:
W dGW N W~ S (449
4t
ya da,
d0it) _ NWF W) =2y ¢ W, (4:20)
de

Geribeslemenin ihmal edilmesi halinde Nokta Kinetik Denk-

lemleri asgagidaki standart diferansiyel formdadir:

A di“:) ~[sw-PwINW+T N CW), than
dCi® _ = ey N —A ). | (1.22)
N &‘t i \

Buradaki bliylikliikler agagidaki gibi tanimlanmaktadir:
N(t): Peaktsriin herhangi bir t anindaki giic seviyesi ile oran-
t1l1 bir biiyikliik.
g&a; sistemin yetkinlikten oransal uzakligi.
Pl toplam ge¢ikmis notron orani.
/v :'ndtron ilireme zamani.
Aj : j'ninci grup gec¢ikmig ndtron onciisi ¢ekirdeklerinin bo-

zunum sabiti.



C;jv: j'ninci grup gecikmig ndtron dnciileri sayisina iliskin

biiylikliik.

Reaktoriin adim bigimindeki (sabit), geribeslemesiz bir
uyarim girdisine yaniti bulunabilir. Katsayilar sabit olarak,
nitekim, Nokta Kinetik Denklemleri analitik olarak ¢oaziilebilir.

0 amagla, N(t) ve C(t) blyiikliikklerinin Laplace Transform._

lara tanimlanabilir:

TINW) = n) = f dt N t) e** . 1,23)
o -st

Llgwl=cio = dt Citre . (4.24)
o

Dk.(1.2L) ve (1.22)'nin Laplace Transformlari sbyle yazilacak- -

tir.
_ ;|
Alene=N©@]=L8-RIn&+Z A o), (1.25)
S ¢(8) =Cj(0="TF; ns) = Ajeils). (L.26)

Dk.(1.25) ve (1.26) (j+1) bilinmeyen: n(s), c(8)yeesyc{s)'e i~
ligkin olarak (j+1) cebrik denklemden olugan bir takim olustur~
maktadir. Bu takim matrisyel notasyonla aligildigi bicimde sdy-

le yazilabilir:

A MNer=8 (1.27)
ey
)

N ()= | . ) | (1.28)
Cye)

9



B ~(A 48 o0 . - - 0

L %J ° ) <>\J+Q\’J
CAN®G]
)
—R = ’ (1.30)
o

Dk.(1.27)'den A (8) bilinmeyenler vektdrii, hemen,

\/1/\ (,5) =4&_1£ , (151)

olarsk yazilabilmektedir. Buradan "Ters Laplace Transformu” ile

T+
Wt o
NL'{:) = 2 AJ' e ¢ (.1.;,4.)
Q= )
TH ‘
C.w= > 6. gt (1.3%)
J J=t ¢ )

olarak yazilabilecefi gdsterilebilir ve w!ler "Uyarim Denklemi™

nden bulunabilir.

"Geligiglizel defisimler"™ halide ¢o#unlukla sayisal ¢ozii-
me gidilmesi kaginilmaz gorilmektedir. O zaman, ya Nokta KinexS
tik Denklemleri'nin entegro-diferansiyvel Tormu yada dofrudan
doZruva kendileri kunllanilmakxtadair.

Wokta Kinetik Denklemleri'nin -{NU98&£§ ¢caroim terimini

[

igermeleri nedeniyle, lineer olmakdiklari gorilmektedir. Bir

10



bagka deyisle, denklemlerin Q (%) girisleri ile N(%) ¢ikiglar:
arasindaki fonksiyonel bafimliliZi nonlineerdir.

Honlineerlik birﬂanlamda "igige olmaklik" demektir. Bura-
da da Dk.(1l.21) ve (1.22)'nin katsayilarini, denklemin ¢3dziimil
tayin eder. Kisaca reaktor ig¢indeki ¢egitli geribesleme meka="
nizmalarinin g6z dnline alinmasi halinde genellikle Nokta Kine-

tik Denklemleri nonlineer denklemler haline gelmektedir.

&
*®

Bundan sonraki bolimde diferansiyel ¢ercevede, iki sayi-
sal teknik ele alinmakta ve bunlarin tabaninda, gerceklestiri-

len uygulamalarla, hesaplama etkinlikleri karsilagtirilmaktadir.

11



BOLUM II
SAYISAL TEKNIKLER

Nokta Kinetik Denklemleri'"nin gézﬁmﬁ , geribesleme
olsun, olmasin, sayisal birgok teknikle verilmektedir., Bu
b6liimde, daha bncede belirtildigi gibi, bu tekniklerden

sadece ikisini tanitmak ve sinamak istiyoruz.

2.1. NRK D ( Nokta Reaktor Kinetik Denklemleri )

Tekniklerden biri, N R K D, analitik entegrasyon ta-
ban alinarak, WNokta Kinetik Denklemleri'ni sayisal olarak
entegre etmektedir,

TI1gili agiklama ve tanitam /1/ sayili kaynaktan ozet-
lenmis olarak asagida yapllmaktadlr.

N R K D, gecikmis nOtron dnciileri ile ilgili biiyliklii-
gin pratikce defigmedifi onaylanabilecek, ardigik zaman ara-
liklari igerisinde gerceklenecek analitik entegrasyonlar lize-
rine kurulmu~ bir gdntemdir. S6zlU edilen yaklagim, gec¢ikmisg
ndétron onciileri ile ilgili biiyiklugilin zamanla degigiminin
herhangi bir defigim siirecinde- yere ve zamana bagli akihin
zaman bagimliligi degigiminden daha yavas olmasi olgusuna
dayanilarak yapilmigtir,

Bu Bb6limde; sozi edilen teknik yani sira bu téknige

iliskin bir hata olglitil de verilmektedir,

2.1,1., N X D 'nin Sayisal Integrasyonuna Yeni Bir

Yaklaglm :

Nilkleer parametrelerin’: zamandan bafimsiz oldufu var-
sayimiyla ve bir grup gecikmis ndtron danciileri ile N K D gUyle

yazilabilir

I\ _({?—\ P oSy ¢
dr AN
_dgkl—\/ & R A (9.2



S0zli edilen tliretimin temel fikrini, Dk.(2.2)'nin sol ya-
ninin, Dk.(2.1)'in sol yanini oranla daha kiiciik kaldigi olgusu
olusturmaktadir. Nitekim Dk.(2.2)'yi‘degisim basladigini varsa-
cagimiz sifir anindan yeterince kisa bir © zaman sonra, ilgili

tiirev Taylor acilim: yaklasikliginda ifade olunarak,  soyle ya-

zabiliriz:
COI=Cl) 7 Ny — 7 L5 0
4 N
ya da,
Coi=_L [P Ny +cin] . (2.4)
A+ NE A J
Simdi eZer, m yeterince biliylikk bir sayi olarak,
(9 i \ = ..._'l'._ a1 . =
N = = C O (2.5)

yazilacak gekilde, G , yeterince kiiciik se¢ilebilirse, Dk(2.4)'
in saf yani kGseli parantez ig¢indeki ilk terim, ikincisi yanin-
da ihmal edilebilir; keza A% da oniindeki 1l'e pratikce birsey
katiyor olmayacafindam, C(Z)'in, C(O0)'dan uzaklasmamis- olur; do-
layisiyla da C(O)'in pratikce defigmedi#i onaylanabilir. Oyle-
likle Dk.(2.1) = Q ve P 'min da & siiresince sabit kaldify
varsayiml ile analitik olarak entegre olunabilir. Entegrasyon
sonucunda elde olunan N(%t)'nin ifadesi ile Dk.(2.2)'ne girilir-
se, bu kez de, bu denklemin andlitik entegrasyonu .ile C(t) buwi .
lunur{ buradan da C(%) '‘nin deferi elde edilir.

Bir sonraki adim igin de C(t)'nin C(5) deperinde sabit
kaldaigy varsayim ile Dk.(2.1) (gerekmekteyse Q ve P da yeni
deferlerinde alinarak) yukaridaki gibi entegre olunabilir. Bdy-
lece Dk.(2.1) ve (2.2)'nin sayisal entegrasyonu adim adim ger-

¢eklenmis olur,

13



2.1.2 Integrasyon Zaman Adimi (> 'mun Belirlenmesi:

Bu defa Dk.(2.1), O ile % zaman araliginda, ilgili tii-
rev Taylor agilimi yaklasikliginda ifade olunarak, sdyle ya-

zabiliriz:

N(‘B){gN(O) _ 3“/'\3 N (%) +AC(B). (2.6)

Dk;(2,6) ve (2.3) diizenlenerek ve N(0)=1 alinarak,

BB+ NH+AB) . (2.7)

N ()=
TP+ (A-TQI4+AT)

bagintisi elde edilir.

Dk.(2.2)'nin sol yani t<0 olmasi halinde sifir alinarak,

? (2.9)
C)y= '
NA
Simdi bu baginti (2¢5) denkleminde kullanilarak,
{
= 2.9
‘TN 5 )

nihayet buradan N(T) ¢ekilip, Dk.(2.7)'ye tasinarak,

F\ﬁ[' -~

N [ (BAANY QT+ G AAGe-1) 4 2 =El= =Dy (%)

denklemi elde edilir.

- Kinetik Parametreler Q,B,NA bilinerek, bu denklemden
e cekilebilecek ve boylece yukarda anilan ardigik analitik
integrasyon dizisi, T 'dan daha kisa integrasyon zaman adim-
lari icerisinde, m 'nin saptayacaga duyérllk gercevesinde
olarak gerceklenebilinecektir, Bu arada kaydedilecek bir
ozellik, (2,10) ikinci dereceden bir denklem olduguna gdre
50z kionusu kbklerden pozitif en kilclik alaninin kullanilmasa

gerefidir,"

14



2.1.3% N K D'nin Analitik Pabanli Sayisal Integrasyonu:

Dk,(2.1) ve (2.2), G 'yﬁ yeteri kadar kisa se¢mek sure-
tiyle, analitik bir yaklagim tabaninda entegre etmek amag¢lan-
mis. O amagla, O ile % arasinda C(t)'nin baslangig¢taki degeri
C(0)'in sabit kaldigini varsayarak, Oylelikle birinci dereceden,
sag tarafli lineer bir diferansiyel denkleme indirgenen Dk.(2.1)

entegre edilerek,

d i b 7 ot b s { ‘ |
N =[N+ 2= |e” — 2=, (ax0) (2.41)
elde edilir.
q=23=*% (2.12)
AN

b= AClL), (2.43)

alinmaktadir.

Eger a, gercekten O ise (2.1) denkleminden
N = N + bt | (0=0 (2.44)

yazilmasi gerekecektir.

(2,11) bagintisinin sa® tarafi (2.2)%ye taginirsa,

dcw) P Bt b ncw), (040), (a0
it A MN(D““ =)o - o |

yazilabilir. Bu denklem birinci dereceden sa¥ tarafli lineer

bir diferansiyel denklem olup, entegrasyonu ile,

& 0] 2% D P [ b‘q} M By
= Sl 4 Lo T INO -t =, 60
cl A<o+9\)£‘\\‘°’+@j + 0 — It

4 2 ,(5 (—; ;u
yazilabilir. =

a = 0 ise, Dk.(2.14)'i Dk,{(2.2)'de kullanarak,



~ et ¢ (r b

\ Tt
By

SN e "Lk +Mto)-—wj—\(\,oe * (a=0), (2.17)

L
h
, \
—

vulunur.

N(t) ve C(t)'nin a0, (2.11) ve (2.16)'dan hareketle,

N =P e +F, e

bigiminde yazilabilecegl goriilebilir;

o .
Pr=N{ + —— (220}
P, = — by , 2.21)
2 = ~ !
—_ e TP Ov -
oy = T x\ug 0O 4 ad 5 Lo (2, 22)
At Lk o .

G al(s Jr,g Ny, _ Sk (2.33)

Tk ND2? N4

= AT

burada, (2011) ve (2,16)'dan farkli olarak b yering by, N(0)
ile C(0) yerine sirasiyla Nk(O) ve Ck(O) yazimasinin nedeni,
(2.18) ve (2.19)'u, ko analitik entegrasyon alanina iligkin
olarak genellegtirmig olunmasindan kaynaklanmaktadir,

(2,11) ve (2.16) bagintilari, belli bir zaman adimi iger-
sindeki N(t) ve C(%t) degerlerini, bir Snceki zaman adiminin
sonuna iligkin olarak hesaplanmig baslangig kosullaraini igeren
katsayllarla iiretmeye artik hazir bulunmaktadir. gimdi, i¢in-
de bulunulan zaman adiminin sonundaki N(t) ve C(%) deZerleri

hesaplanarak, anilan katsayilar bir sonraki zaman adimina
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iligkin olarak hesaplanabilecek, N(t) ile C(t) 'nin yeni zaman

adimi siirecindeki hesabi da yinelebilecektir, -

Bu arada gerekmesi halinde a bilylkligiinlin de ilgili
zaman adimindaki yeni deferi, katsayilirimizin hesabina socku-

lanabilecektir.,”

(2.2) Dk.lerinin analitik tabanli sayaisal bir integrasyonunu

sagliyor olmaktadar,
2,1.4., Hata Olcgiiti

Herhangi bir yakla=ik integrasyon veya sayisal yakla-
«1m teknigfine iligik olacagi gibi, ortaya konulan sayisal in-
tegrasyon tekniginin de ne deréce dofru sénug verdigini sapta-
yacak bir hata olgiitiiniin ortaya konulmasi yararli ; hatta ka-

¢1nilmazdair.

Bu amacla, (2.1) Dk'nin sag taraf son terimini sabit «
alarak bulunan (2.11)'deki N(t) ifadesini, % zaman adiml sonun-
daki N(t) degerini 1 ve 2 indisleri ile; C(t) 'yi dnce baglan=-

gictaki deferinde sonra ise G raaki deferinde sabit varsayarak

yaziyoruz:

Ni(2) —‘—M (C—ZOZ—— 1) + Ny(o) e"C’ : (2.25)
0

a2

N=—LE10 (e g, + 1,08 (2.26)
a

-

Eii;) , N(t)'nin artagittigi bir halde, C(0)'an, C(%t)'nin
altinda segiliyor olmasi gergek N(% )'dan daha kiicik, N2(Q§) ise;
bu halde C('% )'nun C(%)'nin iistiinde se¢ilmis olmasi ile, gergek

N( 'z )'dan daha biliylix olmaktadir. Baska bir deyisle gercek N(% ),



Nl(?S) ile N,(% ) arasinda kalmaktadir.

N(t) 'nin azalagittiZ#i bir halde ise N{f;), C(0)'in C(t)!
nin ilstiinde se¢ilmis olmasindan dolayi gercek N( % )'nun iistiin-
de; N, (G ) da C(% )'mun C(%)'nin altinda se¢ilmis bulunmasin-
dan dolayi gerc¢ek N(Z )'anun altina diisiiyor olmaktadir. GSriil-
digli gibi her iki halde de gérgek N(G ); sozlni ettigimiz Ni(ﬁ)
ile Ni(ié)'nun arasinda kalmaktadir.

Simdi g N

E,=Ny (B) =Ny (B) > (2.27)
bliylikliiglini tanimlayalim.
81 'in mutlak degeri, gercek N('G ) yerine Nl(‘a ), yada

N,( %) alinmasi hallerinde 6 aninda ortaya ¢ikacak olan haba,
€= N(B) —NAG) ‘=42 . (2.2%)
£

biyiikliginiin mutlak deferinden daha biiylik olmaktadir. O. halde
vyaklasik N}Z,), vada NZ(Z;) yerine se¢ilmis olmasindan dola-
¥y1 yapilacak hata mutlak degerinin, E& mutlak deferinden da-—
ha kiigiik oldufu goriilebilir. "Daha 8z bir anlatimla &, 'in he-
sabi ile ; Nl(ZS), ya da N,(G ) 'nun kullanilmasindan dofacak
hata ,éi,u=¢gj, fistten kusatilmis olacaktir”.

N(t) 'nin artagittigi haldezEl'in pozitif; azalagittigi
halde ise negatif oldufuna dikkat edilebilir. Dk.(2.27)'deki
éﬁ'i Dk.(2.25) ve Dk.(2.26) aracilifiyla ifade edersek,

£ = (e~ alcte —clte” [N o-Ne), 229

denklemini yazabiliriz.
QS, (2.9) bapintisi gercevesinde, yeterince kiigiik seci-
lip, C(% ), C(O) cinsinden (2.4) denklemi aracilggiyla ifade

edilebilmekteydis
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4
4%“'ﬂ\ ey

C(t)=- Y =0 (2.50)

olarak yazilabilir.

Ya da

N ‘
. N £ R AATAN: o .30
C-Clo= (23

(4R

Ve

Ly
;
2

Bu denklem (2.29) da kullanilarak,

e 5 - -
P A= MG . 3 LR N N N A
o =— - POy A2 Lﬁﬁyl‘iaﬂﬂj;

ol er

ifadesi. ¢gikarilabilir,

(2,32) Dk.'nin sag tarafindaki N{O) ile NKO), N(t)'ye yak-
lagik N(t) ile N{%)'nin O anindaki degeri olmsktadir ki, her
ikisi de daha birinci zaman adiminda olmakligimizdan dolayi N(O)'
a,,farklari da O'a eyit olmaktadir. Bununla beraber yukaradaki
denklemde 86z konusu farka yer verilmesinin nedeni, daha sonra-
ki zaman adaimlarainda kullanilmsk lizere genel bir kalip dluytur-
maktadir,

0 halde,

TV O A (2.83)
orli+aey © 7T o

olarak yazilabilecektir,
N(t)'nin yerine Nl(t), ya da Nz(t)'nin kullanilmasaindan do-
layi, bir sonraki zaman adimi 7 'nun sonunda olugacak hatayi ilist-

ten kugatacak hata £, ise, £, 'in (2.32)'deki ifadesine bakilarak,

j_ﬂ\‘:q\(] ; y N
Eym— 0 Germyietiin 4 e” 8, (2.34)

- Py ; :
Qe (A 7 ' ’
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geklinde ya211abi1ecéktir.
(2.33) ve (2.34) denklemlerinden

c,= &, (_g’g}) +e LI ) (2.35)

olduZu kolayca goriilebilir.

i; Integrasyon adimi sayisi olmak lizere, su tanimi yaparsak,

_ _ Clig)
423— C[Cﬂ-ﬂzl C2.36)
o zaman Dk.(2.35)'ten: )
237
87.: (ﬁ1+euz)gi ’ e

Ugiineili zaman adimaina iliskin olarak:aligin yapildigl gibi,(2.34)

bagintisinin kalibinda,

/l-—m?\Z a% as
- AP et +e & (2,38
83 Ty AC 26)C ) 2) )

ya da, Dk.(2.35)'in kalibainda,

~ ad

€,= 50208 4 ¢,.&° | (2.39)
C(0)
veya,
% :
E.= €, CkB) cw |, g .G,Q . (2..40)
) + = ?
(2.36) bagintisindaki tanim kullanilarak,
: (d
Ca=77,E4+E,2"7; (2.41)
ve sonunda (2.35) denklemi kullanilarak,
YA G .
Ea= L+ (7, +e )] &, (242)

denkleminin yazilabilecegi goriilebilir,

Dordiincii zaman adimina iligkin olarak ise, bunun gibi,

A—M 7,7, +e 11,9, + e“a(v’mec‘z}]} Ev), (24
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dolayisiyla da n, zaman adimina iligkin olarak da,

-
)

u o o, or el
En_l&rzmﬁn-ﬂ_ ’ _/YZ *P 4 2 Zr % ‘ /544’”“&@ (‘,QQ'AQ&'*@ Vfi*{? Bﬁl
2.44)
denkleminin yazilabilecegi goriilébilir,

Bu denklem, (2,1) ve (2.,2) denklemlerinin; Gnerilen anali=::
tik tabana oturmug olarak sayisal entegrasyonuna iligkin hataya

"listten kugatan" hatanin ifadesini vermektedir.

Zo2e N B R G /1/

Tanitilmaya g¢aligilan sayisal teknige kargilagtirma baza
olarak, N B R G'nin sec¢ilmesinin nedeni; N R K D 'den &nceki
bir yontem olmasidir,

S0z konusu teknik, matris eksponansiyellerine yonelik-<yak-
lagimlariy igeren yontem taban alinarak kurulmugtur.

I1gili.agiklama ve tanitim /1/ sayili kaynaktan Szetlenmisg
olarak agagida yapilmaktadir., Ayrintili bilgi ic¢in /4/ numarali
kaynaga bagvurulabilir,

Dko(lo2l)vve Dko(1l.22)'den matris eksponansiyelleri iceren
denkleme geg¢is gbyle olmaktadair,

Dko(1o21) ve Dko(1l.22);

Sy {4 "':_"' IS 12N
C‘N(‘E} — g("L\} B\,’t> (%\) Zﬁ. /\; C_g‘:ﬂy Qf 4 \j
dt X =
C.(6) b4y N \ - :

geklindeydi.
Bu denklemler matrisyel notasyonla toplu olarak sdyle ya-
z1labilir.
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‘*__d(‘()(jt) = A W) . v (2,47
dt

[Nw |
C, ) \
Yw=| . (2.4%)
_c;mJ
ol LE) AoA, e %I‘
MG =2 o . L < 0
! —7‘1? . .
Ao o o © (2.49)
A8 o 5 .« o« o« Ag
i _
L)y = [SW-Pw] /AR, (2.50)

Bir~ t; anindan kalkip, =< (%) ve_}ﬁ(t)'lerin defismedi~

Finin varsayilabilecefi kadar yakindaki bir té+1an1na gelinir-

se, o taktirde, .
A, =%t , -, | \ (2.52)
araliinda A matrisi sabit varsayllabilir, dolayisiyla (2.47)

hemen integre olunarak matris eksponansiyelleri igeren,
Yt = e v (259
denklemi elde olunur.
Ancak A matrisinin zamanla defisiyor olmasi, bugiinki
hesaplama kosullarinda bile liks sayilabilecek bir ¢dziim gerek-
tirdifinden, matris eksponansiyellerine yénelik yaklagikliklara

. . . . S Ut
ig¢eren, difer bir deyisle eA‘ buyuklufinin yaklasik olarak
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ifade edilmesi iistiine kurulmus yontemler gelistirilmistir.
Bunlardan Nobrega'nin yontemi, eksponansiyellerin Padé
yaklasimlarini kapsiyor olmaktan o6te, bu yaklasimlari duyarli
kilacak uyarim denk;emi koklerini igleme Gzel olarak katmakta-
dir. S6z konusu yantém, I ; A'nin boyutlarindaki birim matris,
S da skaler bir say:i olmak ﬁzeré, (I-& ) A matrisinin tersi-
ne iligkin bir ifade iizerine kurulmustur,

Buna gore;

- - _
[1-€a] =%ob +D ; (2.54)
8 2 sMy
5:(1—8 ~ +j2=‘f~.—-__1+$/\'\) ) (2.55)
- -
1
S M
148,
SHs
O = 1482, | (2.56)
S My
t+8A
L 7
-4
1
{+S%y _
~ 2,57)
b = \ (
S Ay
1+ &)y




(2.28)

Burada haliyle, 3,A ve M; biiylikliiklerinin (ilgili ters

islemin gergeklendifi sirada) sabit bulunduklari varsayiliyor

olmaktadir.
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BOLUM III

KARSILASTIRMA

Elimizde Nokta Kinetik Denklemleri'ni ¢6zmek amaciyla ha-
zirlanmig iki program var. Kisaca biri NBRG, digeri NRKD. Prog-
ramlarin ¢ozimlerini, ne olgiide gergefe yakin ve ne kadar bir
siirede gergeklestirdiklerini arasgtiriyoruz.

Bu amagla, yalniz, programlarin dogru c¢alisirliklarindan
emin olmak durﬁmundaylz. Programlarin dogru ¢alisirliklarinin
kanitlanmasi amaciyla, sabit bir reaktivite girdisiyle, her iki-
si de lxlo_a,saniyelik bir inceleme siliresince kosuldu ve sonug-
lar, bu halde bulunabilen analitik sonu¢larla karsilastirildi,
Sonu¢larin ¢akigmasiyla programlarin dogru ¢alisirlili¥ina dair
giiven kazanilmis oldu.

¥ =
*

Karsilagtirma bazi olarak sabit reaktivite girdisiyle,
her iki program, 6nce‘l saniyelik bir inceleme siiresi boyunca
0,8, 0,78, 1,01, 38, -0,1¢g, -18g, =10 g'lik
reaktivite degerleriyle kosuldu. Sonug¢larin gdreceli hatalari
ve programlarin icra sireleriyle ilgili tablolar agafida veril-
mistir (Tablo 3.1 , 3.2).

Programlar ITU!Bilgi Islem Merkezi IBM 4341 makinalarin-
da kosulmustur,

S0z konusu tablolarda gegen "gdreceli hata" ; gergek de-
Ber ile yaklagik deger arasindaki farkin mutlak degerinin, ger-

gek defere boliimii olarak hesaplanmaktadir.
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Tablo 3.1l. 1 saniyelik inceleme siiresi
sonundaki goreceli hatalar

(§> NBRG NREKD
0,1 <1x10~7 4,81x10™7
0,7 8,57x10~ 9x10~*
1,01 <2,9%107? 2,8x107
3 <1x1077 5%10™
-0,1 <1x1078 3,9%10™°
-1 Cox1078 2,16x10~%
-10 {1x10~8 4,6x10~°

Tablo 3.2 1 saniyelik inceleme giireleri ic¢in
ganiye olarak icra siireleri

B é) NBRG NREKD
| 0,1 0,49 0,54
0,7 0,50 0,54
1,oi 0,51 ‘ o‘,53
3 0,64 0,56
0,1 0,51 0,55
-1 0,55 0,55
-10 0,51 0,52

no
N



Tablolardan goriildugi gibi NRKD'ye iligkin gdreceli hata-
lar, oteki programla ayni mertebedeki bir icra siiresi gerceve-
sinde olarak, tatminkar derecede kiiglik ¢ikmakbtadir. NRKD, ken-
dinden Onceki en iyi algoritma, NBRG kadar hizli c¢alismaktadir.
Ayrica bir hata dlcilitiiyle de donatilmistair,

Inceleme siiresini 1 saniyeden 10 saniyeye c¢ikardipimizda
Tablo 3.3 ve 3.4%'deki feaktivite degerlerine iliskin olarak-
buldugumuz hata oranlari, yine onemsenmeyecek Jlgilide kiiciik bu-
lunmakta, icra silireleri de NBRG ile kiyaslanabilir mertebelerde

olmaktadair.

Tablo 3.3, losaniyelik inceleme siiresi
sonundaki gdreceli hatalar

S

($) NBRG NRKD
-0,1 1,8x1078 7, 1x10~+

-1 - 1,04x107° 3,6%10™°
210 | 6,36x10™7 7,1x10™>

Tablo 2.4, 10saniyelik inceleme silireleri ig¢in
gsaniye olarak icra siireleri

(§) NBRG NREKD
-0,1 0,52 0,52
-1 0,53 0,49
-10 0,50 0,52




Sabit reaktivite girdisiyle son kez inceleme siiresini
600 saniyeye kadar uzatip, programlari pozitif ve negatif ()
0,01 g'lik reaktivite defferleriyle kogtuk. Bu kez, NRKD'deki
goreceli hatanin, NBRG'deki gdreceli hataya godre, 1 saniye ve
10 saniyelik incelemelerdekinden daha biylik ¢iktigini gozledik.

Oyle olunca, NRKD'deki analitik entegrasyon aralifi da-
raltilip, 100 adimdan 1000 édlma gecildi ve sayisal ¢6ziimiin,
analitik ¢dziime yaklastigil goriildi. .

Ne var ki programin icra siiresi bu halde uzadar (Tablo 3.5,

3.6).

Tablo 3.5. 600 saniyelik inceleme siiresi
sonundaki goreceli hatalar

3

) NBRG NREKD
40,01 <1x10~7 1,17x10™2
0,01 |  1,74x107° 1,14x1072

?ablq 3.6y 600 saniyelik inceleme siireleri ig¢in
gsaniye olarak icra siireleri

g .

@) NBRG NRKD
40,01 0,49 1,95
-0,01 0,49 2
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NRKD sonug¢laranin duyarliliginin NBRG sonug¢lari duyarli-
lak diizeyine ¢ikarilabilmesi ig¢in entegrasyon zaman adimlari,
600 saniyelik ilgili incelemelere d&niik olarak 10000 mertebe-:
sine ¢ikarilmak ayrica gerekmig olup, NRKD'nin icra siiresi bu
ornek gergevesinde 16-17 saniyeye kadar uzamaktadar,

¥

S0z konusu durumun, reaktivite girdisinin adim bic¢iminde
degil de degisken olmasi halinde, NBRG'nin aleyhine, NRKD'nin

de lehine olarak degigtigini agagida sunacagiz.
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Iineer artan bir reaktivite girdisine karsilik olarak da
programlarin verdifi sonug¢lar:i incelemek istedik. Bu amagla in-
celeme siiresini zaman adimlarina bolilp, "DO dongiisii'nden yarar-
lanarak, .reaktiviteyi 1. , 2. ve 4. terimleri sifir olan {¢lincl
dereceden bir polinom:

2,

- 3
(%) = Gy t7 + Gt Gzt + G

gseklinde vererek, lineer artan reaktiviteyie programlari ¢alis-
tirdak. |
Bu ¢galisma sonunda da ¢oziimlerinin sonug¢larinin birbirine

oldukea yakin oldugu gdriildii. Fakat NRKD'yi, NBRG'den {istiin kil-
digi ifade olunabileéek bir nokta da gozlenmis oldu. Bu da;
programlar degisken reaktivite girdisiyle kosuldugunda, pratik-
ge ayni sonu¢lar hesaplaniyor, ayni uzunluktaki zaman adimlari-
na kargi, NRKD'nin icra siiresinin, NBRG'dekinden kisa olduBudur

(Tablo 3.7),

Tablo 3.7. 1 saniyelik inceleme siireleri ig¢in
saniye olarak icra siireleri

(g) N BR G NRKD
0,1 0,95 | 0,70
0,7 1,02 | 0,74

3 1,02 0,68
-0,1 1,01 0,71
-1 1,01 N 0,69
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Son olarak programlara, Pteaktivite, liglincii dereceden poli-

nom seklinde bir efri olarak girdilendi (Tablo 3%.8) /3/.

Tablo 3.8. 1 saniyelik inceleme sliresi icin
N(t) degerleri
é§> NBRG NRKD
0,1 1,1896039 1,1894416
0,2 1,2414222 1,2413721
0,3 1,2970516 1,2950220
0,4 | 1,3574293 1,3574236 .
0,5 1,4232359 1,4232590
0,6 1,4952848 1,4953428
0,7 1,5745565 1,5746570
0,8 1,6622435 1,6623959
0,9 ' 1,7598081 1,7600242
1 | i,sséééi;w 1,869%564

Icra siireleri sirasiyla 1,06 saniye ve 0,66 saniye olup,
sonu¢larin pratik¢e ayni bulunmalarina karsilik, NRKD'nin bu

halde de daha hizli galaisti¥i goriilmektedir.
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SONUG

Bir dnceki boliimde, Nokta Kinetik Denklemleri'nin sayisal
¢Oziimiine iligkin olarak, bilinen son iki yontem kargilagtiril-
mak dilendi.

NBRG, istenilen anlarda N(t) (aki vektdriiniin skaler zaman
bagaimlilagi) ile C(t)'yi (t anindaki gecikmig ndtron &nciileri
sayisina iligkin bﬁyﬁklﬁk) verirken; NRKD, N(t) ve C(t)'nin
analitik entegrasyon ﬁébanll yaklasik ¢oOziimleri yani:sira bir
hata olg¢iitiyle de, sonuglarin dogruluk derecelerini dngdrii ola--
nagini saglamaktadir.

Gorlilmektedir ki, analitik ¢dzlimle NRKD'nin yaklasik ¢d-
ziimii arasindaki fark, bu algoritmanin ongdrdiifii hata sinirlari-
nin arasina dﬁgmekte} bagka bir deyigsle NRKD habta olc¢iitid ilgili
hatayl duyarli bir bigimde éhg6rmektedir.

Buna karsilik NBRG'nin sonug¢larinin, goreceli hatalari-
nin NRKD'ninkilerden kiigiikk oldugu gdzlendi. Ne var ki NRKD'ye
ait gdreceli hatalarin da Onemsenmeyecek Olgiide kiiclik kaldapi
kaydedildi (Tablo 3.1 , 3.3 , 3.5).

Inceleme konusu ettigimiz diger bir nokta programlarin
icra slireleri olmaktaydi. NBRG ve NRKD ayni girdilerle galisti~
rilinca, icra siireleri arasinda (yukarlda,'sonuglarln duyarli-
ligina bagly olarak zikredilen G6zellik sakli olarak) kayda de—
ger bir fark gdzlenmedi. Her iki program da, pratik¢e kisa bir.-
sﬁ:ede ve yeterli bir duyarlikta olarak, sdz konusu sorunlari
icra edebilmektedir ( Tablo 3.2 , 3.4 ).

NRKD'yi kendinden &nceki ve duyarli bir algoritma olan
NBRG 'nin Oniine gegiren sonug¢lar degigken reaktivite girdileriy-

le alindi. SG6z konusu kargilastirmada NRKD'nin icra sliresinin,

sl
no



pratikge ayni sonug¢lar bulunmug olarak NBRG'nin icra siresin-
den kisa oldufu gozlendi ( Tablo 3.7 ).

S6z konusu sonu¢lar 1 saniyelik inceleme siiresi 20 adima
bollinerek alinmistir. Burada denenmeyen daha uzun inceleme sii-
releri ve daha biliyiik adim sayilari i¢in sonug¢larin NRKD agisin-
dan daha lqpte olacagini sOylemek miimkiin goriinmektedir. Bagka
bir deyisletNRKD'nin artan adim sayisiyla icra sliresindeki ar-

tisinin, NBRG yaninda daha da kiigiik kalmasi beklenecektir,
3

Bu ¢alisma, sonu¢ olarak, Nokta Kinetik Denklemleri'nin
sayisal entegrasyonuna doniik bilinen son iki sayisal teknik,
hesap ettikleri sonug¢larinin duyarliligaiyla, bu sonuglarin he-
sap edilebilmesi ig¢in gerekli icra silireleri ag¢ilarindan ( tabi-
atiyla-ayni girdiler bazinda olarak ) karsilastirilmis bulun-
maktadir.

Bu amag¢la sabit ve degisken reaktivite girdileriyle so-
runlar dizenlenmisg ve bunlara karsi sonug¢lari saptanmistir.

Sabit réaktiviteli problemleri NRKD ile ayni bir icra
siiresi sonucu NBRG'de daha duyarlia olarak sonu¢landirmsktadir,
Hedir ki NRKD sonug¢larinin bu hallerdeki duyarliligi doyumlu-
dur.

Defigken reaktiviteli hallerde ise ayni duyarliktaki so-
nuglarain NRKD tarafindan NBRG'ye oranla daha hizli ilretildigi
bulgulanmaktadar,

Bulgularaimizi ortaya koymak ilzere ITUBilgi Islem Merkezi
IBM 4341 makinalarinda, NRKD ve NBRG'yi dikkate alinabi-
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lecek kosular itibariyle toplam elli kez dolayinda kogtuffumuz

kayda deger olarak zikrolunabilecektir.

AL



Fk - 2

3 8'11k sabit reaktivite girdisine ait sonug¢lar agafida
verilmistir.

Inceleme siiresi: 1 saniye

B 7,5%x107

8x10~2 <!

.,

A
A : 5x10

g,

NBRG'nin sonuglari:

T

0. 10000D-015¢&EC
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0.500000-015¢&C
0.60000D-01SEC
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0.10000D
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0.35000D
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00SEC
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N=
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N(t)
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C.85736473D
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£.2G9678433D
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= 0.45002765D
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= 0.4G814521D

0.67211054D
0.908442970
0.122677520
0.16566501D
0.22371516D
0.30210590D
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0.13566612D
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o1
01
0l
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92
02
02
02
02
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03
03
03
03
03
03
g3
04
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04
04
04
04
04
04
05
05
05
05
05
05
05
06
06
96
06
0%

OO0

L I (I |

c(t)
0.18753738D
0.187606651D
0.18791943D
0.18833943D
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0.18993494D
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0.19321197D
0.19587732D
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0.113212190

0.152249450D
0.204965990
0276155000
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0.16655569D
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0.42000D

= 0.43000D

0.440000D
0.45000D
0.460000
0.47000D

V.48000D

0.49000D
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0.51000D
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