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ONSOZ

Gazlarin global termodinamik o6zellikleri ve yerel yogunluk dagilimi iizerinde
Ozellikle nano Olgekte belirgin hale gelen kuantum 0Olgek etkilerinin modellemesi ve
incelemesi bu tez c¢alismasinin temel amacini olusturmaktadir. Pargacik-duvar
etkilesmelerinin de yerel yogunluk {iizerindeki etkilerinin incelendigi bu ¢alismada
ayrica gazlarin yerel yogunluk dagilimi {izerinde kuantum 6lcek etkilerinin deneysel
dogrulamasi i¢in de bir 6neri getirilmistir.
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Technische Bundesanstalt-Berlin’e, tez calismam esnasinda uluslararas1 konferansa
katilim destegi veren Istanbul Teknik Universitesine ve tez calismam boyunca
yaptig1 yonlendirmeler ve yapici elestirilerinden dolay1 tez izleme komitesi iiyesi
Sayin Dog. Dr. Tugrul Hakioglu’na tesekkiir ederim.
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GAZLARIN TERMODINAMIK DAVRANISINDA KUANTUM OLCEK
ETKILERI

OZET

Ozellikle yar1 iletken teknolojisindeki ilerlemelere paralel olarak gelisen nano
teknoloji buglin mikro ve nano Ol¢ekte mekanik donanimlarin ve sistemlerin
yapimini da olanakli hale getirmistir. Nano 6lgekte mekanik yapilarin tiretilebilir hale
gelmesi ve mikro/nano Olgekte tiirbinler, pompalar, karistiricilar, 1s1 degistiricileri,
valfler vb. donanimlarin gergeklestirilmeye baslamasiyla birlikte bu dlgekte gazlarin
termodinamik &zelliklerinin ne sekilde degistigi, nasil modellenebilecegi, bu
degisimlerden nasil yararlanabilecegi, olast yeni davraniglara dayali yeni
cihazlarin/teknolojilerin nasil gelistirilebilecegi gibi sorular da glindeme gelmeye
baslamistir. Bu ¢ercevede gazlarin termodinamik davranislart iizerinde kuantum
Olcek etkilerinin arastirilmas1 da goreceli olarak yeni ve gilincel bir konuyu
olusturmaktadir. Bu nedenle mikro/nano dlgekte gazlarin termodinamigi konusu yari
iletkenlere gore daha yeni bir calisma alanmmi olusturmakta ve enerji
teknolojilerinden savunma teknolojilerine kadar birgcok alanda uygulama
potansiyelini barindirmaktadir.

Nano Olcekte gazlarin termodinamik ozellikleri makro o6l¢ektekinden farklilik
gosterir. Bu farkliligin nedenlerinden biri olan kuantum o6lgek etkisi; sistemin
karakteristik boyutu (L=V7/4, V:hacim, A:ylizey alan1) yaninda, pargaciklarin termal
de Broglie dalga boyunun (A, ) thmal edilemedigi durumlarda 6nem kazanir. Boyle

bir durumda, parcaciklarin enerji degerlerine iligkin siireklilik yaklagimi da
gecerliligini yitirir ve kesiklilik, sistemin davraniglarinda 6zellikle nano olcekte
belirgin hale gelen kuantum 06lgek etkilerinin ortaya ¢ikmasina yol acar. Kuantum
Olcek etkileri, termodinamik hal fonksiyonlarini sistemin geometri (sekil) ve dlgegine
bagimli hale getirerek, makro dlgekte karsilagilmayan yeni ve ilging davranislara yol
acar. Bunlarin arasinda anizotropik gaz basinci, 6lgek ve geometri farkindan
kaynaklanan gaz difiizyonu, termoelektrik etkilere benzer termodlcek etkilerinin
ortaya ¢ikmasi ve kiitleye bagimli biiyiikliiklerin (extensive quantities) toplanabilirlik
(additivity) 6zelliginin ortadan kalkmasi sayilabilir.

Literatiirde gazlarin termodinamik Ozelliklerinin, gazlarin tutuklandiklar1 domenin
sekil ve Olgegine olan bagimliligi, sadece global ozelliklerle siirli olarak, son
yillarda incelenmeye baslanmistir. Global termodinamik o6zellikler tizerindeki
kuantum o6lgek etkileri ise, Schrodinger denkleminin analitik ¢oziimiiniin miimkiin
olabildigi dikdortgen, silindir ve kiiresel tek bolgeli basit geometriler i¢in incelenmis
olup, bu konudaki ¢alismalar Maxwell-Boltzmann istatistigine uyan klasik ideal
gazlarla siirl bulunmaktadir.

Ote yandan gergek sistemlerde tek bolgeli geometrik yapilar yerine ¢ogunlukla gok
bolgeli geometrik yapilarla karsilasilmaktadir. Hem global termodinamik
ozelliklerdeki sekil ve 6lgek bagimliliginin fiziksel mekanizmalarinin detayli olarak
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anlagilabilmesi i¢in hem de denge dis1 termodinamikte yaygin olarak kullanilan yerel
denge varsayimina dayali modeller icin yerel termodinamik &zelliklerin de
incelenmesi ayrica Onem tasimaktadir. Bunun yani sira, diisiik sicakliklarda
pargaciklarin termal de Broglie dalga boyunun biiyiimesi nedeniyle kuantum o6l¢ek
etkilerinin 6nemi artmakta ve buna bagl olarak calismaya konu olan geometri ve
6lcek bagimlilig: siddetlenmektedir. Diisiik sicaklik kosullarinda 6nemi daha da artan
bu bagimliligin incelenebilmesi i¢cin Maxwell-Boltzmann istatistigi yerine Bose-
Einstein ve Fermi-Dirac istatistiklerine dayanan modellerin kullanilmasi
gerekmektedir.

Bu tez caligmasinin temel amact; nano dlgekte tutuklanmis gazlarin global ve yerel
termodinamik biiytikliikleri iizerinde kuantum 6lgek etkilerinin incelenebilecegi bir
model gelistirerek, termodinamik davramiglar iizerinde bu etkilerin hangi
mekanizmayla ve hangi bliytlikliikte gerceklestigini belirlemektir. Ayrica bu etkilerin,
sicaklik, olcek, sekil vb. kontrol parametreleri ile nasil ve ne kadar degistigini
incelemek de tezin temel amacidir. 105T086 no.lu uluslararas1 bir TUBITAK projesi
kapsaminda gerceklesen bu tez ¢alismasinda elde edilen teorik dngoriilerin deneysel
dogrulamasi i¢in, Physikalisch Technische Bundesanstalt-Berlin (PTB-Berlin) ile
isbirligi cercevesinde bir deney planlanmis olup gereken nano Olgekli yapilar
tiretilmistir.

Bu tez caligmasinda, hal yogunlugu i¢in Weyl varsayimi kullanilarak keyfi bir
domende tutuklanmis klasik ve kuantum gazlarinin serbest enerjisi (Helmholtz)
tizerinde kuantum Olcek etkileri genellestirilerek global termodinamik o6zellikler
tiiretilmistir. Nano Olgekte, gazlarda klasik olarak gozlenmeyen yanal kuvvetlerin
ortaya ciktigi gosterilmistir. Gazlarin yerel yogunluk dagilimi iizerinde kuantum
Olcek etkileri Oncelikle Schrodinger denkleminin analitik ¢oziimlerinin miimkiin
olabildigi dikdortgen, kiire ve silindirik geometrilerde ele alinmustir. Analitik
¢Ozlimiin miimkiin olmadig1 se¢ilmis baz1 geometrilerde tutuklanmis Maxwellian ve
kuantum gazlarmin yerel yogunluk dagilimlar1 sayisal ¢oziimlemelerle incelenmistir.
Gazlarin yerel yogunlugunun termodinamik denge durumunda dahi homojen
olmadig1 ve gaz yogunlugunun domen sinirlarinda sifir degerine gittigi bir kuantum
sinir tabakasinin oldugu gosterilmistir. Gerek yerel yogunluk dagilimi ve gerekse bu
tabakanin kalinlig ile iligkili analitik ifadeler Maxwellian, Fermi ve Bose gazlari i¢in
ayr1 ayri elde edilmistir. Maxwellian ve Bose gazlarindan farkli olarak Fermi gazinin
yogunluk dagiliminda Friedel salinimlarinin olustugu gorilmiistiir. Kuantum sinir
tabakasiin kuantum 6lgek etkilerinin sebebi oldugu ve tiim domenlerde ayni gaz tipi
icin ayn1 kalinlik ifadesine sahip oldugu belirlenmistir. Ayrica parcaciklarla siirlar
arasindaki Lennard-Jones (LJ) tipi etkilesmelerin yerel yogunluk {izerinde yol agtig1
degisimler kuantum Olgek etkileri de goz Oniine alinarak modellenmis ve salt LJ
etkilesmelerinin sonuglar1 ile karsilagtirnilmistir. Elde edilen teorik sonuglarin
deneysel dogrulamasinin yapilabilmesi amaciyla da bir deney Onerisinde
bulunulmustur.
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QUANTUM SIZE EFFECTS IN THE THERMODYNAMIC BEHAVIORS OF
GASES

SUMMARY

Nowadays nano technology, which is developing parallel to the progress in
especially semiconductor technology, makes the production of mechanical systems
and structures in micro/nano scale possible. Along with the production of mechanical
structures in nano scale and realization of the devices like gas turbines, pumps,
mixers, heat exchangers, valves etc., the following questions arise: how the
thermodynamic properties of gases differ in this scale, how it can be modeled, how
one can make use of these differences, how new devices and technologies can be
developed in this scale. As a result, quantum size effects on thermodynamic
behaviors of gases became a new and current research topic. Therefore, the subject of
thermodynamics of gases in micro/nano scale is a new research area in comparison
with the semiconductors and it has many application potentials from energy
technologies to the military defense technologies.

In nano scale, thermodynamic properties of gases differ from those in macro scales.
One of the reasons of this difference is the quantum size effects, which become
important when the thermal de Broglie wavelength of particles ( 4, ) is not negligible

in comparison with the characteristic length of the system (L=V/4, V volume, A
surface area). In such a case, the continuum approximation for the energy
eigenvalues of particles becomes invalid and the discrete nature of energy
eigenvalues causes quantum size effects, which are noticeable in nano scale.
Quantum size effects make the thermodynamic state functions depend on geometry
(shape) and size of the system and it causes some new and interesting behaviors,
which are not observed in macro scale. Some of them are anisotropic gas pressure,
gas diffusion due to size and geometry difference, thermo-size effects like thermo-
electric effects and the vanishing of the additivity property of extensive quantities.

In literature, the dependence of thermodynamic properties of gases on the shape and
size of the confinement domain have recently been examined for the global
properties only. These studies consider rectangular, cylindrical and spherical
geometries with a single domain, for which the analytical solution of the Schrodinger
equation is possible, and they are limited with the classical ideal gases obeying
Maxwell-Boltzmann statistics.

On the other hand, in real systems, generally multi-domain geometric structures are
used instead of single ones. Both to understand the physical mechanism of the shape
and size dependence of global thermodynamic properties in detail and to use the
models based on the local equilibrium assumption, which are often used in non-
equilibrium thermodynamics, it is important to examine also the local
thermodynamic properties. Furthermore, quantum size effects become more
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important at low temperatures due to longer thermal de Broglie wave length of
particles and correspondingly the geometry and size dependence, which is the main
subject of this thesis, becomes stronger. This dependence is more significant at low
temperature conditions and it is necessary to use the models based on Fermi-Dirac
and Bose-Einstein statistics instead of Maxwell-Boltzmann one.

The main objective of this thesis is to develop a model that provides to examine
quantum size effects on the global and local thermodynamic properties of gases
confined in nano scale and to determine the mechanisms and the strength of these
effects. Furthermore, it is also the aim of this thesis to examine the variation of these
effects with the control parameters such as temperature, size, shape etc. For the
verification of the theoretical predictions of this thesis, which is a part of an
international TUBITAK research project with the contract number 105T086, an
experiment has been planned by collaboration with Physikalisch Technische
Bundesanstalt-Berlin (PTB-Berlin) and the required nano structures have already
been produced.

In this thesis, quantum size effects on free energy of classical and quantum gases
confined in a domain of arbitrary shape are generalized by considering Weyl’s
conjecture for density of states and the global thermodynamic properties are derived.
In nano scale, it is shown that gases can have the lateral forces which can not be
classically observed. Quantum size effects on local density of gases are considered
for rectangular, spherical and cylindrical geometries for which the Schrodinger
equation can be solved analytically. Local density distributions of Maxwellian and
quantum gases confined in some special geometry are examined by numerical
solutions. It is shown that local density of gases is not homogenous even at
thermodynamic equilibrium and density goes to zero value within a quantum
boundary layer near to the boundaries. Analytical expressions for both density
distribution and the thickness of this boundary layer are given for Maxwellian, Fermi
and Bose gases. It is seen that there is a Friedel-like oscillations in density of Fermi
gas different than those in Maxwellian and Bose gases. It is determined that the
quantum boundary layer is the origin of quantum size effects and it has the same
thickness for whole domains for the same type of gas. Furthermore, the influence of
Lennard-Jones (LJ) type particle-boundary interactions on the local density is
calculated by considering the quantum size effects and the results are compared with
the results of pure LJ interactions. An experimental setup is suggested to verify the
predictions of the theoretical results.
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1. GIRIiS
1.1. Calismanin Konusu

Yari iletken teknolojisindeki ilerlemelere paralel olarak gelisen nano teknoloji bugiin
mikro ve nano Ol¢ekte mekanik donanimlarin ve sistemlerin yapimini da olanakli
hale getirmistir [1-8]. Milimetreden nanometreye kadar genis bir Olcekte iiretim
amaciyla gesitli yontemler gelistirilmis, farkli uygulama ve malzemeler ele alinmis
ve mikro sistem konusunda birgok calisma yapilmistir. Son yillarda nanometrik
Olcekte tiretilen malzeme ve yapilarda onemli ilerlemeler olmustur. 1982 yilinda
taramal1 tiinel mikroskobunun ve 1986 yilinda atomik kuvvet mikroskobunun icat
edilmesiyle, nano Olcekte bir yiizeyin atomik c¢oziiniirliikkte goriintiillenmesi,
yiizeydeki atom veya molekiillerin toplanmasi, kaydirilmasi, siirliklenmesi miimkiin
olmustur. Giiniimiizde ¢ap1 yaklasik 1 nm olan karbon nano tiipler iiretilebilmektedir.
Hidrojen atomunun ¢apinin 0.1 nm civarinda oldugu diisiiniiliirse, nanoteknolojinin
bugiin gelmis oldugu nokta daha iyi anlasilabilir. Nano yapilar; yeni nesil bilgisayar
teknolojisi, elektronik, fotonik, biyoloji, kimya, tip, haberlesme, askeri uygulamalar

ve benzeri bir¢ok alanda uygulama bulmaktadir [9-17].

29 Aralik 1959 yilinda, California Institute of Technology’de “American Physical
Society” tarafindan diizenlenen bir toplantida, Richard Feynman’in, malzemelerin
tek tek atom ve molekiill boyutunda yeniden diizenlenebilecegi olasiligindan
bahsettigi ve nanobilim ve nanoteknoloji konusunu takdim ettigi “There is a plenty
of room at the bottom™ baslikli konugsmas1 nanoteknoloji fikrinin baslangici olarak
sayllmaktadir [18]. Nanoteknoloji teriminden ilk defa, Tokyo Universitesi
arastirmacilarindan Norio Taniguchi’nin miihendislikte nanometre seviyesinde
malzemelerin tiretilebilecegini 6ngdrdiigli 1974 yilindaki ¢alismasinda bahsedilmistir
[19]. Bugilin ise nanoteknoloji, 2004 yil1 itibariyle tiim diinyada toplam 30
milyar$’lik bir pazara sahip olup, 2015 yili itibariyle bu rakamimn 1 trilyon$’a

ulagsmas1 beklenmektedir [20]. Sadece Amerika Birlesik Devletlerinde 6zel sektor



haricinde hiikiimetin 2008 y1l1 i¢in nanoteknoloji konusundaki arastirmalara yaklasik

1.5 milyar$ ayirmis olmasi bu konunun nemini hakkinda bir fikir vermektedir [21].

Kiiclilen boyutlarla birlikte, bu yeni yapilarin davramislarinin - makroskopik
esdegerlerine gore nasil degistigini inceleme ve anlama konusu, giinlimiiziin 6nemli
bilimsel etkinliklerinden biri olmustur. Bu c¢alismalar; bilinen makroskopik
yaklasimlara dayali modellerin, nano-dl¢ekteki gegerliliklerinin sinanmasint ve
gereken yeni modellerin gelistirilmesini kapsamaktadir. Nano oOlgekte sistemin
Ozelliklerinin, makro Ol¢ege oranla biiyiik farkliliklar gosterdigi bilinmektedir. Bu
farkliliklar, elektronik ozelliklerden optik Ozelliklere, termodinamik 6zelliklerden
transport Ozelliklere kadar uzanmaktadir. Bu Olgekte yiizey etkileri ve kuantum
etkiler 6nemli hale gelmektedir. Nanobilim; bu etkileri ve onlarin malzeme
ozellikleri 1ile fiziksel, kimyasal, biyolojik vb. siiregler {izerindeki tesirlerini
incelemekle ilgili bir bilim dali olup, nanoteknoloji ise malzemenin nano dlcekte
farklilasan yada ortaya ¢ikan yeni 6zelliklerini de kullanarak nano yapilar, cihazlar

ve sistemler tasarlamak, tiretmek, gelistirmek ve uygulamalar yapmaktir.

Yari-iletken teknolojisindeki biiyiik ilerlemeye paralel olarak elektronik ve optik
ozelliklerdeki farkliliklar yogun big¢imde incelenmis ve incelenmeye devam
etmektedir [22-38]. Nano Olgekte mekanik yapilarin iretilebilir hale gelmesi ve
mikro/nano Olgekte tiirbinler, pompalar, karistiricilar, 1s1 degistiricileri, valfler vb.
donanimlarin  gerceklestirilmeye baslanmasiyla birlikte bu 0Ol¢ekte gazlarin
termodinamik Ozelliklerinin ne sekilde degistigi, nasil modellenebilecegi, bu
degisimlerden nasil yararlanabilecegi, olast yeni davraniglara dayali yeni
cihazlarin/teknolojilerin nasil gelistirilebilecegi gibi sorular da glindeme gelmeye
baslamistir. Bu cercevede gazlarin termodinamik davranislar1 {izerinde kuantum
Olcek etkilerinin arastirilmasi1 da goreceli olarak yeni ve gilincel bir konuyu
olusturmaktadir. Bu konuda literatiirde sinirli sayida yayin mevcut olup konu

gelisimini siirdiirmektedir [39-47].

Istatistik fizigin yontemleri, gazlarin termodinamik o&zelliklerinin  dagilim
fonksiyonundan hareketle hesaplanmasini olanakli kilar. Dagilim fonksiyonu, gaz
parcaciklarinin olast mikro durumlar iizerindeki istatistiksel dagilimini temsil eder.
Dagilim fonksiyonundan hareketle mikro durumlar {izerinden toplamlarla ifade

edilen gazin termodinamik hal fonksiyonlarindan biri, genellikle serbest ener;ji,



hesaplanarak sistemin diger tiim termodinamik o6zellikleri bu hal fonksiyonu

cinsinden tanimlar1 kullanilarak elde edilirler.

Termodinamik o6zellikler {izerinde pargaciklarin dalga karakterinin, dolayisiyla
kuantum etkilerin 6nemini belirleyen iki kosuldan s6z edilebilir. Bunlardan biri
parcaciklar arasi ortalama mesafe, d, ile pargaciklarin termal de Broglie dalga boyu,
A, arasindaki biiyiiklik siralamasidir. d >> A, durumunda pargaciklarin dalga
karakterinin dagilim fonksiyonu tizerindeki etkisi 6nemsizdir ve tanecik varsayimina
dayanan Maxwell-Boltzmann (MB) istatistiginden hareketle gazlarin termodinamik
ozelliklerini yliksek bir dogrulukla belirlemek miimkiindiir. Bu kosulun saglanmadigi
durumda ise, pargaciklarin dalga karakteri 6nem kazanir ve dalga fonksiyonunun
simetrik yada anti-simetrik olmasina bagli olarak sirasiyla Bose-Einstein (BE) ve
Fermi-Dirac (FD) istatistikleri gecerli olur. Bu istatistikler ve bunlara dayanarak elde

edilen termodinamik ozellikler d >> A, kosulunda MB istatistigi ve onun

termodinamik 6zellikler i¢in 6ngordiigii ifadelere yakinsarlar.

Parcaciklarin dalga karakterinin termodinamik Ozellikler {izerindeki Onemini
belirleyen diger bir kosul ise gazin tutuklandigi domenin hacminin yilizey alanina

oraniyla belirlenen karakteristik boyutu, L=V/A4, ile A, arasindaki siralamadir.
L >> A, durumunda; parcaciklarin ardisik enerji seviyeleri arasindaki fark termal
enerjilerine (k,7T ) kiyasla ¢ok kiigiik oldugundan termodinamik hal fonksiyonlarimnin

hesaplanmasi1 sirasinda siireklilik yaklasimi yapilir ve toplam ifadeler integral
ifadeler ile yer degistirilerek hesaplanir. Tersi durumda ise integral ifadeler
toplamlari yeterli dogrulukla temsil edemezler. Bu durumda toplam ifadelerini daha
dogru bir yontemle hesaplamak gerekir. Bu tiir bir yontemle yapilan hesaplamalar,
integral ifadelerine A,A/V ile orantili bir diizeltme getirir. Makro sistemlerde
A, A/V — 0 oldugundan bu diizeltme 6nemsizken mikro ve nano sistemlerde énem
kazanir. S6z konusu diizeltmeler, A,/L ile orantili olup gerek sistemin Slgegine
gerek Planck sabitine bagli olmasi nedeniyle kuantum-6l¢ek etkilerini temsil eder.
Mikro/nano 6lgekte tutuklanmis gazlarin termodinamik 6zelliklerinde onemi artan
kuantum 06lcek etkileri; gercekte sonlu boyuta sahip bir domende, Heisenberg
belirsizlik ilkesi geregince, parcaciklarin momentum bilesenlerinden higbirinin sifir

degerini alamamasindan kaynaklanmaktadir.



Kiigiik olgekli sistemlerde belirgin hale gelen kuantum Olgek etkileri, sistemin
termodinamik 6zelliklerini sekil ve Olgcege bagimhi kilar. Bu bagimlilik; 6zellikle
nano Olcekte gdzlenebilen yeni ve ilging davranislarin ortaya ¢ikmasina yol agar.
Bunlar arasinda anizotropik gaz basinci, 6lgek ve geometri farkindan kaynaklanan
gaz diflizyonu, termoelektrik etkilere benzer termodlcek etkilerinin ortaya ¢ikmasi ve
kiitleye bagimlhi biiyiikliiklerin (extensive quantities) toplanabilirlik (additivity)
Ozelliginin ortadan kalkmasi sayilabilir [43, 45].

Bu tez ¢alismasinin temel amaci; nano 6l¢ekte tutuklanmis gazlarin global ve yerel
termodinamik biiyiikliikleri lizerinde kuantum o6lgek etkilerinin incelenebilecegi bir
model gelistirerek, termodinamik davraniglar iizerinde bu etkilerin hangi
mekanizmayla ve hangi bliylikliikte gerceklestigini belirlemektir. Ayrica bu etkilerin,
sicaklik, Olcek, sekil vb. kontrol parametreleri ile nasil ve ne kadar degistigini

incelemek de tezin temel amacidir.

1.2. Literatiirde Tez Konusu ile ilgili Yapilmis Calismalar

Sonlu domende tutuklanmis gazlarin global termodinamik 6zelliklerinin domenin
sekil ve Olgegine olan bagimliligi, nano teknolojideki gelismelere paralel olarak
Ozellikle son yillarda incelenmeye baslanan bir konuyu olusturmaktadir. Molina
1996 yilindaki ¢alismasinda sonlu 6lgekte bir kap igersindeki ideal Maxwellian gazin
global termodinamik ozelliklerini incelemistir [39]. Gutierrez ve Yanez bir ters
problem olarak; sonlu 6lgekli bir kapta tutuklanmis ideal bir gazin termodinamik
ozelliklerinden giderek kabin seklinin kestirilip kestirilemeyecegini sorusuna cevap
aramislar ve farkli sekle sahip isospektral domenlerin olabilecegini gostermislerdir
[40]. Pathria 1998 yilindaki ¢alismasinda ise sonlu-6l¢ek etkileri altindaki 1-boyutlu
ideal Bose gazinda Bose-Einstein yogusmasini ele almistir [41]. Dai ve Xie, 2003
yilinda yayinladiklar1 ¢calismalarinda 2-boyutlu sonlu bir uzayda ve 3-boyutlu sabit
kesitli uzun bir tiip icersinde tutuklanmig ideal gazlarin global termodinamik
ozellikleri iizerinde sinirlarin ve domende bulunan deliklerin etkisini incelemistir
[42]. Sisman ve Miiller dikdértgen domende tutuklanmis ideal Maxwellian gazlarin
global termodinamik 6zellikleri lizerinde kuantum o6l¢ek etkilerini ele almiglar ve
ideal gazlarda dahi basincin skaler bir biiyiikliik yerine tensdrel bir biiyiikliige
doniistiiglinii ve anizometrik bir dikdortgende gaz basincinin anizotropik olacagini,

Olcek farkinin diflizyon igin siiriicii bir kuvvet olacagini ve termoelektrik etkilere



benzer termodlgek etkilerinin ortaya ¢ikacagini gostermislerdir [43]. Yine Dai ve Xie
sonlu uzayda ideal gazlarin global termodinamik O6zellikleri iizerinde geometrinin
etkilerini 2004 yilindaki ¢alismalarinda ele almislardir [44]. Sisman tarafindan 2004
yilinda yaymlanan bir diger c¢alismada ise, kiiresel ve silindirik domenlerde
tutuklanmis Maxwellian ideal gazlarin global termodinamik 6zelliklerini tiireterek
serbest enerjide kuantum 6lgek etkilerini temsil eden terimin dikdortgen, silindir ve
kiire i¢in ortak bir formda oldugu gosterilmistir [45]. Ideal gazlarda kuantum yiizey
gerilimi ve yol agtig1 yanal kuvvetler 2005 yilindaki bir ¢alismada Sisman ve dig.
tarafindan ele alinmistir [46]. Dirichlet ve Neumann sinir kosullari i¢in Fermi ve
Bose gazlarinin global termodinamik 6zellikleri {izerinde domen sinirlarinin etkileri

arasindaki fark, Pang vd. tarafindan 2006 yilindaki bir ¢alisamada ele alinmistir [47].

1.3. Tezin Amaci

Yukarida 6zetlenen literatlirde yer alan sinirli sayidaki bu caligmalarda; gazlarin
sadece global termodinamik 6zellikleri ele almmustir. Ote yandan gerek yerel denge
varsayimina dayanan denge-dis1 termodinamik modeller i¢in gerekse global
termodinamik ozelliklerde sekil ve Olgek bagimliliginin fiziksel mekanizmalarinin
anlasilabilmesi i¢in yerel termodinamik 6zelliklerin incelenmesi de ayr1 bir dnem
tagimaktadir. Termodinamik 6zelliklerin sekil ve 6l¢ege bagimliligr sadece kuantum
Olcek etkilerinden kaynaklanmayip ayni zamanda domen sinirlarina yakin
parcaciklarin domen sinirlart ile etkilesmesi sonucu da ortaya cikabilir. Gerek
kuantum Olgek etkileri gerekse bu tiir bir etkilesme yerel yogunluk dagilimini
degistirebilir. Dikdortgen bir domende tutuklanmis ideal Maxwellian bir gazin yerel
yogunluk dagilimi kuantum o6lgek etkileri gz oniline alinarak incelenmis ve klasik
beklentilerin aksine domen sinirlarina yakin bolgelerde homojenligin bozuldugu ve
gaz yogunlugunun sinirlara yaklastikca azalarak sifira gittigi bir sinir tabakanin var
oldugu gosterilmistir [48]. Tez sahibinin de i¢inde yer almis oldugu s6z konusu

calismanin baslangici, bu tez ¢aligmasina konu olan problemleri giindeme getirmistir.

Bu ¢ergevede bu tez ¢alismasinin temel amaci; gerek kuantum 6l¢ek etkileri gerekse
parcacik-duvar etkilesmeleri nedeniyle gazlarin yerel yogunluk dagilimi iizerinde
olusabilecek degisimleri modelleyerek karsilastirmali olarak incelemek ve kuantum
Olcek etkilerinin gazlarin yerel yogunluk dagilimi iizerinde Ongoriilen etkilerini

deneysel olarak dogrulama i¢in bir Oneri getirmektir. Bu ¢alisma sirasinda ayrica



gazlarin global termodinamik o6zellikleri {izerinde kuantum o6l¢ek etkilerini keyfi
sekilli sonlu domenler i¢in genellestirilmis olarak ifade eden bir model de verilmistir.
105T086 no.lu uluslararas1 bir TUBITAK projesi kapsaminda gerceklesen bu tez
caligmasinda elde edilen teorik ongoriilerin deneysel dogrulamasi i¢in, Physikalisch
Technische Bundesanstalt-Berlin (PTB-Berlin) ile igbirligi ¢cercevesinde bir deney de

planlanmis olup gereken nano 6lcekli yapilar tiretilmistir.

1.4. Boliimlere Gore Tezin Icerigi

Boliim 2’de, istatistik termodinamikte gazlarin global termodinamik 6zelliklerinin
tiretimi, kuantum Olgek etkilerinin kokeni ve bazi sonuglari, pargacik-duvar
etkilesmelerinin dogast ve modellenmesi ile ilgili konularda temel kavramlar
verilmistir. Boliim 3’{in ilk kisminda (3.1), kuantum 6lgek etkileri géz oniine alinarak
Fermi ve Bose gazlarinin global termodinamik 6zellikleri keyfi sekilli bir domen ig¢in
analitik olarak tiiretilmis ve sonrasinda klasik (Maxwellian) ve dejenere limitlerdeki
durumu ele alinmustir. ikinci kisimda (3.2) ise yerel yogunluk dagilimi dikddrtgen
domende tutuklanmis Maxwellian gazlar i¢in anlatildiktan ve kuantum sinir tabakasi
ile yanal kuvvetlerin varlig1i gosterildikten sonra yerel yogunlugun kiiresel ve
silindirik domenlerdeki analitik ifadeleri tiiretilerek incelenmistir. Her {i¢ geometride
de kuantum smir tabakasinin kalinliginin ayni oldugu gosterildikten sonra yerel
yogunlugun ve kuantum sinir tabakasinin durumu daha farkli geometriler ve
nihayetinde diizensiz geometriler i¢in sayisal olarak incelenmistir. Dikdortgen
geometride tutuklanmis Fermi ve Bose gazlart icin yerel yogunluk ifadeleri
tiiretilerek incelenmis ve dejenere durumlar i¢in analitik ifadeler verilmistir. Boliim 3
igerisinde son olarak diizensiz ve keyfi geometrilerde Fermi ve Bose gazinin yerel
yogunluk dagilimi sayisal yolla hesaplanarak incelenmistir. B6liim 4’de hem klasik
hem kuantum gazlarinda sadece pargacik-duvar etkilesmesinden kaynaklanan 6lgek
etkisinin yerel yogunluk {izerinde yol actigi degisim modellenmis ve bu degisim
tizerinde kuantum 6lgek etkileri incelenmistir. Boliim 5’de kuantum sinir tabakasinin
deneysel dogrulamasi i¢in bir Oneri getirilmistir. Son olarak Boliim 6’da ise, elde

edilen sonuglar lizerine tartisma ve Oneriler sunulmaktadir.



2. KONUYA ILiSKiN TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez konusuyla ilgili konularda bazi temel bilgilere yer verilmistir. Bu
cercevede gazlarin global termodinamik o6zelliklerinin istatistik termodinamigin
yontemleri ile nasil elde edildigi ve nano Olgekte belirginlesen kuantum o6lgek
etkilerinin nereden kaynaklandig1 ve neden oldugu farkliliklar Maxwellian ideal bir
gaz Ornegi lizerinde tartigilmistir. Bunun yani sira, tez igerisinde pargacik-duvar

etkilesmelerini ele alirken kullanilan modeller hakkinda temel bilgiler sunulmustur.

2.1. ideal Gazlarin Global Termodinamik Ozelliklerinin Tiiretimi, Kuantum

Ol¢ek Etkilerinin Kokeni ve Bazi Sonuclar:

Nano oOl¢ekte gazlarin termodinamik o6zelliklerinin makro Olgektekine oranla
farklilagsmasinin nedenlerinden biri kuantum 6lgek etkisidir. Bu 6l¢ekte parcaciklarin
termal de Broglie dalgaboyu sistemin karakteristik boyutu ile (L=V/A4)
karsilastirilabilir oldugundan, gaz atomlarinin dalga karakteri 6nem kazanarak
kuantum 6l¢ek etkilerine sebep olur. Kuantum 6lgek etkileri nedeniyle termodinamik
hal fonksiyonu, gazin i¢inde bulundugu boélgenin sekline ve boyutuna bagl hale gelir
[39, 41-46].

Kuantum o6l¢ek etkilerinin nereden kaynaklandigin1 gosterebilmek amaciyla,
boyutlar1 Ly, L,, L. olan bir dikdértgen kutu igerisinde tutuklanmis tek-atomlu ideal

Maxwellian gazin termodinamik 6zelliklerinin tiiretimi ele alinmistir [43].
Dikdortgen bir kutuda tutuklanmis ideal Maxwellian gazlar i¢in pargacik sayisi

asagidaki ifade ile verilir [49]:
N — e#/khTze—gr/ka . (21)
Bu ifadede, ¢ kimyasal potansiyel, &, » kuantum halinde bulunan gaz pargaciginin

enerjisi, k, Boltzmann sabiti, T sicakliktir. Denklem (2.1) asagidaki sekilde yeniden

yazilabilir,



N =t . (2.2)
Bu ifadede

A= pulk,T (2.3)
ve {tek pargacik boliisiim fonksiyonu olup asagidaki ifade ile verilir:

é’ — ze*"l'r/ka . (24)

Enerji, basing, entropi gibi bircok termodinamik o6zellik termodinamik hal
fonksiyonlarindan hareketle elde edilebilir. Burada termodinamik hal fonksiyonu
olarak serbest enerji seg¢ilmistir. Sistemin serbest enerjisinin hesaplanmasi diger
termodinamik 6zelliklerin hesaplanmast igin yeterlidir. Ideal Maxwellian gazlar icin

serbest enerji ifadesi asagidaki gibi verilir [50]:
F = Nu—Nk,T. (2.5)

Denklem (2.2) ve (2.3) goz oniine alindiginda, (2.5) ifadesi asagidaki gibi yeniden

diizenlenebilir:
F= —Nka{ln(%j + 1} ) (2.6)

Serbest enerjinin hesaplanabilmesi i¢in pargaciklarin &, enerji 6zdegerlerinin

bilinmesi ve bu Ozdegerler {izerinden toplam olarak ifade edilen boliisiim
fonksiyonunun hesaplanmasi gerekmektedir. Boylece termodinamik ozelliklerin
hesaplanmas1 serbest enerjinin bilinmesine, serbest enerjinin bilinmesi ise
parcaciklarin enerji 6zdeger spektrumunun bilinmesi ve (2.4) ile verilen sonsuz

toplam ifadesinin hesaplanmasina baglhdir.

Enerji 6zdegerleri Schrodinger dalga denkleminin ¢ézlimiinden elde edilir. Diizgiin
(dikdortgen, silindir ve kiire gibi) geometrili sonlu bir domende tutuklanmis bir gaz
icin, tek parcacik enerji Ozdegerleri, domenin sinir sartlarina bagli olarak
belirlenebilmektedir. Boyutlar, L., L, ve L. olan dikdortgen bir kutu igerisinde
tutuklanmis tek atomlu bir gaz parcacigl i¢in zamandan bagimsiz Schrédinger

denklemi asagidaki gibidir [51]:



h—zvzl//(x)+ ey(x)=0. (2.7)
2m

Burada m pargacigin kiitlesi, ¢ par¢acigin enerjisi, 7 =h/27z indirgenmis Planck

sabiti, ¢ ise & degerine karsilik gelen Ozfonksiyondur. Bu ifade diizenlenerek

asagidaki gibi Helmholtz dalga denklemi formunda yeniden yazilabilir,
Vi (x)+ & (x)=0. (2.8)
Bu ifadede x dalga sayisi ile enerji arasindaki iliski asagidaki ifade ile verilir:

k=~2me/n. (2.9)

Ozfonksiyonun mutlak degerinin (modiiliiniin) karesi parcacigmn o noktada bulunma
olasilik yogunlugunu verdiginden parcaciklarin domen sinirlarindan igeriye girme
olasiligt bulunmadigi varsayilarak Schrodinger denkleminin ¢oéziimii igin sinir

sartlar1 asagidaki gibi yazilabilir:

w(0,7.2)=y(L,,y,2)=0 (2.10)
w(x,0,2)=wl(x,L,,2)=0 (2.11)
w(x,3.0)=w(x,y,L.)=0. (2.12)

Helyum gazi1 géz oniine alindiginda, helyum atomlarinin yiizeylerden sagilmasina
iliskin deneyler gaz parcaciginin kati malzemeden yapilmis bir domenin sinirlarina
niifuz etme olasiliginin neredeyse hi¢ olmadigini1 géstermistir [52-53]. Bu nedenle de
He atomlar kati1 yiizeylerin incelenmesinde sik¢a kullanilan ideal parcaciklardan biri
olarak ele alinmaktadir. Bu c¢ergcevede (2.10)-(2.12) sinir sartlar1 olduk¢a gercekei

siir sartlaridir. Schrodinger denklemi ¢oziilerek, 6zfonksiyonlar,

v ()= X, (1)2,(:) = { \E sin(%iﬂ{ \E sin[% ]ﬂ{ \E sin[%ikﬂ @.13)

ve 0zdegerler,



k (2.14)

olarak elde edilir.

Buradan, dalga sayisinin karesi agsagidaki gibi yazilabilir:

. 2 . 2 2
K'Z:Kf-i-Kj-l—K‘Zz:K;k:ﬂz (LLJ +[LL] 4{%] (2.15)

X y z

Bu ifadede i, j, &= 1,2,3,... kuantum hal degiskenleri olarak adlandirilir. Denklem

(2.9)’dan yararlanarak enerji 6zdegerleri asagidaki sekilde ifade edilir:

Rl(iY (i) (kY
g =6, =—||—| +| L |+ = (2.16)
" 8m|\ L, L, L.

Bu ifadede 4, Planck sabitidir. Denklem (2.16) parcacigin enerji 6zdegerlerinin

stirekli degil 7, j ve k sayilari ile verilen kesikli degerleri aldigini gosterir.

Denklem (2.16)’dan hareket ederek, denklem (2.4)’de gorillen ¢, /k,T ifadesi

asagidaki sekilde verilebilir:

’ hz N2 \? k 2
kng Tk - 8mik, T [(LLJ J{LLJ J{L_J (@i +la F +akf .
b b b x

Bu ifadede,

a,=L(T)/L, (2.18)
a,=L(T)/L, (2.19)
a. =L (T)/L, (2.20)

boyutsuz ters dlgek katsayilart olup, L. ise parcaciklarin en olasi de Broglie dalga

boyunun yaris1 olup parcaciklarin termal dalga boyu

Ay = h/\J27omk, T (2.21)
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cinsinden agagidaki gibi ifade edilir,
T)=~71,/2. (2.22)

(2.17) ifadesini denklem (2.4)’de yerine koyarsak asagidaki ifadeye ulasilir,

00 00 00

¢ =33 S expl{@if +(a,if +(a.r) ] (223)

k=1 j=1i=1

veya
- Seok-twr ]| Sewob- (o] Sewnb- @] @29

Boylece (2.24) ile boliisiim fonksiyonu hesaplandiginda, 4 kimyasal potansiyeli
denklem (2.1)’den elde edilerek serbest enerji, F, denklem (2.6)’dan hesaplanir.

Serbest enerjiden hareketle de, sistemin diger biitiin termodinamik biiyiikliikleri elde

edilebilir.

(2.24) ifadesindeki toplamlarin hesaplanabilmesi ic¢in o, o, ve « ile verilen
boyutsuz ters Olgek katsayilari ile ilgili bir analiz yapilmalidir. Ornek olarak,

boyutlar1 L,=L,=L.=L=1 cm olan dikdortgen bir kutuda tutuklanmis ve sicaklig
7=300 K olan ,He" gaz1 icin «, =a,=a, =1L, (T)/L =4.5%x10" <<1 olacaktir.

Ters olgek katsayilarinin ¢ok kiigiik olmasindan dolayi, denklem (2.24)’de verilmis
olan toplam icersindeki ifadenin toplam indisi ile ¢ok yavas degismesini gz Oniine
alarak enerji 6zdegerlerini siirekli varsaymak ve sonsuz seri toplamlar yerine integral
ifadeler yazmak miimkiin olacaktir. Ancak, kutunun boyutlarindan sadece biri bile
mikron ya da mikron alti mertebelerde oldugu zaman, siireklilik yaklagiminin
sonuglarindan belirgin sapmalar meydana gelir. Bu nedenle nanoskopik kosullarda,
sonsuz toplamlarin daha hassas hesaplanmasi zorunludur. Sonsuz toplam1 daha dogru

hesaplamak i¢in bir yol, Poisson toplama formiiliinii kullanmaktir [54].

Simetrik bir f (z) fonksiyonu i¢in, Poisson toplama formiilii agagidaki gibi yeniden

diizenlenerek verilebilir.

if(i)z Tf(i iT cos 271:sz (2.25)
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Burada, esitligin sag tarafindaki ilk terim, siireklilik yaklasimina dayanan integral
terimidir. Makro sistemler i¢in ihmal edilebilecek ikinci terim ise, sifir diizeltme
terimidir. Katkis1 sifir diizeltme teriminden c¢ok daha az oldugu i¢in hemen her

zaman ihmal edilebilecek olan tigiincii terim ise, kesiklilik diizeltmesi terimidir.

Denklem (2.24) ile verilen boliisim fonksiyonunun carpanlari benzer ifadeler
oldugundan, denklem (2.25) ile verilen Poisson toplama formiiliinii sadece bir ¢arpan
icin kullanarak boéliisim fonksiyonunu belirlemek miimkiin olacaktir. Benzer

carpanlardan biri i¢in asagidaki sonug elde edilir:

o0 00

2
;exp[— (axi)z]—i%+a—f;exp[(§cj ] (2.26)
Gazlarin termodinamik Ozelliklerinde kuantum o6lgek etkilerinin arastirilmasi s6z
konusu oldugunda, en giiclii aday helyum gazi olmaktadir. Ciinkii helyumun de
Broglie dalga boyu, aym1 sicakliktaki diger gazlarla kiyaslandiginda biiyiik olup hem
kendi aralarindaki etkilesmeler hem de duvarlarla etkilesmeleri agisindan en zayif
etkilesmeye sahiptir [55,56]. Boylelikle etkilesmelerin kuantum 6lgek etkilerini
perdeleme olasilig1 en aza inerken, biiyiik dalga boyu nedeniyle de, gazlar igerisinde
olas1 en kuvvetli 6lgek etkisini helyum gdstermektedir. Ideal tek atomlu gaz igin iyi

bir aday olan helyum atomlarinin farkli sicakliklardaki L.(7) degerleri Tablo-2.1°de

verilmigtir.

Tablo 2.1: 2He4 ve 2He3 atomu i¢in farkli sicakliklarda L. degerleri.

T (K) ,He* i¢in L. (nm) ,He’ i¢in L. (nm)
3 0.45 0.52
30 0.14 0.16
300 0.045 0.052

Hidrojen atomunun Bohr yaricapiin yaklasik olarak 0.05 nm oldugu diisiiniiliirse;
nanoteknoloji ile iiretilebilecek bir yapi igin hemen her durumda o, = L (T)/L, <<1
oldugu varsayilabilir. Denklem (2.26)’da verilen ifadede «,=0.5 olarak alinsa dahi,

hacimsel terim olan ilk terimin degeri 1.77, sifir diizeltme terimi olan ikinci terimin

degeri 0.5 ve kesiklilik diizeltme terimi olan {igiincii terimin degeri ise 1.27x107"
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olmaktadir. Bu durumda kesiklilik diizeltmesi teriminin katkisi, ikinci terimin

yaninda kolayca ihmal edilebilir.

Buna gore denklem (2.26) ile verilen ifade, asagidaki bicimde yeniden yazilabilir:

& \2 T 1
expl- (i) |= ———. 2.27
Sexpl- o) [~ 37~ @.27)
Denklem (2.27)’den hareketle, denklem (2.24) ile verilen boliisiim fonksiyonu,

{on,0,.3<<1 oldugu hatirlanarak ve ¢’larin yiiksek dereceden terimleri ihmal

edilerek asagidaki bicimde elde edilir:

= (2.28)
8, a,

72 [1 a, +a, +az}

Jr

Denklem (2.18), (2.19) ve (2.20)’den yararlanarak (2.28) ifadesi asagidaki gibi

yeniden yazilabilir:

’ 2y |:1_ LC(T)(L+L+L]:|_ (2.29)

80| Jz \L, L, L

X y z

Bu ifadede V, domenin hacmidir. Bu ifade denklem (2.6)’da kullanilirsa, sistemin

serbest enerjisi asagidaki bigimde elde edilmis olur:

__ AN L@, 1 1
F = Nka{ln(SNLi(T)jnLln(l in (Lx + L + I Djtl} (2.30)

Denklem (2.30)’da, koseli parantez igindeki ikinci terimi x<<I igin ln(l—x)z —X

yaklasimi yapilarak serbest enerji ifadesi asagidaki bigimde yeniden yazilabilir:

32
F =—Nk,T| In ”—3V +1 +NkaL"(T) I i (2.31)
SNL(T) o \L, L, L

X y z

Bu ifade, daha 6zlii bir formda asagidaki gibi de yazilabilir:
F=fy(n,,TW + f,(n,,T)4 (2.32)

burada n.~=N/V, klasik gaz yogunlugu olup, fy ve f ise
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n

cl

fy(n,T)==n k,T {ln(n—qj + 1} (2.33)

A
fA(ncl’T): ”czkaTT (2.34)

seklinde tanimlanir. Denklem (2.33)’de n, = 1/ 2. olup kuantum yogunluk olarak da

adlandirilir. Verilen bir sicaklik ve yogunluk i¢in, (2.32) ifadesindeki ilk terim
hacimle orantili klasik (bulk) serbest enerjiyi, ikinci terim ise kuantum O&lgek
etkilerinin neden oldugu yiizeyle orantil1 serbest yiizey enerjisini temsil eder. Ikinci
terim; pargaciklarin de Broglie dalga boyuna ve domenin yiizey alanina bagli olmasi
nedeniyle kuantum yiizey enerjisi olarak da adlandirilir [45]. Ayrica, fy klasik serbest
enerji yogunlugu, f; ise kuantum yiizey enerjisi yogunlugu ya da kuantum yiizey
gerilimi olarak adlandirilabilir. Buna gore klasik yiizey enerjisi ' ve kuantum ylizey

enerjisi F4 sirasiyla asagidaki gibi yazilir:

F = —nc,ka{ln(”—qj T 1}1/ (2.35)
ncl
/’LT
Fy=n T 4. (2.36)

Sistemin klasik serbest enerjisine kiyasla kuantum yiizey enerjisinin Onemini
belirleyen (2.36) min (2.35)’¢ oran1 A, A4/V ile orantili olup makro sistemlerde 4/V

oraninin ¢ok kii¢iik olmasi sebebiyle kuantum yiizey enerjisi ihmal edilebilirken

mikro/nano 6lgekli sistemlerde 6nemli hale gelmektedir.

Kuantum yiizey enerjisinin neden oldugu ylizey geriliminin biiyiikliigii hakkinda bir
fikir vermesi agisindan sivi ,He"iin klasik yiizey gerilimi ile kuantum yiizey
gerilimini kiyaslamak yararl olacaktir. 300 K sicaklik ve 10° Pa basing kosullarinda
JHe' gazi, L(7)=0.045 nm, i¢in kuantum yiizey gerilimi f(n.,7)=1.3x10° Nm™
degerinde iken sivi ;He" igin klasik yiizey gerilimi 3.7x10* Nm™ degerine sahiptir
[45]. Klasik ylizey gerilimi i¢in verilen degerin bir sivi i¢in verilmis oldugu goz
Oniine alinirsa, helyum gazi i¢in verilen kuantum yiizey geriliminin mertebesi daha

1yi anlasilacaktir.
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Kuantum 6l¢ek etkisi géz oniine alindiginda, nano 6l¢ekli sistemlerde termodinamik

ozelliklerin, makro ol¢cekteki Ozelliklerden oldukca farkli oldugu anlasilmaktadir.

Denklem (2.31) kullanilarak, dikdortgen bir domende tutuklanmis ideal Maxwellian

gaz i¢in bazi termodinamik 6zelliklerin ifadesi, Tablo 2.2°de verilmistir.

Tablo 2.2: Dikdortgen bir domende tutuklanmis ideal Maxwell gazinin bazi

termodinamik ozellikleri.

Klasik terim

Kuantum olgek etkisi ile gelen diizeltme

3/2
F =Nk | -2 |41
SNL(T)

3/2
S:—(GF]:Nkh 2 | 2
or 2 8n,,L*(T)

clc

)

E=F+TS=%Nka

oF z¥?
=|— |==kTIn

Dikdortgen, silindirik ve kiiresel domenlerde tutuklanmis ideal Maxwellian gazin

global termodinamik Ozellikleri iizerinde kuantum ylizey enerjisinin etkileri

literatiirde incelenmistir [43,45,46]. Kuantum ylizey enerjisinin bir sonucu olarak,

sistemin termodinamik Ozellikleri, domenin Olgek ve sekline de bagli hale

gelmektedir. Asagida kuantum yiizey enerjisinin bazi1 dogal sonuglar1 verilmektedir.

Boyutlar1 birbirinden farkli ve L., L, ve L. olan dikdortgen bir kutudaki ideal

Maxwellian gazinin basing ifadesi kuantum yiizey enerjisi etkisiyle asagidaki gibi

olur:

L(T)

Jr

1
Pxx = I’lclka‘i‘l’lClka L_

— q
_Pcl +Pxx

(2.37)
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LC(T)i:PZ + P (2.38)

\/; Ly c y

P, =n,k,T+n,k,T

P, =n,k,T + ”clkaML =L, +P.. (2.39)

Jr L,

Burada P.;=nk;,T olup klasik basinci temsil ederken, Px‘fc, Py‘; ve P!

7, 1se sirastyla x-,
y- ve z-dogrultularinda kuantum yiizey enerjisi nedeniyle olusan basing
anizotropilerini temsil eder. Bdylece makro Ol¢ekteki durumun tersine, Olgek
etkilerinin 6nemli oldugu nano boyutlarda basincin skaler bir biiyiiklilk olmaktan
cikarak tensorel bir biiyiikliige doniistiigli ve domen geometrisindeki anizometrinin

: : 1 1 1
basingta anizotropiye, P, # P, # P,

>, neden oldugu ve basingtaki bu anizotropinin
de domenin ilgili dogrultularindaki boyutlariyla ters orantili oldugu anlagilmaktadir.

Basing anizotropisinin biyiikliigli hakkinda bir fikir verebilmek ig¢in boyutlar

L =100 nm, L, >>L_ ve L, >>L,  olan bir kutuda, P.=10° Pa ve T=300 K
sartlarinda tutuklanmis ,He" gaz1 ele alinirsa x-dogrultusunda olusan basing

anizotropisi AP, =P —-P =P —P_ =P, -P,~23 Paolarak bulunur.

Kuantum 6lgek etkisinin bir baska sonucu ise, 6lgek bagimli difiizyondur. Hacmi V,

sicakligr 7 olan ideal Maxwellian gazla dolu dikdortgen bir kutu, farkli hacimler
olusturacak bicimde gecgirgen bir duvarla x-dogrultusunda, / ve II bolgelerine
ayrilmis olsun. Termodinamik denge kosullarinda, her iki bdlgede bulunan gazin
sicakliklar1 ve kimyasal potansiyelleri esittir. Buna gore, her iki bolgedeki kimyasal

potansiyel ifadesi sirasiyla asagidaki gibi olacaktir:

7 L)1 1 1
=, Tln| ——— |+ k,T ==L — 4 — 4 — 2.40
Hr=h (Snj,Li(T)J "o (L L, L (2.40)
¥’ L1 1 1
= —k,TIn| ———— |+, T ==L — 4 —+— |. 2.41
=% n(8ngLi(T)j T (L L 241

Kimyasal potansiyellerin esitligi yazilirsa, her iki bodlgede bulunan gazin

termodinamik denge durumunda yogunluk orani i¢in agagidaki ifade elde edilir:
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Buna gore nano 6lgekte, sistem termodinamik dengede oldugu halde, /7 bolgesindeki
gaz yogunlugunun, [ bolgesindeki gaz yogunlugundan daha biiyiikk oldugu
anlasilmaktadir. Boyle bir durumda, eger / bolgesine disaridan pargacik ekleyerek

n!, yogunlugunu n’ yogunluguna esit olmaya zorlarsak, gegirgen duvardan siirekli
bir diflizyon meydana gelecektir. (2.42) ifadesi ile verilen yogunluk oranlar
pargacigin Kkiitlesinin karekokii ile ters orantili olan L, (T ) degerine bagh

oldugundan, farkli parcacik kiitleleri i¢in farkli olacaktir. Boylece Olgcek bagiml

difiizyon yardimiyla, izotop zenginlestirmesinin miimkiin olabilecegi 6ngoriilebilir.

Kuantum o6lcek etkisinin bir diger dogal sonucu da, toplanabilirlik prensibinin
kaybidir. Boyutlar1 Sekil 2.1°de verilmis olan ve ideal Maxwellian gazla dolu 7, /1 ve
III kutularmin geometrik hacimleri V, =V, =V,,/2=V, kutulardaki pargacik

sayllaut N, =N, =N, /2=N, gazlarm yogunluklan n! =n! =n'' =n_, ve

sicakliklart 7, =7, =T, =T olsun.

flin [—— > |1

L L 2L

E ] I

Sekil 2.1 : Olgek etkileri altinda toplanabilirlik dzelliginin sorgulanmast.
Klasik  termodinamikte toplanabilirlik  prensibi  geregi, Ornegin enerji,
EL+E" =E" ve entropi, S/ +S" =5" olurken, 6lgek etkileri gbz Oniine
alindiginda, madde miktarina bagimli termodinamik biiyiikliiklerde toplanabilirlik

0zelliginin bozuldugu asagidaki ifadelerden goriilmektedir.

I m_ Nka Lc(T)L ar _ Nka Lc(T)L
E!+E! _2{—(—\/; LXH>E" == ( j (2.43)

2 Jr L,

17



S; +S;’ = 2{—%(%%]} < S;” = —NTIQ’(%LLJ (2.44)
Burada verilen oOrneklerden hareketle, nano boyutta gazlarin termodinamik hal
fonksiyonlarinin sadece sicaklik ve yogunluk gibi iki kontrol parametresine degil
ayn1 zamanda 6l¢ek ve geometriye de bagl oldugu ve boylece dlgek ve geometrinin
hal fonksiyonlar1 iizerinde iki yeni kontrol parametresi olarak karsimiza ¢iktigi

anlagilmaktadir.

2.2. Parcaciklararasi Etkilesme Potansiyelleri

Molekiiller aras1 etkilesmenin, uzak mesafelerden ¢ekici yakin mesafelerden ise itici
oldugu bilinen bir konudur. Iki kiiresel, kutupsal olmayan (non-polar) molekiil
arasindaki etkilesme kuvveti, 3, aralarindaki mesafenin bir fonksiyonudur. Bir ¢ok
durumda etkilesme kuvveti yerine etkilesme potansiyeli, U, kullanilir. Bu iki

biiyiikliik arasinda asagidaki gibi basit bir iliski vardir [57,58]:

3(r)=- d(;(r) (2.45)
U(r)= -] 3(r)dr (2.46)

Kutupsal olmayan molekiiller i¢in yaygin olarak kullanilan pargaciklararasi

potansiyel fonksiyonu Lennard-Jones (12-6) potansiyelidir,

U(r)=4e,, Kr_:j” —(%ﬂ . (2.47)

Burada 7, ve &,, parametreleri, sirasiyla uzunluk ve enerji boyutunda olup, etkilesen

molekiillere ait karakteristik sabitlerdir. Boylece iki molekiil arasindaki etkilesme

kuvveti (2.45) yardimiyla,

12 6
3(r)=-24¢,, [2%—’%} (2.48)
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olarak yazilabilir. Denklem (2.48)’den anlasilabilecegi gibi biiyiikk mesafelerde
(r>ry) cekici bilesen olan parantez igindeki ikinci terim baskin olup birbirlerini
mesafenin tersinin yedinci kuvvetiyle cekerler. Bu tiir bir kuvvet iki kutupsal
olmayan molekiil arasindaki indiiklenmis dipol-dipol (van der Waals) etkilesmesini
tam olarak aciklar. Daha kii¢ciik mesafelerde (r<ry) ise itici bilesen olan parantez
i¢indeki ilk terim baskin olur ve molekiiller birbirlerini mesafenin tersinin onii¢iincii
kuvveti ile iterler. Bu itme molekiillerin elektron bulutlarinin bir araya girmeye

zorlanmasina karsilik Pauli disarlama ilkesi geregince ortaya ¢ikan bir kuvvettir.

Bu tiir kuvvetler bir ¢ok molekiil arasindaki itmeyi iyi bir yaklasimla aciklar. 7y,
potansiyelin sifir oldugu parcaciklararasi mesafeyi temsil ederken &, parametresi ise
potansiyel enerjinin minimum degerini temsil eder. Parcaciklararas1 mesafe =2"%r,
oldugunda potansiyel enerji minimum degerine ulasir ve bu noktada parcaciklar
tizerine etki eden net kuvvet de sifir degerini alir.

Bu etkilesme potansiyeli Sekil 2.2°de temsili olarak gosterilmektedir.

U(r)

U(r)>0

n 2Y6

=1

350 \, e U(r) <0

itici kuvvet 2530
gekici kuvvet

3=0

denge durumu

Sekil 2.2: Lennard-Jones (12-6) potansiyeli.

Pratik olarak parcaciklararasi kuvvetler, kisa-erimli ve uzun-erimli kuvvetler olarak
iki sinifta diisiiniilebilir. Kisa-erimli kuvvetler daha ziyade, degerlik kuvvetleri yada
kimyasal kuvvetler olarak adlandirilip, domendeki parcaciklar birbirlerine elektron
bulutlar1 ¢akisacak kadar yakinlastiginda ortaya g¢ikar. Dogasi geregi bu kuvvetler
itici ve ¢cogunlukla asimetriktir. Bu kuvvetler hakkinda deneysel olarak bilgi elde

edilebilirse de daha ziyade 6zel molekiiler etkilesmeler i¢in, 6zel kuantum mekanik
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hesaplamalar yapilarak elde edilir. Ancak bu hesaplamalar yiiksek dogrulukta
yapilmalidir. Obiir taraftan, uzun-erimli kuvvetler ise nispeten daha kesin bigimde
hesaplanabilir. Farkli mekanizmalardan gelen katkilarla olugsan uzun-erimli kuvvetler
parcaciklararast mesafenin lstel kuvvetleri ile ters orantilidir. Bu katkilar ii¢ sinifta
incelemek miimkiindiir: elektrostatik katkilar, indiiksiyon katkilar1 ve dispersiyon
katkilari. Bu tez calismasina konu olan helyum gibi kutupsal olmayan (non-polar)
parcaciklar arasindaki c¢ekici uzun erimli kuvvetler dispersiyon katkilari ile olusur.
Dispersiyon katkilar1; pargaciklarda (atom ya da molekiil) kararsiz yiik dagilimi
nedeniyle ortaya ¢ikan ani dipoller (ya da daha yiiksek multipoller) arasindaki gekici
etkilegsmelerdir. Bir atom ya da molekiiliin elektronlart herhangi bir anda ani bir dipol
momenti olusturacak sekilde herhangi bir konfigiirasyonda olabilirler. Bu ani dipol
momenti bir bagka atom ya da molekiilde dipol olusumunu indiikler. Bu indiiklenmis

dipol de diger atomdaki ani dipolle bir ¢cekim enerjisi iretmek tizere etkilesir.

Asagida, literatiirde kullanilan bir kag tip pargaciklararasi potansiyel fonksiyonu,

Ozet olarak verilmektedir [57].

Kati-kiire potansiyeli (hard-sphere); parcaciklararasi etkilesmelerde gbz 6niine alinan

en basit etkilesme potansiyelidir,

0 ,r<r,

U(r)- { | (2.49)

0,r>r,

Bu ifadede 7, kat1 kiirenin ¢apidir.

Kare-kuyu (square-well) potansiyeli; sivilar1 da temsil edebilen en basit etkilesme

potansiyelidir,

o , r<r,

U(r)z —&, , Iy<r<m,. (2.50)

u

O:F>W0

Burada 7, ¢ekici etkilesme mesafesi olup kat1 kiire capinin bir kag katidir. g,, gekici

etkilesme potansiyelidir. Kare-kuyu potansiyeli, molekiiler etkilesmenin matematik

olarak idealize edilmis bir modelidir.
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Yukawa potansiyeli ile kare-kuyu potansiyelinin ¢ekici kismi degistirilerek daha

gercekei hale getirilmistir. Bu tlir bir ka¢ ¢esit potansiyel arasinda en Onemlisi

Yukawa potansiyelidir,
© , r<sy
Ulr)= . 2.51
(r) _pH_lﬂ e 2.51)
r 7

Burada z ayarlanabilir bir parametredir. Bu potansiyelin, parcaciklararasi mesafe ile

ters orantil1 (1/7) terimi, iyonik sistemlere de uygulanabilecegini gostermektedir.

Lennard-Jones potansiyeli: Gergekte parcaciklararasi potansiyel tekillik igermeyen
stirekli bir forma sahiptir. Bu potansiyel asagidaki formda bir bagint1 ile ifade

edilebilir:

Ulr)=¢,, Hﬂf’mjx —(ni”mjx'"} (2.52)

Burada n ve m sabit ve x=r/ry’dir. Lennard-Jones potansiyelinin en yaygin formu LJ

(12-6) potansiyeli olup asagidaki formdadir:

U(r)=4e,, K’%jlz - (%‘)ﬂ . (2.53)

Kihara potansiyeli; Lennard-Jones potansiyeline alternatif ve biraz daha karmasik bir

potansiyel ifadesidir,

w , r<d
U(r)= 4o |[14 P (n-=d\'|, r>d. (2.54)
“I\r—-d r—d

Burada d kati kiirenin yaricap1 olup, bu mesafede potansiyel U(d)=x degerindedir.

Kihara potansiyeli, kiiresel olmayan molekiiller i¢in de kullanilir. Kihara potansiyeli
kullanildiginda, viriyel katsayilar Lennard-Jones potansiyeline gore daha dogru

olarak kestirilebilmektedir.
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Biitlin bu potansiyel ifadelerinin en biiyiik teorik zayiflig1, mesafe ile eksponansiyel
degismesi gereken parcaciklararasi itmeyi tam dogru big¢imde ifade edemiyor
olmalaridir.

Degistirilmis Buckingham (exp-6) potansiyeli: Bu potansiyel fonksiyonu Born-
Mayer potansiyeli temel alinarak elde edilmektedir. Pratik uygulamalar i¢in asagida

verilen formda kullanilmaktadir:

U(r)=1_%u l:éexp{a(l—Lﬂ—(r—ojé} L P> (2.55)
1_§ a o r

Bu ifadede a, exponansiyel itmenin dikligini belirtir.

Morse potansiyeli; diatomik molekiiller i¢cin en uygun potansiyel fonksiyonudur.

Morse potansiyel fonksiyonu asagidaki gibi tanimlidir:

2

U(r)=D,(1-e"}. (2.56)

Burada r atomlar arasindaki mesafe, ry kimyasal bag yapma mesafesi, D, potansiyel
kuyusunun derinligi ve a=./k,/2D, ise potansiyel genisligi kontrol parametresi

olup &, kuyunun minimumundaki kuvvet sabitidir.

Kiiresel simetrik parcaciklar i¢in parcacik-duvar etkilesmelerini temsilen kullanilan
potansiyel fonksiyonu, denklem (2.53) ile verilen Lennard-Jones potansiyelidir. Bu
potansiyel fonksiyonu ile ¢ekici ve itici bilesenleri Sekil 2.3’de verilmektedir.
Parcaciklararast etkilesmenin olmasi aslinda helyumun kusursuz bir inert gaz
olmadigint gostermektedir. Dislik sicakliklarda helyumun elektronlar1 g¢ekirdek
etrafinda salinmaya baglar ve atomu bir dipol gibi davranmaya yonlendirir ve atomun
etrafinda 1/ ile orantili gecici bir elektrostatik potansiyel olusur. Bdylece iki
parcacik birbirini 1/7° ile orantili bir etkilesme potansiyeli ile ¢ekerken, birbirine ¢ok

yaklastiginda da 1/7'? ile orantili bir etkilesme potansiyeli ile iterler.
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Sekil 2.3: Lennard-Jones (12-6) potansiyel fonksiyonunun ¢ekici ve itici bilesenleri.
2.3. Parcacik-Duvar Etkilesmelerinin Dogasi

En genel durumda pargacik-duvar etkilesmesi esnasinda gaz pargaciklart yiizey
lizerine adsorbe olabilir, yiizey civarinda gezinebilir ya da yiizey molekiilleri ile
kimyasal bir reaksiyona girebilirler. Yiizey oOzellikleri ve yiizeyle etkilesme
potansiyeli hakkinda tam ve dogru bilgi olmaksizin, parcacik-ylizey etkilesmesini
modellemek c¢ok karmasik bir istir. Bu tez c¢alismasinda helyum gazi ele alinmasi

dolayisiyla, bag yapmayan parcaciklarla yiizey etkilesmeleri incelenmistir.

Literatiirde pargacik-duvar etkilesmelerini iki-cisim etkilesmesi gibi ele almak ¢ok
yaygin olup, bu etkilesmeler boliim 2.2’de 6zet olarak aciklanan parcaciklararasi
etkilesme potansiyelleri ile temsil edilirler. Bir etkilesme potansiyeli se¢gmek icin iki
onemli kriterden biri, se¢ilen potansiyel fonksiyonuyla elde edilen teorik sonuglarin,
deneysel sonuglarla uyum icinde olmasi, digeri ise hesaplama zorlugunun
olmamasidir [57,58]. Kullanilan etkilesme potansiyellerinin bir ¢ok avantaj ve
dezavantajlart bulunmasina karsin, biitiin potansiyel fonksiyonlarimin asil
dezavantaji, itici terimin dogru olarak temsil edilemiyor ve parcaciklarin enerji
Ozdegerleri i¢in analitik bir ifadenin verilemiyor olmasidir. Pargacik-yiizey etkilesme
potansiyel fonksiyonlarmin detayli olarak incelendigi bircok calisma mevcuttur

[58,69].
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Cekici ve itici kuvvetlerin her ikisi birden goz oniine alininca, bag yapmayan atom-
yiizey (Ornegin soygaz-kat1 yiizey) etkilesmeleri i¢in yaygin olarak kullanilan
parcaciklararast potansiyel, denklem (2.53) ile verilen Lennard-Jones (12-6)
potansiyelidir. Hesaplama yiikiinlii azaltiyor olmasi da, bu fonksiyonu diger tip
etkilesme potansiyel fonksiyonlarina gore tercih edilir kilmaktadir. Bag-yapmayan
atom-yiizey etkilesmeleri i¢in literatiirde bir ¢ok calismada, LJ(6-12) potansiyel
fonksiyonu ya da farkli versiyonlar1 kullanilmistir [59-64].

Bir ¢ok klasik ol¢ek etkisi, gerek deneysel yollar ile, gerekse Dogrudan Simiilasyon
Monte Carlo (DSMC), Molekiiler Dinamik (MD) gibi bir ¢ok niimerik metod
kullanilarak da incelenebilir [65-74]. Bu tez ¢alismasinda ise, verilen bir domende
tutuklanmis gaz parcaciklarinin 6zfonksiyonlar1 ve enerji 6zdegerleri, parcaciklarla
sinirlar arasinda L-J potansiyel etkilesmesi alinarak Schrodinger denkleminin sayisal
olarak ¢dzlimiinden elde edilmis ve gazin yerel yogunluk dagilimi kuantum olgek

etkileri de gbz Oniine alinarak hesaplanmistir.
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3. GAZLARIN TERMODINAMIK OZELLIKLERINDE KUANTUM
OLCEK ETKILERI

Bu boliimde gazlarin termodinamik o6zellikleri iizerinde ozellikle nano Olgekte
belirgin hale gelen kuantum 06l¢ek etkilerinin modellenmesi ve incelenmesi
amaclanmistir. Bu c¢ergevede klasik (Maxwellian) ve kuantum (Fermi ve Bose)
gazlarinin global termodinamik ozellikleri ile yerel yogunluk dagilimi iizerinde
kuantum 6lgek etkileri ele alinmistir. Oncelikle global termodinamik 6zellikler Weyl
konjektiirii ele alinarak keyfi sekilli bir domen i¢in analitik olarak tiiretilmis ve
kuantum gazlar i¢in dejenere durumlarda gecerli olan asimptotik analitik bagintilar
elde edilmistir. Daha sonra hem global 6zelliklerdeki kuantum 6lgek etkilerinin
kokenini ortaya koyabilmek ve detayli bir analizini sunabilmek hem de denge-dis1
termodinamik modellerde sik¢a kullanilan yerel denge varsayimina dayanan
modellere temel teskil edebilmek amaciyla yerel yogunluk dagilimi i¢in bir model
gelistirilmistir. Bu model yardimiyla Schrodinger denkleminin analitik ¢ézliimiiniin
yapilabildigi baz1 diizglin geometriler icin yerel yogunluga iliskin analitik ifadeler
elde edilirken analitik ¢oziimiin miimkiin olmadig1 geometriler icin de sayisal
coziimlerle elde edilen yogunluk dagilimlar1 incelenmistir. Gazlarda kuantum 6lgek
etkilerinin gozlenebilecegi en uygun aday boliim 2.1°de anlatilan sebeplerle helyum
gazidir. Asal gaz olmasi sebebiyle de helyum icin ideal gaz varsayimi uygun bir

varsayim olarak kullanilmistir.

3.1. Global Termodinamik Ozellikler

Termodinamik denge halindeki bir sistemde, Fermi-Dirac (FD) veya Bose-Einstein
(BE) istatistigine uyan pargaciklarin sayist ve sistemin serbest enerjisi sirasiyla

asagidaki gibi verilebilir [50]:

D N ! 3.1
BE) — “explle, —u)/k,T]+1’ G-
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(gng = NuFk,TY In[l +exp|(u - ¢, )/k,T]]. (3.2)
Burada 7 indisi genellestirilmis kuantum hal indisidir. Denklem (3.1)’de ve (3.2)’de
verilen biitiin enerji 6zdegerleri ilizerinden toplam ifadesini hesaplamak istatistik
mekanigin temel matematik problemlerinden biridir. Sonlu bir hacimde tutuklanmig
ideal gaz parcaciklarinin enerji 6zdegerleri sadece dikdortgen bir domen icin analitik
olarak elde edilebilmekte olup, silindir ve kiire gibi diizgliin geometrilerde dahi
analitik ifadeler ancak bazi yaklagimlar yapilarak elde edilebilir [45]. Daha karmasik
ya da diizensiz geometrilerde, enerji 6zdegerlerini analitik olarak elde edebilmek ise,
heniiz miimkiin degildir. Ote yandan eger enerji i¢in hal yogunlugu biliniyorsa,
toplamlar1 kuantum halleri {izerinden yapmak yerine enerji halleri {izerinden yapmak
da miimkiindiir. Boylece enerji Ozdegerlerinin analitik olarak elde edilemedigi
durumlarda hal yogunlugunun analitik olarak ifadesi analitik bir ¢6ziime ulasmay1

saglayacaktir.

Sonlu bir domende tutuklanmis parcacigin termal dalga boyu, sistemin Olgiilerine
gore cok kiiciik ise, iyi bir yaklagimla tek-parcacik hal spektrumu siirekli kabul
edilebilir. Bu durumda verilen bir 6zdegerden kiiciik hallerin sayis1 ve hal
yogunlugu, siirin seklinden bagimsiz olacak ve 6rnegin ii¢ boyutta sistemin hacmi
ile, iki boyutta ise sistemin alani ile orantili olacaktir. Boyle bir varsayimi ilk defa
Rayleigh bir caligmasinda kullanmis ancak bu ifade, J. H. Jeans tarafindan
diizeltilerek Rayleigh-Jeans radyasyon teorisinde kullanilmistir. Daha sonra bu
problem matematikg¢ileri de harekete gecirmis ve 1911 yilinda Weyl tarafindan
matematik olarak kaba bir bigimde ispatlanmistir [75]. Weyl’in bu Oncii
caligmasindan sonra, Kac “Can one hear the shape of a drum?” adli ters spektral
problem ¢alismasiyla, R® uzayinda, Laplasyen spektrumlarindan yararlanarak bir
domenin seklinin belirlenip belirlenemiyecegi sorusuna yanit aramistir [76]. Mark
Kac’in bu sorusuna iligkin ¢alismalar halen devam etmektedir [77-83]. Nihayet Ivrii
ve Melrose tarafindan kesin olarak ispat edilen Weyl varsayimi, ters spektral
problemin olumsuz yaniti olmasina ve bu konudaki c¢aligmalarin devam ediyor
olmasma karsin, asimptotik Ozdeger spektrumu hesaplamalarinda basartyla

kullanilabilmektedir [84-89].
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Weyl varsayimina gore, (2.8) ile verilen Helmholtz denkleminin, 3 boyutta, verilen
bir x asimptotik 6zdegerinden daha kiigiik 6zdegerlerinin sayis1 asagidaki ifade ile
verilmektedir [50]:

Vs

_ A4 2
K— 40 Q(K‘)—67[2K‘ 167[K +O(K‘ ) (3.3)

Bu ifade, literatiirde 3, 2, ve 1 boyut i¢in ayr1 ayr1 verilen Weyl varsayimlarindan

hareketle D boyut i¢in asagidaki bi¢cimde genellestirilebilir:

Vi Ax? ., Ck _
= ®(D—3)+(—1)DWG(D—2)+(—1)D ! 4D71ﬂ®(D—1)+(—1)D ZTg. (3.4)

Q,(x)

Burada V' domenin hacmi, 4 domenin ylizey alani, C domenin ¢evre uzunlugu ve N¢
ise domendeki kose, u¢ veya delik sayisidir. D domenin boyutu, ®(x) ise asagida

tanimlanan adim fonksiyonudur,

0, x<0
@(x)z{1 o (3.5)

Bu durumda hal yogunlugu asagidaki bicimde elde edilir:

_dQ,(x) V& . p Ax ~ a1 C .
g,(x)= P o(D-3)+(-1) —4D_22”®(D 2)+(-1) —4D_1ﬂ®(D 1).(3.6)

Boylece Denklem (3.1)’de ve (3.2)’de verilen ifadelerde, enerji 6zdegerlerine iliskin
kuantum haller iizerinden sonsuz toplamlar bir integral ifadeyle hesaplanabilir
olmaktadir. Bu sayede enerji 0zdegerlerinin (ya da dalga sayis1 6zdegerlerinin)
analitik olarak bilinmesi zorunlulugu ortadan kalkar. Buradan hareket ederek, D-
boyutlu keyfi sekilli bir domende tutuklanmis bir gazin termodinamik 6zelliklerinin
tiiretilmesi miimkiin olacaktir. 3 boyutlu bir domen i¢in denklem (3.6) ile verilen hal

yogunlugu ifadesinde, sistemin karakteristik boyutu L =¥/ A pargaciklarin termal de
Broglie dalga boyuna, A,, gore cok biiyiikse, L >>A,, sadece ilk terimi almak

yeterli olacaktir. Bunun tersi durumda ise ikinci terimin katkisi belirgin hale
gelecektir. 3 boyutlu bir sistemde ti¢lincii terimin katkis1 (3.6) bagintisinin hatasi
mertebesinde oldugundan her zaman ihmal edilebilir [50]. Daha diisiik boyutlu

sistemlerde de benzer bir mantik izlenir. Nano boyutlarda, D-boyutlu bir sistemin
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global termodinamik 6zellikleri iizerindeki kuantum 6lcek etkileri (3.6) ifadesinin D-
boyut i¢in elde edilecek formunda daima ikinci terim  vasitasiyla

hesaplanabilmektedir.

Denklem (3.6) kullanildiginda hal spektrumu siirekli kabul edildiginden, enerji
0zdegerlerinin ayrik dogasi ihmal edilerek denklem (3.1) ve (3.2)’de verilen toplam
ifadeleri yerine integraller kullanilabilir olmaktadir. Buna gore denklem (3.1)

asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

FDY % gy(x)dx
(BEJN_geXP[(g—ﬂ)/ka]il' 3.7)

Denklem (3.6)’dan yararlanarak denklem (3.7) hesaplandiginda, 3-boyutlu, keyfi
sekilli bir domende tutuklanmis gaz icin, parcacik sayis1 ve serbest enerji ifadesi

sirasiyla asagidaki sekilde elde edilir (Ek-A):

DY _ . 44 LiFe)
(BEJN—+anLz3/2(+e {1 o L) (3.8)

FD\ F _A_Lis/z(freA) A Li(Fet)  LifFe) 3.9)
BE ) Nk,T Lij,(Fe)| 4V | Lij,(Fe) Lij(Fe*)| [ ‘
Bu ifadelerde Li,(z) fonksiyonlar1 polilogaritmik fonksiyonlar olup asagidaki gibi
ifade edilmektedir [90]:

Liy(z)=3% . (3.10)

n=11

Bu fonksiyonlarin 6zellikleri Ek-B’de detayli olarak verilmektedir.

Bu ifadelerde Planck sabiti sifira giderken A, degeri de sifira gider ve bdylece
kuantum Olgek etkileri ortadan kalkarak makro oOlcekte gecerli olan geleneksel
ifadelere ulasilir. Ayrica bir makro sistemde A, A/V<<l oldugundan (3.8) ve (3.9)

ifadelerinde kuantum Olc¢ek etkilerini temsil eden terimler ihmal edilebilir hale

gelerek makro Slgekteki klasik ifadelere ulasilir.
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3.1.1. Klasik (Maxwellian) Gazlar

Yeterince yiiksek sicaklik veya yeterince diisiik pargacik yogunlugu sartlarinda, FD
ve BE istatistikleri, klasik mekanigin ©6ngordiigii Maxwell-Boltzmann (MB)
istatistigine dontisiirler. Bu durum A—-oo limit durumuna karsilik gelir ve bu limit
icin polilogaritmik fonksiyonlarin Ek-B’de verilen asimptotik formlar1 asagidaki

bicimde ifade edilirler:

FD
(BEJ lim Li, (e )=Fe". (3.11)

A—-o0 sart1 altinda, denklem (3.8) ile verilen parcacik sayisi ifadesi asagidaki bigime

doniistir:

N:aneA[l—/%f;] (3.12)

Buradan A, 1,4/V <<1 oldugu goz Oniine alinarak ln(1+x)§x yaklagimiyla
asagidaki gibi elde edilir:

A=—1n(ﬁj+ﬁﬁ. (3.13)
n, 4V

Bu ifadeden de yararlanarak, denklem (3.9) ile verilen serbest enerji ifadesi ise A—-

oo sart1 altinda asagidaki gibi olacaktir:

cl

n
F= —nclka{ln(—qj + 1}1/ + nclka%T A. (3.14)

Bu ifade Ref. [43]’de verilen serbest enerji ifadesi ile aynmidir. Denklem (3.14) ile
verilen serbest enerji ifadesini asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir:

F=F,+F,. (3.15)

Bu ifadede F', hacimsel serbest enerji olup asagidaki gibi verilir:

F, = —nc,ka{ln(n—q] n 1}1/ . (3.16)

n

cl
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F, ise, makro 6lgekte ihmal edilebilen fakat nano 6lgekte belirgin hale gelen serbest
yiizey enerjisi olup asagidaki bicimde ifade edilir:

F, = nc,ka%TA. (3.17)

Bu terim, pargaciklarin de Broglie dalga boyuna ve dolayisiyla Planck sabitine bagh
bir ifade oldugundan kuantum ylizey enerjisi olarak adlandirilir [45]. Klasik yiizey
enerjisi, yiizey molekiilleri arasindaki kisa-erimli etkilesmelerden kaynaklaniyor
olmasma karsin kuantum ylizey enerjisi, pargaciklarin dalga karakteri nedeniyle
duvarlarla yerel-olmayan (non-local) etkilesmeler nedeniyle ortaya cikmaktadir.
Kuantum yiizey enerjisi ylizey molekiillerinin 6zelliklerine degil, domenin sekline ve

Ol¢egine baghdir.

Buna gore nano Olcekte, keyfi sekilli bir domende tutuklanmis ideal Maxwellian

gazin diger termodinamik 6zellikleri de asagidaki gibi elde edilir:

S:—[a—Fj = Nk Inf 2 |42 |- vk, 24 (3.18)
or ), ny) 2 8V
E:F+TS:§Nk,,T 1+ﬁ£ (3.19)
2 T2
cyz(a—Ej =3 | 1422 A (3.20)
or), 2 24V

Basing ve basinca bagli ifadeler ise sistemin i¢inde bulundugu domenin geometrik
ozelliklerine ve deformasyonun detaylarina bagl oldugundan keyfi sekilli bir domen
icin genel bir ifade verilmesi mimkiin degildir. Ancak geometri ve hacim
deformasyonu belirlendikten sonra ifade edilebilir. Ornegin kiiresel bir domende
izomorfik bir deformasyon sadece radyal dogrultuda ve izotropik olarak
gerceklestirilen bir deformasyon olacagindan yalnizca radyal basingtan sz edilebilir.
Bu durumda kiiresel bir domenin izomorfik deformasyonu i¢in basing ifadesi

(3.14)’den hareketle,

| (oF y)
P o= L I T 321
E 47rR2(8Rj Pl [ 4R} (3-21)
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olarak elde edilirken, silindirik bir domende ise radyal ve eksenel olmak iizere iki

yonde iki farkli basing ifadesi asagidaki gibi elde edilir:

po | (8_17 j _ nczka{Hﬁ} (3.22)
272RH | 0R 4R
1 (oF A
LI i A . o 3.23
1 sz(aHj P [ 2H} (3.23)

Termodinamik 6zelliklerde yiizey terimlerinin varligi makro olgekte kullanilan ve
bliyiik kolayliklar saglayan bir¢ok termodinamik kuralin ve 6zdesligin kaybolmasina
yol acar. Bunlardan en onemlisi enerji ve entropi gibi kiitleye bagli 6zellikler i¢in
toplanabilirlik kuralinin kaybidir. Bir digeri ise, Gibbs-Duhem 6zdesligi gegerliligini
kaybeder. Basincin skaler bir biiyiiklik olma 6zelligini kaybederek en genelde
tensdrel bir biiyiikliige doniismesi sebebiyle de entalpi, Gibbs serbest enerjisi ve sabit
basingtaki 1s1 kapasitesi gibi basinca bagli biiylikliikkler artik bir skaler degildirler.
Makro olgekte gozlenmeyen bir baska ilging davranig ise serbest enerjinin yiizey
bagimli terimi nedeniyle ideal gazlarda yanal kuvvetlerin (lateral force) ortaya
cikmasidir. Maxwellian ideal gazla dolu olan dikdortgen bir domen Sekil 3.1°deki
gibi kalinlig1 teorik olarak sifir olabilen hareketli bir duvar ile ikiye ayrilmis olsun.
Serbest enerjinin minimum olma egilimi kuantum yiizey enerjisini minimum
yapmaya calisirken hareketli duvar {izerinde, yonii domenin disina dogru olan, bir
yanal kuvvetinin olugsmasina neden olur. Bu kuvvet (3.14) ifadesinden hareketle
asagidaki gibi belirlenir:
oF A

r=———=-nkT-LL

- . 3.4
oL, 2 5.24)

300 K ve 10° Pa kosullarinda ,He* gaz1 ile dolu dikdértgen bir domende L,=100 nm
i¢cin bu kuvvetin degeri yaklasik 7=-25 pN’dur. Gazlarin bu klasik olmayan davranisi
deneysel olarak gozlenebildiginde, kuantum ylizey enerjisinin makroskopik

manifestosu olacaktir.
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................................

Sekil 3.1: Hareketli bir duvar ile ikiye ayrilmis dikdortgen bir domende yanal

kuvvetler.
3.1.2. lideal Fermi Gaz

Ideal Fermi gazi icin ii¢ boyutlu bir sistemdeki parcacik sayisi (3.8) denkleminden
asagidaki gibi yazilir:

A A Lil-ée*
N=-Vn Li,, |- | 1 - L=—1 ) 3.25
(L { 4 V Liy,(-e" J (:23)

Serbest enerji ifadesi ise (3.9) denkleminden hareketle agsagidaki gibi verilir:

F= Nka{A Lis{- e:){l—ﬁé{ Lifce')  Lifce') } H . (3.26)

Iy,\—e 4V Lis/z(—eA) Li3/2(—eA)

Buradan hareketle, nano oOlgekte, keyfi bir geometride tutuklanmis ideal Fermi

gazinin bazi termodinamik 6zellikleri asagidaki gibi tiiretilebilir:

S_Nk{_MgL%/z(e”{l_ﬂ_ré[i Ll o) <>m 627

MU 4 v s Lig(-et) Ligy(-et)

3 Ligy(~e) Liy,(-e")

F Lif-e")  Lif-c") H (3.28)
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2 Lig,(~e' ) 4 V|15 Lig,(~e) Liyy(-e)
sl g i) kel b))

2 Lip(-e 4 V|3 Ligy(-e") Liy(-e) 3Lip(-e")

glis/z(‘eA)(pﬁéF Lij(-¢")  Lif-e* D

. (3.29)

Dejenere ideal Fermi gazlarinda A>>1 kosulu olusur. Polilogaritmik fonksiyonlarin
bu limitteki asimptotik ifadesi ise asagida verilmektedir. Asimptotik formlar

hakkinda daha detayl bilgi Ek-B’de verilmistir.

d+1 2
As>1igin, Li,, (-e")~ —ﬁ ﬁ + ’% A 4 0(4)} . (3.30)

Bu ifadede I'(d), gama fonksiyonudur [54,91]. Polilogaritmik fonksiyonlarin
asimptotik ifadeleri kullanilirsa, denklem (3.25) ile verilen pargacik sayisi dejenere

ideal fermi gazlar i¢in asagidaki formda olacaktir:

(3.31)

S PO AR W
TA3Wr| 8N 4 N4y
(3.31) ifadesinden bazi matematiksel islemler sonucunda A biyiikliigii asagidaki
sekilde elde edilir:

PO oA, 4 NS NP 339
=Ap| =t o Pll-o ot (3.32)
120, 2A7 4 12A 2 47
Bu ifadede
A, = :FT , (3.33)
b
2/3 2
= lim 1 = lim 42 = (3%) . (3.34)
11— 4 2m
h (3.35)

olup Tr ise Fermi sicaklig1 olarak asagidaki gibi tanimlidir:
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2/3 2
T, :ﬁ:(%j L (3.36)
4r 2mk,

Dejenere durum icin sistemin serbest enerjisi ise polilogaritmik fonksiyonlarin

asimptotik ifadeleri kullanilarak asagidaki bicimde elde edilir:

F_%Nka{l—Sg (lj +ﬁfﬁ_ﬁ(1j (@ﬂ] (337)

. 32"y 16 \ T, 4 v

Bu ifadede parantez i¢indeki ikinci terim termal diizeltmeyi, ii¢iincii terim kuantum
Olcek diizeltmesini ve dordiincii terim ise termo-Ol¢ek diizeltmesini temsil
etmektedirler. Kuantum 0lgek etkilerinin termal diizeltmeden daha biiyiik bir

diizeltme getirdigi kosul, denklem (3.31) yardimiyla 4,4/ V>2r 2/ 3A31/f olarak

belirlenir.

(3.37) ifadesinden hareketle, nano 6lcekte, keyfi bir geometride tutuklanmis dejenere

Fermi gazlarinin bazi termodinamik 6zellikleri asagidaki sekilde elde edilir:

2
s="ni,| L 1+Mﬂ§£ : (3.38)
2 T, 80 TV
2 2 5/2 2
E=2 Nk 1422 L) 2 T 254+25*/;/1££, (3.39)
5 12 \7, 64 \T,)"v 96 ¥
2
C, = Nik,| - |7 1+27*/;,1§4 . (3.40)
T, )2 80 TV

(3.37)-(3.40) ifadelerinden anlasilacag1 {izere termo-ol¢ek etkileri sadece serbest
enerji ve enerji ifadelerinde goriilmekte, entropi ve 1s1 kapasitesi ifadelerinde ise ¢ok

daha yiiksek dereceden terimlerde ortaya ¢iktiklari i¢in ihmal edilebilmektedir.

3.1.3. ideal Bose Gazn1

Ideal Bose gaz1 igin ii¢ boyutlu bir sistemdeki pargacik sayis1 (3.8) denkleminden
asagidaki gibi yazilir:
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, A4 Lile"
N =Vn,Liy,(e" {1 —;—Vﬁe—)ﬂ . (3.41)

Bu ifade 3-boyutlu bir sistemde hacimsel modlardaki (dolayisiyla uyarilmis
modlardaki) parcacik sayisini temsil etmekte olup, ikinci terim hacimsel modlarin
hesaplanmasi sirasinda dogru olmayan bigimde dahil olan ylizey modlarini ¢ikararak

gereken diizeltmeyi yapan terimdir.

Bose-Einstein Yogusma sicakligindan daha biiylik sicakliklar i¢in, serbest enerji

ifadesi asagidaki sekildedir:

F—Nka{AL{ﬁ/Z(ig{lﬁé{ Lie) L"l(eA)}H. (3.42)

Iy et 4V Lis/z(eA) Liy, (eA)

Buradan hareketle, nano 6lcekte keyfi bir geometride tutuklanmis ideal Bose gazinin
yogusma sicakligina kadar, bazi termodinamik ozellikleri asagidaki gibi elde

turetilebilir:

N{ sl st sl a

2Li, ()| 4 V|5 Liglet) Liyle)

3 L) A af2 Lifet) il sl
= Nk Tm—){ ZVL Ll;(A Ll3;2 ) (3.44)

5 Lis/z(eA)[l A, A[ 8 Lij(e" Lzl(eA)D

5 |2Ligle) 4 V|15 Ly, Liy,(e")

3 Lis/z(eA)[l y AF Lzl(eA; Lig(e") 1L11/2(6A)D

2 Liy, et 4 V|3 Lz3/2(eA) Lzl/z(eA) 3 Lz3/2(eA)

(3.45)

Bose gazlarinda, g yer seviyesi enerjisi olmak iizere A—&y/kyT kosulu; yer
seviyesinde baskin bir toplanmanin oldugu diger bir deyisle momentum uzayinda yer
seviyesinde yogusmanin (Bose Einstein Condensation) oldugu durumu temsil eder.
A’nin maksimum degeri &/k,T olup, bu deger icin parcacik yogunlugu sonsuz
oldugundan Fermi gazlarindan farkli olarak, Bose gazlarinda A’nin degeri iistten

so/kpT 1le smirhidir. /1TA/V <<1 oldugu siirece &/ky7<<l oldugundan yogusma
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durumu A—"0 olarak ele alinabilir ve Bose gazlar1 i¢in -co<A <0 oldugu sdylenebilir.
Polilogaritmik fonksiyonlarin A—'0 limitindeki asimptotik ifadesi asagida

verilmektedir. Bu konuda detayli bilgi Ek-B’de verilmistir.

A N AL . A m 1 2 m+1
—0igin, Li, (e )z (= A)"T(=m)+ (m+1)+ ¢ (m)A + 2 ¢(m—1)A" +olA"").(3.46)

Bu ifadede £, Riemann zeta fonksiyonu olup asagidaki tanima sahiptir [54,91]:

£(x)= ;k : (3.47)

Bose gazlari i¢in toplam parcacik sayisini, yer seviyesi ve uyarilmig seviyelerdeki
parcacik sayilarinin toplami olarak ele almak bazi avantajlar saglar. Kimyasal
potansiyel, pargacik sayisinin ve sicakligin bir fonksiyonudur. Yiiksek sicakliklarda
yer seviyesindeki ortalama pargacik sayisi birin ¢ok altinda olup kimyasal potansiyel
siddetli negatif bir degere sahiptir (A<<-1, Maxwellian limit). Fakat sicaklik
disiiriiliirse (yada yogunluk artirilirsa), uyarilmis seviyelerdeki parcacik sayisi
azalarak yer seviyesindeki pargacik sayisinda artis egilimi baslar ve belirli bir kritik
sicaklik degerinde, T, uyarilmis seviyedeki pargaciklarin sayisi sistemdeki toplam
pargacik sayisina esit olur. Bu sicaklik degerinin altina inildiginde yer seviyesinde
bulunan pargacik sayisi birin iizerinde degerler almaya baglayarak azalan sicaklikla

hizla artar. Bu olaya Bose-Einstein Yogusmasi1 (BEC) ad1 verilir [50].

Toplam pargacik sayist asagidaki gibi yazilabilir:

N=N_, +N., =N+N,.

E>E e

(3.48)

Burada Ny, yer seviyesindeki (&=g&) parcacik sayisimi ve N, ise, uyarilmis

seviyelerdeki (&> &) parcgacik sayisini vermektedir.

Denklem (3.41) ile verilen ifade uyarilmis seviyedeki parcaciklarin sayisini temsil
etmekte olup artan A degeri ile beklenen sekilde artarak belirli bir degere ulastiktan
sonra daha biiylik A degerleri ile hatali bir sonu¢ vererek azalmaya baslamaktadir.
(3.41y’in  gecerliligini  yitirdigi bu A degeri, denklemin tlirevi alinarak

polilogaritmalarin asimptotik degerleri kullanilip sifira esitlenirse

A= —(ATA/ 4\/;V)2 olarak bulunur. Ag, sistemin 3-boyutlu davranigtan 2-boyutlu
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davranisa gectigi noktayr gostermektedir. Sistem Ag degerine karsilik gelen kritik
yogunluga (yada kritik sicakliga) ulastiginda, sistemdeki toplam parcgacik sayisi i¢in
denklem (3.41) kullanilmaya devam edilirse hacimsel modlardan (her ii¢ dogrultuda
da momentum bilesenleri yer seviyesi bilesenlerinden yiiksek olan modlar) yiizey
modlarina (momentum bilesenlerinden biri yer seviyesi degerine sahip) gegerek
yiizey modlarinda birikmeye baglayacak parcaciklarin sayist Ng, dikkate alinmamis
olacaktir. Bu sebeple, kimyasal potansiyel Ag degerine ulastiginda, (3.40) denklemi
gecerliligini yitirir. Boylece As parcaciklarin hacimsel modlar yerine ylizey
modlarinda birikmeye basladig1 ve bdylece sistemin 3-boyutlu sistem davranisindan
2-boyutlu sistem davranisina gectigi Ozel bir siirecin bagladig1 noktayr belirler. Bir
baska deyisle, bu nokta birkag¢ siiregten olusan BEC siirecinin ilk basamagidir. Bu
asamada denklem (3.6) ile verilen hal yogunlugu ifadesi 2-boyutlu bir sistem ig¢in

yeniden diizenlenip yeni kimyasal potansiyel ifadesi elde edilmelidir.

Buna gore denklem (3.41)’de polilogaritmik fonksiyonlarin A—"0 limitindeki
asimptotik ifadeleri kullanilarak, ii¢ boyutlu bir sistemde yiizey modlarinda
yogusmanin basladigi kritik parcacik sayisi agagidaki sekilde elde edilebilir:

2WzN-A 2, Aln(-A)

B R O Pl

(3.49)

Bu ifadede N, élgek etkilerinin olmamasi durumunda elde edilen kritik pargacik
sayis1 olup Nfl =Vn,C (3/ 2) seklinde tanimlanir [49,50]. As degeri (3.49)’da

kullanilarak, kritik sicaklik asagidaki gibi elde edilir:

XA X A

T = ch1|:1+ 35(3/2);{1—1n(4\/; ;jﬂ : (3.50)

Bu ifadede, Tfl, literatiirde Olgek etkileri goz oniline alinmadan elde edilen BEC

sicakligini gostermekte olup,

) 2/3
o _ h ncl
T, _2ﬂmkbL(3/2)} , (3.51)
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seklinde tanimlanir [49,50], A, ise parcaciklarin 7, sicakligindaki termal de Broglie

dalga boyunu gostermektedir. Oysa, denklem (3.51)’e gore, kuantum o6l¢ek etkileri
gozoniine alindiginda yogusmanin daha yliksek bir kritik sicaklikta ve ylizey

modlarinda bagladig1 anlagilmaktadir.

Kritik sicakliktan daha diisiik sicaklilarda sistemdeki parcacik sayisi, (3.49) ile degil
denklem (3.48) ile belirlenmektedir. Buna goére kritik sicaklik altinda N>N,
olacagindan parcaciklar yer seviyesinde toplanmaya baglayacaktir. Ancak kritik
sicaklik altinda yer seviyesinde bulunan parcgaciklarin entropisi sifira esit oldugundan
yer seviyesindeki pargaciklarin serbest enerjisi yer seviyesi enerjisine esittir. Yer

seviyesi enerjisi ise A,4/V <<1 oldugu siirece sifir kabul edilebileceginden yer

seviyesindeki pargaciklarin serbest enerjisi sifira esit olmak durumundadir. Buna
gore kritik sicaklik altinda bulunan sistemin serbest enerjisi, sadece uyarilmis
seviyelerde bulunan parcaciklarin serbest enerjisine esit olacaktir. Kritik sicaklik ve
altinda uyarilmis hacimsel modlardaki pargaciklarin sayisini (3.49)’da Ag’in degeri
kullanilarak belirlenir. Bose gazi i¢in serbest enerji, (3.42) ifadesinde polilogaritmik
fonksiyonlarin asimptotik ifadeleri ile Ag’in degeri kullanilarak ve (3.49)’dan

yararlanarak agagidaki bicimde ifade edilir:

NS A A AN el A A (A
F. =-NZ(T)k,T g@m{l I (ATVH—FC[I P (lfvﬂ' (3.52)

(3.52) ifadesinden goriildiigii gibi dejenere Bose gazinin serbest enerjisi lcek etkileri

nedeniyle bliylimektedir. Makro 06lgekte ﬂ}’A/ JV'— 0 oldugundan ol¢ek etkileri

Oonemini yitirir ve literatliirde dejenere Bose gazi icin Olcek etkileri géz Oniine
alinmadan verilen serbest enerji ifadesine ulasilir [49,50]. Bose gazinin diger

termodinamik 6zellikleri ise (3.52) ile verilen serbest enerjiden tiiretilebilir.

3.2.  Yerel Termodinamik Ozellikler

Literatiirde kuantum olcek etkilerinin, gazlarin global termodinamik o6zelliklerine
katkisina iligkin caligmalar olduk¢a yeni olup, yerel ozellikler iizerine ise heniiz
yeterince calisiimamistir [48]. Ref.[48]’de verilen calismada, dikdortgen bir
domende tutuklanmis Maxwell gazi i¢in yogunluk dagiliminin termodinamik

dengede dahi homojen olmadigi, yogunlugun domen sinirlarina yakin bir bolgede
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azalarak sifira gittigi ve homojenligin bozuldugu bir sinir tabakanin varlig
gosterilmistir. Boylece, domen i¢indeki gaz parcaciklarinin tiim hacmi doldurmak
yerine, geometrik hacimden daha kiigiik bir etkin hacmi isgal ettigi anlasilmistir.
Etkin hacmin tanimi; Olgek etkili termodinamik ozelliklerin 6l¢ek etkisiz klasik
ifadelerinden, klasik yogunluk yerine etkin yogunluk kullanilarak, dogrudan elde
edilmesini saglamakta ve termodinamik biiytikliiklerin sekil ve dlgcek bagimliligini
yalin ve acgik bir bicimde aciklamaktadir. Bu tabakanin kalinligi, pargaciklarin termal
de Broglie dalga boyu mertebesinde olup, % — 0durumunda sifira gittigi igin,
kuantum sinir tabakasi olarak adlandirilmistir. Gaz yogunlugunun homojen olmadigi

bu tabaka ancak nano 6l¢eklerde 6nemli hale gelmektedir.

Yerel ozelliklerin incelenmesi, gerek yerel denge sartlarimi temel alan denge-disi
termodinamik modeller i¢in gerekse kuantum 6lgek etkilerinin global termodinamik
ozellikler lizerindeki etkilerinin mekanizmasini ve fiziksel temellerini anlayabilmek
icin oldukca Onemlidir. Bu ¢ercevede bu boliimde, diizenli ve diizensiz sonlu
geometrilerde tutuklanmis Maxwellian, Fermi ve Bose gazlarmin yerel yogunluk
dagilimi tiiretilmis ve yerel yogunluk {izerindeki kuantum oOlgek etkileri bazi 6zel

durumlar i¢in analitik olarak diger durumlarda ise sayisal olarak incelenmistir.

3.2.1. Maxwellian Gazlarda Yerel Yogunluk Dagilim

Ideal Maxwellian bir gaz igin, x-konumunda merkezlenmis bir ¢V differansiyel yerel hacmi

icinde ve » kuantum halinde bulunan parcaciklarin sayisi asagidaki gibi ifade edilebilir:

exp(-¢,/k,T)
> exp(-¢,/k,T

r

dN, =N ) nz//,(xlde]. (3.53)

Burada A, tiim tutuklama hacmindeki pargacik sayisi, &, » kuantum halinde bulunan
parcaciklarin enerjileri, ., » kuantum haliyle iliskili 6zfonksiyonlardir. Ilk
parantezdeki terim, bir par¢acigin » kuantum halinde bulunma olasiligini
(termodinamik olasilik), ikinci parantezdeki terim ise parcacigin x-konumunda
merkezlenmis bir dV hacminde bulunma olasiligini (kuantum olasilik) vermektedir.
Burada sistemin ergodik oldugu kabul edilmektedir. Boylece, (3.53)’den hareketle,

kuantum haline sahip yerel parcacik yogunlugu ise,
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A e
(x)= av =N Sexp(—¢,/k,T)

(3.54)

olarak yazilabilir. Yerel yogunluk ise biitiin kuantum halleri iizerinden toplam

alinarak agagidaki bi¢cimde elde edilir:

Sexp(-e, kT )y, (x)
n(x)zzr:n,(x):N’ ’ jl/j j

Yexple, /kT) N < ‘/’f(")|2>- (3.55)

Burada <|1//r(x]2> terimi kuantum olasilik yogunlugunun ensemble (topluluk)

ortalamasini temsil eder. <> islemi ile ensemble ortalama temsil edilmektedir. (3.55)

ifadesi, domenin sekli ve sinir sartlar1 gibi global 6zellikleri ile yogunluk gibi yerel

bir 6zellik arasindaki iligkiyi gostermektedir.

3.2.1.1. Dikdortgen Domende Tutuklanmis Bir Maxwell Gazin Yerel Yogunluk

Dagilim

Schrédinger denkleminin enerji 6zdegerleri ile 6zfonksiyonlarmin analitik olarak
bilinebilmesi dolayisiyla, dikdortgen geometriye sahip bir domen 6zel bir 6nem tagir.
Boylece dikdortgen bir domende tutuklanmis bir Maxwell gazinda yerel yogunlugu
(3.55) ifadesi ile analitik olarak hesaplayabilmek imkani dogar. Boyle bir analitik
sonu¢ bu tez sahibinin de katildigi bir caligmanin sonucu olarak literatiirde
yayinlanmistir [48]. S6z konusu calisma, Maxwell gazlarinda yerel yogunlukla ilgili
modelleme ve karsilastirma i¢in bir temel teskil etmesi dolayisiyla, bu alt boliimde
tekrar irdelenmistir. Boyutlar1 Ly, L, ve L. olan dikddrtgen bir kutuda tutuklanmis gaz
pargaciklar1 igin enerji 6zdegerleri denklem (2.16) ile verilmektedir. Ozfonksiyonlar

ise asagidaki gibidir [51]:

l//r(x): isin =i isin ﬂj isin Zrll. (3.56)
L, L L, L, L. L.
Denklem (3.55)’de paydadaki toplam tek parcacik boliisim fonksiyonu olup,

dikdortgen geometri icin genel ifadesi denklem (2.24)’de, islem sonucu ise (2.28)’de
verilmistir. (3.55)’de paydaki toplam ise (3.56) ve (2.17)’nin yardimiyla,
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Zexp(— & [k, T, (x) = I L8 7 {ie'(“*")z sinz(?iﬂ

xHyHz | =l x

x e_(a“'j)2 sin’ ﬂj Ze_(a"k)z sin?| Z k
= L, = L,

olarak yazilir. Koseli parantezler igindeki ifadelerin katkis1 asagidaki sekilde

(3.57)

hesaplanr:

gexp[— (i) ]Sinz[ﬁxij =%0x(97), (3.58)
gexp[— (@, ) Jsin’ %J} =%6y (). (3.59)
gexp[— (e k) Jsn’ szj = %az ). (3.60)

Bu ifadelerde X =x/L,, y=y/L, ve Z=z/L  boyutsuz koordinatlar olup, o

degerleri ise agsagidaki bicimde ifade edilirler:

o, (%)= !1 - exp{ (aﬁﬂl - exp{ (@ﬂ] , (3.61)
o, (7)=|1- exp{— {aﬂjz ] 1- exp{— (”(la—yi)ﬂ , (3.62)
c.(z)= !1 - exp{— (aﬁjz ] _1 - exp[— (#jz ﬂ . (3.63)

(2.28), (3.57)-(3.63) ifadelerinin (3.55)’de kullanilmasiyla yerel yogunluk ifadesi

asagidaki bigimde elde edilir:

G () n)
i)

41

(3.64)




Burada n, = N/V = N/L.L L, dir.

xHyHz

Boyutsuz yogunluk dagilima ise,
AF,3.2)=—22 5 =0, (), (7). (2) (3.65)

seklinde yazilabilir. Bu ifadeden boyutsuz yogunlugun bir degerini almadig1 boylece
yogunlugun klasik yogunluktan farkli oldugu anlasilmaktadir.

X -yoniindeki boyutsuz yogunluk dagilimi ﬁx(f) ile temsil edilmekte olup Sekil

3.2°de siirekli ¢izgi ile gosterilmektedir.

1.2
I---- ———
I i
) ax=0.2 :
I
i i
: [
0.8 1 :
1 1
1
> ~
E 0.6 | (nx)max
I
1
i i
04} [ .
I I
! I
: I
= = I
02| [T _0=06/Ly 0=0/Ly_1
i
H ‘ I
0 0.2 04 0.6 0.8 1

X=x/L,

Sekil 3.2: X -dogrultusunda boyutsuz yogunluk dagilima.

Sekil 3.2°den, pargaciklarin tutuklanma domenin tamaminit doldurmak yerine,
sinirlardan uzaklasarak geometrik hacminden daha kiigiik bir hacme dagildiklar
anlagilmaktadir. Domen sinirlarinda, yogunlugun sifira gittigi bir tabakanin
varoldugu goriilmektedir. Bu tabakanin kalinligina ait bir ifade verebilmek igin,
dagilimin genligi ve domen integrali ayni olan ve Sekil 3.2’de kesikli ¢izgi ile
gosterilen, basitlestirilmis bir yogunluk dagilimi ile yaklasim yapilabilir. ﬁx(f ) ele
alindiginda, x-yoniindeki boyutsuz yogunluk dagiliminin genligi ve domen integrali

sirastyla agsagidaki degerlere sahiptir:
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(7, ) =72(1/2)= ooxplrt/dat)f | (3.66)

jﬁ (X)dx =1. (3.67)

Basitlestirilmis dagilimin sifirdan farkli oldugu bolgenin genisligi Ziﬁ =17 / L_ile

gosterilirse, basitlestirilmis dagilimin domen integrali asagidaki gibi ifade edilir:

(7)) L7 =1. (3.68)

X /max X

Buradan hareketle basitlestirilmis dagilimin genisligi,

-1 oo A& (3.69)
2L

(nX max X

olarak elde edilir. Diger yandan Sekil 3.2’den, boyutsuz basitlestirilmis yogunluk

dagiliminin genisliginin,
L7 =1-25 (3.70)

olarak da yazilabilecegi goriilmektedir. Burada S = S/L, , siir tabakanin boyutsuz
kalinlig1 olup sinir tabakanin kalinligi o ise, denklem (3.69) ve (3.70)’esitliginden,

A

s="1
4

(3.71)

olarak bulunur. Denklem (3.70) ve (3.71)’den yararlanarak etkin uzunluk L7,

asagidaki bigimde elde edilir:

L :Lx—zazLx—%T. (3.72)

Benzer sonuglar y ve z-yonleri i¢in de elde edilir. Tiim yonlerde smir tabakanin

kalinliginin ayn1 ve denklem (3.71) ile verilen degere esit oldugu anlagilmaktadir.
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Denklem (3.72) ile verilen etkin uzunluk tanimindan hareket ederek, asagidaki gibi

bir etkin hacim tanimi1 yapilabilir:

Vy=LTLTLT = V[l —45} (3.73)
eff T Tx Ty Hz T v : .

Buradan parcaciklarin etkin yogunlugu ise,

Mg =—=—02 (3.74)

olarak elde edilir. Denklem (3.74), (2.35) ile verilen ol¢ek etkisiz serbest enerji

ifadesinde kullanilirsa, asagidaki ifade elde edilir:

F= —Nka{ln{EJ n 1} - —Nka{ln(n—"j n 1} n Nka%Tg . (3.75)

Moy n

cl

Bu ifade, ol¢ek etkili serbest enerji ifadesi ile 6zdestir. Boylece yerel yogunluk
incelemesi, homojen olmayan yogunluk dagilimmi ve kuantum smir tabakasinin
varligin1 gostermis ve buradan hareketle tanimlanan etkin uzunluk ve etkin hacim
kavramlar1 da ortalama etkin yogunlugu ortaya koymustur. Etkin yogunluk ise,
klasik termodinamik ifadelerden, dogrudan dogruya olgek etkili ifadelere ulasmayi
ve kuantum oOlgek etkilerinin daha detayli olarak anlasilmasini saglamistir. Ayrica
gazin neden bir kuantum ylizey enerjisine sahip oldugu da, yiizeye yakin
bolgelerdeki bu yogunluk diisiisii ile fiziksel olarak bir aciklama bulmaktadir. Bu
sonuglardan hareketle aymi tip gaz igeren makro ve nano Olgekli iki ayr1 kap
birbirlerine baglandiginda, termodinamik denge durumunda geometrik yogunluklarin
(n.=N/V) degil etkin yogunluklarin esit olacagi aciktir. Bu durumda geometrik
yogunluklar (ya da goriiniir yogunluklar) termodinamik denge durumunda esit
olmayacak ve nano Olgekli kaptaki goOriinlir yogunluk makro Olgekteki kabin
yogunlugundan daha kiiciik olacaktir. Boylece (2.42) ifadesinin nedeni de anlasilmis

olmaktadir.

Makro dlgekte onemsiz olan fakat nano Olgekli belirgin hale gelen kuantum yiizey

gerilimi ise denklem (3.75)’ten hareketle asagidaki gibi ifade edilir:
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o= [6_Fj = nclkaﬁ =n, k,T0 . (3.76)
04 )y 1 4

300 K ve 10° Pa kosullarinda 2He4 gazi igin 6=10°Nm civarindadir.

Sekil 3.2°de yogunluk dagilimi tek boyutta gdsterilmistir. Iki boyutlu kare bir
domende tutuklanmis ideal bir Maxwell gazinin boyutsuz yogunluk dagilimi Sekil
3.3 ve Sekil 3.4’de verilmistir. Bu grafikler Schrodinger denkleminin sayisal
¢oziimiinden (Ek-C) elde edilen 6zdeger ve Ozfonksiyonlarin (3.55) ifadesinde
kullanilmast ve toplamlarin da sayisal olarak hesaplanmasi sonucu iiretilmislerdir.
Ote yandan kare domen i¢in analitik ¢6ziim (3.65) ile verilmis olup Sekil 3.3 ve Sekil
3.4’de verilen sonuglarin analitik sonuglarla karsilastirilmast sayisal ¢oziimlerin
maksimum hatasinin % 0.01’in altinda kaldigin1 gostermistir. Sayisal ¢éziimiin bu
basarisindan hareketle analitik ¢6ziimiin miimkiin olmadig1 geometrilerde yogunluk

dagiliminin incelenmesi i¢in sayisal ¢éziimlerden yararlanmak miimkiindiir.

Sekil 3.3: Kare sekilli bir domende tutuklanmis ideal Maxwell gazinin 0=0.2 i¢in

boyutsuz yogunluk dagilimi.
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Sekil 3.4: Sekil 3.3’de verilen yogunluk dagiliminin ve sinir tabakanin iistten
goruntimu.
3.2.1.2. Kiiresel Domende Tutuklanmis Bir Maxwell Gazinda Yerel Yogunluk

Dagilim

Onceki alt béliimde dikddrtgen geometrili domen icin elde edilen yerel yogunluk
dagilimi ve kuantum sinir tabaka kalinliginin, farkli sekle sahip domenlerde aymi
degere sahip genel bir sonu¢ olup olmadigini anlamak amaciyla, burada kiiresel bir
domende tutuklanmis bir Maxwell gazinin yogunluk dagilimi incelenmistir. Kiiresel

koordinatlarda zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi asagidaki gibidir [51]:

10° 1 0 0 1 &
o | T2t —| sinf— |+ — [+U =¢ . (3.77
{ 2m[r6r2r rzsinﬁaé’( aej sin’0 8#} (r)}w(r) v (r)- BT

U(r) dis potansiyelinin olmadig1, R yarigapl bir kiiresel kuyuda tutuklanmis ideal tek

atomlu bir Maxwell gazi i¢in enerji 6zdegerleri asagidaki gibidir [51]:

—ﬁ(ﬂj . (3.78)

gnlm -
2m\ R

Burada x,,, /-inci mertebeden kiiresel Bessel fonksiyonlarmin n-inci dereceden

kokleridir. Bu kokler ancak sayisal olarak hesaplanabilir. Sonsuz kiiresel kuyu i¢in

dalga fonksiyonlari ise asagidaki gibidir:
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vanaw=Amﬂ%$0nﬁaw- (3.79)

Bu ifadede, 4,; normalizasyon sabiti, j; kiiresel Bessel fonksiyonlari, Y;, ise kiiresel

harmoniklerdir. 4,; normalizasyon sabiti, normalizasyon kosulundan hareketle,

2

A =——F—
l R3j12+1 (xnl)

(3.80)
olarak elde edilir [51]. Matemetiksel islem kolaylig1 agisindan, kiiresel Bessel
fonksiyonlart normal Bessel fonksiyonlarina cevrilirse, 6zfonksiyonlarin mutlak

degerinin karesi asagidaki yazilir:

JZ | (‘xnl rj
2 I+E R

rR’ J23(xnl)

I+=
2

Vm(r0,0) = Y, (0.). (3.81)

Bu ifade denklem (3.53)’de kullanilirsa, dJ" differansiyel yerel hacmi i¢inde ve r

kuantum halinde bulunan parcaciklarin sayisi igin

Y, (0.4)dV (3.82)

2
J? all r
dN e_gnlm/liT 2 1+1( R j )
n, (r,0,4)=—"" =N - 2 Y, (0, 3.83
nlm( ¢) dV Zefénlm/kb]‘ ]’Rz Jiré(xnl) l/ ( ¢) ( )
n,l,m

olmaktadir. Radyal yogunlugu ifade etmek lizere yogunlugun agisal koordinatlar

lizerinden ortalamasi yazilirsa,
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2” Ny (7, 0,4)sin 04 6d ¢
00

n, (r)= — (3.84)
j j sin 6d6d ¢

ve

Tag[v2(0,)d0sin0 =1 (3.85)

oldugu goz oniine alinirsa {n,/,m! degisken seti ile verilen kuantum halinde bulunan

parcacik yogunlugunun radyal dagilimi

2
N 1 I ( R rj
- 7““/11»1/ka +E 3 .86
nim (7") é/ 2 R2 € J X (x”l) ( )

olarak elde edilir. (3.86) ifadesi biitlin kuantum halleri iizerinden toplandiginda,

2
J (x”l rj
+—\ R

yogunluk ifadesi agagidaki gibi olur:

N
= = 2/ +1 d 2~ 7 3.87
n(r) ’% nnlm ézzﬂrRZ an ( + )e JHE (x”l ) ( )
2
Bu ifadede,
Jz A,
=—— 3.88
aR 2 R s ( )
7(%) - = aRxnl ’
C=Ye = (21 +1)3 exp| —| &L (3.89)
n,l,m 1=0 n=1 T

seklinde tanimlanmistir. Denklem (3.89) ile verilen tek pargacik boliistim fonksiyonu
Bessel fonksiyonlarinin koklerini igermekte olup literatiirde asagidaki sekilde verilir

[45]:
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x¥? 3a
=——|1- R . 3.90
> 6&,{ 25} (3:50)

Bu ifade (3.87)’de kullanilirsa, boyutsuz yogunluk dagilimi asagidaki gibi elde edilir:

~(7)_n,(r)_ 1 [40621”(%7)} (3.91)

5/2 ~
n, 3a, | 77 r

No

Burada 7 =r/R boyutsuz radyal koordinat olup, klasik yogunluk n. ve f (a R,?)

fonksiyonu sirasiyla

ny= (3.92)
— 7R’
3
_[mjz Jz+l(x”’?) 2
flag7)=>20+1)e ' ~ (3.93)

n,l Jl+§ (xnl )
2

seklinde tanimhidir. f (aR,7) fonksiyonu Bessel fonksiyonlarimi ve kdoklerini

icermesi dolayisiyla ancak sayisal olarak hesaplanabilir. Sekil 3.5’de kiiresel
domende tutuklanmig bir ideal Maxwell gazinda radyal yondeki yogunluk dagilimi

verilmektedir.

1.4

nNpP———— e e e ——————

0.8

fir(F)

0.6 | (A)max

0.4

02 0=6/R

e

\

0.2 0.4 0.6 0.8 1
f=r/R

Sekil 3.5: z=0.2 i¢in radyal yonde boyutsuz yogunluk dagilimi.
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Yogunluk dagiliminin genligini bulabilmek ic¢in ¢ok sayida Bessel fonksiyonunun
kokii hassas bir sekilde elde edilerek denklem (3.91)’de kdseli parantez ile verilen

ifade sayisal olarak hesaplanir. Yogunluk dagiliminin maksimumun degeri (7 =0)

i¢in,
_4a’ f(a,7)

elde edilerek boyutsuz yogunluk dagilimimin genligi,

(7)o =7(0) = (395)
1_ R

W

olarak elde edilir. Sinir tabakasi kalinlig1 i¢in analitik bir ifade elde edebilmek

amaciyla, yogunluk dagilimi, bir adim fonksiyonu ile temsil edilebilir. Bu
basitlestirilmis dagilimin genligi ve domen integrali, ger¢ek dagiliminki ile ayni
olmalidir. Yogunluk dagiliminin genligi (3.95)’de verilen degere esit olup, domen

integrali ise,
R N 1

N = [ 4mn(r)dr =7R3 [ 4775, (7 )dF (3.96)
0 0

0zdesliginden hareketle,

1
(47725, (F)dF = g;r (3.97)
0

olarak bulunur. Bdylece (3.96) ve (3.97) yardimiyla, adim fonksiyonu ile temsil

edilen basitlestirilmis dagilimin domen integrali,

RL?/]

£ 477 (7, ), =§7f§§ff (7, ) e (3.98)

olarak elde edilir. Denklem (3.97) ve (3.98)’in esit olma kosulundan hareket ederek,
etkin yarigap asagidaki gibi elde edilir:

~ [04
R, ~1-—&.
A N

(3.99)
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Sekil 3.3’den, tanimi geregince, etkin kiire yaricapimnin asagidaki gibi oldugu

goriilmektedir:
=1-5,. (3.100)

Bu ifadede, gR, boyutsuz smir tabaka kalinligi olup 5R =06/R seklinde ifade

edilmektedir.

Denklem (3.99) ve (3.100)’1in esitliginden hareket ederek, sinir tabaka kalinligi,

B Ra,

S=
N

(3.101)

olarak bulunur. Denklem (3.88)’den yararlanarak o© asagidaki gibi yeniden

yazilabilir:
o= %T . (3.102)

Bu ifadenin, dikdortgen domen i¢in denklem (3.71)’de elde edilmis o degeriyle ayni
oldugu goriilmektedir ki, bu sonu¢ kuantum smnir tabakasi kalinligmmin gazin

tutuklandig1 domenin geometrisinden bagimsiz olabilecegine isaret etmektedir.

3.2.1.3. Silindirik Domende Tutuklanms Bir Maxwell Gazinda Yerel Yogunluk

Dagilim

Kuantum sinir tabakasi kalinligimin geometriden bagimsiz olabilecegine isaret eden
(3.102) sonucunun silindirik geometride de degismez olup olmayacaginin
arasgtirtlmas1 ve boylece sonucun genel bir sonug¢ olabilecegi yoniindeki izlenimi
kuvvetlendirmek amaciyla bu alt boliimde silindirik geometride tutuklanmis
Maxwell gazi durumu ele alinmistir. Sonsuz kuyu potansiyelle temsil edilen

silindirik bir domen i¢in zamandan bagimsiz Schrédinger denklemi,

1o( o) 18 & 2
——|r=|+—= +—lw+Kw=0 3.103
[r ar( 6rj r’ 00’ azz}// v .
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olarak yazilir. Burada x dalga sayis1 olup enerji ile ¢ = n’k’ / 2m seklinde iligkilidir.

Cap1 R ve yiiksekligi H olan silindirik domende bulunan pargaciklarin dalga sayisi
0zdegerleri asagidaki gibi verilir [45]:

2 2
K =%§’+(%q) - (3.104)

Burada x,,, m-inci mertebeden Bessel fonksiyonlarinin n-inci dereceden kokleri

olup, ¢=1,2,3,... seklinde pozitif tam sayilardir. Buna gore boyutsuz enerji

Ozdegerleri,

8nmq xnm ’ 2

i +(a,q) (3.105)
b

seklinde yazilir. Burada, a, = L,/R ve a,, =L,/H olarak tanimlidir.

(3.103) denkleminin 6zfonksiyonlari ise,

r
3 . Jm (Rxnmj
" 2 =z o\ im¢ 3106
l//”mq (7" ¢ Z) \/ﬂRizHSln(H qj Jm+1 (xnm) ‘ ( )

seklinde bulunur. Buna gore (3.55) denkleminden hareketle silindirik bir domen i¢in

verilen bir kuantum durumundaki parcacik yogunlugu asagidaki gibi yazilabilir:

2
r
67‘9 lllll q/ka 2 = Jm (R xnmj
n ,0,z)=N , sin’| —q | ———% | 5. 3.107
mnq( ¢ ) Ze Em q/ka 7Z'R2H ( qj Jmﬂ(xnm) ( )
n,m,q

Radyal ve eksenel yogunlugu ifade etmek iizere yogunlugun acisal koordinat

tizerinden ortalamasi yazilir,

2z

J-nnmq (l", ¢9 Z)d¢
nnmq(r’z): ° 2 (3108)
Jdo

Ve
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2r
L [e*™dp=1 (3.109)

272'()

oldugu goz oniine alinirsa {n,m,q;} degisken seti ile verilen kuantum halinde bulunan

parcacik yogunlugunun radyal ve eksenel dagilimi igin,

2
Jﬂ‘l(;xﬂmj
SR L AP 2(%(]) (3.110)

(=Ye

n,m,q

(3.111)

Biitlin kuantum halleri {izerinden toplayarak, silindirik bir domende tutuklanmais ideal

Maxwell gazinda yogunluk dagilimi1 asagidaki gibi bulunur:

n(r,z)=3 nnmq(r,z)z 2N Ze{( | ( ”” R sin [H j (3.112)

n,m,q é/ﬂ-RzH n,m,q Jn1+1(xnln)

(3.111) denklemi i¢in Poisson toplama formiiliinii kullanarak, {a R,aH}<<1 sart1

altinda ve o’larin yiiksek dereceden terimleri ihmal edilerek, boliisiim fonksiyonu

literatiirdeki bir bagka calismada asagidaki gibi verilir [45]:

5/2

T o, +o

- (1— R H]. (3.113)
Sa;ah, NT

Denklem (3.113), denklem (3.116)’da kullanilarak boyutsuz yogunluk ifadesi,

=71 (F).(Z) (3.114)

/)
o

£.(F)
TNy (o
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seklinde elde edilir. Bu ifadede 7 =r/R, Z=2z/H ve n,=N/zR*H Xklasik

yogunluk olup, fr(7) ve fZ(E) fonksiyonlar1 ise asagida tanimlanmistir:

4 e = A RMZ J -
fr(’,): ;Réze( ﬂj|: m(xnmr)

2
(3.115)
m=-x Jm+1 (xnm )j|

7.(2)= (1 _ o Bl )(1 _ oI5V P ) (3.116)

Sayisal hesaplamalar z — 1/2 ve # — 0 limit degerleri i¢in /. ve f. fonksiyonlarimin bir

degerini aldigin1 gostermektedir. Buna goére dagilimlarin genlikleri asagidaki gibi

elde edilir:

7). =un(F=0)= 1 (3.117)

(7. ) = 7.(Z =1/2) = - (3.118)

Gergek dagilimin domen integrasyonu ise asagidaki gibi elde edilir:

S —_—

1
(27277, (F)i. Z)dzdF = = . (3.119)
0

(3.114) ifadesinden elde edilen boyutsuz yogunlugun radyal ve eksenel dagilimi
strastyla Sekil 3.6 ve Sekil 3.7°de verilmektedir. Domen sinirlarindaki sinir tabakasi
nedeniyle parcacik yogunlugunun domen sinirlarinda sifira gittigi goriilmektedir. Bu
tabakanin kalinligin1 hesaplamak amaciyla dikdortgen ve kiiresel geometrilerde

yapildig1 gibi dagilim basitlestirilmis olarak bir adim fonksiyonuyla temsil edilebilir.
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Sekil 3.6: Silindirik domende tutuklanmis ideal Maxwell gazinin radyal yonde
boyutsuz yogunluk dagilima.

1.4
r===> SN
1

1.2 1 :
I 1
I I
I I

1} : CYH:O.Z 1
i i
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S
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06 | I (ﬁz)max 1
i i
1 1

04| |i I
i i
: 1

02| [ Su=06/H-_ |
1 1
: ‘ Y | | 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

7=z/H

Sekil 3.7: Silindirik domende tutuklanmis ideal Maxwell gazinin eksenel yonde

boyutsuz yogunluk dagilimi.

Sekil 3.6 ve Sekil 3.7°de kesikli ¢izgi ile gosterilen adim fonksiyonu i¢in domen

integrasyonu asagidaki gibi verilir:
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j j 27277(’7 )max (ﬁ )max dZdF = ”ﬁesz Heff % 10( :
0 0 1— 2R 124

Jr o r

(3.120)

(3.119) ve (3.120) denklemlerinin esitliginden hareket ederek domenin
boyutsuzlastirilmis etkin boyutlar1 agagidaki gibi elde edilir:

~ o
R, zl—ﬁ, (3.121)
B o—1-%1 (3.122)

Sekil 3.6 ve Sekil 3.7 incelendiginde boyutsuzlastirilmis etkin yarigcap ve etkin

yiikseklik sirastyla
R, =1-6,, (3.123)
H,=1-25, (3.124)

olarak yazilir. Denklem (3.121)-(3.124) g6z oOniline alindiginda sinir tabaka
kalinliklar1 asagidaki gibi elde edilmis olur:

S, A (3.125)
4
S, :%. (3.126)

Sonu¢ olarak, yerel yogunluk dagilimimin farkli geometrilerdeki incelemeleri,
dikdortgen, kiiresel ya da silindirik domenlerde, Schrodinger denkleminin
¢Oziimiinden gelen 6zdeger ve O6zfonksiyonlar ¢ok farkli olsalar dahi kuantum sinir
tabakasiin karakterinin degismedigi ve domenin seklinden bagimsiz olarak yiizeyi
takip eden ayn1 kalinlikta bir kuantum sinir tabakasinin var oldugunu gostermektedir.
Birbirinden oldukca farkli olan geometrilerde kuantum sinir tabakasinin ayni
kalinlikta olmast bunun genel bir sonu¢ olacag diisiincesini siddetle

desteklemektedir.
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3.2.1.4. Farklh Geometriye Sahip Domenlerde Tutuklanmis Maxwell Gazinda
Yerel Yogunluk Dagilimi

Schrodinger denkleminin enerji 6zdegerlerini ve 6zfonksiyonlarini analitik olarak
elde etmenin miimkiin olmadigi domenlerde sinir tabakanin incelenebilmesi i¢in bu
alt bolimde yerel yogunluk, Schrédinger denkleminin sayisal ¢oziimiinden elde
edilen ¢ok sayidaki Ozdeger ve Ozfonksiyon kullanilarak sayisal olarak
hesaplanmistir. Bu g¢alisma sirasinda domenin boyutlar1 genelde en biiyiik
uzunluguna bdliinerek boyutsuzlastirilmistir. Sekil 3.8’de ticgen sekilli bir domende
tutuklanmig bir ideal Maxwellian gazin yogunluk dagilimi verilmektedir. Kuantum
siir tabakasinin, ayni kalinligin1 koruyarak, domenin yiizeyini takip ettigi ve kose

noktalarda yiizeyin keskin gecislerini yumusak bir bicimde izledigi goriilmektedir.

0s
04F

03

01F

Sekil 3.8: Uggen sekilli bir domende tutuklanmis ideal Maxwell gazinin o=0.2 i¢in
boyutsuz yogunluk dagilimi.
Tek bolgeli diizenli geometrilerde oldugu gibi ¢ok bolgeli diizensiz geometrilerde de
kuantum smir tabakasinin  karakterinin  de8ismedigi asagidaki  Ornekler
incelendiginde goriilmektedir. Sekil 3.9a, 9b, 9c ve 9d’de kuantum smnir tabakasi
kalinligina, 5, kiyasla farkli kanal yiiksekligine, H, sahip L-sekilli domenlerde
yogunluk dagilimi goriilmektedir. Smir tabakanin diger sekillerde oldugu gibi yiizeyi
takip ettigi, keskin koseleri de yine egrisel bigcimde izledigi anlagiimaktadir. 46 <H
durumunda gazin kanal icersinde de varligim stirdiirdiigli ve buradaki yerel yogunlugun

baglantili oldugu genis bolgedeki yogunlukla ayni oldugu da gozlenmektedir, Sekil 3.9a.

46 = H durumunda ise gazin kanal icersindeki varligi1 devam etmekle beraber buradaki

yerel yogunlugun genis bolgedeki yogunluktan daha kiiciik degerler almaya basladigi

goriilmektedir, Sekil 3.9b. 46 >H durumunda gazin kanal icerisinde neredeyse
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tamamen bosaldig1 ve buradaki yerel yogunlugun genis bolgedeki yogunluktan ¢ok daha

kiiciik degerler aldig1 anlasilmaktadir, Sekil 3.9¢. Sekil 3.9d’de ise 46 >> H olmasi
nedeniyle dar bolgenin tiimiiyle bosaldigi gazin bu bolge hi¢ yokmus gibi sadece genis
bolgeyi doldurdugu gozlenmektedir.

1
o SELESYSFSRSL
03

08

07

08

06

0.4

02

0 01 02 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 09 1

Sekil 3.9¢: L-sekilli domende yogunluk dagilimai, 46 > H .
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Sekil 3.9d L-sekilli domende yogunluk dagilima, 46 >> H .

Sekil 3.10a, 10b ve 10c¢’de tizerinde delik bulunan bir perde yardimiyla birbirinden
ayrilmis iki kare domendeki yogunluk dagilimi goriilmektedir. Kuantum sinir
tabakasinin kalinlig: ile delik ¢ap1 arasindaki biiyiiklik siralamasinin dagilimi nasil
degistirdigi acikca goriilmektedir. Sinir tabakanin kalinligindan daha genis olan
bolgelerde tabakanin tiim yiizeyi takip ettigi, daha kiiciik olan bolgelerde ise
tabakanin inceldigi ve nihayetinde pratik olarak koparak birbirine bagli domenlerin

iki ayr1 bagimsiz domenin yogunluk dagilimina sahip oldugu anlasilmaktadir.

o1 02 03 04 05 [ 07 08 09
x

Sekil 3.10b: Birbirine bagli iki kare domende yogunluk dagilima, 48 <d .
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Sekil 3.10c: Birbirine bagli iki kare domende yogunluk dagilima, 48 <<d .

Yukarida tek ve ¢ok bolgeli fakat diizenli geometrilerde tutuklanmis ideal Maxwell
gazlarinin boyutsuz yerel yogunluk dagilimlar1 verilmistir. Sekil 3.11°de ise diizensiz
bir domende tutuklanmis gazin yogunluk dagilimi verilmektedir. Diger sekillerde

oldugu gibi siir tabakanin yiizeyi takip ettigi agik olarak goriilmektedir.

I15

Sekil 3.11: Keyfi sekilli bir domende yogunluk dagilima.

Sonug olarak sayisal ¢oziim gerektiren sekle sahip domenlerdeki bu incelemeler,
Maxwell gazinda yerel yogunluk dagiliminin analitik ¢éziimlerin yapilabildigi sekle
sahip domenlerdeki yerel yogunluk dagilimi ile aym1 karakterde oldugu ve kuantum
sinir tabakasinin tim geometrilerde yiizeyi takip ettigi, domenin, tabakanin
kalinligindan kiiciik bolgelerinde ise yerel gaz yogunlugunun diistiigii, cok kiiciik
bolgelerin ise gazdan tamamen arindigi goriilmistiir. Sinir tabaka kalinliginin tiim
geometrilerde ayni oldugu boylelikle analitik ¢oziimlerdeki sinir tabaka kalinligini

veren ifadenin genel bir ifade oldugu anlasilmaktadir.

Kuantum sinir tabakasiin varligt Boliim 3.1.1°de ele alinan ve Sekil 3.1°de temsili
olarak gosterilerek denklem (3.24) ile verilen yanal kuvvetler i¢in de ¢ok daha net bir
aciklama getirmektedir. Sekil 3.1’de resmedilen problem kuantum sinir tabakasi goz

Oniine aliarak Sekil 3.12°de yeniden gosterilmistir.
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Sekil 3.12: Kuantum yiizey gerilimi nedeniyle hareketli duvar lizerinde olusan yanal

kuvvetler.
Sifir kalinliga sahip hareketli bir duvar dahi kuantum sinir tabakasi nedeniyle 20
kalinligina sahip bir duvar gibi islev gérmekte ve bu nedenle de s6z konusu hareketli
duvarin maruz kalacagr kuvvet basit bir sekilde normal kuvvetler yardimiyla

T=-p20L, =-n,k,T20L, =—n,k,TL A, / 2 olarak ifade edilebilir. Bu ifade (3.24)

ifadesinin ayni olup, kuantum Olgek etkisi sonucu gazlarda ortaya ¢ikan yanal
kuvvetlerin mekanizmasin1 agiklamaktadir. Sekil 3.12°de gosterilen domenin iki

boyutlu kesitinde yogunluk dagilimi da Sekil 3.13°de goriilmektedir.

(A

05

0.45

04

035

03

= 0.25

02

015

01

0.05

Sekil 3.13: Hareketli bir duvar ile ikiye ayrilmig dikdortgen kutuda ideal Maxwell

gazinin yerel yogunluk dagilimi, a=0.2.
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3.2.2. Fermi Gazinda Yerel Yogunluk Dagilimi
Ideal bir Fermi gazi icin, x-konumunda merkezlenmis bir dV differansiyel yerel
hacmi i¢inde ve r kuantum halinde bulunan pargaciklarin sayisi asagidaki gibi

verilebilir:

1

dN =N eXp(_A”{/ka)” ﬂy/,(szdr/]. (3.127)

; exp(-A+¢&, /k,T)+1

r kuantum haline sahip yerel pargacik yogunlugu ise,

v, (x)
n,(x)= 62]\; _N exp(—A+51r/ka)+l (3.128)

;exp(—A+8,/ka)+1

olarak yazilir. Biitiin kuantum halleri {izerinden toplam alinarak, Fermi gazlari i¢in

yerel yogunluk,
v, (x)
n(x)=Yn, (x)=N-" eXp(_AJ“ff/ka)” (3.129)

Zr: exp(-A+e¢, /k,T)+1

bicimde ifade edilir. Dikdortgen bir domende Fermi gazinin yerel yogunlugu igin
analitik bir ifade elde edebilmek miimkiin olacaktir. Analitik bir ifade fiziksel
davranigin detaylar1 ve yogunlugun kontrol parametrelerine fonksiyonel bagimlilig

hakkinda daha fazla bilgi tasiyacagi i¢in 6nem tagimaktadir.

3.2.2.1. Dikdortgen Domende Tutuklanmis Fermi Gazinda Yerel Yogunluk

Dagilim

Boyutlar1 L,, L, ve L. olan dikdortgen bir domende tutuklanmis ideal Fermi gazinin
yogunluk dagiliminin belirlenebilmesi icin denklem (3.129)’da verilen & enerji
Ozdegerleri ve y;, 6zfonksiyonlar1 dikdortgen bir domen i¢in sirastyla denklem (2.16)
ve denklem (3.56)’daki gibidir. Buradan hareketle (3.129) ifadesi asagidaki sekilde

boyutsuz bir formda yazilabilir:
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8 7 :
#(ry.2)= n(x) _n(x) _ uima expl- A+ (a,) o (3.130)

NV  n, i ) 1 .
. 2

(3.130) ifadesinin analitik olarak hesaplanabilmesi i¢in tek boyutlu formu esas
alinmalidir. Kuantum sinir tabakasinin ve yogunluk dagiliminin tek boyutlu domende
tutuklanmis Maxwell gazindaki karakteri ile, 2 ve 3-boyutlu dikdértgen ve hatta
keyfi sekilli domenlerde tutuklanmis gazlardaki karakterinin ayni oldugunun 6nceki
boliimde bulunmus olmasi, burada da tek boyutlu inceleme ile elde edilecek
karakterin daha ytliksek boyutlu ve hatta keyfi sekillerde de ayni kalacag: diisiincesini
beslemektedir. Bu asamada tek boyut i¢in elde edilen sonugclar, tezin bir sonraki alt
boliimiinde daha yiliksek boyutlu ve karmasik geometriler icin yapilan sayisal
¢Oziimlemelerin sonuclar1 ile karsilagtirilarak test edilmis ve bu diisiincenin

dogrulugu gosterilmistir. Denklem (3.130) bir boyut i¢in asagidaki gibi yazilabilir:

sinz(zzxij

2 i R CE

ﬁ(x): O,ozlexp—A—i-(oin)2 +1 '
P exp[—A+(axi)2]+l

(3.131)

(3.131) ifadesinin dahi analitik ¢6ziimii ancak siddetli dejenere Fermi gazlari icin
elde edilebilir. Buna gore Poisson toplama formiilii kullanilarak denklem (3.131)’de

paydadaki terim asagidaki gibi hesaplanabilir:

< 1 1
P 1 L 3.132
;exp —A+(axi)2J+1 11/2[ 2 exp|- A]+1 ( )

Denklem (3.131)’in pay1 ise A—oo (siddetli dejenerasyon) sart1 altinda asagidaki gibi

hesaplanir:

i=1 exp[—A + (axi)ZJ-kl = 2a 27zJA x L, 27JA L, —x o o, L

x

) sin{in) A"*\/XIZ @ L (27r\/X xﬂ{l_ a, L, .n[27r\/XLx—xH,(3.l33)
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Siddetli dejenerasyon kosullarinda polilogaritmik fonksiyonlarin Ek-B’de verilen
asimptotik degerleri kullanilarak (3.132) ifadesi asagidaki gibi yeniden yazilir:

N 11 JA 1
2 i et )-— SN 3.134
2a ll/z(e ) 2e ™ +1 a2 ( )

X X

(3.133) ve (3.134) ifadeleri kullanilarak denklem (3.131) ile verilen boyutsuz

yogunluk dagilimi ifadesi,

(3.135)

olarak elde edilir. Bu ifadede X = x/L, olup, &)

X

ise asagidaki gibi tanimlidir:

F__@ AT\/; & Jz

al = = = : (3.136)
JA, 2L.JA, 2L,

Burada A = 4, /\/A, seklindedir.

Buna gore (3.135) ifadesi asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

ZERyN o1 (4r
~_nlx) {1_ 4x/;xsm(/1§ XH{I 4z L -x Sm( i (L, _x)j:l
n= n, - . /11;\/; 3

(3.137)

4L

Denklem (3.131) ile verilen yogunluk dagilimi ifadesi, sayisal olarak yiiksek
dogrulukta hesaplanarak Sekil 3.14’de kirmizi ¢izgi ile verilmistir. Mavi ¢izgi ise,
siddetli dejenerasyon kosulu altinda analitik olarak elde edilen (3.135) ifadesiyle

verilen dagilimi géstermektedir.

64



12

A RB A B o s nom s e o 8 AR [\
10 U \/ \‘{ YOO N U \ OSSN NS L~ . \\)‘ \- \/

0&F

nfx

RN o

04

02F

i

i I 1 i 1
o 02 04 0d ng 10

A

Sekil 3.14: Dejenere Fermi gazinda yerel yogunluk dagilimi, aF=0.2, A=20.
) g y yog g

Grafik icin kullanilan A degeri ¢ok biiyiik olmamasina (dejenerasyonun ¢ok siddetli
olmamasina) karsin analitik ifade, domen simirlarina yakin bolgelerde gergek
dagilimi oldukca iyi bir sekilde temsil edebilmektedir. Diger taraftan domenin orta
bolgelerinde, gergek dagilimdaki salinimlar hizla sdnerken analitik ifadenin temsil
ettigi dagilimda bu soniim ayni hizda olmamakta bununla birlikte salinimin ortalama

degeri, ger¢ek dagilimdaki ile birebir ayn1 degeri almaktadir.

Sekil 3.14’de kirmizi1 ¢izgi ile verilen gercek dagilimi karakterize edebilmek igin,
sekilde siyah ¢izgi ile verilen yerel olarak homojenize edilmis yogunluk
dagilimindan hareket edilebilir. Gergek ve basitlestirilmis dagilimlarin domen
integrallerinin ayni1 olmasi ve biiyiik genlikli ilk salinim ile daha sonraki salinimlarin
sonerek yakinsadigi degerin de ayni olmasi, basitlestirilmis dagilimi kullanabilmenin
kosullaridir. Bu kosullar kullanilarak, basitlestirilmis yogunluk dagilimi Sekil
3.15°de dagilim1 karakterize eden biiyiiklikklerle, daha detayli bir bicimde

verilmektedir.
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Sekil 3.15: Dejenere Fermi gazinda yerel yogunluk dagilimi i¢in basitlestirilmis

dagilim.
Basitlestirilmis dagilimin éN'l , 52 , }71 ve }72 karakteristikleri asagida hesaplanmistir.

Domen integralinin bire esit olmasi zorunlulugundan,

(1= 28, o, +28, (7 - 1, )=1 (3.138)

yazilabilir. Ayrica,

& =%~ (3.139)

oldugundan (3.138)’den

~ 1-(1-2% )

5, = 1-(1-2%, ) (3.140)
2h —h,

olarak elde edilir. X, ise (3.135) ifadesinin X ’ya gore tiirevi sifira esitlenerek elde

edilen denklemin en kiiciik kokii olarak bulunur. }71 =n(%,) ve 52 =n(1/2) seklinde

elde edilir. Bu islemler sonucunda,

~ 1.2172
h, = o
=L

2

(3.141)
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hy=— (3.142)
-
2
5 =a’0.3909 (3.143)
5, = al0.6485 (3.144)

olarak bulunur. Sekil 3.14’deki dagilim termodinamik denge durumunda Fermi tipi
ideal gazlarin dagilimimin homojen olmamasi bir yana yogunlukta salinimlar
olacagimi da gostermektedir. Ote yandan homojen olmayan bu durumu ve
salinimlarin karakteristiklerini temsil eden (3.141)-(3.144) ifadeleri makro dlgekte bu
sira dis1 davranislarin bir dneminin olmayacagini ve ancak nano Olgekte Onem
kazanacagini anlatmaktadir. 3 boyutlu domende de herbir dogrultu i¢in benzer
dagilimlar ve bagintilar elde edilir. Dejenere Fermi gazindaki bu salinimlar, 6zellikle
elektronlarin safsizliklardan olan sagilmalar1 nedeniyle olusan Friedel salinimlar ile
benzer bir temele sahiptir [92-94]. Ciinkii sistemin Otelemeye karsi invaryant
olmamasi Friedel salinimlarinin temel sebebini olusturur. Burada pargacigin

sagilmasi safsizlik yerine sinirlardan olmaktadir.

3.2.2.2. Farkli Geometriye Sahip Domenlerde Tutuklanmis Fermi Gazinda
Yerel Yogunluk Dagilimi

Tek boyutlu bir domende ideal Fermi gazlarinin yerel yogunluk dagilimina iliskin
onceki alt boliimde yapilan bu incelemeden sonra asagida bazi tek ve ¢ok bolgeli ve
diizenli ve diizensiz geometrilerde ideal Fermi gazlarinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilimlar1 (3.129) ifadesi ile hesaplanmis ve incelenmistir. Bu sonuglar Schrodinger
denkleminin ilgili domenlerdeki c¢o6ziimlerinden elde edilen O&zdeger ve
ozfonksiyonlarin (3.129) ifadesinde kullanilmasiyla elde edilmis ve klasik yogunluga
boliinerek boyutsuzlastirilmislardir. Hesaplamalar sirasinda o = 0.2 olarak alinmis

olup, dejenerasyon kosullarini saglamak amaciyla A =5 degeri kullanilmasgtr.

Sekil 3.16’da kare domen i¢in yogunluk dagilimi verilmistir. Kuantum sinir tabakasinin
yiizeyden dik mesafeyle degisiminin tek boyutta elde edilen analitik ¢ozimiin
ongordiigli sekilde oldugu acik olarak goriilmektedir. Kare domen igin 2-boyutlu
yogunluk dagilimimin her bir dogrultu icin gegerli olan tek boyutlu yogunluk
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dagilimlarinin carpimlart ile elde edilebilecegi anlagilmaktadir. Kdoselerde olusan

kuvvetli piklerin nedeni de herbir dogrultuya ait kdse piklerinin ¢arpimu ile agiklanabilir.

Ayrica analitik modelle 6ngoriilen yogunluk salinimlari da agik olarak gézlenmektedir.

Sekil 3.16: Kare domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel yogunluk dagilimi.

Sekil 3.17°de ise benzer davranislar iicgen geometri igin de goriilmektedir. Kuantum sinir
tabakasimin domenin keskin noktalarinda yogunluk piklerine yol actig1 gériilmektedir.

i

Sekil 3.17: Uggen domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel yogunluk

0.1

dagilimi.

Sekil 3.18a, 18b ve 18c’de farkli kanal yiiksekligine, H, sahip L-sekilli domenlerde
yogunluk dagilimi goriilmektedir. Kanal yiiksekligi smir tabaka kalinhigmma kiyasla kiigiik
kaldiginda, gazin Maxwell gazinda oldugu gibi, ortanu terk ettigi anlagiimaktadir.
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Sekil 3.18a: L-sekilli domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilimu, 5(5‘1 + 52 )E H.

Sekil 3.18b: L-sekilli domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel yogunluk

~

dagilimu, (5'1 + 52); H.

Sekil 3.18c: L-sekilli domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilimu, (51 + 52); 2H .
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Birbirine baglh kare kutular 6rnegi Sekil 3.19a, 19b ve 19c’de ve keyfi geometrideki
yogunluk dagilimi da Sekil 3.20°de verilmistir.

Sekil 3.19a: Birbirine bagl iki kare domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel
yogunluk dagilima, 2(5‘1 + 52 )E d.

Sekil 3.19b: Birbirine bagh iki kare domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel
yogunluk dagilima, (5'1 + 5‘2); d.

Sekil 3.19c: Birbirine bagli iki kare domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel
yogunluk dagilima, (51 + 52 ); 2d .
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Sekil 3.20: Keyfi sekilli bir domende dejenere Fermi gazinin boyutsuz yerel

yogunluk dagilimi.
3.2.3. Bose Gazinda Yerel Yogunluk Dagilimi

Bose gazinda yerel yogunluk dagilim,

v, (x)°
n(x)=Yn (x)= N eXp(_A+fr/ka)_l (3.145)

Zr:exp(—A+‘9r/ka)—1

ile ifade edilir. Bose gazinin yerel yogunlugu i¢in analitik bir ifade ancak dikdortgen bir
domen i¢in miimkiin olacaktir. Analitik bir ifade ile yogunlugun kontrol parametrelerine
fonksiyonel bagimlilig: elde edilmis olacaktr.

3.2.3.1. Dikdortgen Domende Tutuklanmis Bose Gazinda Yerel Yogunluk

Dagilim

Dikdortgen domende tutuklu bir ideal Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilimi denklem (2.16) ve (3.56) yardimiyla agagidaki yazilir:

sin?| 7 xi |sin> iyj sin?| 7 zk
L. L, L.

8 ‘ i [ \2 2 2]
ﬁ(x,y, Z)= n(x,y,z) _ l’l(x,y,Z) _ tij k=1 eXp|._A+(axl) +(ayf) +(azk) J_l .(3.146)
NIV n, i 1

ik eXp[— A+(a,if +la, i) +(ak) J—l

Dejenere Fermi gazinda oldugu gibi Bose gazinda da tek boyutlu bir domendeki
¢Ozlim 3-boyutlu domendeki ¢6zlim i¢in bir temel olusturur. Tek boyutlu uzayda bu

ifade asagidaki gibidir:
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.z(ﬂ j
Sin le
2y

£ _ \2 _
() = —=2P. A*l’(“xl) L (3.147)

Z‘ expl— A+ (axi)z]—l

Denklem (3.147), ancak dejenere Bose gazlari i¢in analitik bir ifadeye doniisiir. Buna
gore Poisson toplama formiilii kullanilarak denklem (3.147)’de paydadaki terim

asagidaki gibi hesaplanabilir:

i T = \/;Lll/z[ ] 1 (3.148)

i xpl—A+ az J 2 exp[A]+1

Buradan hareketle denklem (3.147) ile verilen boyutsuz yogunluk dagilimi, A—0
(siddetli dejenerasyon) sarti altinda,

(%)= %sm(m?) (3.149)

olarak elde edilir. Denklem (3.147) ile verilen yogunluk dagilimi ifadesi, sayisal
olarak yiiksek dogrulukta hesaplanarak Sekil 3.21°de kirmizi ¢izgi ile verilmistir.
Mavi ¢izgi ise, siddetli dejenerasyon kosulu altinda analitik olarak elde edilen

(3.149) ifadesiyle verilen dagilimi temsil etmektedir.

o

L L " L
02 04 o8 neg

E

Sekil 3.21: Dejenere Bose gazinda yerel yogunluk dagilimi, ¢=0.01, A=-10°.
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Gergek dagilimin karakteristiklerini analitik olarak ifade edebilmek amaciyla, genligi
ve domen integrali gercek dagiliminkine esit olan homojenize dagilim ise Sekil
3.21°de siyah ¢izgiyle gosterilmektedir. Kuantum sinir tabakasi kalinligini tanimlama

olanagi saglayan bu basitlestirilmis homojen dagilimda tabaka kalinligi,

(3.150)

olarak elde edilir.

3.2.3.2. Farkli Geometriye Sahip Domenlerde Tutuklanmis Bose Gazinda Yerel
Yogunluk Dagilim

Tek boyutlu domen i¢in yapilan yukaridaki incelemeden sonra Fermi ve Maxwell
gazinda oldugu gibi, baz1 tek ve ¢ok bolgeli ve diizenli ve diizensiz geometrilerde
tutuklanmis ideal Bose gazlarimin boyutsuz yerel yogunluk dagilimlar (3.145)
ifadesi ile hesaplanmis ve incelenmistir. Bu sonuglar yine Schrodinger denkleminin
ilgili domenlerdeki sayisal ¢oziimlerinden elde edilen 6zdeger ve 6zfonksiyonlarin
(3.145) ifadesinde kullanilmasiyla elde edilmis ve klasik yogunluga bdliinerek
boyutsuzlastirilmiglardir. Hesaplamalar sirasinda o« =0.2 olarak alimmis olup,

dejenerasyon kosullarii saglamak amaciyla A = —0.01 degeri kullanilmustir.

Sayisal hesaplamalar sonucu kare domen i¢in bulunan boyutsuz yerel yogunluk dagilimi
Sekil 3.22 ve Sekil 3.23’de goriilmektedir. Kuantum sinir tabakasmin yiizeyden dik
mesafeyle degisiminin, tek boyutta analitik ¢éziimiin 6ngdrdiigii bigimde oldugu ve
dagilmin Sekil 3.21°de goriilen dagilima sahip oldugu anlasilmaktadir. Boylece kare
domen i¢in yogunluk dagiliminin, her bir dogrultu i¢in gecerli olan tek boyutlu yogunluk
dagilimlarinin ¢arpimlart ile elde edilebilecegi anlagilmaktadir. Sekil 3.24°de ise benzer

durum tiggen geometri i¢in goriillmektedir.
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Sekil 3.22: Kare domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk dagilima.

Sekil 3.23: Sekil 3.22°nin ve kuantum sinir tabakalarinin {istten goriiniisii.
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Sekil 3.24: Ucgen domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk

dagilimi.

Farkli kanal yiiksekligine, H, sahip L-sekilli domende yogunluk dagilimlari ise Sekil
3.25a, 25b, 25¢, 25d ve 25¢’de goriilmektedir. Yine benzer durumlar Sekil 3.26a, 26b
ve 26¢’de de baglantili kare domenlerde goriilmektedir. Sekil 3.27 ise keyfi sekilli

domendeki yogunluk dagilimini gostermektedir.

x
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Sekil 3.25a: L-sekilli domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilim, 46 = H .
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Sekil 3.25b: L-sekilli domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilim, 36 =H.

Sekil 3.25¢: L-sekilli domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilima, 26 =H.

Sekil 3.25d: L-sekilli domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilim, S=H.
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L H =005 |
06 07 08 09 1

Sekil 3.25e: L-sekilli domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilima, 5 =2H.

Sekil 3.26a: Birbirine bagl iki kare domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel

yogunluk dagilimi, 26 =d .

Sekil 3.26b: Birbirine bagh iki kare domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel

yogunluk dagilima, S=d.
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%405 05 g7 o .

Sekil 3.26¢: Birbirine bagli iki kare domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel

yogunluk dagilima, 5=2d .

Sekil 3.27: Keyfi sekilli bir domende dejenere Bose gazinin boyutsuz yerel yogunluk

dagilimi.

Sonug olarak goriildiigli gibi dejenere Bose gazinda sinir tabakasmin kalinligi
nedeniyle domenin ¢ok daha fazla bir boliimiinde gaz yogunlugu olduke¢a diisiik
kalmaktadir. Ayrica Bose gazinda kuantum smir tabakasmin daha kalin olmasi

nedeniyle dar bolgelerden gazin ¢ok daha etkin bi¢imde bosaldig1 anlagilmaktadir.
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4. KLASIK VE KUANTUM GAZLARINDA PARCACIK-DUVAR
ETKILESMESINE BAGLI OLCEK ETKIiLERIi

Sistemi olusturan pargaciklarla sistemi sinirlayan duvarlarin parcaciklari arasinda
gerceklesen etkilesmeler, yerel yogunlugun siirlara yakin bolgede degismesine ve
boylece yerel yogunluk iizerinde kuantum O6lgek etkileri disinda bir baska 6lgek
etkisinin olugmasina yol acar. Bu etkilesmenin yerel yogunluk {izerinde yol agtig1
degisimin modellenmesi, nano dl¢ekte gazlarin termodinamik 6zelliklerinde belirgin
hale gelecek olgek etkilerinden bir digerini anlamay1 ve kuantum oOlgek etkilerinin
deneysel olarak dogrulanmasina iliskin calismalara yol gosterici bir alt yapimin
olusturulmasini saglayacaktir. Bu bdliimde bu amagla parcacik-duvar etkilesmeleri
g6z Oniine alinarak gerek klasik (Maxwell) gerekse de kuantum gazlarinda yerel
yogunluk degisimleri Schrodinger denkleminin sayisal ¢ozlimiinden gelen 6zdeger
ve O0zfonksiyonlar kullanilarak hesaplanmis ve incelenmistir. Farkli sicaklik degerleri
icin sadece bu etkilesmeye bagli yerel yogunluk degisimleri ile kuantum o6l¢ek
etkilerinin de g6z Online alinmasiyla elde edilen yogunluk degisimleri
karsilagtirilmistir. Pargacik-duvar etkilesmeleri i¢in yaygin olarak kullanilan
potansiyel enerji fonksiyonu, boliim 2.2°de verilen Lennard-Jones, LJ(12-6),
etkilesme potansiyelidir [59-64]. Bu nedenle bu boliimde yapilan hesaplamalarda
LJ(12-6) potansiyeli kullanilmistir.

Burada, boyutlarnn1 L,, L, ve L. olan dikdortgen bir kutu iginde, LJ(12-6)
potansiyelinde tutuklanmis gazin yerel yogunluk dagilimi incelenmistir. Béliim 3°de
oldugu gibi dikdortgen domende tek bir dogrultu icin elde edilen sonuglarin daha
sonra her bir dogrultu i¢in carpimi 3 boyutlu sonucu ifade edebilmektedir. Bu
nedenle burada tek boyutlu problem ele alinmistir. Aslinda tek boyutlu problemler
sadece basitlestirilmis bir problem olmakla kalmazlar, ayn1 zamanda nano 6lgekli
sistemlerde ¢ogunlukla boyutlardan sadece biri nano Olcektedir ve sistem Olgek
etkileri acgisindan, tek boyuta indirgenip incelenebilir. Tek boyutlu bir tutuklama
domeni i¢in LJ(12-6) potansiyel fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:
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Hesaplamalarda kullanilan parametrelerin  dogrudan sayisal degerleri yerine
boyutsuzlastirllmis  degerleri  kullanilarak  sayisal degerlerinden  bagimsiz
genellestirilmis sonuclarin elde edilmesi amaglanmistir. Bu amagla boyutsuz ifadeler
kullanilmistir. Boyutsuzlastirma i¢in tim uzunluklar domenin uzunlugu olan L
degerine, enerji birimindeki tim biiyiikliikler de k,7 degerine boliinmiistiir. Bu

durumda boyutsuzlastirilmig LJ(12-6) potansiyeli asagidaki gibi yazilabilir:

o3[ - & & 42

Bu ifadede boyutsuz fonksiyon ve degiskenler U(X)=U(X)/k,T, 7 =r/L,

X=x/L, T =T/T,, scklinde tammlanmis olup, T, =¢,,/k, ve k, Boltzmann
sabitidir. Sekil 4.1°de tek boyutlu bir domende (L,=1 nm igin) tutuklanmis gaz
atomlar1 ile duvar arasindaki boyutsuz etkilesme potansiyeli verilmektedir. Bu
caligmada, silisyumdan yapilmis bir domende tutuklanmis helyum gazi ele alinmistir.
He-Si etkilesmesi i¢in LJ parametreleri, 7,=0.2855 nm ve &.,~0.2413 kJ mol

(T,.=29 K)'dir [62].

1
0.8 T=300 K
19=0.2855 nm
T=29K
0.6 |
U(x’ 0.4

0.2

—4/T

0.2 0.3 0.4 " 0.6 0.7 0.8

Sekil 4.1: He-Si i¢in boyutsuz LJ(12-6) potansiyel fonksiyonu.
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Sekil 4.1°de verilen LJ(12-6) potansiyeli i¢in Schrodinger denkleminin ¢éziimiinden
elde edilecek enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar kullanilarak Fermi ve Bose gazlari

i¢in yerel yogunluk,

v, )

FDY
(BE] "(x)_;exp(—A@,)il (%:2)

seklinde ifade edilir. Burada A =u/k,T, LJ potansiyelin olmamasi durumunda

boyutsuz kimyasal potansiyel olup domen igerisinde konuma bagli olmayan (global)

bir sabittir. Toplam parcacik sayisi (4.3) ifadesinin domen integrali olacagindan ve

v, ()7 )2 ifadesinin integrali bire esit olacagindan, homojen yogunluk igin,

FD N 1
n,=—==<
BE| “ L L

yazilabilir. Bdylece boyutsuz yogunluk i¢in uzunluklarin domen boyutuna boliinerek

1
p(-A+2 )+1

EYax  _

L L )? 1
i() B ;E[ expl— A 5)+ fgx @4

1ot
L (-

boyutsuzlastirildig: da hatirlanarak (Z =1),

7, (&)
FDY _ .\ n(¥) Texp(-A+Z)x1
(BEJ (%)= o 1 4.5)

~exp(-A+E.)t1

ifadesi yazilabilir. Kararli durum dalga fonksiyonlarmi ve enerji 6zdegerlerini
belirlemek lizere, toplam enerjisi & olan bir pargacik i¢in zamandan bagimsiz

Schrodinger denklemi asagidaki gibi yazilir [51]:

_ntdy

+U & 4.6
o Y =cy. (4.6)

(4.6) denklemi boyutsuzlastirma islemi i¢in domen uzunlugunun karesi ile ¢arpilir,

enerji ve potansiyel enerjinin boyutsuz degerleri cinsinden yeniden diizenlenirse,

d 7 AN
d‘z (aj Ul// (aj EY (4.7)
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boyutsuz Schrédinger denklemi elde edilir. Bu ifadede & = g/k,T, U =U/k,T ve
a=LJ/L seklinde tanimhidir. (4.7) denkleminin ¢oziimiinden gelen dalga

fonksiyonlar1 da boyutsuzdurlar. (4.2) ifadesi ile verilen bir potansiyel fonksiyon i¢in
(4.7) denklemi analitik olarak coziilemez. Ozfonksiyonlar ve ozdegerler ancak
sayisal yontemlerle elde edilebilir. Sinir kosulu olarak; (4.2) ifadesi X =0 ve x =1
degerlerinde sonsuz potansiyel degerine sahip oldugundan dalga fonksiyonunun
duvarlara penetrasyon olasiligr sifir olmakta ve bu nedenle Dirichlet sinir kosulu
kullanilabilmektedir. Hesap yiikii fazla olmakla birlikte yeterli sayida 6zdeger ve
Ozfonksiyon elde edildikten sonra, denklem (4.5) yardimiyla, tek boyutlu bir
domende LJ potansiyeli altinda tutuklanmis bir gazin boyutsuz yerel yogunluk

dagilimi elde edilmistir.

Yerel yogunluk dagilimi iizerinde kuantum olgek etkilerinin nasil ve ne kadar bir
farkliliga yol agtigini belirleyebilmek amaciyla kuantum olgek etkilerinin hesaba
katilmadig1 ve sadece LJ potansiyeline maruz kalan bir gazin yerel yogunluk
dagilimi da hesaplanarak her iki yogunluk ayni1 grafik iizerinde birlikte ele alinmistir.
Kuantum o6lgek etkilerinin olmamasi durumundaki yogunlugun hesab1 i¢in kuantum

olasilik yogunlugu yerine klasik olasilik yogunlugu (//L), toplam yerine integral ve
enerji 6zdegerleri igin de i’nin siirekli degerler aldigr & — &, +U(X) = (ai)’ +U(X)

ifadesi kullanilir. Boylece (4.3) ve (4.4) ifadeleri sirasiyla;

BE

FD N 1
n,=—==
BE <L L

seklini alirlar. Burada A, (¥)=A-U(¥) olup, A yine LJ potansiyelin olmamasi

R e e L B

() =5 1 [r el () “9)
0 aL o

durumunda boyutsuz kimyasal potansiyeli gostermektedir. (4.8) ve (4.9) yardimiyla

kuantum olgek etkilerinin olmamasi durumu i¢in boyutsuz yogunluk dagilimi

asagdaki gibi elde edilir ( =1):

. = . (4.10)

(FD] ﬁ()?): n()NC) Li, [1 eXp[AL(%)]]
M J(; Li, F eXp[AL ()7 )]]df
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Bose gazi durumunda A, ()7 ) =A-U ()7 ) <0 olmas1 gerektiginden boyutsuz global

kimyasal potansiyel ic¢in {ist sinir A<—1/ T seklinde olmaktadir. MB limitinde
(4.10) ifadesi,

(MB) 5(5)21 exp[AL()?)] _. exp|—(7()7)| @11
{ explA, (¥)Jx { exp[-U(®)x

seklinde basitlesir.

Sekil 4.2, Sekil 4.3 ve Sekil 4.4’de 1 nm uzunlugunda tek boyutlu ve Silisyum’dan
yapilmis bir domende tutuklanmus ,He' gazinin duvarlarla LJ potansiyeli
cercevesinde etkilesmesi ve MB istatistigine gore davranmasi durumunda boyutsuz
yerel yogunluk dagilimlar1 farkli sicakliklar igin verilmektedir. Sekillerde kirmizi
egriler denklem (4.5)’e gore hesaplanmis kuantum Olcek etkilerini igeren yogunluk
dagilimini, mavi egriler ise denklem (4.11)’e gore hesaplanmis kuantum 6lgek
etkilerini icermeyen yogunluklar1 gostermektedir. Sekil 4.2, Sekil 4.3 ve Sekil
4.4’den goriilecegi gibi yliksek sicakliklarda kuantum o6lcek etkilerinin yogunluk
dagilimina etkisi ithmal edilebilecek diizeyde iken diisiik sicakliklarda oldukga biiyiik
farkliliklar olusturmaktadir. Kuantum 6lgek etkili ve etkisiz her iki yogunlugun da

sinirlara 7, mesafe kala itici potansiyelin baskin olmasiyla hizla azalarak sifira gittigi
goriilmektedir. Boylece LJ potansiyelinden kaynaklanan ve yaklasik 7, kalinliginda

olan bir LJ sinir tabakasi olugturmaktadir. Ayrica LJ potansiyelinin negatif ¢ukurlari
yogunlukta LJ tepelerine yol agmaktadir. Ancak kuantum etkilerin varligi nedeniyle
olusan kuantum sinir tabakasinin da etkin olmaya baslamasiyla yogunlukta gézlenen
toplam sinir tabakanin kalinlastig1 ve gazi domenin i¢ bdlgelerine dogru siirdiigii ve

LJ tepelerinin de kiigiildiigli goriilmektedir.
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1.0
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Sekil 4.2: Tek boyutlu bir domende Maxwell gazinin boyutsuz yerel yogunluk

(55 20

15
1.0

0.5

0.0

dagilimi, a=0.045 (T=300 K).

\

0.0

X

0.8 1.0

Sekil 4.3: Tek boyutlu bir domende Maxwell gazinin boyutsuz yerel yogunluk

dagilimi, a=0.14 (T=30K).
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ZSMl

00 02 08 10
x
Sekil 4.4: Tek boyutlu bir domende Maxwell gazinin boyutsuz yerel yogunluk
dagilimi, a=0.35 (T=5K).
Sekil 4.5 ise kare domende LJ potansiyeli ile tutuklanmis 300 K sicakligindaki MB
gazinda kuantum Olgek etkileri altinda yerel yogunluk dagilimi verilmistir. T ;=30 K
olmas1 nedeniyle 300 K sicaklikta LJ tepelerinin oldukca zayifladig1 goriilmektedir.
Ayrica iki boyutlu domendeki dagilimin her bir dogrultu icin tek boyutlu domendeki

dagilimi temsil eden ve Sekil 4.2°de verilen dagilimin ¢arpimiyla elde edilebilecegi

de anlasilmaktadir.

09

08

07

08

y.o05

0.4

03

02

01

Sekil 4.5 Kare sekilli bir domende LJ potansiyeli (He-4 ve Si duvar etkilesmesi)
altinda Maxwell gazinin boyutsuz yogunluk dagilimi, =0.045 (T=300 K).
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Sekil 4.6, Sekil 4.7 ve Sekil 4.8’de dejenere durumdaki Fermi gazinda farkli
sicakliklarda yerel yogunluk dagilimi verilmistir. Sekil 4.6 ve Sekil 4.2°nin
karsilagtirmast LJ tepelerinin Fermi gazinda zayifladigini gostermektedir. Bu
davranisg, dejenerasyon sonucu Fermi pargaciklarinin enerji seviyelerinin MB’ye gore
daha yiiksek olmasi ve bdylece LJ potansiyel ¢ukurlarina diisen pargacik sayisinin
daha az olmasi sebebiyledir. Nitekim A =5 oldugundan parcaciklarin Fermi
sicakligi duvar sicakliginin yaklasik 5 kati1 olmakta ve LJ potansiyel ¢ukurunu daha
rahat agmaktadirlar. Diisen sicaklikla Fermi gazinda kuantum 6l¢ek etkileri ile ortaya
citkan ve Bolim 3.2.2°de gosterilen Friedel salimimlarinin baskin hale geldigi

goriilmektedir.

20—

L5r

(%)

1.0

0.5r

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

i

Sekil 4.6: Tek boyutlu bir domende LJ potansiyeli (He-3 ve Si duvar) altinda Fermi
gazinin boyutsuz yerel yogunluk dagilimi, 0=0.045 (T=300 K, A =5).
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Sekil 4.7: Tek boyutlu bir domende LJ potansiyeli (He-3 ve Si duvar) altinda Fermi
gazinin boyutsuz yerel yogunluk dagilimi, 0=0.14 (T=30K, A =5).

3.5 T T T T T
30F /
Kuantum+LJ
251
#(x)
20F /'
Ly
15F
10F
05
0.0 = " " " 2 1 " L
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

X

Sekil 4.8: Tek boyutlu bir domende LJ potansiyeli (He-3 ve Si duvar) altinda Fermi
gazinin boyutsuz yerel yogunluk dagilimi, a=0.35 (T=5K, A =5).

Sekil 4.9 ve Sekil 4.10°da ise kare domende LIJ potansiyeli ile tutuklanmis dejenere
Fermi gazinda kuantum olgek etkileri altinda yerel yogunluk dagilimi sirasiyla 30 K

ve 5 K sicakliklari i¢in verilmistir. 5 K sicaklikta Friedel salinimlarinin hakim oldugu
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ancak bunun yani sira LJ tepelerinin de varligimi siirdiirdiigli ve hatta Friedel
salimimlarina ait ilk tepe ile LJ tepesinin 5K sicakliginda iist {iste gelmesiyle biiyiik
bir tepenin olustugu agik olarak goriilmektedir. MB’de oldugu gibi iki boyutlu
domende yogunluk dagiliminin her bir dogrultu icin tek boyutlu domendeki

dagilimin ¢arpimiyla elde edilebilecegi de anlagilmaktadir.

#(%,5)

oo - N w = o
4 i ] ] L

Sekil 4.9 Kare sekilli bir domende LJ potansiyeli (He-3 ve Si duvar) altinda Fermi
gazinin boyutsuz yogunluk dagilimi, a=0.14 (T=30K, A =5).

1

09

08

HeF) b

Sekil 4.10 Kare sekilli bir domende LJ potansiyeli (He-3 ve Si duvar) altinda Fermi
gazinin boyutsuz yogunluk dagilimi, 0=0.35 (T=5K, A =5).
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Sekil 4.11, Sekil 4.12 ve Sekil 4.13°de dejenere durumdaki Bose gazinda yine farkl
sicakliklarda yerel yogunluk dagilimlar: verilmistir. Bose gazinda LJ tepelerinin ¢ok
kuvvetlendigi ve kuantum 6lcek etkilerinin ise bu tepeleri zayiflattigi goriilmektedir.
Kuantum olgek etkileri goz oniine alinmadiginda LJ tepelerinin ¢ok biiyiik olmasinin
nedeni, Bose pargaciklarinin aynit kuantum durumunda bulunma egilimleri ve LJ
cukurunun en diisiik enerjili bolgeyi olusturmasidir. Kuantum o6lgek etkileri ise
parcaciklarin dagilimini domenin orta noktasini tercihli bdlge yapacak sekilde
bozmakta ve toplam parcacik sayisi korundugundan yogunluk dagilimindaki tepeler

zayiflamaktadir.

A(x) | L

Kuantum=LT

\

[¥]

0.0 0.2 04 . 0.6 08 1.0
x

Sekil 4.11: Tek boyutlu bir domende Bose gazinin LJ potansiyeli (He-4 ve Si duvar)
altinda boyutsuz yerel yogunluk dagilimi, a=0.045 (T=300 K, A =-0.11).
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Sekil 4.12: Tek boyutlu bir domende Bose gazinin LJ potansiyeli (He-4 ve Si duvar)
altinda boyutsuz yerel yogunluk dagilimi, a=0.14 (T=30K, A =-1.11).
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Sekil 4.13: Tek boyutlu bir domende Bose gazinin LJ potansiyeli (He-4 ve Si duvar)
altinda boyutsuz yerel yogunluk dagilimi, a=0.35 (T=5K, A =-6.14).

Sekil 4.14 ve Sekil 4.15°de kare domende LJ potansiyeli ile tutuklanmis dejenere

Bose gazinda kuantum 0lcek etkileri altinda yerel yogunluk dagilimi sirasiyla 30 K

ve 5 K sicakliklar1 i¢in verilmistir. Bose gazinda LJ cukurlarinin tercihli bolge

olmaya devam ettigi goriilmektedir. Iki boyutlu domende yogunluk dagiliminin yine
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her bir dogrultu i¢in tek boyutlu domendeki dagilimin ¢arpimiyla elde edilebilecegi

de anlasilmaktadir.

Sekil 4.14 Kare sekilli bir domende LJ potansiyeli altinda Bose gazinin boyutsuz
yogunluk dagilimi, a=0.14 (T=30K, A =-1.11).
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Sekil 4.15 Kare sekilli bir domende LJ potansiyeli altinda Bose gazinin boyutsuz
yogunluk dagilimi, a=0.35 (T=5K, A =—-6.14).
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5. KUANTUM SINIR TABAKASININ DENEYSEL DOGRULAMASI iCiN
BiR ONERI

Gazlarin termodinamik Ozelliklerinde kuantum o6l¢ek etkilerinin arastirilmast sz
konusu oldugunda, en giiclii aday helyum gazidir. Diisiik sicakliklarda ;He" atomlar
en diisiik enerji seviyesinde yogunlasma egilimi gosterdikleri igin, pargaciklarin
ortalama de Broglie dalgaboylar1 ¢ok biiylik olacak ve bu sicakliklarda kuantum
dlgek etkileri gok daha belirgin olacaktir. Deneyin ¢ok diisiik sicakliklarda ,He"
(Bose gazi olarak) ve ,He® (Fermi gazi olarak) atmosferleri altinda tekrarlanmasiyla
kuantum gazlart durumundaki teorik Ongoriilerin  deneyle karsilastirilmasi

hedeflenmistir.

Kuantum olgek etkilerinin gazlarin termodinamik o6zellikleri {izerinde yol agtig1
ongoriilen degisimlerin deneysel dogrulamasi amaciyla 105T086 no.lu TUBITAK
projesi c¢ercevesinde Physikalisch-Technische-Bundesanstalt-Berlin (PTB-Berlin)
kurumunda yliriitiilen calismalarda birbirleriyle baglantili makro ve nano 6lgekli iki
domende tutuklanmis helyum gazlarinin homojenize (klasik) yogunlugunda
(n=N/V) kuantum smir tabakast nedeniyle olusacak farkliligin oOlgiilmesi
planlanmigtir. Yogunlugun hassas Ol¢iimii i¢in gazlarin dielektrik sabiti ile
yogunlugu arasindaki iliskiyi veren Clausius-Mosotti bagintisindan yararlanarak
dielektrik sabitin yiiksek dogrulukla Ol¢limiinden hareketle gazin yogunlugunun
yiiksek dogrulukla 6l¢iilmesi ongoriilmiistiir. Dielektrik sabitin 6l¢limii ise kapasite
Olctimii ile yapilmistir. Bu amacla iletken film kapli silisyumoksit malzemeden
yapilmis ve aralarinda nanometrik boyutlarda gaz boslugu bulunan paralel plaka
elektrotlu kapasitorler iiretilmistir. Ayrica altin kaplamali, {i¢ bakir halkadan olugan

(ic, orta ve dis elektrot) es merkezli iki referans makro kapasitor yapilmistir.

Kuantum 6l¢ek etkileri sebebiyle, helyum gazinin dielektrik sabitindeki degisimi
Ol¢ebilmek i¢in bir nano-yapili kapasitor, iki silindirik referans kapasitor, gazla
calisan bir kryostat ve iki sigay1 karsilagtirmak icin yiiksek hassasiyetli kapasitans
koprisii ile olusturulmus bir deney seti hazirlanmistir. Deneyde makro ve nano

kapasitoriin her ikisi birden helyum gazi ile doldurulmus bir kryostat kabina
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yerlestirilmistir. Helyum gazi atmosferi altinda kapasitelerinin hassas 6l¢iimiinden
hareketle dielektrik sabitleri ve buradan da gazin dielektrik sabiti ile yogunlugu
arasindaki 1iliskiyi veren Clausius-Mosotti bagintisindan yararlanarak elektrot
plakalar1 arasindaki gazin geometrik (klasik) yogunlugunun (n.=N/V) Olgiilmesi

amaglanmustir.

Clausius-Mosotti bagintist bagil dielektrik sabiti ¢, ile gazin homojenize yogunlugu

arasinda

2
g =1+—ak_ (5.1)
3e,k, T
seklinde bir iliski tanimlar [95]. Burada g, parcaciklarin dipol momenti ve &

vakum dielektrik sabitidir. Nano 6lgekli paralel plaka elektrotlu ve makro olgekli

silindirik elektrotlu kapasitorlerin kapasiteleri ise sirastyla

. A,
C,=¢,¢, a (5.2)
C, = 5,5 —2u (5.3)

ln(RzJ
R, y

olarak ifade edilir. Burada &” ve ¢! sirasiyla nano ve makro kapasitordeki gazin
bagil dielektrik sabiti, A4 ve d, sirasiyla nano kapasitoriin elektrot alani ve
elektrotlar aras1 mesafe, R, R, ve L,, ise yine sirastyla silindirik makro kapasitoriin
dis ve i¢ ¢ap1 ile uzunlugudur. (5.1)-(5.3) ifadeleri kullanilarak ve n, ,uf) / 3e.k, T << 1

g0z Oniine alinarak kapasite oranlari

RZ
c s . y In r
R.=—" ={1—nML(1—ﬂH . Y (5.4)

olarak elde edilir. Burada C, ve Cy, sirastyla nano ve makro kapasitorlerin kapasite

degerleri, n", ve n" yine sirastyla nano ve makro kapasitdrlerdeki gazin homojenize
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yogunlugudur. Kuantum 6lgek etkileri olmamasi durumunda n', = n), olacagindan

(5.4) ifadesindeki soldan ilk koseli parantez 1 degerini alir. Boylece kapasitelerin

orani sadece elektrotlarin geometrik uzunluklari ile iligkili olan ikinci kdseli parantez
igersinde verilen terime baglidir. Oysa kuantum dlgek etkileri nedeniyle n., # nff
oldugundan kapasite oranlar1 ilk koseli parantez icersindeki ifadeye de bagh

olacaktir.

Kuantum sinir tabakasi nedeniyle parcaciklar geometrik hacim yerine etkin bir hacmi

isgal ederler. Bu durumda etkin yogunluklar asagidaki gibi verilebilir.

n Nn
w _ Ny

Bu ifadelerde V¥ ve ¥V sirasiyla nano ve makro kapasitoriin etkin hacmi olup

asagidaki gibi ifade edilirler:

Ve = V{l— A"aj , (5.7
Vn

yer - VM(I——AMgJ . (5.8)
VM

Yukaridaki ifadelerde, nano ve makro kapasitordeki parcacik sayisi sirasiyla N, ve
Nu, kapasitorlerin geometrik hacimleri sirasiyla V, ve V), yiizey alanlari da yine
sirastyla 4, ve Ay ile, kuantum smir tabaka kalinligi ise o ile verilmistir.
Termodinamik denge durumunda etkin yogunluklarin esitliginden hareket ederek ve

ayrica A,, [V, << A,/V, oldugunu goz oniine alarak, geometrik yogunluklarin orani

icin asagidaki baginti elde edilir.

n, A6 26
—x]-——=1-— 5.9
n V d (59)

n n

Deneyde kuantum sinir tabakasinin varligi nedeniyle gaz boslugunun kii¢iik oldugu
nano kapasitoriin plakalar1 arasindaki homojenize gaz yogunlugunda, azalan
sicaklikla birlikte makro kapasitoriin i¢indeki homojenize gaz yogunluguna kiyasla

kiiciik ancak olgiilebilir bir azalma goézlenmesi Ongodriilmiistiir. Bu yogunluk

94



azalmasiin degeri teorik olarak ongoriildiigii i¢in bu ongoriiler deney sonuglar ile

kiyaslanarak teorinin dogrulugunun test edilmesi amaglanmaistir.

Denklem (5.9), (5.4)’de kullanilirsa kapasiteler orani1 asagidaki gibi yeniden

yazilabilir:
2 ln(%)
R. = . _ 1—nt —Hp 2004, ARy | (5.10)
C, 3¢k, T d, | d, 2,

Buna gore farkli sicaklik ve basing (ya da yogunluk) kosullarinda kuantum sinir tabakasi
kalinhig: farklilasacagindan ve bu farklilagsmanin sicaklik ve basinca bagliligi boliim 3°de
yapilan caligsmayla bilindiginden, olglimler ile denklem (5.10)’dan hareketle bulunan

sonuglarin karsilastirmasiyla kuantum sinir tabakasinin varligi, o, gosterilebilir.

Sekil 5.1 de deney icin iiretilen nano kapasitoriin elektron mikroskobuyla alinan
goriintlisii verilmektedir. Ayrica Sekil 5.2 de farkli 6zellik ve OSlgiilerde iiretilmis

nano kapasitorleri iceren silisyum plakanin fotografi goriilmektedir.

Sekil 5.1: Nano kapasitoriin elektron mikroskobu ile alinan goriintiisii.
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24.08. 2006

Sekil 5.2: Silisyum plaka iizerinde iiretilmis farkli 6zellik ve boyutlarda nano

kapasitorler.

Bu deneyin en Onemli bilesenini nanoyapili kapasitér olusturmaktadir. Tarak
seklinde elektrot yapisina sahip bu kapasitorler elektron 1511 litografisi (electron
beam lithography) ve kuru kazima (dry etching) yoluyla iiretildiler. Nano kapasitoriin
elektrotlari, 30 nm kalinliginda AI20O3 tabaka ile kapli silikon levha iizerine 250 nm
kalinliginda Nb film piiskiirtiilerek elde edilmistir. Bu aliiminyum tabaka, kuru
kazima iglemi i¢in kazima sonlandiricist olarak kullanilmistir. Sekil 5.3 de verilmis
olan tarak seklindeki Nb nano tel elektrotlarin genisligi 200 nm, aralarindaki mesafe
ise 250 nm dir. TEM (transmission electron microscopy) teknigiyle alinan

goriintiilerde nano tel elektrotlarin hemen hemen dik oldugunu goriilmektedir.
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Sekil 5.3: Nb nano elektrotlar.

Ayrica deneyde referans kapasitor olarak kullanilmak iizere iiretilen makro
kapasitorler Sekil 5.4’de goriilmektedir. Makro kapasitdrde, elektrotlar arasindaki
mesafe 60 pum olup, i¢ kapasitor i¢in 42 pF, dis kapasitor i¢cin 51 pF sigalar

Olclilmiistiir.

Sekil 5.4: Makro kapasitoriin bilesenleri.

Deney sicakligini diizenlemek igin, bir siirekli-gaz-akish kryostat kullanilmistir.
Kullanilan bu kryostatin ¢alisma araligi 2K-300K dir. Bu da, cihazlarin ¢ok kisa bir

stire i¢inde 1sitilip sogutulabilmesini saglar. Kryostat sistem Sekil 5.5 de verilmistir.
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Sekil 5.5: Kryostat sistem.

Helyum gazinin dielektrik sabitinin ve kuantum 6lgek etkileri sebebiyle degisiminin

hesaplanabilmesi i¢in, ¢ok yiiksek bir rezoliisyona sahip ve kararli bir dielektrik

olgme teknigine ihtiyag vardir. Bu amagla, AC/C=10-8 kapasite rezoliisyonuna ve
100Hz-10kHz frekans aralifinda degisebilen kararliliga sahip bir koprii devre
tiretilmistir. Bir IVD (indiiktif voltaj boliicli) yardimiyla siniisoidal bir voltaj,

referans makro kapasitor ile nano kapasitor arasinda boliinmiistiir.

PTB-Berlin’de yapilan deneyler i¢in iiretilen nano ve makro kapasitorler i¢cin dogrudan
PTB-Berlin kurumunun 6z olanaklart ve fonlart kullanilmistir. Deneyler o6zellikle
kuantum o6lgek etkilerinin biiylik oldugu diisiik sicaklik kosullarinda yapilmis ancak
sicaklik kontrol sisteminde istenilen hassasiyette kontrol saglanamadigindan olgtimleri
perdeleyen bir sicaklik salinimi gézlenmistir. Bu amagla yeni ve daha hassas bir sicaklik
kontrol sistemine ihtiya¢ duyulmustur. S6z konusu kontrol sisteminin maliyetleri

oldukga biiyiik oldugundan su an bu amag igin bir fon aragtirilmaktadir.
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez calismasi cergevesinde, sonlu biiylikliige sahip domenlerde tutuklanmig
gazlarin global ve yerel termodinamik ozellikleri lizerinde 6zellikle nano dlcekte
belirgin hale gelen kuantum o6lcek etkileri, Maxwell, Fermi ve Bose gazlari1 i¢in
incelenmis ve deneysel dogrulama igin bir 6neri yapilmistir. Bu amagla dncelikle
hem klasik (Maxwell) hem de kuantum gazlarinin (Fermi ve Bose) global serbest
enerjisi kuantum Olgek etkileri g6z dniine alinarak keyfi sekle sahip bir domen igin
Weyl konjektiirli yardimiyla tiiretilmis ve buradan hareketle diger termodinamik
ozellikler elde edilmistir. Kuantum 6lgek etkisi nedeniyle nano 6l¢ekte gazlarin tiim
termodinamik biiytikliik ve davraniglarinin makro 6lcege kiyasla belirgin sekilde
degistigi, yanal kuvvetlerin ortaya ¢iktigi, dejenere Fermi gazinin &zelliklerinde
sicaklik diizeltmesi yaninda 6l¢ek diizeltmesi ve her ikisinin bilesimi olan termo-
Olcek diizeltmesinin ortaya ¢iktigi, Bose gazinda yogusmanin klasik Bose-Einstein

yogusma sicaklifindan daha yiliksek bir sicaklikta ve Once yiizey modlarinda

basladig1 gosterilmistir.

Daha sonra gazlarda yerel yogunluk incelenerek, yerel yogunlugun termodinamik
dengede homojen olmadigi, sinirlara yakin bolgede yogunlugun azalarak sifira gittigi
Planck sabiti ile orantili bir kuantum sinir tabakasiin bulundugu, bu tabakanin Bose
gazinda en biiyiik degeri alirken Fermi gazinda da en kiiglik degerine ulastig1 ayrica
Fermi gazinda yogunlukta Friedel benzeri salimimlar oldugu belirlenmistir. Bu
yogunluk dagilimlar i¢in dejenere ve tek boyutlu durumlarda analitik ifadeler elde
edilmis, daha karmagik tutuklama geometrileri ve zayif dejenerasyon kosullarinda ise
sayisal c¢oziimlemelerle yogunluk dagilimlari incelenmistir. Global termodinamik
Ozelliklerde gozlenen kuantum oOlgek etkilerinin yerel yogunluk dagiliminda
gozlenen homojen olmayan bolgelerin varligindan kaynaklandig anlasilmistir.
Kuantum simir tabakasi kalinliginin belirledigi bir 6l¢iiden daha kiiciik dlgtilere sahip
bolgeleri gazin terk ettigi ve gaz yogunlugunun termodinamik denge durumuna
ragmen diger bolgelere kiyasla diisiik bir degerde kaldig1 goriilmiistiir. Iki boyutlu

domenlerde yapilan sayisal incelemeler bir boyutlu domenler i¢in verilen analitik
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sonuglarin ylizeylere dik her bir dogrultu i¢in kullanilarak iki boyutlu yogunluk
dagilimmin elde edilebilecegini gdstermistir. Maxwell, Fermi ve Bose gazlarinda
kuantum smir tabakasi kalinlig1 i¢in analitik ifadeler verilmis bu tabaka kalinliginin

ayni gaz tipi i¢in domen seklinde bagimsiz oldugu gosterilmistir.

Ayrica yerel yogunluk iizerinde parcaciklarla sinirlar arasinda Lennard-Jones tipi
etkilesmenin yol agtig1 degisim de modellenmis ve kuantum 6l¢ek etkileri altinda bu
tip bir yogunluk dagiliminin nasil deforme oldugu gosterilmistir. Son olarak yerel
yogunluk iizerinde kuantum Olgek etkilerine iliskin teorik Ongoriilerin deneysel

dogrulamasi i¢in bir deney Onerisi getirilmistir.

Gazlarin termodinamik ozellikleri iizerinde kuantum o6lgek etkilerine iliskin bu
calismada ulasilan sonuglardan yararlanarak, nano O&lgekte bu yeni davraniglari
kullanan ve makro Olgekte miimkiin olmayan yeni nano makinelerin tasarimi ve
tiretimi miimkiin olabilecektir. Bu tez c¢aligmasinda ele alinan problemlerin daha
ileriye gotiiriilmesi i¢in deneysel dogrulamaya iligkin ¢aligmanin tamamlanmasi
sonrasinda teorik ongoriilerle deney sonuglarinin karsilastirmasindan yararlanarak
teorik modelin olas1 sapmalarini en aza indirecek gelistirmelerin yapilabilecegi

distiniilmektedir.
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EK-A : WEYL VARSAYIMI, PARCACIK YOGUNLUGU VE HELMHOLTZ
SERBEST ENERJIiSi

Weyl varsayimina gore tek parcacik icin kararli hal Schrédinger denkleminin
0zdeger spektrumunda k degerini asmayan 6zdegerlerin sayisi, asagidaki asimptotik
ifade ile verilir,

Vi? Ax? ., Ck N
Q,(x)= = o(D-3)+(-1)° e o(D-2)+(-1)"" T o(D-1)+(-1)"" Tg. (A.1)

Bu ifadede V, 4, C, N¢ sirasiyla domenin hacmi, ylizey alani, ¢evre uzunlugu
(periferi) ve kose sayisidir. ®O(x) ise adim fonksiyonudur. Buna gore tek parcacik hal
yogunlugu asagidaki gibi yazilir,

C

_dQD(K‘)_VK‘2 3 oy Ak 3 S B
=== O(D-3)+(-1) 4HZ”@(D 2)+(-1) 40717[@(13 1).(A.2)

&b

Boylece « ile k+dk araligindaki hal sayisi,

402, ()= g, (k) = ZZ (D3 + (1)

2

Ax
4P 227

o(D-2i+ (1) € o(D-1)x(A3)

D-1
T

olarak ifade edilir. Enerji 6zdegerleri ve k dalga sayis1 arasinda,

8_p_2_ (hx ) _ h’x?
2m 2m 8mr?

(A4)

biciminde bir bagint1 vardir. Buna gore denklem (A.3) enerji 6zdegerleri cinsinden
asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

3/2
dQD(g)sz(z@ &e(p-?,)dﬂ(_1)D%@(D_z)dg+(_1)m CL‘@ %@(D—l)dg- (A.5)

FD ve BE istatistiginde, & enerji seviyesi i¢in dagilim fonksiyonu asagidaki gibidir:

FD 1
(BE]f(g)_m' (A.6)

Tlm enerji seviyeleri géz oniine alindiginda domendeki parcacik sayisi,

N=Y f(g)AQ, (A7)
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olarak yazilir. Denklem (A.5) g6zoniine alinirsa enerji 6zdegerlerinin ayrikligi ihmal
edilebilir. Bu durumda denklem (A.7) asagidaki ifadeye dontistir:

o0

N=[f(e)d,(s). (A.8)
0
t* =¢/k,T seklinde degisken doniisiimii yaparak denklem (A.5) asagidaki forma
dontstir:
4V 24 - 2C
dQ,(t)= Nre G)(D—3)t2dt+(—1)Dm@(D—Z)tdtJr(—l)D lmG)(D—l)dt. (A.9)

Burada A, pargaciklarin termal de Broglie dalgaboyu olup asagidaki ifade ile
verilmektedir:

A = " . (A.10)
2mmk, T

Degisken doniisiimiinden sonra denklem (A.6) ise asagidaki formda yeniden
yazilabilir,

FD 1

Bu durumda denklem (A.8) ile verilen parcacik sayist ifadesi,

2 Y

FD 4y © L, 24 Y by 2C 1
N=—"0([D-3)———atr+(-1)———0(D-2)[——at+(-1)"'———0(D-1)[ ———ar
[BEJ NEZ ( )! e™M 1] 1 4720 ( )l ™M £ -1 42z, ( )! ™M 1]

(A.12)

seklinde yeniden yazilabilir. integraller almnip gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra
denklem (A.12) asagidaki sekle doniisiir:

FD _V C o A\— A c(— A)— 4 C .
(BE jN = +/1—3T®(D—3)Lz3/2 Fer)F (1) T 0(D -2)Li,[F " )7 (-1)"" Iy O(D-1)Liy,(Fe"):

(A.13)

Helmbholtz serbest enerji ifadesi ideal kuantum gazlari i¢in asagidaki sekilde verilir:
FD _
(BE ]F = Nk,TAF k,TY In[1 +exp(A —¢,/k,T)]. (A.14)

Bu ifadede Y In[l+exp(A — &, /k,T)|, biiyiik boliisim fonksiyonu olarak adlandirilir

ve Z ile gosterilir. t* = ¢/k,T déniisiimii yapilir ve tek paracik hal yogunlugu da gz
Oniine alininca sonsuz seri toplam yerine integral ifade kullanilirsa, bdliisiim
fonksiyonu,
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7=l exp(A -2 )] [l £ exp(a - |2, () (A.15)

seklinde ifade edilebilir.
Buna gore biiyiik boliisiim fonksiyonu asagidaki gibi diizenlenebilir:

(A.16)

(ZD]Z: \/%Z; @(D73):'jtz ln( )dtJr u 02;4 ; D—Z):.jtln( yt+ W(D*I)Iln(lie/‘"z )dt .

Birinci, ikinci ve iiglincii integralleri hesaplamak icin sirasiyla asagidaki degisken
doniistimii yapilabilir:

3

uzln(lieA_’z)% du:Ltzdt , dv=t2dt—>v:t—, (A.17)
l+e™ 3
— 2
:ln(lieA”z)edu:Ltzdt , dv=tdt—>v:t—, (A.18)
liefAth 2
uzln(lieA”z)edu:LAtzdt , dv=dt—>v=t. (A.19)
l+e ™

Buradan hareketle integraller alindiginda denklem (A.16) asagidaki sekilde elde edilir:

FD D [~ A\ D-1 . (£ oA
[BE]Z:—;T®(D—3)Li5/2($eA)$(—l) 4;21 —0(D-2)Li,(¥ " ) (-1) &@(D—I)Lz3/2(+e )-

(A.20)

Buradan hareketle de serbest enerji ifadesi

¢ L13/2[+e bD D+ (=12 LLl [+e ]

4[) IAT 4[7

¢ e LipFer (D -1)+ (1) ’zTng()[ieA]

471,

Nk, T 7 L13/ [Ferlo(D-3)+ (-1 - 212 2 LiFeto(D-2)+ (1)
T

[FDJ F 13 L’5/2[+e Jo(p-3)+(-1y 4u Lz JFerlo(p-2)+ (1) =

BE

(A21)

olarak elde edilir.
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EK-B : POLILOGARITMA FONKSiYONLARI

De Jonquiére fonksiyonu da denilen polilogaritmalar asagidaki sekilde tanimlanan
0zel fonksiyonlardir,

k
2 Z

Li(z)= R (B.1)

Yukaridaki ifade biitiin D ve z karmasik sayilar i¢in gegerlidir. Polilogaritmalarin teorisi,
Euler’in dilog (D=2) (Spence fonksiyonu), Landen’in trilog (D=3) ve daha sonra quadrilog
gibi daha yiiksek dereceli polilogaritmalara dayanir. Istatistiksel Fizik uygulamalarnda
polilogaritmanmin derecesi genellikle domenin fiziksel boyutuyla, D, iligkilidir.
Polilogaritmik fonksiyonlar asagida verilen bazi 6zelliklere sahiptir,

i (2)=Liy(2), (B2)
dz
Liy(1)= {( (D) , Riemann zeta fonksiyonu , D >1 ’ (B.3)
o ,D<ZI
Li(z)=-In(1-z) , z=1, (B.4)
Liy(z)=—— . (B.5)
l-z

Son zamanlarda kuantum gazlarinin termodinamik 6zelliklerinin, fugasite (z=eA) ve
boyutun (D) fonksiyonu olan polilogaritmik fonksiyonlar ile temsil edilebilecegi
anlasilmistir. Asagidaki gibi Fermi-Dirac (FD) ve Bose-Einstein (BE) integrallerinin
¢ozlimii polilogaritmik fonksiyonlarla temsil edilebilir:

D
X

exp(— At x) = ldx = iF(D + I)LiD+1 [i exp(A)] . (B.6)

Sl ¥}

Polilogaritma fonksiyonlarinin asimptotik acilimlar1 agagidaki gibi verilir:

A<<—1 = Li, (Fe')xFe" + ;DH T ;DH +0(4), (B.7)
) 1 AD+1 2 -
A>>1= Ly, (-e)= —DF(D){DH +%DAD ! +0(4)] (B.8)
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Burada I'(D), gamma fonksiyonudur. Bu calismada kullanilan bazi1 polilogaritma

fonksiyonlarinin asimptotik ifadeleri ise asagida verilmektedir.

A>>1 i¢in baz1 polilogaritmalarin asimptotik degerleri:

AS/Z 2 1
Liy, (— eA); _8 [1+ o }

157 8 A2

Lij(-e")=~1-exp(-A)~ -1

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

Yukarida verilen asimtotik ifadeler, A=10 igin dahi, 2x10™*den daha az hata igermektedir.

A—"0 i¢in baz1 polilogaritmalarin asimptotik degerleri asagida verilmistir,

J-A 72
Lio(eA); —i—%

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

Burada verilen asimtotik ifadeler, 4=-0.01 icin dahi, 6x10>°den daha az hata icermektedir.

110



EK-C : SCHRODINGER DENKLEMININ SAYISAL COZUMU

COMSOL Multiphysics, kismi diferansiyel denklem (PDE) bazli her tiir bilimsel ve
miihendislik problemlerini sonlu elemanlar metodu (FEM) temelinde modelleyip
cOzebilen etkilesimli arayiize sahip bir yazilimdir. Bu yazilim igerisinde hazir olarak
tanimlanmis bazi modiiller sayesinde, ¢esitli amaclara uygun fiziksel problemler i¢in
(madde ozellikleri, yiikler, sinirlandirmalar, kaynaklar ve akilar gibi) biiyiikliikler
tanimlanarak bir model kurmak miimkiindiir. Model kurulduktan sonra program
modelle ilgili PDE’yi ¢6zer.

Program cok g¢esitli sayisal ¢oziicliler (algoritmalar) kullanarak, 1zgara olusturma
(mesleme) ve hata kontrolii ile birlikte sonlu elemanlar analizi yapar. Bu
algoritmalarin tiimi, her bir problemi lineerlestirilmis bir problem olarak ele alip, bir
ya da bir kag lineer sistem ¢dziimiine indirger.

Yazilim, dogru Jacobian matrisi hesaplamaya calisir ve hem simetrik hem Hermitian
matrisler i¢in simetriyi otomatik olarak yakalar. Boylece problem ¢6ziimii i¢in tiim
ihtiya¢ duyulan sey hesaplama zamani kazandiracak ¢oziim algoritmasini belirlemek
olacaktir. PDE problemi ayriklastirilinca bir simetrik Jacobian matris (veya zaman
bagiml ya da 6zdeger problemleri i¢in simetrik mass matrisi) elde edilir. Bu lineer
sistemi ¢6zmek i¢in daha hizli ve daha az bilgisayar hafizas1 harcayan bir algoritma
secilmelidir. Ancak genel olarak, g¢oklu-fizik problemleri non-simetrik matrisler
iiretir. Cozlimde matris tipi simetrik segilirse yanlis bir ¢coziim elde edilir. Bu sebeple
matris tipi belirlenmemisse “automatic’ secenegi kullanilmasi dogru olacaktir.

Gergek simetrik ya da Hermitian matrisler pozitif-definite matrislerdir. COMSOL bu
tip matrisler i¢inde etkin lineer sistem algoritmalar1 icermektedir. Bu algoritmalar
direk veya iteratif yontemler kullanirlar.

COMSOL’da bulunan birkag lineer sistem algoritmasi sunlardir:

Direk ¢6ziim algoritmalari:

«  UMFPACK
»  SPOOLES

«  PARDISO

«  TAUCS

Iteratif ¢6ziim algoritmalart:
*  GMRES
*  Cojugate gradients
*  Geometric multigrid

Bilgisayar hafizas1 kullanimi agisindan, az serbestlik derecesi igeren modellerde
dogrudan (direkt), digerlerinde iteratif yontemler kullanmak gerekir. Buna karsilik
iteratif yontemler direkt yontemlere gore daha az stabil olup, her zaman
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yakinsamazlar (¢oziim saglayamazlar). “Geometric multigrid” harig, iteratif
yontemlerde yakinsama saglamanin yolu uygun Preconditioner’i (M, birim matrise
yakin bir matris, preconditioner ile sistem Ax=b bic¢imindeyken, M'Ax=M"b
bicimine doniisiir) se¢mekten geger.

Bu c¢alismada ele alinan sistemler i¢in kurulan modellerde COMSOL tarafindan
yapilan ayriklastirma sonucu olusan matris Hermitian ve pozitif-definite oldugundan
(yazilhmda modele ait parametrelerden anlasilabilir) direk Cholesky (TAUCS)
algoritmasi secilerek ¢oziim yapildi.

TAUCS Cholesky direct solver algoritmasi Ax=b formundaki sistemler igin
kullanilir. Bu algoritmada Cholesky factorization (garpanlara ayirma, A=LL")
yapilir. COMSOL’da bu algoritma C dilinde yazilmis olup algoritmada maksimum
performans icin Level-3 BLAS (matris-matris islemleri = temel lineer cebir
altprogramlar1) kullanilmaktadir. COMSOL Multiphysics’de Sivan Toledo ve
arkadaglar tarafindan yazilan TAUCS version 2.2 kullanilmaktadir.

(http://www.tau.ac.il/~stoledo/taucs ).
Model kurma ve problem ¢6ziimii i¢in FEMLAB’da izlenen adimlar:

*  COMSOL agildiktan sonra, “Model Navigator’de boyut se¢imi, bir uygulama
modu (/COMSOL Multiphysics/PDE modes/Classical PDEs/Schrodinger
equation) ve eleman tipi (Lagrange/Hermite ve quadratic/cubic vs.) segilir.

*  Geometri belirlenir.

*  PDE-nin katsayilar belirlenir.

*  Sinir kosullar1 belirlenir.

*  Mesleme yapilir, gerekirse sik mesleme secenegi kullanilir.

*  Kullanilacak algoritmanin parametreleri ayarlanir ve ¢oziime gegilir.

Bu calismada COMSOL’dan elde edilen 6zdeger ve 6zfonksiyonlar MATLAB’a
taginarak bir hesaplama kodu yardimiyla, AMD Opteron 250, 2Gb Ram 6zellikli bir
bilgisayarda yogunluk dagilimi hesaplanmis ve grafikler elde edilmistir.

112



OZGECMIS

1965 yilinda Istanbul’da dogdu. Lise 6grenimini Kartal Orhangazi Lisesi’nde
tamamladiktan sonra 1987 yilinda istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Astronomi ve
Uzay Bilimleri Boliimii’nden mezun oldu. Aymi yil Istanbul Teknik Universitesi
Niikleer Enerji Enstitiisii’nde yiiksek lisans egitimine basladi. 1991 yilinda yiiksek
lisansin1 tamamlamistir. Uluslararast dergilerde yayimlanmis 3 makale, 3 uluslararasi
bildiri, 2 ulusal bildiri ve 1 sempozyum bildirisi mevcuttur. Ingilizce bilmekte olup,
evli ve 1 ¢cocuk babasidir.

113



