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KAOTIK BIiR MANYETIK ALANIN PLAZMA SINIRLANMASINA ETKIiSi
OZET

Pek ¢ok dinamik sistemin problem ¢dziimlerinin sayisal aragtirmalari sirasinda kaotik
cozlimlerle karsilasilmaktadir. Kaotik ¢ozlimler dinamik sistemlere uygulanan
pertiitbasyonlarla ortaya c¢ikmaktadir. Sistemlerin kiiciik bozulmalara verdigi
tepkinin anlasilmasi yapilacak deneyler oncesi sistem kararliginin tespiti acisindan
Oonem tasidig1 gibi sistemdeki transport olaylarini agiklamasi agisindan da Snem
tagimaktadir. Filizyon plazmalar1 gibi karmasik mekanizmalari barindiran ve
manyetik alandaki kiiciik bozulmalarin tim plazma hacmini etkiledigi sistemlerde
Ozellikle sicak plazmanin duvarlardan uzak tutulmasi ¢ok onemlidir. Bu sebeple
fiizyon caligmalar yiiriiten bir¢ok iilkede yapilacak deneyler oncesinde plazmayi
siirlayan manyetik alandaki olasi kaotik yapilarin anlagilmasi flizyon reaktorlerinin
gelecegi acisindan 6nem tagimaktadir.

Bu calismada, Hudson ve Breslau’nun plazma icerisindeki kaotik manyetik alanlarin
anizotropik 1s1 gecisine ve plazma sinirlanmasina yaptigi etkileri incelemek igin
kurduklar1 ve ¢oziimii i¢in karmasik sayisal hesaplara gerek duyulan modele basit
baz1 yaklasimlar yapilmistir. Cesitli degerlerle pertiirbe edilerek kaosa dogru itilen
plazmayr c¢evreleyen manyetik alaninin yapisi incelenmistir. Pertiirbasyonun
manyetik alanda yarattig1 manyetik adalar, KAM ylizeyleri, cantorus gibi yapilarin
sicaklik profillerini ve plazma icerisindeki 1s1 ge¢isini nasil etkiledigi aragtirilmistir.
Kaotik manyetik alan ve sicaklik egrilerinin korelasyonu i¢in anizotropik 1s1 gegisi
denklemi manyetik alana paralel ve dik yonde ikiye ayrilmis ve hesaplamalar bu
sekilde yapilmistir. Hudson ve Breslau’nun hesaplama yaparken kullandiklar: yiiksek
coziinlirliik degerleri ve iterasyon sayilari azaltilarak c¢ozlimlerin yakinsamasi
incelenmis ve yakin ¢oziimler bulunmustur.
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EFFECTS OF CHAOTIC MAGNETIC FIELDS ON PLASMA
CONFINEMENT

SUMMARY

During numerical solutions of many dynamical systems, chaotic solutions are
observed. These chaotic solutions come from the perturbations, which are applied to
dynamical systems. It is important to understand the reaction of the system for these
perturbations because of the system stability and transport phenomena in the system.
Systems like fusion plasmas, which are subjected to complicated mechanisms and
perturbations may effect whole plasma volume, it is important to keep the hot plasma
away from the plasma walls. Therefore for countries which are running fusion
experiments it is important to understand the nature of chaotic structures arising in
plasma magnetic fields for the future of the fusion reactors.

This study attempts to introduce a simpler approach to the problem considered by
Hudson and Breslau about the effects of chaotic magnetic fields on anisotropic heat
transport and confinement in toroidal plasmas. It is assumed that the regular flux
surfaces in a particular plasma region are perturbated by a specific model of
irregularity and thus the magnetic field is forced to become chaotic. As a result,
structures like magnetic islands, KAM surfaces and cantori are created by
perturbation of magnetic field and their effects on temperature profiles and heat
transport are investigated. Anisotropic heat transport is divided into ones in parallel
and perpendicular directions and numerical calculations are based on this splitting.
Results are compared with those of Hudson and Breslau which were obtained by
long iterations and expensive computation efforts to reach high resolution.
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1. GIRIS

Dinamik sistemlerin ¢oziimlerinin sayisal arastirmalarinda sik sik kaotik ¢oziimlerle
karsilagilmaktadir ve bu kaotik ¢éziimler sistemde yapilan pertiirbasyonlarla ortaya
cikmaktadirlar. Dinamik sistemlerin kiiclik bozulmalara verdikleri tepkinin
anlasilmas1 yapilacak deneyler oncesi sistem kararliliginin tespiti agisindan 6nemli
oldugu kadar sistemdeki transport olaylarina getirdigi agiklamalar agisindan da énem

tasimaktadir.

Plazmanin manyetik olarak sinirlandirildigi fiizyon plazmalarinda manyetik alandaki
bozulmalar tim plazma hacmini ve dolayisiyla sinirlandirmay1 etkilediginden tim
diinyada, oOzellikle fiizyon konusunda c¢alismalar yapan {ilkelerde dikkatle

incelenmektedir.

Bu c¢alismada Hudson ve Breslau’nun [1] plazma icerisindeki kaotik manyetik
alanlarin anizotropik 1s1 gegisine etkisini incelemek ic¢in yiiksek kapasiteli
bilgisayarlarla yaptiklari, yiiksek ¢ozlniirliiklii gridlerdeki [2] uzun iterasyon
gerektiren simiilasyonlara basit yaklagimlar yapilmistir. Uluslararas: gayretlerle ve
pahali laboratuarlarda yapilan deneylere destek olmasi icin, yiiksek kapasiteli
makinelerde yapilan bu ¢esit sayisal simiilasyonlara, daha basit baska hesap

teknikleri kullanarak ne 6l¢iide yaklasilabileceginin anlagilmasi amaclanmustir.

1.1 Plazmanin Tanimi

Plazma kelimesi ilk olarak Cek fizyolojist Jan Evangelista Purkinje tarafindan 19.
ylizyilin ortalarinda al ve akyuvarlarindan temizlenmis kan i¢in kullanilmistir ve
Yunanca olusmus, erimis anlamina gelir. Purkinje’den yarimylizyil sonra 1922’de
Amerikal1 bilim adami Irving Langmuir iyonize olmus gaz i¢indeki elektron, proton
ve notronlarin sivi ortamina eklenmis pargaciklara benzetilebileceklerini ve bu
ortama da plazma denebilecegini 6ne slirmiistiir [S]. Fakat bir miktar iyonlagmis olsa
bile her gaz plazma olarak nitelendirilemez. Plazma, kolektif davranis sergileyen
yiklii ve yiiksliz pargaciklardan olusmus “neredeyse-yiiksiiz” bir gaz olarak

tanimlanabilir [6].



1.2 Plazma Parametreleri

Gerek dogada bulunan gerekse de insanoglu tarafindan Diinya iizerinde yapilmis
plazmalar parcacik yogunlugu (metrekiipteki tanecik sayisi), sicaklik (pargacik
tiirlerinin T sicakligi-eV) ve manyetik alan siddetlerine (Tesla) gore siniflandirilirlar.
Evrendeki ve diinyadaki plazmalarin parametrelere gore siniflandiriima tablosu

Cizelge 1.1°de verilmistir [7].

Cizelge 1.1 : Plazma parametre tablosu.

Sicaklik Yogunluk Manyetik Alan

T(K) n(m’) B(T)
Galaksiler Aras1 Gaz 108 1 10
Yildizlararas: Ortam 10* 10° 107"
Galaksilerdeki Gaz Bulutlar1 10%..10° 10" 10°%..10”
Fiizyon Plazmalar 10° 10%...10% 107°..10
Teknik Plazmalar 10%..10° 10"...10® 107
Metallerdeki Elektron Bulutu 10* 8x10%
Yildizlarin Yiizeyleri 10°...10° 10% 10...10™
Yildizlarin Merkezi 10* 10% 1
Beyaz Ciice 10* 10% 10
Nétron Yildiz 10° 10% 10°

1.3 Plazma Cesitleri

1.3.1 Fiizyon dis1 yeryiizii plazmalari

Diinya iizerindeki fiizyon 6zelligi olmayan plazmalar, genel olarak bir kag eV’luk
iyon sicakliklarina sahiptirler. Genelde oda sicakligindaki iyon sicakliklarina sahip
olan boyle plazmalar soguk plazmalar olarak adlandirilirlar. En 6nemli 6rnekleri ise
florasan lambalari, neon lambalari, proses plazmalar1 ve hatta simseklerdir. Her an
karsimiza ¢ikan bu plazmalar 6nemli miktarda manyetik alan olusturmadiklar1 gibi

kararli hale zorlanmis bir manyetik alana da sahip degillerdir.

1.3.2 Yeryiizii fiizyon plazmalari

Yeryiiziindeki flizyon plazmalari, arastirmacilarin dikkatli bir sekilde tasarladigi,
pahali, biiylik sinirlandirma kapasiteli, yliksek sicakliktaki hidrojen veya doteryum

plazmalarindan olusur ki, plazma sicakliklari on eV’tan onbinlerce eV’a kadar

degismekte iken parcacik yogunluklari da 10" —10*m® arasinda degisir ve 1-10



Tesla arasinda manyetik alan {retirler. Déteryum plazmalart ve fiizyon sonucunda

aci18a c¢ikan enerji Cizelge 1.2°de gosterilmistir.

Cizelge 1.2 : Fiizyon reaksiyonu tipleri.

Plazma Uriinler Enerji
D+T ‘He +n + 17.6 MeV
*He +n + 3.3 MeV
D+D
T+p + 4.0 MeV
D+ °He ‘He+p +18.3 MeV

1.3.3 Uzay plazmalan

Bu tip plazmalarm plazma parametreleri ¢ok biiyiik boyutlardadir. Ornek olarak
yildizlararas1 uzayda parcacik yogunlugu 10° m® civarindadir. Astrofiziksel
plazmalarin biiylik bir ¢cogunlugu ise 1-100 eV arasinda sicakliklara sahip olup tam

olarak iyonize olmuslardir [5].






2. PLAZMANIN SINIRLANMASI

2.1 Plazma Sinirlama Yontemleri

2.1.1 Gravitasyonel sinirlama

Plazmay1r dagilmadan bir arada tutabilecek yontemlerden ilki gravitasyonel
sinirlamadir. Plazmay1 bir arada tutan kuvvetin kiitle ¢ekimi oldugu bu tipte bir
simirlama i¢in gereken kiitle o kadar fazladir ki, gravitasyonel sinirlama ancak

yildizlarda olur.

2.1.2 Ataletle simirlama

Fiizyon reaksiyonuna girecek olan yakit paleti ylizeyine ani olarak enerji verilmesi ve
bu sayede yakitin siddetle iceriye dogru patlamasi ve yiiksek sicaklik ve yiiksek
basinglara ulagsmasiyla olur. Eger yakit yeterli miktarda yogun ve sicaksa, fiizyon
reaksiyonu yakitinin biiyiik bir kismi dagilmadan devam eder. Bu olaganiistii sartlara
ulagmak icin baslangigta yakit patlayacak sekilde sikistirilir. Ataletle sinirlama ilk
atesleyicinin lazer, elektron ya da iyon oldugu kontrollii fiizyon reaksiyonlarinda

kullanilir.

2.1.3 Manyetik sinirlama

Elektriksel olarak yiiklii parcaciklarin manyetik alan ¢izgilerini takip etme 6zelligine
dayanan manyetik sinirlama yonteminde, gilicli manyetik alanlar kullanilarak
elektron ve iyonlarm sinirlanmasi saglanir. Bu yontem igin ¢esitli manyetik

konfigiirasyona sahip cihazlar kullanilir.

2.2 Yiiklii Parcaciklarin Plazma Manyetik Alan Altinda Hareketi

Her plazmanin i¢ basinci dolayisiyla dagilmaya dogal bir egilimi vardir. Plazmayi bir
arada tutan bir kuvvet yoksa yiiksek hizdaki pargaciklar baslangi¢ pozisyonlarindan
uzaklasirlar ve bu da plazmanin genisleyerek sogumasina neden olur. Manyetik
alanin parcaciklara uyguladigi Lorentz kuvveti plazmayr bu dagilma etkisinden

koruyan kuvvettir [8].



Diger taneciklerle carpismayan, elektrik ve manyetik alanlar altindaki yiiklii bir

pargacigin hareket denklemleri ve Lorentz kuvveti arasindaki iliski
mr =q(E +F x B) (2.1)

ile ifade edilir. Burada m pargacik kiitlesini, r parcacigin konumunu, q parcacigin
elektrik yiikiinii, E elektriksel alan vektoriinii ve B ise manyetik alan vektoriini

gosterir.

Diizgiin sabit bir manyetik alanin xyz koordinat sisteminde z yoniinde yonlendigini
(B=B,N,) ve elektriksel alanin olmadig: ( E =0) diisiiniilsiin. (2.1) ile F nin skaler

carpimindan

1 . .

Emr-r =sht=W (2.2)
elde edilir ve W toplam kinetik enerjiyi gosterir. (2.1) hareketin z yoniindeki bileseni
i¢in

Z=0 (2.3)
yazilmasina olanak saglar ve ¢ozlimiinden de

Z=v, =sbt (2.4)

yazilabilir. Boylece manyetik alana paralel yondeki kinetik enerjinin
W = v = b 2
| =2 MYy =sbt (2.5)

oldugu goriiliir. Manyetik alana dik yondeki kinetik enerji
W, =W -W, =sht (2.6)
olarak elde edilir. Buradan da dik yondeki hiz i¢in

Y2
v, =(2W,/m)"" =sht 2.7)
ifadesi bulunur. Manyetik alana dik ve paralel yondeki hiz ve kinetik enerjiler
hareketin sabitleri olur. (2.2)’nin x ve y yoniindeki bilesenleri
% =Qy (2.8)

§ = —Ox (2.9)

ile verilir ve Q biiyiikliigiine gyro frekansi denir.



0= (2.10)
m

(2.8) ve (2.9) denklemlerinin tiirevleri alinarak
X = Qy =—0%X (2.11)
¥ =-Qxk=-Q% (2.12)

ifadeleri bulunur ve artik pargacik hizlari i¢in

=y, (2.13)
X =V, cos(Qt+ ) (2.14)
y=-v, sin(Qt+a) (2.15)

ifadeleri elde edilmis olunur. Burada & sabit faz agisidir. (2.11) — (2.12) ifadeleri

integre edilirse

X = Valsin(Qt +a)+x (2.16)
y= %cos(ﬂt +a)+Y, (2.17)
z=Vt+2, (2.18)

tanecigin manyetik alan ¢izgisi tizerindeki “guiding center” hareketi tanimlanmig

olur [9].

Sekil 2.1 : Manyetik alan altinda pargacik hareketi.



2.3 Manyetik Sinirlama Cihazlar

2.3.1 Tokamak

Tokamaklar, plazmanin manyetik alan ile torus seklinde bir geometriyle
sinirlandirildigr makinelerdir. Plazmanin kararli ve dengede olabilmesi i¢in manyetik
alan ¢izgilerinin torus etrafinda helisel egriler ¢izdigi bu cihazda manyetik alan,
toroidal bir manyetik alana poloidal bir manyetik alanin eklenmesiyle olusturulur
[10] (Sekil 2.2).

Transformer Sargilan Demir Transformer Cekirdegi
(birincil devre)

Toroidal Alan Sarmallan

Alan
OI==
Plazma Akimi Toroidal Manyetik
(ikincil devre) Alan

Bileske Helisel Alan

Sekil 2.2 : Tokamak [11]’den uyarlanmistir.
2.3.2 Stellerator

Manyetik sinirlamanin harici akim sarmallari ile yapildig: cihazlardir. Tokamaklarda
yer alan torusun dis kismindaki sarmallarin i¢ kismindaki sarmallara gore az yogun
olmasindan kaynaklanan siirlama problemi bu cihazlarda (Sekil 2.3) sekiz seklinde

biikiilmiis bir torus kullanilarak asilir [12].



Sekil 2.3 : Stellerator [13].

2.3.3 Spheromak

Spheromak, sinirlamayi1 saglayan manyetik alanin temelde plazma akimuiyla tiretildigi
aygitlardir (Sekil 2.4). Denge icin gereken dikey alan harici poloidal magnetlerle
saglanir. Torusa bagli herhangi bir toroidal sarmal olmadigindan reaktor

tasarimlarinda alternatif bir rol oynamaktadir [14].

Divertor ™

- < Injection
Cold Plgsma : ; First wall
' Blanket
; v
Equilibrium =
Field Coils :

Sekil 2.4 : Spheromak [15].

2.3.4 Reverse field pinch

Reversed field pinch aygiti adini torus igerisinde radyal yonde disa dogru

gidildiginde manyetik alanin toroidal yondeki bileseninin yoniinii degistirmesinden



alir (Sekil 2.5). Bu aygitta ayni giic yogunluguna sahip bir tokamaka gore daha az
siddette manyetik alan gerekir [16].

Sekil 2.5 : Reverse field pitch [16].
2.4 Toroidal Manyetik Alan

Fiizyon plazmalarinda pargaciklar yakin-Maxwell dagiliminda bulunurlarsa plazma

bir ideal gazin basincina sahip olur.

p=nT (2.19)
Burada T enerji biriminde sicaklik ve n ise, n=n,+n, olmak iizere metrekiipteki
toplam elektron ve iyon sayilarini gosterir. Plazmanin sinirlandirilmasi birim hacme

etkiyen bir kuvvete, yani bir basing gradyentine (Vp) neden olur ve bu gradyent,

plazma igerisindeki akim yogunlugu ve manyetik alanin vektorel ¢arpimindan

iiretilen elektromanyetik kuvvet tarafindan dengelenir.
Vp=jxB (2.20)

burada j, manyetik aki ve Bise manyetik alandir. (2.20) yakin-Maxwell
dagilimindaki plazmalar i¢in bir denge denklemi vermesinin yan1 sira, manyetik alan

vektorii ile basing gradyentinin birbirlerine dik oldugunu gdstermesi (B-Vp=0)

acisindan da Gnem arz eder. B-Vp =0 esitligi manyetik alan ¢izgilerinin uzunluklari
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boyunca sabit-basing yiizeyleri iizerinde kalmasini zorunlu kilar. Topoloji teoremi

tekil olmayan vektor alani é(i)’in uzaysal olarak smirlandirilmis  bir

p (Y() fonksiyonuna her yerde teget olabilecegi tek seklin torus olabilecegini sdyler.

Toroidal yiizeyler, plazmanin sinirlandirilmasi teorisinin temelinde oldugundan, bu

yiizeyleri temel alan geometrik bir metot kullanilmasi gereklidir. En basit koordinat

tanimi ( R,¢,Z ) degiskenlerinin kullanilmasi ve uzaysal pozisyonun

X(r,0,¢) =R(r,0,$)R(#) + Z(r, 6, 9))Z (2.21)

ile gosterilmesidir. Silindirik koordinatlardaki radyal birim vektor, Kartezyen birim
vektorler cinsinden R(g)=Rcosg+ ¥sing ile, tirevi ise dR/d¢ ile gosterilir. Basit
dairesel toroidal yiizeyler R =R, +cos(¢) ve Z =-rsin(@) ile ifade edilirler. Burada
R, sabitine biiylik yarigap (major radius), r’ye ise kiigiik yarigap (minor radius) denir.

1’den kiigiik olmasi gereken & =r/R, oranina da yerel ters agiklik orani denir.

X(r,0,¢) fonksiyonu gibi uzayda pozisyonu belirten bir fonksiyon, (r,68,¢)
koordinat sistemini tanimlar. Burada ¢ toroidal agiyi, € poloidal agiyi, r ise radyal

koordinati tanimlar (Sekil 2.6) [17].

(r,8.9)
veya
(R.z,¢)

Y
/‘

L.
|
|
|
l
l
|
|
i

Ek
P CP sen

Buyuk Eksen

Sekil 2.6 : Toroidal geometri.
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2.5 Manyetik Alan Hamilton Mekanigi liskisi
Manyetik alan gibi diverjansi sifir olan tiim alan ¢izgileri bir Hamiltonyen’in
yoriingeleridir [17]. Eger ¢(X) toroidal a1 olmak iizere ve B-V¢@=0 ise manyetik

alan cizgileri 1%serbestlik dereceli Hamiltonyen ile ifade edilirler [18].

Poloidal manyetik aki y,(y,,0,¢) Hamiltonyen’ini olusturur ve burada (y,,0,9)

manyetik alan ¢izgilerinin kanonik koordinatlaridir. Bu koordinat sisteminde kanonik

momentum toroidal aki y,, kanonik koordinat poloidal a¢1 &, kanonik zaman ise

toroidal ac1 ¢ ile gosterilir (Sekil 2.7).

z4d  poloidal Ak
Y, = -f Y2 (/(70

Sabit

), veya !

llu, .y Yy Toroidal Aki

yuzeyi S
Y, = f 5-da,

Sekil 2.7 : Hamiltonyen sistem, [17] den uyarlanmustir.

Kanonik koordinatlarda manyetik alan ¢izgileri kanonik formda,

dy, _ v, (¥..0.9) (2.22)

dg 00
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do _ Oy, (¥..0.9) (2.23)

d¢  ay,

halini alir [17].

2.6 Kaotik Manyetik Alan

Hamiltonyen sistemler kaos tasiyicilaridirlar. Keyfi olarak alinmig bir Hamiltonyen
sistemin faz uzayinda, hareketi olusturan yoriingelerin karisimindan olusan bolgeler

yer alir. N serbestlik dereceli bir sistem, N adet genellestirilmis koordinat (q,...,q,)
ve genellestirilmis momentum (p,,..., Py ) ¢iftinden olusur ve genellestirilmis

koordinat ve genellestirilmis momentum ¢iftleri hareketin  Hamiltonyen

denklemlerini saglarlar. Hamiltonyen denklemleri

oH . _oH

% =g (i=1..N) (2.24)

ile ifade edilirler ve burada

H(p,q)EH(pl,ql,..., pN’qN)

sistemin Hamiltonyen’ini olusturur. Hamiltonyen’in zaman bagimliligmin T =27z/v

zaman periyodunda oldugu durum i¢in
H(p,g;t+T)=H(p,q,t) (2.25)

olur. (2.25)’de yer alan zaman degiskeni kanonik bir degisken oldugundan bu sistem

N +1/2 serbestlik derecesine sahip bir sistem olarak tanimlanur.
2.6.1 Poincaré kesiti

Kaotik yoriingeler genel olarak N :1% serbestlik derecesine sahip sistemlerde

olusurlar. Sistem ydriingelerinin iki boyutlu bir faz yilizeyinde, yiizeyi anlik olarak
(t, =t,+nT) kestikleri noktalar (p(t,),q(t,)) seti olarak temsil edilebilirler ve bu
gosterim metoduna Poincaré map adi verilir. Poincaré map hareketi, degiskenlerinin

bir kisminin integre edilmesiyle basitlestirmis olur. Poincaré kesitine ait bir ¢izim

(Sekil 2.8)’de verilmistir [19].

13



Sekil 2.8 : Poincaré kesiti.

Dinamik sistemlerin faz uzayinda yer alan kaotik yapiya stokastik deniz denir.
Stokastik deniz igerisinde stabilitenin mevcut oldugu ve “ada” olarak isimlendirilen
bolgeler de vardir (Sekil 2.9). Kaotik bir yoriinge adalarin igerisine giremezken,

adanin igersindeki diizenli bir yoriinge de ada disarisina ¢ikamaz [19].

Sekil 2.9 : Stokastik deniz ve manyetik adalar.
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2.7 KAM Teoremi ve Cantori

KAM teoremi dinamik sistemlerin kiigiik pertiirbasyonlar altindaki neredeyse-
periyodik hareketlerin dayanikliliginin bir sonucudur. Teorem integre edilebilir bir
Hamiltonyen sistemin faz uzayindaki yoriingeler cinsinden ifade edilir. Integre
edilebilir bir sistemin hareketi invaryant bir torus sekli ile siirlandirilmistir ve
sistemin faz uzayinda alinacak farkli baglangic sartlart farkli torus sekillerine neden
olacaktir. Sisteme ait konum degiskenlerinden herhangi birinin ¢izilmesiyle hareketin

neredeyse periyodik oldugu goriilebilir.

KAM teoremi, sistem zayif bir pertiirbasyon ile rahatsiz edildiginde, invaryant
toruslardan bazilarinin sadece deforme olurken, bazilarmin ise tamamen
bozulacagini, ve pertiirbasyondan kurtulan toruslarin irrasyonel frekansa sahip
olanlar oldugunu sodyler. Bu da hareketin, bagimsiz periyotlarin degisimiyle,
neredeyse-periyodik yapilanmaya devam ettigini gosterir. Teorem, hangi seviyede
uygulanacak bir pertiirbasyonun, niceliksel olarak bu yapilanmay1 devam ettirecegini
isaret eder. Sistemin boyutlar1 arttik¢a torus tarfindan isgal edilen alan azalir ve
pertiirbasyonlar tarafindan pargalanamayan KAM-toriler invaryant Cantor setleri

haline gelirler ve Cantori (kirik KAM ylizeyleri) olarak adlandirilirlar [20].

Cantori gibi invaryant faz uzay1 yapilarinin tanimlanmasi dinamik sistemlerin uzun
zaman davranislarinin anlasilmasinda 6nemli rol oynar. Eger sistem integre
edilebilirse 7 frekansinin rasyonel ya da irrasyonel olmasina gore olusan iki boyutlu
invaryant yiizeyler li¢ boyutlu faz uzaymnin siirekli yapraklanmasini saglar. Sonug
olarak sistemin davranisi, uygun koordinatlarda tiim zamanlar i¢in bilinebilir.
Aksiyon koordinati sabit iken ag1 koordinati frekans tarafindan belirlenen bir zaman

ile lineer olarak artar.

Kiiciik bir pertiirbasyon bile invaryant ylizeyin sagladigi siirekli yapraklanmayi
bozabilir. Periyodik yoriingelerin siirekli ailelerinden olan iki boyutlu manifoldlar
ada zincirlerini olusturmak tizere ilk kirilanlar olur. Her yiizey i¢in iki tane periyodik
yorlinge ayakta kalir, bunlara Poincaré-Birkhoff periyodik yoriingeleri denir. Bu
yoriingeler (i) hiperbolik olan ve stabil olmayan minimize yoriingeler, (ii) kiiciik

pertiirbasyonlar i¢in eliptik ve stabil olan maksimize yoriingelerdir (Sekil 2.10).
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Pertiirbasyon Artis1

integre Edilebilir

. .
= 0.0e4+00 || x5,= 2.0e—047| x5,= 2.0e—04 =72,
%i} 0.0e+oom§§j;= 0_0e+oom§§j;= 1,0e—05m>>§§j;= 5.0e—05n_“>>8:;= 1.0e—04

Sekil 2.10 : Manyetik alan kaos gegisi.

[rrasyonel yiizeylerin bazilar1 da pertiirbasyon tarafindan yikilir fakat (KAM) teoremi

birgogunun ayakta kalacagini gosterir.

Hafifce pertiirbe edilmis bir sistemde KAM ylizeylerinin ayrik seg¢imleri faz uzayimni
farkli bolgelere ayirmak icin kullanilir ¢ilinkii yoriingeler KAM yiizeylerini
gecemezler. Sonlu sayida KAM yiizeyinin koordinat yiizeyi olarak kullanilarak insa
edildigi ayrik aksiyon-a¢i koordinatlarimin kaotik manyetik koordinatlarina
eklenmesi plazma manyetik sinirlandirma teorisinde kullanilir. Bahsi edilen bu
yiizeylerdeki dinamik, uygun a¢1 koordinatinin lineer olarak arttig1 iki boyutlu yiizey
ile kisitlandirilmistir. KAM yiizeyleri arasinda hareket girift olabileceginden
yoriingeler faz uzayinda rastgele goriintiiler de ¢izebilirler. KAM yiizeylerinin

olmadig1 kaotik alanlarda dahi transportu kisitlayan invaryant yapilar vardir.

Cantoruslar (Cantori) frekanslart ile ayirt edilebilirler. Cantoruslara periyodik
yoriingelerin frekanslarinin (rasyonel) cantoruslarin frekanslarina (irrasyonel)

yaklastig1 yiiksek dereceden minimize periyodik yoriingelerle yaklasilabilir [17].
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Sekil 2.11 : Stokastik deniz ve manyetik adalar.
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3. MANYETIK ALANIN HESAPLANMASI

3.1 Manyetik Alan Cizgisinin Takibi Yontemi

Bir dinamik sistem genel olarak sistemin her bir serbestlik derecesi i¢in bir kanonik
koordinat p,(t) ve g (t) ¢ifti ile tanimlanir ve bu durumda N serbestlik dereceli bir

sistem p ve q’nun 2N adet vektdr uzayimna sahip bir faz uzay: ile ifade edilebilir.

Hareket denklemleri ise, Hamiltonyen fonksiyonu H(p,q,t) ile

dp, _oH

dt oq; (3.1)
dg, oH

dt op,

seklinde verilebilir. Burada p kanonik momentumu, q kanonik koordinati ve t ise

kanonik zamani ifade eder.

Manyetik alanin alan ¢izgilerinin takip edilerek hesaplanmasi i¢in [1]’deki gibi

kanonik formda bir A vektér potansiyeli ele alinsin

A=yNO- V¢ (3.2)

y alan ¢izgisi Hamiltonyen’i olsun ve

7= %2+ D" Xmn€OS(MEO—ng) (3.3)

ile verilsin. Burada y?/2 integre edilebilir kism, Xm.n 1S€ herhangi bir pertiirbasyon

katsayisini ifade etsin. Bu durumda manyetik alan vektorii

B

I
<\

x A (3.4)

B

Vx(yVO- 1V 9) (3.5)

haline gelir [1].
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(3.3) y alan ¢izgisi Hamiltonyen’i (3.1)’de yerine konulup, t=¢,q=0vep=y

kabuliiyle gerekli diferansiyel islemler yapilirsa kanonik formdaki

%:ng'nsin(me—ngé)m (3.6)
do
v (3.7)

Hamiltonyen ifadeleri elde edilir. Kaotik manyetik alani elde etmek i¢in w =% ve

W= % ’de bulunan (p,q)=(12),(2,3) adalar1 arasindaki bolge segilip sistemin, «,,

Ve a,, basit rasyonel sayilar olmak iizere, y,, =Ka,, Ve y,, =Ka,, pertiirbasyon

harmonikleri ile rahatsiz edildigi diisiiniilstin. (3.6) ve (3.7) denklemlerinin ¢esitli k
pertiirbasyon degerleri i¢cin numerik olarak integre edilip integrasyonun bir Poincaré

kesiti tizerindeki gelisimi Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’de verilmistir.
a8
a6}
a4l

02

02F
s

N6

Tha 06 -04 02 o 0z 0.4 06 0.

Sekil 3.1 : k=0 i¢in Poincaré¢ kesiti.
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0.8

0.8

08

0B

04

0z

02

-0.4

-0.6

0.6 0.4 0.2 0 0z 0.4 0.6 08

Sekil 3.2 : k =2.039x10%i¢in Poincaré kesiti

Sekil 3.3 : k =2.100x10*i¢cin Poincaré kesiti.
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Artan k degerleri i¢in kaosa geciste stokastik deniz ve manyetik adalarin olusumunun

detayli olarak gosterimi ise (Sekil 3.4) ve (Sekil 3.5)’de verilmistir.

0.55 —..- . ; . . Manyetik Ada

Sekil 3.4 : k =2x10" icin Poincaré kesiti

0515 -
052 -
0525 -

053k

0535 -

054

-0.545 -

- I I 1 1
-0.14 -0.12 -01 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 o

Sekil 3.5 : k =2x10*icin Poincaré kesiti.
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3.2 irrasyonel Rotasyonel Transform Yiizeyleri Yontemi

Integre edilebilir alanlar igin, biitiin manyetik alan cizgileri aki yiizeyleri iizerinde
kalirlar. Manyetik adalar rasyonel rotasyonel transform yiizeylerinde olusur. Kaotik

yoriingeler ise stabil olmayan periyodik yoriingeler etrafinda ortaya cikarlar.

KAM teoremine gore pertiirbasyonun biiyiikliigiiyle degismekle beraber irrasyonel
rotasyonele sahip aki yiizeyleri pertiirbasyondan kurtulur ve bu yiizeylere KAM
yiizeyleri denir. Eger integre edilebilirligi bozan pertiirbasyon kiiclikse aki yiizeyleri

her yerde goriiliir.

Rotasyonel transform

1= lim 22 (3.8)

ile tanimlanir ve burada € keyfi poloidal agiy1, ¢ ise toroidal agiy1 gosterir. Bu limit
pozitif bir & sayisi i¢in Ag>Ad; ve |AO/Ap—1|< S sartlarm saglayan Ag varsa

tanimlidir. Kaotik bir yoriinge i¢in bu limitin varligi kesin degildir. Kaotik bir alan
cizgisi uzayda belirli ortalama bir transform degerinde keyfi bir zaman gegirdikten
sonra baska bir ortalama transform degeriyle kismi bariyerler yardimiyla baska bir
alana sikigabilir. Ergodik teoremine gdre ise zaman ortalamasinin erisilebilir faz
uzay1 ortalamasina esit olmasi bir kolaylik saglasa da pratik olarak alan ¢izgisinin
sonsuz uzakliktan takip edilememesi ve kaotik alanlarin karmasik yapis1 kaotik
bolgelerde odlciilen rotasyonel transformu giivenilmez kilar. Kaotik alanlardaki yakin
yorilingeler Lyapunov eksponenti ile orantili bir sekilde eksponansiyel olarak iraksar.
Bu rotasyonel transform limitine yapilacak herhangi sonlu bir yaklasimin kaotik
alandaki konumun monoton olmayan bir fonksiyonu olmasina benzer. Sonlu sayida
gecisten sonra kendi lizerlerine kapanan periyodik alan ¢izgileri sonlu bir uzakliktan

izlenerek rotasyonel transform hesaplanabilir [3].
B=VyxVO+VgxVy (3.9

ifadesi ele alinsin. Burada y alan ¢izgisi Hamiltonyen’i olmak tizere

r—v /2+kEcos(Z@—¢)+%cos(30—2¢)} (3.10)

ile ifade edilir. Bu durumda alan ¢izgisini yoneten denklemler
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z/.J=k[sin(29—¢)+5i”(39—2¢)] (3.12)
0=y

haline gelir. Eger pertiirbasyon parametresi k sifir alinirsa manyetik alan integre

edilebilir bir alan ve (1//, 0,¢)koordinatlarl da aksiyon a¢1 koordinatlar1 olacaklardir.

Ayrica bu durumda rotasyonel transform degeri 7 (3.11) ifadesinden
T=y (3.12)

olarak elde edilir. k’nin sifirdan farkli oldugu durumlarda birincil adalar p,/q, =1/2,
p,/0, =2/3 yiizeylerinde olusur. k arttirildik¢a ikincil adalar p,/q, ve p,/q,
tarafindan olusturulan Farey agacindaki rasyonel degerlerde olusurlar ve kaotik

bolgeler gelismeye baslarken invaryant yiizeyler kirilmaya baslar.

Bu galismada, k=0.001 pertiirbasyon degeri ile (3.11)’deki manyetik alan ¢izgisini
yoneten denklemlerin sayisal olarak integre edilmesinin ardindan p,q diizlemi

tizerindeki Poincare map ¢izdirilmis ve Sekil 3.6’da gosterilmistir.

..........................................................................

05
0!(2x)

Sekil 3.6 : k =0.001 degeri i¢in Poincaré kesiti.
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Ayni ¢oziim, [3]’te ise Sekil 3.7’deki gibi verilmistir.

I 1 _-"""'.'-_-H""-.

Sekil 3.7 : k =0.001 i¢in Poincaré kesiti [3].

Benzer sekilde ¢alismada k=0.0021 pertiirbasyon degeri (3.11)’deki manyetik alan
cizgisini yoneten denklemlerin sayisal olarak integre edilmesinin ardindan p,q

diizlemi tizerindeki Poincaré map ¢izdirilmis ve (Sekil 3.8)’de gosterilmistir.

D.IS
012

Sekil 3.8 : k = 0.0021 degeri i¢in Poincaré kesiti.
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Ayni ¢oziim, [4]’te (Sekil 3.9)’daki gibi verilmistir.

0.0021 ig¢in Poincaré kesiti [4]

k=

Sekil 3.9

geri

0.0045 pertiirbasyon parametresi de

2/3adalar1 ¢evresinde k=

w=1/2ve y

ile yapilan sayisal integrasyon sonrast manyetik alan ¢izgilerinin Poincare kesiti

(Sekil 3.10)’da verilmistir.

T
+

e
N - -
P TR ST P

[a
+

i

o
_U o
[=]

0.0045 degeri i¢in Poincaré kesiti.

k:

Sekil 3.10
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Ayni parametre degerleri ile yapilan ¢oziim, [2]’de ise (Sekil 3.11)’deki gibi

verilmistir.

Sekil 3.11 : k = 0.0045 degeri i¢in Poincaré¢ kesiti [2].

3.3 Aksiyon Integrali Hesab1 Yontemi

Toroidal manyetik alanin 1% boyutlu Hamiltonyen sistem olmasi

&=LAUT (3.13)

aksiyon integralinin duragan C egrileri oldugunu gosterir. Burada A vektori

Lagranjiyen’e esit olan manyetik vektor potansiyelidir.
A=yNO- V¢ (3.14)
Burada ;((!//,6’, ¢) alan c¢izgisi Hamiltonyen’i olarak almip integre edilebilir ve

pertiirbe edilebilir iki kisimdan olusacak sekilde

;(z%://%z;(myn(z//)cos(me—ngé) (3.15)

olarak alinabilir.
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Aksiyon integralinin dogrudan sayisal ¢oziimii i¢in pargali-lineer yaklasim yapmak

i¢in (3.13)
s=3 [ (0-1dp=35.0.6.) (3.16)

seklinde ifade edilsin. Burada y = 8(p), ve v, =(6,,—6)/ A olsun. (3.16)’daki

. $a
5,(0,6.) = %wﬁAmzxm,n(wi)% (3.17)
m,n ﬂ
ifadesi
si(ei,em)=%wwsz,n(wi)ﬁ”?;g{ﬂ:E‘f'*l) —S‘*}(r;“j_‘n”ﬂ (3.18)

Sin(m6i+l — n¢|+l)
(M(E, - 6,.,) —NAg)

Si (9| ' 9i+1) = %Wi2A¢+Zlm,n (V/|)A¢{

(M(G,,—6) —nAg)

i+1

sin(mé, —ng,) } (3.19)

olarak yazilabilir. S’nin kismi tiirevleri

O =0,5,,(0.,0)+05,(0.0.) (3:20)

olur. Burada 0,S,(€,6,,) ve 0,S,(6,6._,) terimleri S,(€,6,,) in sirastyla birinci

ve ikinci argiimanlara gore tirevini temsil eder. Dolayisiyla
cos(mé, —ng,)
88(9,49H =Y, — m o iA i i
S Bl = 1~ g M 2a) ¢[(m(aﬂ—a)—m¢)
___sin(mg, —ng) : (3.21)
(m(9i+1 - 6’. ) - nA¢)

cos(mé, —ng) _sin(mé, — nﬁ)} (3.22)

- _mz,nm"”"“(‘”i){ (My,—n)  Ag(my, —n)’

olurve S, (6 ,,6) icin,
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sin(mé, —ng)
(m(9i+1 - 9.) - I’IA¢)

Si1(6.,,6)= %Wi—12A¢ + Z Xmn (l//i—l)A¢|:

__sin(mé_, —nd,_,)
(M(6, ~6,) —nAg)?

} (3.23)

elde edilir. Tirev alinarak

cos(mé. —ng,) N sin(mé, —ng)
(M(0.,=6)-nAg)  (M(0.,~6,)—nAg)*

0,5,6.1,6)=y_, + z Xmn (‘/’il)mA¢|:

Sin(mei—l — n¢|—1) (3 24)
(M6, —6_,) —nAg)® '
veya
_ cos(md; —ng)
0,5,4(0.,,0)=vy;, + ; Xmn (l//il)m|: (my. —n) +
sin(mé, —ng,) _ sin(mé,_, - nﬁ_l)} (3.25)
A¢(m‘//i - n)2 A¢(m‘//i—1 - n)2 .
elde edilir.(3.20)’deki terimler sirasiyla
o cos(mé. —ng)
alsi(ei’giﬂ)_ l//i ;Zmn(l//|)mA¢|:(m(9I+l_0I)_nA¢)
sin(mé, —n¢) (3.26)
(m(6,,, —6) —nAg)* '
cos(mé —ng.) sin(mé. —ne)
— — : 1 1 1 1 3.27
v mZn:mzm,n(w.){ ) Ap(my )’ } (3.27)
ve
_ cos(mé, —ngh)
0,5.4(0.,,0)=y;, + mzr; Xmn ('//i—l)mA¢[(m(6i+l —0)—nAg)
sin(md, —ng) sin(md_, ~ng._.)
(M6, —-0)-nAg? " (m(@ —a_l)—nw} (529
B cos(mé —ng) sin(mé —ng) sin(mé_,—ng ;)
=i, +mZn:m ;cm,n(wi_l){ =) apmw ) At = } (3.29)

29



olur. Sonug olarak gradyentin elemanlari

oS sin(mé_, —n¢ )
—=0,S,,(0_.,,0)+0,5(6,0.,)=wv._,—w.+)> m -1 -1
ael 2 |—1( i-1 |) 1 |( i |+l) l//l—l l//I ; Zm,n A¢(ml//i_l—n)2

(3.30)

olur. (3.15)’deki manyetik alan Hamiltonyen’i pertiirbasyon parametresi k ile birlikte
1, 1 1

Z:Ez// +k Ecos(20—¢)+§cos(30—2(p) (3.31)

olarak yazilabilir [4]. (3.30) yardimi ile de

0S sin(m&_l — n¢_1)
v . -y + m ! ! 3.32
aHI l/ll—l W| mzr; Zm,n A¢(m!//i71 _ n)z ( )
vk [sm(za_l ~0h) , SN, - 2@} (3.3
AP(2y; ,—1) APy, —2)
yazilabilir. Bu ¢6zlimiin stabilite sartt VS ’nin sifira esit olmasi durumudur.
50,5 6308 8318 0 0 OSYN{S 56,
50,5 05,8 04S 6,8 0 0 50,
= 0 . : 0 : (3.34)
. 0 0 . . . .
56,\,_15 6il—l,oS 0 0 ail—l,N—ZS 6%\1—1,N—18 OO\

Sag taraftaki matrise Hessian denir ve bu periyodik ticbantli bir matristir.
(50, 30, 30, ...30,,) vektorii keyfi secilmis bir vektér oldugundan Hessian

matrisinin determinant1 sifira esit olmalidir. Hessian matrisinin sifirdan farkl

elemanlari

) 1 ) cos(mé_, —ng ,) 2sin(mé._, —ng ,)
05 . S=—— A ) 3.35
VIS ¢{[m<«9. ) [m@ e.owr} o)

sin(mé,_, —ng,_,)
[M(6,-6.,)-nAg]’

04S = A%— 2> Mg, Ad (3.36)

ve
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2 §=—t (3.37)
y A¢

Eger [4]’deki gibi 2y,, =3y,, =k bir pertiirbasyon katsayisi kullanilirsa Hessian

matrisinin sifirdan farkli elemanlan

1 { 2005(26,,~¢,,) | 2°sin(20,-41,) |

058 =—-— +kAg 2 :
, Ad [2(6,-6.)-28]  [26,-6.,)-Ad]

n 3(:05(3@71 — 2¢|71)2 + 3’ Sin(39i71 — 2¢i—1)3 (3.38)
(36 -6.)-2A4]" [3(6,-6.,)-2A4]

5= 2 _oap 2sin(29i,l—¢,,1)3 . 3sin(349i,1—2¢.71)3 (3.39)
T A [2(6.-6)-A4]  [3(6,-6_,)-2A9]

> g1
05— L (3.40)
olur.
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4. KAOTIiK MANYETIK ALANDA SICAKLIK DiFUZYONU

4.1 Anizotropik Is1 iletim Denklemi

Manyetik olarak sinirlandirilmis plazmalardaki transportun birgok ¢esidi manyetik

alan B’ye paralel yonde daha kuvvetli olurken, dik yondeki transport paralele
nazaran daha zayiftir. Manyetik alanin yapisina eklenmis manyetik koordinatlar

plazma dinamiginde kolaylastirici bir teorik yaklagim saglar [1].
Kaotik manyetik alan igerisindeki anizotropik 1s1 iletim denklemi

a - - .
el (VT +x.V,T)+Q (4.1)

ile verilir. Burada T sicaklik, t zaman, k,, x| sirasiyla sabit, paralel ve dik diftizyon

katsayilaridir.

Fiizyon plazmalarinda x /x;~0 oldugunda 1s1 transportu yiiksek oranda

anizotropiktir. Gii¢lii anizotropinin, manyetik alan c¢izgilerinin aki yiizeylerinde
olmasina, alan c¢izgilerinin hafif kaotik olmasimna ve yine alan ¢izgilerinin ytliksek
oranda kaotik olmasina gore gesitli sonuglar1 vardir. Ik durumda sicaklik yiizeyin bir
fonksiyonudur T =T (i) ve burada y aki yiizeylerini belirtir. Tam tersi olan yiiksek
kaos durumunda ki, bu durumda manyetik alan ¢izgileri bir hacim {izerinde rastgele
dagilmis bir goriintii ¢izerler, giiclii paralel transport sicakligi sabitler, T =sbt. Bu
noktadan sonra sicaklik kaotik manyetik alanin fraktal yapisi tarafindan domine

edilir.

4.2 Anizotropik Is1 Iletim Denkleminin Yar1 Analitik Céziimii

Ak yiizeyleri ile essicaklik egrileri arasindaki korelasyonu gostermek i¢in T =T (S)

yaklasimi yapilsin ve s aki yilizeyini gostersin.

Sicaklik gradyentini elde etmek i¢in sabit bir s yiizeyiyle ¢evrilmis hacim iizerinde

asagidaki integral ele alinsin

33



d ode e
EVv-q<z|v=£javq-ds_o (4.2)

burada dS = \EVSd 0d¢ degerini alir. (4.1)’in yardimiyla

‘3—: = W;KLG (4.3)
ifadesi bulunur. Burada ¢ alan ¢izgisi akisinin karesi olmak tizere
p=|[[dodg\[gB; (4.4)
ile G ise ortalama metrik miktar: olmak iizere

G=[[dodg\fgg™ (4.5)

ile ifade edilir ve B,=B-Vs/|B| ve g% =Vs-Vs olurlar. T(s) ‘i bulmak i¢in (4.3)

integre edilirken ortaya ¢ikan ¢ integrasyon sabiti ve bir diger integrasyon sabiti,

sayisal ¢6ziimdeki T(a) ve T(b)’nin ortalamas1 kullanilarak bulunur.

4.3 Anizotropik Is1 iletim Denkleminin Sayisal Coziimii

4.3.1 Paralel difiizyon terimi

(4.1) denklemindeki paralel tiirev %T ,

VT =bb-VT (4.6)
ile ifade edilir ve burada b = I§/‘I§‘dir. Dik tiirev ise,

V.T=VT-VT (4.7)

ile ifade edilir. Q kaynak veya kuyu terimini gosterir. Homojen olmayan sinir
kosullarinin ve kaynak veya kuyu terimin sifir alinmasiyla durgun halde 1s1 gegisi

denklemi,

Vo (VT +x,V,T)=0 (4.8)
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haline gelir. Paralel difiizyon terimi VﬁT ’yi bulmak i¢in manyetik alan iizerine
yerlestirilmis ve Sekil 4.1°de gosterilmis Clebsch koordinat sistemi («, 5,¢) ele

alinsin

(d)

Sekil 4.1 : Clebsch sistemi.

Bu koordinat sisteminde « ve £ manyetik alan ¢izgisini, ¢ ise manyetik alan ¢izgisi

tizerindeki uzaklig1 6lciliyor olsun ve manyetik alana enlemesine uzanan ve higbir
yerde teget olmayan Poincaré yiizey kesitleri diisliniilsiin (Sekil 4.2). ave £ bu iki

boyutlu yiizeydeki herhangi iki koordinat olarak diisiiniilebilir. Bu durumda da

ticiincili koordinat ¢, Poincaré ylizey kesitinde bu iki koordinat tarafindan belirlenen

bir noktadan baslayan manyetik alan ¢izgisi boyunca uzakligi belirtecektir. Sonug

olarak manyetik alan cizgisi boyunca ave f sabit kalir ve paralel tiirevi

basitlestirir. & ve £ ’nin sabitligi sonucunda

a=0 (4.9)

<\

B.

B-VB=0 (4.10)
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olur ve manyetik alan i¢in Clebsch gosterimi olan
B=VaxVp (4.11)

ifadesi yazilir.

=

Manyetik/
Alan

Gizgileri

Poincaré Kesiti

Sekil 4.2 : Toroidal manyetik alanin Poincaré kesiti.

Egrisel koordinat sistemleri igin paralel Laplace operatorii,

oT oT oT
vZT _ BY 23 Y 3 4.12
\/_ au {\/E(g al 9 e GUJH (4.12)

halini alir. Burada g

9" =6 ¢ (4.13)

ile verilir. (4.12)’deki g bilesenleri hesaplanip yerine yazildiginda Laplace operatorii
VAT = % aaq; ([ a J (4.14)

halini alir. \/5 degeri Egrisel koordinatlarda Jakobiyen J’ye esittir, \/a =J . Clebsch

sisteminin Jakobiyeni ise,
J=VaxVB-V¢ (4.15)

J=B-V¢ (4.16)
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halini alir. (4.16)’de Gradyent operatorii V yerine yazilirsa Jakobiyen

1
J=B'== 4.17
5 (4.17)

halini alir. Burada B?, B vektoriinin contravariant bilesenidir. (4.14) tekrar

diizenlendiginde
ViT = g2 [l (4.18)
op\ B d¢

halini alir.

4.3.2 Dik difiizyon terimi
B ye dik difiizyon i¢in ¢’ye dik difiizyon yaklasimi yapilmistir. Bu yaklasim
manyetik alan baskin olarak toroidal olup «, / x; ~ 0 oldugundan ihmal edilebilir bir

hata getirse de Clebsch koordinatlarinin (e, £, ¢) metrik elemanlarinin hesaplanmasi

zorlugunu ortadan kaldiracaktir ve Kartezyen metrikler kullanilabilir [1]. Bu

durumda dik yondeki Laplace operatdrii

1 oT oT oT oT
Vi =—"=:6u M4+ g”— | |+6u G 4.19
i \/5{ {\/5[9 oo+ Guzﬂ {\/5[9 o O éuzm (4.19)
olur. g degerleri hesaplanip yerine yazilirlarsa dik yondeki Laplacian i¢in

T 07T
ViT=—

+ 2 4.20
oy’ 00 (4.20)

ifadesi elde edilmis olur.

4.4 Clebsch Koordinatlarda Metriklerin Hesaplanmasi

Bu kisimda Xanthopulos ve Jenko’nun [21] makalesine ve Callen’in [22] kitabindaki
Screw Pinch bdliimiine dayanarak tokamaklarda metriklerin hesab1 ayrintili ve

sayisal olarak gosterilmistir.

Screw Pinch modelinde manyetik alan Clebsch koordinatlarda su sekilde ifade edilir

(Sekil 4.3) [22].
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Sekil 4.3 : Screw pinch modeli.

B=Vy,xV(q(p)3-9) (4.21)

Burada v, polidal aki fonksiyonu olup, Vi plazma silindirinin yiizeyine dik radyal

yondedir ve

r®) =R, +pcos6 (4.22)
oldugu gbriiliir. g metrikleri

g = gic/C] (4.23)

ifadesine dayanilarak bulunur.

d 3, C, 0B :

—Cl=-) %" (1=1,2]j=123 4.24
0= gy (=121=123 (4.24)
ifadesindeki [21] 9 denklemden olusan sistem ¢oziilerek (4.23)’de yerine koyulur.
Bunun i¢in (4.21) yeniden diizenlenerek [22]

E=B (p)|e +—L ¢ 4.25
o ){e“ R,a(p) eﬁ} (429

haline gelir. Buna gére B =0 olur ve

oBP /0p =0, 0B" /30 =0, 6B" /¢ = 0, (4.26)
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ifadeleri bulunur. Diger bilesenler B,(p) ve B,(p) nin p’ya nasil bagh olduklari

[22]° deki gibi alinabilir. B bilesenlerinin sifirdan farkli olan tiirevleri sadece,
oB? 1op="1(p), 0B’ /3p=g(p) (4.27)

den ibarettir. Burada f ve g fonksiyonlar1 [21]’deki grafiklerde tiirev alinarak
belirlenebilir. Bu yaklasimlarla yapilan hesaplar sonucu ilgili sekiller EK A.1’de

verilmistir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Her ne kadar tilkemizde plazma ve plazma fizigi lizerine ¢alismalar yok denecek
kadar az olsa da, flizyon ¢alismalarinin ve 6zellikle plazmanin sinirlandirilmasinda
kullanilacak yontemlerin hem teorik hem de niimerik olarak anlasilmasi ve mevcut
calismalara bir ¢esitlilik katilmasinin amaglandig1 ¢calismada Hudson’in 2004, 2006
ve 2009 yillarinda, gerek plazma igerisindeki manyetik alanin kaosa gegisi gerekse
de bu gecis sirasinda ve sonrasinda manyetik alanin sicaklik difiizyonu {izerine
etkilerini arastirdigi biiyiik biitgeli ve uzun iterasyon zamanli karmasik hesaplar
iceren calismalarinin 6zetlenmesine ve imkan oldugu Ol¢lide niimerik olarak
izlenmesine ¢alisilmistir. Elde edilen sonuglarda plazma manyetik alanina uygulanan
pertiitbasyonlarin hangi parametrik degerlerde manyetik alani kaosa siiriikledigi
manyetik alan c¢izgisinin niimerik integrasyonu ile ¢izilen Poincaré kesitleri

tizerinden gozlemlenmistir.
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EKLER

EKAL:
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—
]

Clebsch Metrikleri
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D_}'_ ........... ............ ............ ............ ............ ...........
T S S ____________ S A S
e S R ____________ ____________ S
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T o o e e e R P e R N R R R e g e

10 14 20 24
T

Sekil A.1: C/-C,-C: degerleri.
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Sekil A.2: C2-C>-C? degerleri.
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Sekil A.3: C-C;-C? degerleri.
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Sekil A4 : r’nin ¢ ile degisimi.

¢ ()

Sekil A.5 : g11 metrik elemani.
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1.4 ! ! ! !

¢ (n)

Sekil A.6 : g12 metrik elemani.
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Sekil A.7 : 922 metrik elemani.

48



0.g

0.6

0.4

0z

13

0.2

0.4
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0.3

£.9

7B
a

¢ (n)

0.5 1 15 2 25
¢ (1)

Sekil A.9 : 923 metrik elemani.
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0107
o

0.5 1 1.5
¢ (1)

Sekil A.10 : g* metrik eleman.
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¢ ()

Sekil A.11 : Manyetik alanin degisimi.
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0.9

0.9a

0.97

0.96

0.95

0.24

0.93

092

0.91

n.s

¢ ()

Sekil A.12 : Jakobiyenin degisimi.
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EK A.2 : Matlab Kodlar

Bu calismada kullanilan MATLAB programi kodlar1 ayr1 bir CD’de ek olarak

verilmistir.
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