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BAZI ÖNEMLİ NOKTALAR
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Programı : HESAPLAMALI BİLİM VE MÜHENDİSLİK
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1.1. Say�sal Tümlevlemede Temel Yöntemler 1
1.2. Gauss Dördüllemesi 4
1.3. Tezin Amac� 5
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SİMGE LİSTESİ

I : Birim dizey
Î : Birim i³leç
M

(
Î
)

: Birim i³lecin dizey gösterilimi
Hn : n boyutlu Hilbert uzay�
x̂ : Etkilenen i³levi ba§�ms�z de§i³keni ile çarpan i³leç
f̂ : Etkilenen i³levi f (x) i³levi ile çarpan i³leç
P̂n : n s�rasay�l� taban i³levinin örttü§ü uzaya izdü³üren i³leç
P̂(n) : �lk n taban i³levinin örttü§ü uzaya izdü³üren i³leç
δi j : Tan�m kümesinden i ve j i³levlerini alan Kronecker delta i³levi
ui(x) : i s�rasay�l� taban i³levi(
ui,u j

)
: ui ve u j i³levlerinin iççarp�m�
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SAYISAL TÜMLEVLEME İÇİN TABAN TAKIMINCA GENİŞLETİLMİŞ
SENDELENİM AÇILIMLARINDA BAZI ÖNEMLİ NOKTALAR

ÖZET

Birçok disiplinde kar³�la³�lan say�sal tümlevleme sorununun çözümü için en
çok kullan�lan yöntem tümlevi al�nacak tek de§i³kenli i³levin tümlevleme
aral�§�ndaki belirli noktalardaki de§erlerinin belirli art�de§erli katsay�lar ile
çarp�l�p toplanmas�na dayanan dördülleme yöntemleridir. Bilimsel yaz�nda,
bu yöntemlerin ba³l�calar�ndan biri olan Gauss dördüllemesinin J simgesi
ile gösterilen Jacobi dizeyi olarak adland�r�lan dizey ile ilintili oldu§u
gösterilmi³tir. Jacobi dizeyinin ö§eleri, tümlevleme aral�§�nda çözümcül olan
dördülü tümlevlenebilir çokterimliler uzay�n�n taban i³levleri aras�ndaki özyineli
ili³kinin katsay�lar�d�r. Bu uzay�n boyutunun art�r�lmas� olu³an dördüllemenin
dü§üm say�s�n� ve dolay�s�yla duyarl�l�§�n� art�rmaktad�r.
Bu çal�³mada, say�sal tümlevlemenin yan�lg�s�n� azaltmak için, uzay boyutunu
art�rmak yerine n×n boyutlu Jacobi dizeyinin olu³turulumunda ilgilenilen uzay�
tümleyen sonsuz boyutlu uzay�n etkilerini ilgilenilen uzaya yans�t�lmas� yoluna
gidilmi³tir. Bu ba§lamda, Metin Demiralp taraf�ndan geli³tirilen sendelenim
aç�l�m� yöntemini taban alan, Gauss dördüllemesinin duyarl�l�§�n� tümleyen
uzay�n etkilerini yans�tarak art�ran yöntem geli³tirilmesine yönelik ad�mlar
at�lm�³t�r.

xi



ON THE APPLICATION OF THE FLUCTUATION EXPANSION WITH
EXTENDED BASIS SET ON NUMERICAL INTEGRATION

SUMMARY

The problem of numerical integration is encountered in many areas of science
and engineering. The most prominent methods for this purpose are known
as quadrature methods. The approximation by these methods are formed by
summing up the terms formed by the multiplication of certain positive weights
with the values of the function at certain points in the integration interval. It
is shown in scienti�c works that one of the most popular quadrature methods
known as Gauss quadrature is strongly related to the Jacobi matrix symbolized
by J. The elements of the Jacobi matrix are the coe�cients of the recursive
relation of the basis functions of an orthonormal polynomial space. Increasing
the dimension of this �nite space results in an increase in the number of nodes of
the quadrature and therefore an increase in accuracy.
In this thesis, instead of increasing the number of nodes, the e�ects of the
complementary space on the �nite subspace under consideration are re�ected
to the formation of the n×n Jacobi matrix in order to decrease the error in the
quadrature approximation. The �uctuation expansion method formed by Metin
Demiralp is used for this end. Important steps are taken towards the formation
of novel quadrature methods by re�ecting the e�ects of the complementary space
on the subspace under consideration.
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1. GİRİŞ

1.1 Sayısal Tümlevlemede Temel Yöntemler

Birçok mühendislik ve fen bilimi alan�nda ortaya ç�kabilen say�sal tümlevleme
(ing: numerical integration) sorununun çözümü için birçok uzi³ (ing: algorithm)
bulunmaktad�r. Örne§in [a,b ] aral�§�nda çözümcül (ing: analytic) olan f (x)

i³levinin (ing: function), yine ayn� aral�kta birim a§�rl�k alt�nda tümlevini
bulabilmek için, i³levin aral�k içerisindeki bir noktadaki Taylor aç�l�m�n�n tümlevi
al�nabilir ve uygulamada istenen duyarl�l�§a göre sadece ilk birkaç Taylor terimi ile
yetinilebilir. Bu yöntem, yap�s� basit olmas�na kar³�n, Taylor aç�l�m�n�n yaln�zca
aç�l�m noktas�n�n yak�n�nda iyi yak�nsamas�ndan dolay� yeterli duyarl�l�kta
sonuçlar vermeyebilir. Ayr�ca i³levin türevleri, i³levin yap�s�na ba§l� olarak
kolayl�kla elde edilemez bir yap�da da olabilir. Say�sal tümlevleme yöntemlerinin
hemen hepsi i³levin x ekseni ile aras�ndaki alan� belirli say�da yamuklara
ay�r�p, daha sonra bu yamuklar�n alanlar�n�n toplam�na dayan�r. Tümlevlenecek
i³levin Lagrange içde§erbiçimi (ing: interpolation) ile yakla³t�r�m� ile olu³turulan
çokterimlinin alt�ndaki alan yamuk alan� toplamlar� ile belirlenir. Uygulamaya
göre, Lagrange içde§erbiçimi yerine altkesimsel yakla³t�r�m da kullan�labilir.
Lagrange çokterimlisinin kaç�nc� dereceden olaca§� ve içde§erbiçimin hangi dü§üm
noktalar�n�n kullan�larak yap�laca§� say�sal yöntemin duyarl�l�§�n� etkileyecektir.

I =
∫ b

a
dx f (x) (1.1)

tümlevi n dereceli bir çokterimliyi betimleyen Pn i³levinin tümlevi ile, Lagrange
içde§erbiçimi kullan�larak

Pn(x)≡
n

∑
i=0

fiLi(x) (1.2)

Li(x) =
n

∏
k=0,k 6=i

x− xk

xi − xk
, i = 1,2, . . . ,n (1.3)

1



denklemleri ile yakla³t�r�l�r. Öncelikle dü§üm noktalar�n�n e³it aral�kl� noktalar
olarak al�nd�§� yap� gözönünde bulundurulacakt�r. Tümlev, cebirsel yap�ya
∫ b

a
dx Pn(x) =

n

∑
i=0

fi

∫ b

a
dx Li(x) (1.4)

= h
n

∑
i=0

fi

∫ n

0
dt ϕi(t) (1.5)

= h
n

∑
i=0

fiαi (1.6)

ad�mlar� ile dönü³türülür. Buradaki α de§erleri

αi =
∫ n

0
dt ϕi(t) (1.7)

denklemi ile n'ye ba§l� olarak bulunabilir. Örne§in n = 2 al�n�rsa,
∫ b

a
dx P2(x) =

h
3

( f0 +4 f1 + f2) (1.8)

olarak elde edilir. f de§erleri e³it aral�kl� noktalarda verilmektedir. Bu kurala
Simpson kural� denir. n de§i³tirgesine de§i³ik de§erler vererek olu³turulan ve
s�kl�kla kullan�lan tümlevleme ba§�nt�lar� a³a§�da verilmi³tir [1].

Yamuk Kural� (n=1):

I =
∫ b

a
dx f (x) =

h
2

[ f (a)+ f (b)] − h3

12
f ′(ζ ), h = b−a (1.9)

Simpson Kural� (n=2):

I =
∫ b

a
dx f (x) =

h
3

[
f (a)+4 f

(
a+b

2

)
+ f (b)

]
− h5

90
f (4)(ζ ), h =

b−a
2

(1.10)

Simpson 3/8 Kural� (n=3):

I =
∫ b

a
dx f (x) =

3h
8

[ f (a) +3 f (a+h)+3 f (b−h)+ f (b)]− 3h5

80
f (4)(ζ ),

h =
b−a

3
(1.11)

Milne Kural� (n=4):

I =
∫ b

a
dx f (x)

=
2h
45

[
7 f (a)+32 f (a+h) +12 f

(
a+b

2

)
+32 f (b−a)+7 f (b)

]
− 8h7

945
f (4)(ζ )
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h =
b−a

4
(1.12)

Ba§�nt�lar�n yap�lar�ndan da anla³�labilece§i gibi, bu ba§�nt�lar�n [a,b ]

tümlevleme aral�§� yerine i³levin bu aral�§�n alt aral�klar�nda elde edilen
sonuçlar�n toplanmas� yakla³t�r�m�n niteli§ini alt aral�k say�s�na ba§�ml� bir
biçimde artt�racakt�r. E³it aral�kl� dü§üm noktalar�ndan çokterimli geçirmeye
dayanan bu yöntemler Newton-Cotes yöntemleri olarak adland�r�l�r. Bu
yöntemlerle elde edilen tümlev de§erleri belli birkaç h ad�m uzunlu§u sonuçlar�n�n
d�³de§erbiçimine (ing: extrapolation) dayanan yöntemlerle iyile³tirilebilir.

En genel olarak,

I ≈
n

∑
i=1

wi f (xi) (1.13)

yakla³t�r�m�n�n yap�ld�§� say�sal tümlevlemelere dördülleme (ing: quadrature)
denir [1-12]. Dördüllemelerde wi a§�rl�klar�n�n art�de§erli (ing: positive), xi

dü§üm noktalar�n�n da tümlevleme aral�§�nda olmas� beklenir. Tümlevi al�nacak
f (x) i³levinin aral�kta çözümcül olmas� gerekir. E§er f (x) i³levinin tekilli§i varsa
bu tekillik, a§�rl�k alt�nda tümlevleme kullan�larak i³levin yap�s�ndan ç�kar�labilir.

Aç�k Newton-Cotes yöntemleri ise benzer bir biçimde, ama tümlevleme aral�§�n�n
uç noktalar�n� içermeyecek yap�da olu³turulan yöntemlerdir. Bu yöntemlerin
ba³l�calar�n�n ba§�nt�lar� a³a§�da verilmi³tir.

n=2:

I =
∫ b

a
dx f (x) = 2h f

(
b−a

2

)
− h3

24
f ′′(ζ ), h =

b−a
2

(1.14)

n=3:

I =
∫ b

a
dx f (x) =

3h
2

[ f (a+h)+ f (a+2h)]+
3h3

4
f ′′(ζ ), h =

b−a
3

(1.15)

n=4:

I =
∫ b

a
dx f (x) =

4h
3

[2 f (a+h)− f (a+2h)+2 f (a+3h)]+
28h5

90
f (4)(ζ ),

h =
b−a

4
(1.16)
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Aç�k yöntemlerde i³levin tümlevleme aral�§�n�n uç noktalar�n�n yak�n�ndaki
tekillikler, e³it say�da noktal� kapal� yönteme göre daha az olumsuzluk
getirecektir. Tümlevleme aral�§�n�n uç noktalar�n�n yak�n�nda bir tekillik oldu§u
veya i³levin uç noktalardaki de§erlerinin sorunun yap�s�ndan dolay� bilinmedi§i
durumlarda aç�k yöntemler ye§lenmelidir [2].

Newton-Cotes yöntemlerindeki xi noktalar�n�n e³it aral�kl� al�nmamas�
Newton-Cotes yöntemlerinin ötesine geçmeyi sa§lar.

1.2 Gauss Dördüllemesi

Gauss dördüllemesi, dü§üm noktalar�n�n çokterimli yakla³t�r�m�n�n
tümlevlenecek i³levin tam üzerine oturmamas� nedeni ile olu³acak yan�lg�y�
bast�racak ³ekilde seçilmesi mant�§�na dayan�r. f (x) i³levi, Lagrange içde§erbiçimi
ve olu³acak yan�lg�n�n toplam� olarak

f (x) =
n

∑
i=1

f (xi)Li(x)+ p(x)r(x) (1.17)

biçiminde yaz�labilir. Yan�lg� teriminin tümlev alt�nda üretece§i
∫ b

a
dx p(x)r(x) (1.18)

de§eri ne kadar küçük olursa yakla³t�r�m o kadar iyi olacakt�r. �çde§erbiçimle
üretilen çokterimli ve tümlevlenen i³lev, dü§üm noktalar�nda e³it de§ere sahip
olmak zorunda oldu§u için, bu noktalarda yan�lg� çokterimlisinin kökleri olmas�
gerekir. Dolay�s�yla p(x), aral�kta n kökü olan ve kökleri dü§üm noktalar� olan
bir i³lev olarak al�nmal�d�r. r(x) çözümcül olarak dü³ünülürse, yan�lg� terimi
∫ b

a
dx p(x)xi = 0, i = 0, . . . ,n−1 (1.19)

seçilebilir. Böylece, p(x) i³levinin derecesi kendi derecesinden küçük tüm
çokterimlilerle tümlevi 0 olan n dereceli bir çokterimli olmas� gerekti§i ortaya
ç�kar. Bu i³lev, iççarp�m�n

(a,b) =
∫ b

a
dx w(x)a(x)b(x) (1.20)

olarak tan�mland�§�, ö§eleri aral�kta çözümcül, dördülü tümlevlenebilir i³levler
olan Hilbert uzay�nda, n + 1 s�rasay�l� taban i³levidir. Dördüllemenin dü§üm
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noktalar� yan�lg� teriminin Taylor aç�l�m�n� olabildi§ince bast�rmak amac� ile
un+1(x) i³levinin kökleri olarak seçilir. Bu çokterimlinin köklerinin gerçel oldu§u
ve tümlev aral�§�nda konumland�§� gösterilebilir [1]. E§er bu uzay�n birinci taban
i³levi

u1(x)≡ 1 (1.21)

olarak al�n�rsa ve taban i³levlerinin üç ard�³�k terimli özyineleme özelli§ine sahip
oldu§u dü³ünülürse, dördülleme a§�rl�klar�n�n özyineleme katsay�lar�n� içeren
üçkö³egen bir dizeyin özyöneylerinin ilk ö§elerinin dördülü oldu§u gösterilebilir.
Dolay�s�yla J bu üçkö³egen dizeyi ji bu dizeyin özyöneylerini, ζi de un+1(x)

i³levinin köklerini simgelemek üzere, tümlev

I ≈
n

∑
i=1

(
eT

1 ji
)2

f (ζi) (1.22)

anlat�m�yla gösterilebilir. Bu e³itlikte özyöneyler kar³�l�k gelen özde§erlerin
boyuna göre küçükten büyü§e s�raland�r�lm�³t�r. Kökler de benzer biçimde
küçükten büyü§e s�raland�r�lm�³t�r.

1.3 Tezin Amacı

Bu çal�³mada sendelenim aç�l�m� kullan�larak say�sal tümlevleme amaçl�, varolan
tümlevleme yöntemlerine göre önemli olumluluklar sa§layabilecek bir dördülleme
yöntemi geli³tilirilmesinin ilk ad�mlar�n�n at�lmas� amaçlanm�³t�r. Sendelenim
aç�l�m� ve sendelenimsizlik yakla³t�r�m� Metin Demiralp taraf�ndan geli³tirilmi³,
i³leçlerin dizey gösteriliminin bulunmas� sorununu bir özikili sorununa çeviren
evrensel bir yöntemdir. Sendelenimsizlik yakla³t�r�m�n�n say�sal tümlevleme
d�³�nda, içde§erbiçim, türevli ve göretürevli denklem çözümü gibi uygulamalar� da
vard�r. Ba³ta Metin Demiralp olmak üzere, �stanbul Teknik Üniversitesi Bili³im
Enstitüsünde etkinlik gösteren fakat �.T.Ü. d�³�nda da bile³enleri olan Bili³im
Enstitüsü Bilgisay�m Bilimi ve Yöntemleri Toplulu§u üyelerinin sendelenim
aç�l�m�, sendelenimsizlik yakla³t�r�m� ve uygulamalar� üzerine birçok bildiri ve
yaz�lar� bulunmaktad�r.

Tezin ikinci bölümünde sendelenim aç�l�m� ve sendelenimsizlik yakla³t�r�m�
hakk�nda, di§er bölümlere taban olacak bilgiler verilmektedir. Üçüncü bölümde
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sendelenimsizlik yakla³t�r�m� ile elde edilen yakla³t�r�m�n duyarl�l�§�n� sendelenim
terimlerinin eklenmesi ile art�r�m�, bu terimlerin bulunmas� için gerekli ara
ad�mlar, yakla³t�r�m�n tümlevleme amaçl� kullan�m� ve kar³�la³�lan sorunlar
anlat�lmaktad�r. Dördüncü bölümde ise altuzay içinde altuzay döndürümü diye
adland�r�labilecek, altuzay boyutunu art�rmadan taban tak�m�n� geni³letmeyi,
dolay�s�yla tümlevlemenin duyarl�l�§�n� art�rmay� sa§layan yöntem ve s�nama
uygulamalar� verilmi³tir.
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2. DİZEY GÖSTERİLİMİNDE SENDELENİMSİZLİK YAKLAŞTIRIMI

2.1 Giriş

Bu bölümde, tez dan�³man�nca geli³tirilmi³ sendelenim aç�l�mlar� kavram�ndan
sözedilecektir. Bu alan�n tez ve tez yazar� aç�s�ndan özgün bir yan� yoktur. Bu
tezdeki as�l özgün görü³ ve uygulamalar 3. ve 4. bölümlerde verilecektir.

2.2 Dizey Gösteriliminin Elde Edinimi ve Sendelenimsizlik Kanıtsavı

[0,1 ] aral�§�nda çözümcül ve dördülü tümlevlenebilir tek de§i³kenli i³levlerin
olu³turdu§u Hilbert uzay�n� H ile simgeleyelim. Bu uzayda f (x) ve g(x) ile
simgelenen herhangi iki i³lev aras�ndak� iççarp�m�n

( f ,g) =
∫ 1

0
dx w(x) f (x)g(x) f (x),g(x) ∈H (2.1)

olarak verildi§ini dü³ünelim. Bu yaz�mda tümlevin hangi de§i³kene göre oldu§unu
belirten dx simgesi tümlev çekirde§inin soluna yaz�lm�³t�r. Bunun nedeni,
tümlevleme i³leminin asl�nda tümlev i³lecinin (ing: operator) etki ettirilmesi
oldu§u ve i³leçlerin i³lenenlerden önce yaz�lmas� gerekti§i olgusudur.

Aral�§�n [0,1 ] olarak seçilmesi genellikten bir yitime neden olmaz, çünkü bütün
sonlu aral�klar uygun öteleme ve ölçekleme yap�larak [0,1 ] aral�§�na getirilebilir.
H ile gösterilen sonsuz uzay�n taban i³levleri kümesi U ile simgelenirse ve 1'den
sonsuza dek s�rasay�land�r�l�rsa

U ≡ {ui(x)}∞
i=1 (2.2)

anlat�m� yaz�labilir.

Bu taban tak�m�n�n dik ve birimboylu oldu§u dü³ünülecektir. Bu olgudan söz
edebilmek için gereken iççarp�m i³leminin tan�m�

( f ,g)≡
∫ b

a
dx w(x) f (x)g(x) (2.3)
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olarak, boy tan�m� ise

|| f ||=
√

( f , f ) (2.4)

olarak yap�lmal�d�r. �ki i³levin birbirlerine dik olmas�, iççarp�mlar�n�n 0 i³levini
üretmesi ve bir i³levin birimboylu olmas� ise i³levin kendisi ile iççarp�m�n�n dördül
kökünün 1 de§i³mez de§erinde olmas� anlam�na gelmektedir. Dik ve birimboylu
olmayan bir taban tak�m� Gram-Schmidt yöntemi ile dikle³tirildikten sonra,
i³levleri boylar�na bölerek birimboylu duruma getirilebilir. Bilimsel yaz�ndaki
dik çokterimli taban tak�mlar�n� kullanmak ya da Rodrigues ba§�nt�s� ile dik
taban tak�m� üretmek ve bu üretilen taban tak�m�n� birimboylula³t�rmak da
seçenekler aras�ndad�r. Taban tak�m� seçiminin yakla³t�r�mdaki önemine daha
sonra de§inilecektir. Dik ve birimboylu taban tak�m�n�n bu özelli§i Kronecker
delta simgesi ile

(
ui,u j

)≡ δi j i, j = 1,2, . . . (2.5)

biçiminde gösterilebilir.

Yakla³t�r�mda, i³leçlerin dizey gösterilimi kullan�lacakt�r. Bu dizey
gösterilimlerinin sonlu olabilmesi için sonsuz boyutlu Hilbert uzay�n�n n

boyutlu altuzay�n� gözönüne almak gerekir. Bu n boyutlu altuzay Hn ile
simgelenirse, ve taban i³levleri 1'den itibaren s�rasay�land�r�l�rsa

U ≡ {ui(x)}n
i=1 Hn ⊂H (2.6)

anlat�m� yaz�labilir. Sonsuz boyutlu uzaydan n boyutlu uzaya geçi³i sa§layabilmek
için 1 ile s�rasay�land�r�lm�³ taban i³levinin örttü§ü tek boyutlu uzaya izdü³üren
i³leçten, n ile s�rasay�land�r�lm�³ taban i³levinin örttü§ü tek boyutlu uzaya
izdü³üren i³lece dek bütün i³leçlerin toplam�n�n etkisini betimleyen P̂(n) i³leci
kullan�labilir. P̂(n) i³lecinin sonsuz boyutlu uzaya ait herhangi f (x) i³levine etkisi

P̂(n) : H →Hn P̂(n) f (x) =
n

∑
i=1

(ui, f )ui(x) (2.7)

biçiminde gösterilebilir. Uzay�n boyutu artt�kça P̂(n) i³lecinin etkisi sonsuz
boyutlu uzayda tan�ml� birim i³lecin, yani Î i³lecinin etkisine yakla³�r. Benzer
bir inceleme ile sonsuz boyutlu uzaydan n boyutlu uzay�n tümleyenine götüren
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Î− P̂(n) i³lecinin sonsuz boyutlu uzaya ait herhangi f (x) i³lecine etkisinin

Î− P̂(n) : H → H −Hn

[
Î − P̂(n)

]
f (x) =

∞

∑
n+1

(ui , f )ui(x) (2.8)

oldu§u gösterilebilir. P̂(n) birbirine dik taban i³levleri taraf�ndan örtülen bir
altuzaya izdü³ürdü§ü için, dördülü kendine e³it bir i³leçtir. Ayn� olgu, Î− P̂(n)

için de söylenebilir. Ayr�ca P̂(n) ve Î− P̂(n) birbirine dik altuzaylara izdü³üren
i³leçler olduklar� için

[
Î− P̂(n)

]
P̂(n) ve P̂(n)

[
Î− P̂(n)

]
yap�lar�, 0̂ ile gösterilen s�f�r

i³lecini üretir.
Etkisi, etkilenen i³levi i³levin ba§�ms�z de§i³keni ile çarpmak olan x̂ i³lecinin
matematiksel tan�m�

x̂ f (x)≡ x f (x) x̂ : H →H , f (x) ∈H (2.9)

ba§�nt�s�yla verilebilir.

Ayr�ca, Cauchy çevirge gösteriliminin i³leçler kuram�na uyarlanm�³ durumu

f (x̂) =− 1
2πi

∮
dζ f (ζ )

[
x̂−ζ Î

]−1
(2.10)

anlat�m�nda ζ de§i³kenine ba§l� kapal� bir çevirge üzerinden saat yönünün tersine
al�nan bir tümlev olarak gösterilebilir. Bu tümlevin al�nabilmesi için

[
x̂−ζ Î

]−1

yap�s�n�n incelenmesi gerekir. Bu anlat�m, iki sonsuz boyutlu uzayda tan�ml�
i³lecin fark�n�n evri§ini betimlemektedir. n boyutlu dizey yap�s�na geçebilmek için[
x̂−ζ Î

]
,

[
x̂−ζ Î

]−1
ve Î i³leçlerinin tan�m ve de§er uzaylar�na göre ayr�³t�r�m�

incelenecektir. H uzay�na ait herhangi bir Ŷ i³leci, n boyutlu altuzay gözönünde
bulundurularak

Ŷ = Ŷaa + Ŷat + Ŷta + Ŷtt (2.11)

anlat�m�nda, a simgesi n boyutlu altuzay� ve t simgesi n boyutlu altuzay� tümleyen
uzay� betimlemek üzere, ve alt sa§ simge tan�m uzay�n�, alt sol simge de§er uzay�n�
gösterdi§i dü³ünülerek e³siz olarak ayr�³t�r�labilir. �³lecin alt sol simgesinin a

olmas�, i³lecin solunda P̂(n) i³lecinin, alt sol simgesinin t olmas� i³lecin solunda[
Î− P̂(n)

]
i³lecinin oldu§unu gösterir. Benzer biçimde, alt sa§ simge i³lecin

sa§�nda P̂(n) veya
[
Î− P̂(n)

]
i³lecinin varl�§�n� betimler.

[
x̂−ζ Î

]
,

[
x̂−ζ Î

]−1

ve Î i³leçleri de H uzay�nda olduklar� için de§er ve tan�m uzaylar�na göre

9



ayr�³t�r�labilir. Evrik alma i³leminin H uzay�nda evrik alma oldu§u dü³ünülerek
ve daha derli toplu gösterilim elde edebilmek amac� ile

L≡ x̂−ζ Î , Â≡
[
x̂−ζ Î

]−1
(2.12)

denklikleri kullan�larak
[

L̂aa L̂at

L̂ta L̂tt

][
Âaa Âat

Âta Âtt

]
=

[
Îaa 0̂
0̂ Îtt

]
(2.13)

ba§�nt�s�yla anlat�lan, ö§eleri i³leçler olan dizey e³itli§i elde edilir. E³itli§in sa§
yan�ndaki dizeyin evrik kö³egen üzerindeki ö§elerinin s�f�r i³lecine e³it olmas�n�n
nedeni, Î i³lecinin H uzay�ndaki di§er tüm i³leçler ile de§i³tirimli olmas� ve P̂(n)

ile Î− P̂(n) i³leçlerinin birlikte s�ra gözetmeksizin etkisinin s�f�r i³lecinin etkisine
e³it olmas�d�r. Bu e³itlikte yap�s�n� bilmek istedi§imiz terim Âaa i³lecidir, çünkü
bu i³leç

[
x̂−ζ Î

]−1
i³lecinin n boyutlu altuzaydaki yap�s�n� vermektedir. Dizey

e³itli§ini kullanarak elde edilecek, içinde Âaa i³lecinin oldu§u ba§�nt�lar

L̂aaÂaa + L̂at Âta = Îaa (2.14)

L̂taÂaa + L̂tt Âta = Ô (2.15)

yap�s�ndad�r. Alt simgeleri bulunan i³leçlerin sa§�nda ve solunda P̂(n) ve/veya
Î− P̂(n) i³leçleri içerdi§i, P̂(n) ve Î− P̂(n) i³leçlerinin kendileri üzerine etkilerinin
kendilerine, birbirleri üzerine etkilerinin s�f�r i³lecine e³it oldu§u, Î i³lecinin
dördülünün kendine e³it ve H uzay�na ait bütün i³leçlerle de§i³tirimli bir i³leç
oldu§u gözönünde bulundurularak yap�lacak özenli bir inceleme ile

Âaa =
[
L̂aa − L̂at L̂−1

tt L̂ta

]−1
(2.16)

e³itli§i elde edilebilir. �³leçlerin daha aç�k yap�s�n� kullanarak inceleme
sürdürülürse e³itlik

Âaa =
[

x̂aa −ζ Î− x̂at

(
x̂tt −ζ Î

)−1
x̂ta

]−1

(2.17)

yap�s�na getirilebilir. Evri§i al�nacak yap�n�n son teriminde içinde Î−P̂(n) bulunan
x̂tt yap�s�n�n Î birim i³lecine göre boyca daha küçük olaca§� dü³ünülürse ζ

de§i³keninin evri§inin kuvvetlerine göre bir seri aç�l�m� olu³turulabilir. Olu³acak
yap�n�n derli toplu bir yap�da anlat�labilmesi için

φ̂i+1 ≡ x̂at x̂i
tt x̂ta, i = 0,1,2, . . . (2.18)
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denkli§ini kullanarak Âaa için

Âaa =

[
x̂aa−ζ Î +

∞

∑
i=0

1
ζ i+1 φ̂i+1

]−1

(2.19)

yap�s� olu³ur. H −Hn uzay�n�n Hn uzay� üzerindeki etkilerini betimleyen φ̂

i³leçleri, sendelenim i³leçleri olarak adland�r�l�r. k art�de§erli bir tamsay� olmak
üzere φ̂k i³leçlerini k. kerte (mertebe) sendelenim i³leci olarak adland�raca§�z.
Serinin içinde φ̂k i³lecini bar�nd�ran terimi ise k. kerte sendelenim terimi diye
adland�raca§�z. Sendelenim terimlerini yok say�p

Âaa ≈
[
x̂−ζ Î

]−1
(2.20)

yakla³t�r�m�n� Cauchy çevirge gösterilimi ile birlikte kullanarak i³levin dizey
gösterilimine yakla³t�r�m yap�labilir. Elde edilen sonuç sendelenimsizlik kan�tsav�
diye adland�r�l�r. Sendelenimsizlik kan�tsav�na göre bir i³levin dizey gösterilimine
yakla³t�r�m olarak, x̂ i³lecinin dizey gösteriliminin i³lev alt�ndaki görüntüsü
kullan�labilir. Matematiksel anlat�m ile sendelenimsizlik ba§lam�nda i³levin dizey
gösterilimi yerine

M
(

f̂
)
≈ f (M (x̂)) (2.21)

ba§�nt�s�ndan yararlan�labilir [14�23].

Âaa anlat�m�nda sendelenim terimlerinin bir k�sm�n�n da yakla³t�r�ma al�nmas�
konusuna daha sonra de§inilecektir.
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3. SENDELENİM TERİMLERİNİN ELDE EDİNİMİ VE KULLANIMI

3.1 Sendelenim Açılımında Sendelenim Terimleri

Âaa ile simgelenen
[
x̂−ζ Î

]−1
yap�s�n�n n boyutlu Hilbert uzay�ndaki kar³�l�§� olan

i³lecin yap�s�n�n, φ̂k k. kerte sendelenim i³leci olmak üzere,

Âaa =

[
x̂aa−ζ Î +

∞

∑
i=0

1
ζ i+1 φ̂i+1

]−1

(3.1)

biçiminde yaz�labilece§i ve φ̂ ile gösterilen i³lecin yap�s�n�n

φ̂i+1 = x̂at x̂i
tt x̂ta i = 0,1,2, . . . (3.2)

oldu§u gösterilmi³ti. Sendelenim i³leçlerinin dizey gösterilimlerinin
belirlenebilmesi için taban tak�m�n�n üç ard�³�k terimli özyineleme sa§lad�§�
durum gözönünde bulundurulacakt�r. Bu özyinelemeyi sa§layan taban tak�m�na
göre sendelenim terimlerinin bulunmas� önemli kolayl�klar sa§lamaktad�r ve
yöntemin genelli§inden bir yitime neden olmamaktad�r. α ve β katsay�lar�
tümlevleme aral�§� ve a§�rl�k i³levine ba§l� olarak e³siz olarak bulunabilmek
üzere, üç ard�³�k terimli özyineleme

x̂ui(x) = βi−1ui−1(x)+αi ui(x)+βiui+1(x) (3.3)

biçiminde verilmektedir. Sendelenim i³leçleri
[
Î− P̂(n)

]
x̂ yap�s�n� sendelenim

kertesi kez içerdi§inden dolay� bu yap�n�n dizey gösterilimi incelenmelidir.[
Î− P̂(n)

]
izdü³üm i³lecinin x̂ui(x) üzerine etkisi, özyineleme gözönünde

bulundurularak incelendi§inde, alt s�rasay�s� n'den küçük olan taban i³levlerini
içeren tüm terimler yok olaca§�ndan
[
Î− P̂(n)

]
x̂ui = 0, i < n (3.4)

e³itli§i yaz�labilir. Dolay�s�yla
[
Î− P̂(n)

]
x̂ui i³lecinin dizey gösteriliminin ilk n−1

yatay s�ras�n�n bile³enleri 0 de§erindedir. Ayr�ca,
[

x̂
([

Î− P̂(n)
]

x̂
)k

]†

=
[

x̂
([

Î− P̂(n)
]

x̂
)k

]
(3.5)
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e³itli§inin k�sa bir inceleme ile gösterilebilece§inden dolay�, sendelenim i³leçleri
kendine e³ (ing: self-adjoint) isleçlerdir. Dolay�s�yla, sendelenim i³leçlerinin
dizey gösterilimi bak�³�kt�r (ing: symmetric) ve n s�rasay�l� yatay s�rada yaln�zca
kö³egen üzerindeki ö§e 0 d�³�nda bir de§erde olabilir. Sendelenim i³leçlerinin
n boyutlu dizey gösterilimlerinin yaln�zca sa§ alt kö³e ö§elerinin 0 d�³�nda bir
de§erde olabilmesi, bu i³leçlerin n s�rasay�l� taban i³lev taraf�ndan örtülen tek
boyutlu alt uzaya izdü³üren i³lecin bir katsay� ile çarp�m� ile bulunabilece§ini
gösterir. n s�rasay�l� taban i³lev taraf�ndan örtülen alt uzaya izdü³üren i³leç P̂n ile
simgelenmek ve ϕk bir say�l (ing: scalar) olmak üzere

φ̂k = ϕkP̂n k = 1,2, . . . (3.6)

e³itli§i yaz�labilir. Bu bulguyu kullanarak Âaa i³lecinin dizey gösterilimi
incelenirse

A =

[
X−ζ I+

(
∞

∑
i=0

ϕi+1
1

ζ i+1

)
eneT

n

]−1

(3.7)

e³itli§i üretilir. Sendelenim terimlerinin bir d�³ çarp�m olarak yaz�labilmesi,
yap�n�n yal�nla³mas�n� sa§lar. A dizeyi

A = [X−ζ I]−1− s(ζ )
[
X−ζ Î

]−1
eneT

n [X−ζ I]−1 (3.8)

yap�s�nda yaz�labilir. Bu denklemde s(ζ ),

s(ζ ) =
ϕ(ζ )

1+φ(ζ )eT
n [X−ζ I]en

(3.9)

e³itli§i ile belirlenebilir. ϕ(ζ ) i³levinin aç�k yap�s�

ϕ(ζ ) =
∞

∑
i=1

ϕi
1
ζ i (3.10)

ile gösterilebilir. s(ζ ) islevine ζ
ν yap�s�na göre aç�l�m uygulay�p katsay�lar aras�nda

ili³ki kurarak

s(ζ ,ν) =
φ

(
ζ
ν

)

1+φ
(

ζ
ν

)
eT

n [X−ζ I]en

(3.11)

s(ζ ,ν) =
∞

∑
i=0

ν i si(ζ ) (3.12)
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si(ζ ) =
1
i!

(
∂ i s(ζ ,ν)

∂ν i

)

ν=0
(3.13)

yap�s� elde edilebilir. �lk üç sendelenim terimini olu³turan s yap�lar� incelenirse,

q≡ eT
n [X −ζ I]en (3.14)

denkli§i kullan�larak

s1(ζ ) =
ϕ1

ζ
(3.15)

s2(ζ ) =
ϕ2

ζ 2 −q
ϕ2

1
ζ 2 (3.16)

s3(ζ ) =
ϕ3

ζ 3 −2q
ϕ1ϕ2

ζ 3 +q2 ϕ3
1

ζ 3 (3.17)

elde edilir. Bir sonraki a³ama bu yap�lar�n Cauchy çevirge gösteriliminde
kullan�m�d�r.

3.2 Sendelenim Katsayılarının Belirlenmesi

Sendelenim terimlerinin, P̂n i³lecinin katlar� olmas�, sendelenim katsay�lar�n�n

ϕk =
(

un, x̂
[[

Î− P̂(n)
]

x̂
]k

un

)
k = 1,2, . . . (3.18)

ba§�nt�s�yla anlat�lmas�n� olanakl� k�lar [22].
[
Î− P̂(n)

]
i³lecinin dördülü kendine

e³it bir i³leç olmas�ndan dolay�,

x̂ k−1
tt =

[
Î− P̂(n)

]
x̂ k−1

tt (3.19)

e³itli§i geçerlidir. Bu olgunun kullan�m� ve
[
Î− P̂(n)

]
ile x̂ i³leçlerinin kendine e³

i³leçler olmalar�

ϕk =
([

Î− P̂(n)
]

x̂un, x̂ k−1
tt

[
Î − P̂(n)

]
x̂un

)
, k = 1,2, . . . (3.20)

e³itli§inin elde edilmesine olanak sa§lar. Bu iççarp�m�n iki i³leneninde de
x̂ i³lecinin un taban i³levi üzerindeki etkisinin H −Hn uzay�na izdü³ümü
bulunmaktad�r. Dolay�s�yla bu yap�n�n incelenmesi gerekir. Taban tak�m�n�n

x̂ui = αiui+1(x)+βiui(x) +αi−1ui−1(x) ,u0(x) = 0, i = 1,2, . . . (3.21)
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üç ard�³�k terimli özyineli ili³kisini sa§layacak biçimde seçilmesi bu i³lemi
kolayla³t�rmaktad�r. E§er 1,x,x2, . . . ,xn, . . . kümesindeki i³levlerin [ 0,1 ]

aral�§�nda dik ve birimboylula³t�r�lmas� ile olu³turulan kayd�r�lm�³ Legendre
çokterimlileri kullan�l�rsa, α ve β de§erleri

αi =
i
2

1√
2i−1

1√
2i+1

i = 1,2, . . . (3.22)

βi =
1
2

i = 1,2, . . . (3.23)

olarak bulunur. Bu biçimde elde edilecek olan x̂ i³lecinin n× n boyutlu dizey
gösterilimi

M(x̂) =




β1 α1 0 . . .
α1 β2 α2

0 . . . . . . . . .
αn−2 βn−1 αn−1

αn−1 βn




(3.24)

bak�³�k, üç yap�³�k kö³egen yap�s�ndad�r. Üç ard�³�k terimli özyineli ili³kinin
kullan�m� ile

[
Î− P̂(n)

]
islecinin x̂un üzerine etkisinin

[
Î− P̂(n)

]
x̂un = αnun+1(x) (3.25)

oldu§u gösterilebilir. Bu bulgunun ϕk ile simgelenen sendelenim katsay�lar�n�n
anlat�m�nda kullan�m�

ϕk = α2
n

(
un+1, x̂ k−1

tt un+1

)
k = 1,2, . . . (3.26)

sonucunu verir. Birinci sendelenim katsay�s�n� elde etmek için bulunmas� gereken
yap�, bu e³itlikte k yerine 1 koyarak k�sa bir inceleme ile

x̂ccun+1 =
[
Î − P̂(n)

]
x̂
[
Î − P̂(n)

]
un+1

=
[
Î − P̂(n)

]
x̂un+1

=
[
Î − P̂(n)

]
( αn+1un+2 +βn+1un+1 +αnun )

= βn+1un+1 +αn+1un+2 (3.27)

olarak bulunur. �kinci sendelenim katsay�s�n� elde etmek için bulunmas� gereken
yap� ise, benzer bir inceleme ile

x̂ 2
ccun+1 =

[
Î − P̂(n)

]
x̂ (βn+1un+1 +αn+1un+2) (3.28)
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=
(
α2

n+1 +β 2
n+1

)
un+1 +(αn+1βn+2 +βn+1αn+1) un+2 +(αn+1 +αn+2)un+3

(3.29)

yap�s�nda elde edilir. Görülmektedir ki, kertesi m olan sendelenim katsay�s�n�
elde etmek için ilk m + 1 taban i³levinin bir do§rusal birle³tiriminin bulunmas�
sözkonusudur. Bu olgu matematiksel tümevar�m ile kan�tlanabilir. C(m)

i do§rusal
birle³tirim katsay�lar�n� göstermek üzere

x̂ m
tt un+1 =

m

∑
i=0

C(m)
i un+1+i (3.30)

e³itli§i yaz�labilir. x̂ m+1
cc un+1 ile x̂ m

ccun+1 aras�nda ili³ki kurulursa
m+1

∑
i=0

C(m+1)
i un+1+i =

m

∑
i=0

C(m)
i x̂ttun+1+i (3.31)

e³itli§i elde edilir. Do§rusal birle³tirim katsay�lar� için bir özyineleme olu³turmak
amac�yla, taban tak�m�n�n özyineli ili³kisini kullanarak
m+1

∑
i=0

C(m+1)
i un+1+i

=
m

∑
i=0

C(m)
i

[
Î − P̂(n)

]
(αn+1+iun+2+i +βn+1+iun+1+i +αn+iun+i) (3.32)

elde edilebilir.
[
Î− P̂(n)

]
izdü³üm i³lecinin ay�raçl� yap�ya da§�t�m� sonras�nda

olu³acak basitle³meler ve seri s�n�rlar�n� her terimde un+1+i olu³turacak biçimde
kayd�rarak

C(m+1)
i = αn+iC

(m)
i−1 +βn+1+iC

(m)
i +αn+1+iC

(m)
i+1 (3.33)

e³itli§i olu³ur. Bu özyineli ili³ki, x̂ m
tt un+1 için yap�lan öngörüden dolay� olu³an

C0
0 = 1 ba³lang�ç ko³ulu ile tüm C katsay�lar�n�n belirlenmesi için kullan�labilir.

Eksi de§erli alt s�rasay�l� ve alt s�rasay�s� üst s�rasay�s�ndan büyük olan tüm
C katsay�lar�n�n tan�m olarak 0 al�nmas� gerekir. ϕ ile gösterilen sendelenim
katsay�lar�, iççarp�mla gösterilen tan�mlar�ndan dolay�

ϕk = α2
nC(k−1)

0 (3.34)

denklemi ile elde edilebilir. �lk n ba§�ml� 5 sendelenim katsay�s�, özyinelenemeyi
kullanarak

ϕ1(n) =
n2

16n2−4
(3.35)
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ϕ2(n) =
n2

32n2−8
(3.36)

ϕ3(n) =
5n4

16 + 5n3

8 + n2

4
16n4 +32n3 +8n2−8n−3

(3.37)

ϕ4(n) =
7n4

32 + 7n3

16 + 3n2

16
16n4 +32n3 +8n2−8n−3

(3.38)

ϕ5(n) =
21n6

32 + 105n5

32 + 343n4

64 + 55n3

16 + 3n2

4
64n6 +320n5 +496n4 +224n3−68n2−76n−15

(3.39)

olarak bulunmu³tur.

3.3 Sınama Uygulamaları

S�nama uygulamalar�nda tümlev aral�§�n�n [0,1 ], a§�rl�k i³levinin birim a§�rl�k
ve Hilbert altuzay� boyutunun 1 oldu§u durum incelenmi³tir. Tüm sonlu
aral�klar�n uygun bir de§i³ken dönü³ümü ile [0,1 ] aral�§�na getirilebilece§i,
dolay�s�yla x̂ i³lecinin dizey gösterilimini de§i³tirece§i, fakat yöntemin ad�mlar�n�
de§i³tirmeyece§i daha önce belirtilmi³ti. n = 1 olarak seçildi§inden dolay� taban
tak�m�n�n tek bir ö§esi vard�r. Tümlev de§erinde ba§�ms�z de§i³kene ba§l�l�k
olmamas�n� sa§lamak için, taban i³levinin de ba§�ms�z de§i³kene ba§l� olmamas�
gerekir. Birimboyluluk zorunlulu§unu da sa§layarak

u1(x)≡ 1 (3.40)

seçilir. x̂ i³lecinin dizey gösteriliminin asl�nda bir say�l olaca§�, tan�m gere§i

X11 = (u1,xu1) (3.41)

de§erine sahip olaca§�, bunun da iççarp�m�n tan�m�ndan dolay�
∫ 1

0
dx x =

1
2

(3.42)
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biçiminde elde edilece§i görülür. Bu k�s�tlar alt�nda, uzi³ ³u a³amalardan olu³ur:
1) Tek boyutlu uzayda x̂ i³lecinin dizey gösteriliminin x ve Î i³lecinin dizey
gösteriliminin 1 olaca§� dü³ünülerek, sendelenim aç�l�m�n� olu³turan denklemler
simgesel olarak olu³turulur. Bunlar

Aaa = (x−ζ )−1− s(ζ )(x−ζ )−2 (3.43)

s(ζ ,ν) =
ϕ

(
ζ
ν

)

1 +ϕ
(

ζ
ν

)
(x−ζ )

(3.44)

ϕ
(

ζ
ν

)
=

∞

∑
i=1

ϕi

(
ζ
ν

)i

(3.45)

denklemleridir. Sonsuz toplamda, uygulama aç�s�ndan, incelenecek en büyük
sendelenim kertesi say�s�nda terim kullanmak yeterlidir. Daha sonraki terimler
tümlevleme i³leminden dolay� s�f�rlanacakt�r.

si(ζ ) =
1
i!

(
∂ is(ζ , ν)

∂ν i

)

ν=0
(3.46)

tan�m� kullan�larak simgesel i³lem ile Aaa elde edilir.
2) Olu³turulan yap� ζ de§i³kenine göre yal�n oranlara ayr�³t�r�l�r. Bu ayr�³t�r�mda
ayr�³t�r�lacak yap�lar�n

1
ζ m

(1
2 −ζ

)n m,n = 0,1,2, . . . (3.47)

biçiminde oldu§u olgusu kullan�l�r ve ayr�³t�r�mdan olu³an terimler yap�y� tekilli§i
giderecek çarpan ile çarpma, ard�³�k türevleme ve, 0 veya 1/2 de§erini olu³an
yap�da ζ yerine koyma i³lemi ile bulunur.
3) ϕ ile gösterilen sendelenim katsay�lar� belirlenir ve Aaa için olu³turulan
denklemde yerine konur. Bunun için

C(m+1)
i = αn+i+1C(m)

i+1 +βn+i+1C(m)
i +αn+iC

(m)
i−1, C(0)

0 = 1 (3.48)

özyinelemesi, özyineli bir i³lem olarak betiklenebilir.

ϕk = α2
nC(k−1)

0 (3.49)

e³itli§i ile katsay�lar bulunur. α ve β de§erleri

αn =
n
2

1√
n−1

1√
n+1

n = 1,2,3, . . . (3.50)
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βn =
1
2

n = 1,2,3, . . . (3.51)

denklemleri ile belirlenip, sendelenim katsay�lar� denklemlerinde yerine
yerle³tirilir.
4) Aaa yap�s�n�n Cauchy çevirge gösterilimine yerle³tirilmesi için Aaa, toplama
ve ç�karma i³lemlerine göre terimlerine ayr�l�r ve her terim s�rayla i³lenir. E§er
terimin paydas�nda (x− ζ )m yap�s� var ise i³levin m− 1'inci türevinin, terimin
pay� ve 1/(m− 1) ile çarp�m�n�n 1/2 noktas�ndaki de§eri ba³lang�çta s�f�r olan
sonuç de§i³kenine eklenir. E§er terimin paydas�nda ζ n yap�s� var ise i³levin
n− 1'inci türevinin, terimin pay� ve 1/(n− 1) ile çarp�m�n�n 0 noktas�ndaki
de§eri ba³lang�çta s�f�r olan sonuç de§i³kenine eklenir. Bu i³lem her terim için
yap�ld�§�nda sonuç de§i³keni yakla³�k tümlev de§erine sahip olur. Dört de§i³ik
i³lev için yap�lan s�nama uygulamalar�nda bir yak�nsama gözlemlenmemi³tir.

Çizelge 3.1: Sendelenim kertesine göre tümlev değerleri

x3 cos(x) 3x e10x

Kesin değer: 0.2500000000 0.8414709848 1.5000000000 2202.5465794807
Kerte: 0 0.1250000000 0.8775825619 1.5000000000 148.4131591026
Kerte: 1 0.2916666667 1.4235391594 2.5000000000 445.5728106411
Kerte: 2 0.1666666667 1.4889973104 2.5000000000 75.6510239957
Kerte: 3 0.1175925926 1.4360672346 2.4111111111 90.2796693109
Kerte: 4 0.1373456790 1.3569121765 2.2925925926 132.6991646582
Kerte: 5 0.1659171076 1.2685258936 2.1613756614 172.1831528233
Kerte: 6 0.1944650206 1.1768990879 2.0247971781 215.4773441315
Kerte: 7 0.2183490104 1.0859066948 1.8869958848 272.3218204424
Kerte: 8 0.2351548109 0.9980024435 1.7507936508 349.5765263854
Kerte: 9 0.2437861263 0.9148442978 1.6183858970 449.9516337932
Kerte: 10 0.2439854680 0.8376330376 1.4916310969 571.8832976662
Kerte: 11 0.2360545456 0.7672767871 1.3721813402 710.0286079357
Kerte: 12 0.2206776086 0.7044806193 1.2615419073 856.1634351786
Kerte: 13 0.1988022036 0.6497979449 1.1610961038 1000.2351980851
Kerte: 14 0.1715539922 0.6036604543 1.0721118527 1131.3518726741
Kerte: 15 0.1401728314 0.5663953956 0.9957382094 1238.5868246148
Kerte: 16 0.1059627419 0.5382350683 0.9329961563 1311.5808053378
Kerte: 17 0.0702513371 0.5193214037 0.8847661890 1340.9841791233
Kerte: 18 0.0343559777 0.5097074229 0.8517742508 1318.7984549406
Kerte: 19 -0.0004450744 0.5093567481 0.8345770708 1238.6630112290
Kerte: 20 -0.0329376012 0.5181419843 0.8335476729 1096.1102700677
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4. SENDELENİMSİZLİK VE GAUSS DÖRDÜLLEMESİ

4.1 Giriş

Sendelenim aç�l�m�n�n h�zl� yak�nsamayan bir aç�l�m oldu§unun görülmesi,
aç�l�m�n yap�s�n�n de§i³tirilmesini gerektirmi³tir. Bu ba§lamda, sendelenim
terimlerinin x̂ i³lecinin dizey gösteriliminin k'�nc� üssü ile x̂ i³lecinin dizey
gösterilimi aras�ndaki de§i³im ile orant�l� oldu§u bir çizem a³a§�daki ad�mlarla
olu³turulmu³tur. Tümlevleme aral�§�nda çözümcül, dördülü tümlevlenebilir bir
i³lev olan f (x) i³levinin Maclaurin aç�l�m�

f (x) =
∞

∑
k=0

fkxk (4.1)

biçimindedir. Bu i³levin tümlevi
∫ b

a
dx f (x) =

∞

∑
k=0

fk

∫ b

a
dx xk ≈

∞

∑
k=0

fk M(x̂ k) (4.2)

olarak yaz�labilir. E§er x yerine sendelenimsizlik ba§lam�nda M(x̂) kullan�l�rsa
∫ b

a
dx f (x)≈

∫ b

a
dx f (M ( x̂)) =

∞

∑
k=0

fkM (x̂)k (4.3)

olu³ur. Bu iki denklemi kar³�la³t�r�nca
∞

∑
k=0

fk

[
M

(
x̂ k

)
−M (x̂)k

]
(4.4)

yap�s�n�n bast�r�lmas�n�n sendelenimsizlik yakla³t�r�m�n�n do§rulu§unu art�raca§�
görülmektedir. Bu ba§lamda, sendelenim aç�l�m�

M
(

f̂
)

= f (M (x̂)) +
∞

∑
k=0

fk

[
M

(
x̂ k

)
−M (x̂)k

]
(4.5)

olarak verilebilir. f̂ , i³lenenini f (x) i³levi ile çarpan i³leci simgelemektedir.
Bu denklemin sa§ taraf�ndaki ilk terim sendelenimsizlik, sonsuz toplam ise
sendelenimleri betimlemektedir.

R = M
(
x̂ j)−M (x̂) j j = 0,1,2, . . . (4.6)
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sendelenim yap�s� j'inci kerte sendelenim terimi olarak adland�r�lacakt�r. Özenli
bir inceleme, s�f�r�nc� ve birinci kerte sendelenimlerin s�f�r dizeyine e³it
oldu§unu gösterir. Asl�nda sendelenim terimleri, olas�l�k kuram� ve say�t�mda
(ing: statistics) say�t�msal (ing: statistical) de§i³imi betimleyen de§i³ke
(ing: variance) kavram�n�n geni³letilmesidir. fk katsay�lar� Taylor serileri
ba§lam�nda, tümlevlenecek olan i³levin k'�nc� türevinin belli bir noktadaki
de§erini içermektedir. Dolay�s�yla sendelenimlerin katk�lar� i³levin yap�s�na
ba§�ml�d�r. Sendelenimlerin katk�lar�n�n bast�r�lmas� i³leminin i³levin yap�s�na
ba§l� bir uzi³le gerçekle³tirilmesinin, i³levin yap�s�na ba§l� olmayan bir uzi³le
gerçekle³tirilmesine göre çok daha iyi sonuçlar vermesi beklenmektedir. Fakat
evrensellikten ödün vermemek amac�yla yöntemin i³levin yap�s�ndan ba§�ms�z
oldu§u durum incelenecektir.

Gauss dördüllemesi ö§eleri dördülü tümlevlenebilir i³levler olan Hilbert uzaylar�
ile ilintilidir. Bu Hilbert uzay�nda iççarp�m

( f ,g)≡
∫ b

a
dx w(x) f (x)g(x) (4.7)

olarak tan�mlanmal�d�r. Boy tan�m� ise

|| f ||=
√

( f , f ) (4.8)

olarak yap�lmal�d�r. Hilbert uzay�n�n taban tak�m� [a,b ] aral�§�nda dik ve
birimboylu çokterimliler olarak tan�mlanmal�d�r.

Taban i³levlerinin olu³turulumu için Cholesky ayr�³t�r�m� kullan�labilir.
1,x,x2, . . . ,xn çokterimli i³levlerini dik ve birimboylula³t�rmak için, bu i³levlerin
iççarp�mlar�ndan olu³an Gram dizeyini göz önüne almak gerekir. Gram dizeyinin
yap�s�

G =




(u1,u1) · · · (u1,un)

. . .

(un,u1) · · · (un,un)




(4.9)

biçimindedir. u ile simgelenen i³levlerden, dik ve birimboylu v taban i³levlerinin
üretilmesi gerekmektedir.
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Cholesky yöntemi art�tan�ml� bak�³�k dizeyler üzerinde uygulanabilir. Gram
dizeyinin art�tan�ml� oldu§u, dizeyin herhangi bir yöneye göre olu³turulan dördül
biçemin (ing: quadratic form) art�de§erli oldu§unun gösterilimi ile kan�tlanabilir.
Bu ba§lamda

ρ = yT Gy (4.10)

yap�s� art�de§erli olmal�d�r. Bu yap� daha aç�k bir biçimde yaz�l�rsa

yT Gy = (y1u1 + · · ·+ ynun,y1u1 + · · ·+ ynun) (4.11)

anlat�m� elde edilir. Bu anlat�m uzay�n boy ve iççarp�m tan�mlar�n�n kullan�m�
ile

yT Gy = ||y1u1 + · · · + ynun||2 (4.12)

oldu§u görülür. Dördülleme olgusu art�de§erlilik sa§lamaktad�r. Bu yap�n�n
s�f�r de§erinde olmad�§� u i³levlerinin do§rusal ba§�ms�zl�§�n�n kullan�m� ile
gösterilebilir. Dolay�s�yla, do§rusal ba§�ms�z i³levlerden olu³turulan Gram dizeyi
art�de§erlidir. Bu olgu, dizeyin bir altüçgensel dizey ve bu altüçgensel dizeyin
devri§inin çarp�m� olarak ayr�³t�r�labilmesini sa§lar.

G = LLT (4.13)

e³itli§i, sa§ yanda birim dizey olu³acak biçimde soldan altüçgensel dizeyin evri§i
ve sa§dan altüçgensel dizeyin devri§inin evri§i ile çarparak

L−1G LT−1
= I (4.14)

olarak yaz�labilir. u yöneyi n adet u i³levini içerecek biçimde

u≡




u1

...

un




(4.15)

yaz�labilir. E§er G dizeyi için

G =
(
u,uT )

(4.16)
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olgusundan yararlan�l�rsa,

L−1G LT−1
=

(
L−1u,

(
L−1 u

)T
)

(4.17)

yap�s� elde edilir. Bu yap�n�n birim dizeye e³it oldu§u gösterilmi³ti. Birim dizeye
e³it olmak demek, L−1u yöneyleri üzerinden olu³turulan Gram dizeyinin kö³egen
üzerindeki ö§elerinin 1, di§er ö§elerinin de 0 olmas� demektir. Bu da asl�nda
dik ve birimboylu olman�n tan�m�d�r. Dolay�s�yla L−1u ba§�nt�s� ile olu³turulan
taban i³levleri dik ve birimboyluluk ko³ulunu sa§lamaktad�r. Bu noktadan sonra,
dik ve birimboylu taban tak�m� u ile gösterilecektir. MuPAD betikleme dilinde
Cholesky ay�³t�r�m�n� kolayl�kla yapmak olanakl� oldu§u için bu dikle³tirme
yöntemi seçilmi³tir [24]. E§er Gram-Schmidt yöntemi kullan�larak 1,x,x2, . . . ,xn

i³levleri yükselen derece s�ras� ile dikle³tirilip, olu³an i³levler boylar�na bölünürse
de ayn� sonuç elde edilebilir.

Bu uzaydaki bir i³levi, i³levin ba§�ms�z de§i³keni ile çarpan x̂ i³leci etki etti§i
çokterimlinin derecesini bir derece artt�r�r. Dolay�s�yla,

xun(x) =
n+1

∑
i=1

ciui(x) (4.18)

ba§�nt�s� yaz�labilir. Ba§�nt�n�n her iki yan�n�n soldan u j ile iççarp�m� belirlenirse

c j =
(
u j,xun

)
, j = 1, . . . ,n+1 (4.19)

elde edilir. x ile çarpan i³lecin kendine e³ bir i³leç oldu§u ve iççarp�m�n ilk ö§esine
veya ikinci ö§esine etki ettirilmesinin ayn� sonucu üretece§i, iççarp�m�n tümlev
tan�m�n� kullanarak gösterilebilir. Dolay�s�yla, e³itlik

c j =
(
un,xu j

)
(4.20)

olarak da yaz�labilir. un tan�m� gere§i n− 1 dereceli bir çokterimlidir. xu j

ise j− 1 dereceli bir çokterimlinin ba§�ms�z de§i³keni ile çarp�m�n� betimledi§i
için j dereceli bir çokterimlidir. Bir çokterimli derecesi kendinden küçük tüm
çokterimlilere dik olaca§�ndan dolay�

c j =
(
un,xu j

)
= 0, j = 1, . . . ,n−2 (4.21)

yaz�labilir. Bu olgunun xun(x) yap�s�n�n toplamsal gösteriliminde kullan�m�,
toplam�n i = n− 1 durumundan önceki tüm katk�lar�n 0 oldu§unu gösterir.
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Dolay�s�yla, bir çokterimlinin ba§�ms�z de§i³keni ile çarp�m�, çokterimlinin
kendisini, bir önceki çokterimliyi ve bir sonraki çokterimliyi içeren bir do§rusal
birle³tirim olarak betimlenebilir. Bu do§rusal birle³tirimin katsay�lar� olan c

say�lar� için elde edilen e³itlik kullan�larak

cn+1 = (un+1,xun) ≡ αn

cn−1 = (un,xun−1) ≡ αn−1

cn = (un,xun) ≡ βn (4.22)

tan�mlar� yap�labilir. Do§rusal birle³tirim bu tan�mlar� kullanarak

xun(x) = αnun+1(x)+βnun(x) +αn−1un−1(x), α0 = 0, n = 1,2, . . . (4.23)

biçiminde olu³ur. Daha önceki a³amalarda kullan�lan üç ard�³�k terimli özyineli
ili³ki ve x̂ i³lecinin üç yap�³�k kö³egen yap�da olmas� bu olgulara dayanmaktad�r.

x̂ i³lecinin dizey gösterilimi olan X dizeyinin yap�s�

X =




β1 α1
α1 β2 α2

. . . . . . . . .
αn−2 βn−1 αn−1

αn−1 βn




(4.24)

biçimindedir. Dizeyin boyutu olan n say�s� ne kadar art�r�l�rsa asl�nda x̂ i³lecinin
etkisine o kadar iyi bir yakla³t�r�m yap�lm�³ olacakt�r. Gauss dördüllemesinde
a§�rl�klar, i art�de§erli bir tam say� olmak üzere,

wi =
∫ b

a
dx w(x)Li(x) (4.25)

olarak verilmi³ti. Lagrange çokterimlileri kendilerinden bir derece küçük
çokterimliler türünden

Li(x) = (x− xi)Li(x)+1 (4.26)

olarak yaz�labilir. Bu olgunun kullan�m� ile e³itli§in her iki yan� Li(x) ile çarp�l�p
tümlevlenirse,
∫ b

a
dx w(x)Li(x)2 =

∫ b

a
dx w(x)Li(x)(x− xi)Li(x) +

∫ b

a
dx w(x)Li(x) (4.27)
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yap�s� olu³ur. En sa§daki terim wi a§�rl�k katsay�s�n�n tan�m� idi. E³itli§in sa§
taraf�ndaki ilk terim ise un+1 i³levinin kendisinden küçük dereceli bir çokterimli
ile çarp�m�n� içerdi§inden dolay� dü³er.

Dolay�s�yla a§�rl�klar için tümlevsel bir gösterilim elde edilmi³ olunur. Bu
tümlevin çekirde§i art� de§erli oldu§undan dolay�, a§�rl�klar�n da, istendi§i
biçimde art� de§erli oldu§u ortaya ç�kar. Tümlevleme i³lemi sendelenimsizlik
ba§lam�nda, u1 taban i³levinin 1 de§i³mez i³levine e³it oldu§u göz önünde
bulundurularak,

I ≈ eT
1 f (X)e1 (4.28)

olarak verilebilir. �ççarp�m�n tümlev tan�m� bu yaz�m� olanakl� k�lar. X dizeyinin
izgesel gösterilimi,

X =
n

∑
k=1

ξkxk xT
k (4.29)

yap�s� kullan�l�rsa

f (X) =
n

∑
k=1

f (ξk) xkxT
k (4.30)

ba§�nt�s� elde edilir. �zgesel gösterilimin yakla³t�r�mda yerine konulmas�

I ≈
n

∑
k=1

f (ξk)
(
eT

1 xk
)2

(4.31)

dördüllemesini üretir. �³lev de§erlerinin çarpanlar�n�n, ba³ka bir deyi³le
a§�rl�klar�n art� de§erli olaca§� bu ba§�nt�da aç�kça görülmektedir. X dizeyinin
olu³turulumunda üç terimli özyineleme kullan�l�rsa, asl�nda dizey gösteriliminde
olmayan un+1 i³levi olu³acakt�r. Özde§erler belirlenirken n× n dizey gözönüne
al�nd�§� için, un+1 i³levinin s�f�rlanmas� gereklidir. un+1 i³levinin X dizeyinin
özdenklemi olmas� Gauss dördüllemesi ile sendelenimsizlik kuram� ile olu³turulan
dördülleme aras�ndaki birebir örtü³meyi sa§lamaktad�r. Bu örtü³me, taban
tak�m�n�n belirtilen biçimde olu³tu§u ve Hilbert uzay�nda birim a§�rl�k kullan�ld�§�
durum için geçerlidir. Taban tak�m�nda yap�lacak de§i³ikler dördüllemeyi
etkileyecektir. �lk taban i³levi 1 de§i³mez i³levi al�nmak üzere ba³ka taban
tak�mlar� kullan�m�nda da Gauss dördüllemesinde oldu§u gibi a§�rl�klar�n art�
de§erli ve dü§ümlerin tümlevleme aral�§� içinde kald�§� gösterilebilir. X dizeyi
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üzerinden u yöneyine göre olu³turulacak dördülsel i³levde X dizeyi yerine
dizeyin izgesel gösterilimi kullan�larak, dü§üm noktalar�n�n aral�k içerisinde
konumlanaca§� gösterilebilir.

X dizeyinin boyutu art�r�ld�kça, Gauss dördüllemesinde kullan�lan dü§üm say�s�
artacakt�r ve uygulamada elde edilen tümlev de§eri kesin de§ere yakla³acakt�r.
Belirtilen ad�mlarla olu³turulmu³ olan X dizeyi, Gauss dördüllemesi ba§lam�nda
Jacobi dizeyi olarak isimlendirilir.

X dizeyinin boyutu art�r�lmadan, H −Hn ile simgelenebilecek tümleyici uzay�n
ilgilenilen Hn uzay� üzerindeki etkileri taban tak�m� geni³letilerek yans�t�labilir.

4.2 Altuzay içinde altuzay döndürümü

X dizeyinin olu³turulumunda kullan�lan n s�rasay�l� taban i³levi yerine n s�rasay�l�
taban i³levi ve n + 1 s�rasay�l� taban i³levinin do§rusal birle³tirimi kullan�labilir.
Böylelikle H −Hn uzay�n� örten taban i³levlerinden biri Hn uzay�n� örten taban
i³levi haline getirilmi³, Hn, boyutu artt�r�lmadan, bir anlamda, taban tak�m�nca
geni³letilmi³ olur. Taban tak�m�nca geni³letilmi³ Hilbert uzay�nda tan�ml� olan
i³levleri ba§�ms�z de§i³kenleri ile çarpan x̂ i³lecinin dizey gösterilimi kullan�larak
olu³turulan dördüllemenin dü§üm say�s�n� art�rmadan yaln�zca dü§üm ve
a§�rl�klar� de§i³tirerek yakla³t�r�m�n yan�lg�s�n� azaltmas� beklenmelidir. En
genel durumda, taban tak�m�nca geni³letilmi³ Hilbert uzay�n�n n s�rasay�l� taban
i³levi g1un + g2un+1 + · · ·+ gk+1un+k yap�s�nda bir do§rusal birle³tirim olacakt�r.
Sendelenim aç�l�m�n�n olu³turulumunda birim i³lecin dizey gösteriliminin birim
dizey oldu§u olgusu kullan�lm�³t�r. Bu ko³ulun sa§lanabilmesi için
(

ui, Îu j

)
= δi j (4.32)

e³itli§inin sa§lanmas� gerekmektedir. Taban tak�m�nca geni³letilmi³ Hilbert uzay�
için de bu olgunun geçerli olmas� gerekti§inden dolay�, birle³tirim katsay�lar�
diklik ve birimboylulu§u bozmayacak biçimde seçilmelidir. Birimboyluluk için
√

g1un(x)+ . . .+gk+1un+k(x),g1un(x) + . . .+gk+1un+k(x) = 1 (4.33)

olmal�d�r. Bunun için gerek ve yeter ko³ul,
√

g2
1 +g2

2 + · · ·+g2
k+1 = 1 (4.34)
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olmas�d�r. Bu yeni taban i³levi, un(x) i³levinden daha küçük dereceli i³levler
içermedi§i için, diklik ko³ulunu zaten sa§lamaktad�r.

X dizeyinin x̂ i³lecinin yap�s�n� daha iyi betimleyebilmesini sa§layabilmek
için yap�lmas� gereken, sendelenimlerin bast�r�lmas�d�r. X dizeyinin say�sal
tümlevleme aç�s�ndan belirleyici ö§esi sol üst kö³edeki ö§esidir. Çünkü
dördüllemenin olu³turulumunda
∫ b

a
dx f (x) =

∫ b

a
dx u1(x) f (x) u1(x) =

(
u1, f̂ u1

)
≈ f ((u1, x̂u1)) (4.35)

olgusu kullan�lm�³t�r. Dolay�s�yla, say�sal tümlevlemenin do§rulu§unu art�rmak
için,

M
(
x̂ j)−M (x̂) j , j = 0,1,2, . . . (4.36)

sendelenim dizeylerini boyca küçültmek yerine bu dizeylerin X11 ö§elerini mutlak
de§erce küçültmek yeterlidir.

eT
1

(
M

(
x̂ j) −M (x̂) j

)
e1 , j = 0,1,2, . . . (4.37)

tümlev sendelenimlerini tüm j de§erleri s�f�rlanacak hale getiren X dizeyini
olu³turmak, i³lev ne olursa olsun kesin sonucu üretecek dördüllemeyi olu³turmak
anlam�na gelir. Bunun yolunun X dizeyinin sonsuz say�da taban ö§esini
bar�nd�racak biçimde olu³turulumu oldu§u gösterilebilir ve bilgisay�m aç�s�ndan
olanakl� de§ildir. Gauss dördüllemesini di§er dördüllemelerden daha güçlü yapan
2n−1'inci kerte ve daha küçük kerteli tüm tümlev sendelenimlerini s�f�rlamas�d�r.
Bu, dördüllemenin, derecesi 2n'den küçük olan tüm çokterimlileri s�f�r yan�lg� ile
tümlevleyebilmesini sa§lar. Bu olgular �³�§�nda, say�sal tümlevleme ba§lam�nda
sendelenim aç�l�m�
(

u1, f̂ u1

)
= eT

1 f (M (x̂))e1 +
∞

∑
k=2n

fkeT
1

(
M

(
x̂ k

)
−M (x̂)k

)
e1 (4.38)

biçimindedir.

Yani Gauss dördüllemesi s�f�r yan�lg� ile tümlevlenebilecek çokterimli derecesini
enbüyükleyecek biçimde yap�lanm�³t�r. Ama, Gauss dördüllemesinin di§er
dördüllemelere göre her durumda daha iyi sonuç verecek diye bir durum
da söz konusu de§ildir. Aç�l�mda, tümlev sendelenimlerinin yan�nda i³levin
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türevlerinin bir noktadaki de§erleri çarpan olarak bulundu§u için, görece büyük
i³lev de§erlerini bast�ran dördülleme daha iyi sonuç verecektir. Bilimsel
yaz�nda bir dördüllemenin olu³turaca§� yan�lg�y� belirleme üzerine birçok
çal�³ma vard�r [1, 3, 9, 10]. Bu yan�lg� hakk�nda tümlevlenen i³levden
ba§�ms�z olarak bir yakla³t�r�m elde etmek için tümlev sendelenimleri önemli
bir araç olarak kar³�m�za ç�kmaktad�r. Altuzay döndürümünün aç�s�n�
belirleyen ve g ile gösterilen de§i³kenlerin Gauss dördüllemesinin s�f�rland�§�
tümlev sendelenimlerini s�f�rlayacak ³ekilde seçilmesi gerekmektedir. Gauss
dördüllemesinin gücünün kertesi 2n'den küçük tümlev sendelenimlerini s�f�rlama
oldu§u olgusundan esinlenerek, yeni olu³turulacak dördüllemede 2n − 2'inci
kerteden itibaren sendelenimlerin s�f�rlanmas� yoluna gidilecek, döndürme aç�lar�
buna göre seçilecektir. Yap�lan s�nama uygulamalar�nda 2n − 2'inci kerte
tümlev sendeleniminin s�f�rlanmas�n�n Gauss dördüllemesi olu³turdu§u ve bir
eniyilemeye olanak vermedi§i görülmü³tür. Bunun yerine Gauss dördüllemesinin
s�f�rlad�§� 2n− 2'inci kerte tümlev sendelenimini s�f�rlamayarak, onun yerine
altuzay döndürümleri ile 2n− 2'den sonra gelen döndürüm ekseni say�s� kadar
tümlev sendelenimi s�f�rlanmas�na gidilmi³tir. Yani, i³levin tümlevini belirlerken
i³levin 2n− 2'inci türevinin tümlev de§eri üzerine etkisini kesin olarak elde
edebilmek yerine, 2n−2'den hemen sonra gelen birkaç türevin etkisi kesin olarak
elde edilmi³tir.

�³levin Taylor aç�l�m�nda bir türevli terimin mutlak de§erce büyük olmas�, i³levin
o türeve kar³�l�k gelen e§rili§inin yüksek olmas� anlam�na gelir. E§rili§i yüksek
olan i³levlerde yüksek türevli terimleri enküçüklemek yarar sa§layacakt�r. Gauss
dördüllemesinin s�f�rlad�§� ama uzay döndürümlü dördüllemenin s�f�rlamad�§�
tümlev sendeleniminden dolay� olu³an olumsuzluk, tümlevlenecek olan i³levden
ilgili Taylor teriminin ç�kar�m� ve Taylor teriminin tümlevinin kesin olarak al�n�p
daha sonra eklenmesi ile giderilebilir. Böylece, i³levin 2n− 2'inci türevindeki
de§erini de içeren bir dördülleme olu³turulabilir. Ama bu durumda da
tümlevlenecek i³levin baz� türev de§erlerine gereksinim duyulacakt�r.

4.3 Sınama Uygulamaları

Olu³turulan uzi³ ³u ad�mlardan olu³maktad�r.
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1) A§�rl�§�n birim a§�rl�k, tümlevleme aral�§�n�n [0,1 ] oldu§u durum göz önüne
al�nm�³t�r. 1,x,x2, . . . ,xk i³levleri Cholesky yöntemi ile dik ve birimboylula³t�r�l�r.

2) �ncelenecek altuzay�n en yüksek dereceli taban i³levi, kendisi ve kendisinden
sonra gelen döndürme say�s� kadar taban i³levinin do§rusal birle³tirimi olarak
simgesel biçimde betiklenir.

3) Tümlev sendelenimleri gerek döndürümsüz (Gauss dördüllemesi) gerekse
döndürümlü durum için simgesel olarak belirlenir. Bunun için j sendelenim
kertesini betimlemek üzere M(x̂ j) ile M(x̂) j dizeylerinin ilk ö§eleri üzerinden
de§i³imleri belirlenir.

4) n altuzay� örten taban i³levi say�s�n� betimlemek üzere, 2n− 1'inci tümlev
sendeleniminden ba³lamak üzere döndürüm say�s� kadar tümlev sendelenimindeki
do§rusal birle³tirim katsay�lar� belirlenmelidir. Bu tümlev sendelenimlerinin
s�f�ra e³itlenip katsay�lar�n belirlenmesi sözkonusudur. Bu ba§lamda, katsay�lar�n
dördüllerinin toplam�n�n 1'e e³it k�l�narak birimboyluluk ko³ulunu sa§layan
denklem ile tümlev sendelenimlerinin s�f�ra e³itlenmesi ile olu³an döndürüm say�s�
kadar denklemin bir araya getirilmesi ile olu³an denklem kümesi, katsay�lar�n
bulunmas� için say�sal olarak çözülür.

5) Katsay� de§erleri çözüm kümesinden gerçel de§erli çözüm seçilir ve do§rusal
birle³tirimde yerine konur.

6) Hem döndürümlü hem döndürümsüz durum için a§�rl�k ve dü§üm de§erleri
belirlenir. Dü§ümler ilgili X dizeyinin özde§erlerine, a§�rl�klar ise kar³�l�k gelen
özyöneyin ilk ö§elerinin dördüllerine denk gelmektedir.

7) Bu a³amadan önceki ad�mlar i³levin yap�s�ndan ba§�ms�zd�r. Dolay�s�yla
tümlevlenecek her i³lev için yeniden yap�lmas� gerekmez. Hem döndürümlü hem
döndürümsüz durum için, tümlevlenecek i³levin dü§üm noktalar�ndaki de§erleri
ilgili a§�rl�klarla çarp�l�p toplanarak tümlev de§erine yakla³t�r�m elde edilir.

8) Tümlevlenecek i³levin Maclaurin aç�l�m�ndan 2n− 2'inci terim ç�kar�l�r. Bu
yeni i³lev için hem döndürümlü durumun dördüllemesi, hem de döndürümsüz
durumun dördüllemesi kullan�larak tümlev yakla³t�r�m� yap�l�r. 2n − 2'inci
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terimin tümlevi kesin olarak belirlenip bu yakla³t�r�ma eklenerek türev ç�kart�ml�
dördülleme yakla³t�r�mlar� elde edilmi³ olur.

9) Her durum için ba§�l yan�lg�lar belirlenir.

Dördüllemenin yan�lg�s�n� azaltan olgunun tümlev sendelenimlerinin bast�r�lmas�
oldu§u belirtilmi³ti. 2 altuzay boyutlu, dolay�s�yla iki dördülleme dü§ümlü
durumda, tümlev sendelenimleri

Çizelge 4.1: Gauss dördüllemesi ve tek döndürümlü dördüllemede tümlev
sendelenimleri.

Kerte Gauss Dördüllemesi Altuzay Döndürümlü Dördülleme
0 0 0
1 0 0
2 0 0.00745572136232276607
3 0 0
4 0.00555555555555555556 -0.00608933937163555924
5 0.01388888888888888889 -0.00784381292504874334
6 0.02248677248677248677 -0.00630189646845533413
7 0.03009259259259259259 -0.00289684324391366781
8 0.03626543209876543210 0.00132776914883161872
9 0.04097222222222222222 0.00573076448467790617
10 0.04435559296670407782 0.00995174378158873263

olarak elde edilmi³tir. Bu çizelgede tek aç�l� altuzay döndürümü kullan�lm�³t�r.
Yüksek kerteli tümlev sendelenimlerinde döndürümlü dördüllemenin Gauss
dördüllemesine göre mutlak de§erce küçük de§er üretti§i dolay�s�yla önemli
bir olumluluk getirebilece§i görülmü³tür. Bu olguyla, n altuzay boyutunu
betimlemek üzere, de§i³ik n de§erleri için de kar³�la³�lm�³t�r. Çizelgede görülen
bir ba³ka olgu da ikinci kerte tümlev sendeleniminden gelen olumsuzluktur.
Uzay döndürümü bu tümlev sendelenimini Gauss durumuna göre mutlak de§erce
büyütmü³tür. Yap�lan uygulamalarda, tekdöndürümlü durum için, 2n− 2'inci
kerte tümlev sendeleniminin Gauss durumuna göre mutlak de§erce daha büyük
oldu§u gözlemlenmi³tir. �³levin yap�s�ndan 2n− 2'inci Taylor terimini ç�karma
yoluna gidilmesinin nedeni bu olgudur. H�zla artan yap�s� nedeni ile eαx

i³levi üzerinde uygulamalar yap�lm�³t�r. α de§erinin artmas�n�n i³levin sa§l�kl�
yap�s�n� bozaca§�, dolay�s�yla say�sal yöntemlerle tümlevlenmesini zorla³t�raca§�
olgusu vard�r ve bu olgunun tümlevleme üzerindeki etkileri incelenmi³tir.
α de§i³tirgesinin (ing: parameter) say�sal tümlevleme üzerindeki etkisini
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betimleyen ba§�l yan�lg� çizimlerinde, Gauss dördüllemesi ile türev ç�kart�ml�
Gauss dördüllemesi e§rileri birbirinin üstüne oturmu³tur. Bunun nedeni Gauss
dördüllemesinde 2n−2'inci tümlev sendeleniminin 0 olmas�d�r. Ba³ka bir deyimle,
Gauss dördüllemesi, o türeve kar³�l�k gelen çarpan� s�f�rlamaktad�r.

Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme

2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

alpha

yanılgı

Çizim 4.1: eαx işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerin
bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([1,10 ] aralığı için)

Bu ba§�l yan�lg� çiziminde iki taban i³levi ile örtülen altuzay incelendi§inde
türev ç�kart�m�n�n etkisinin yöntemin getirdi§i olumlulu§a göre oldukça küçük
kald�§� görülmektedir. Gauss dördüllemesi ile türev ç�kart�ml� Gauss dördüllemesi
ba§�l yan�lg�lar� tam olarak, altuzay döndürümlü dördülleme ile türev ç�kart�ml�
altuzay döndürümlü dördülleme ba§�l yan�lg� e§rileri büyük ölçüde çak�³m�³t�r.
Beklendi§i gibi, i³levin e§rili§inin artmas� hem Gauss dördüllemesinin hem
altuzay döndürümlü dördüllemenin i³levi yüksek duyarl�l�kta tümlevleyebilmesini
zorla³t�rm�³t�r.

Bu ba§�l yan�lg� çizimlerine denk gelen tümlev de§erleri çizimleri de bu olgular�
aç�kça göstermektedir.

Bu çizimler α de§i³tirgesine göre tümlev de§erlerini betimlemektedir. Üç de§i³ik
yöntem ile elde edilen tümlev de§erleri ayr�k noktalar olarak konumland�r�larak
olu³turulmu³tur. Bu yöntemler simgesel olarak elde edilen kesin de§er,
döndürümsüz dördüllemeye kar³�l�k gelen Gauss dördüllemesi ve tek aç�l� türev
ç�kart�ml� altuzay döndürümü dördüllemedir. E§rili§i yüksek olan i³levlerde,
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Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.2: eαx işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerin
bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([10,20 ] aralığı için)

Kesin değer
Gauss dördüllemesi
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.3: eαx işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerle
elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri ([0,5 ] aralığı için)

33



Kesin değer
Gauss dördüllemesi
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.4: eαx işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerle
elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri ([5,10 ] aralığı için)

Kesin değer
Gauss dördüllemesi
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.5: eαx işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerle
elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri ([10,15 ] aralığı için)
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Kesin değer
Gauss dördüllemesi
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.6: eαx işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerle
elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri ([15,20 ] aralığı için)

bu uygulamada ba³ka bir deyimle büyük α de§erlerinde, altuzay döndürümlü
dördülleme Gauss dördüllemesine göre önemli olumluluk sa§lamaktad�r. Altuzay
döndürümünün tümlev sendelenimlerinin mutlak de§erce küçültmesinden dolay�
olu³an bu olumluluk tüm yüksek e§rilikli i³levlerde beklenmelidir.

Ayn� i³lev kullan�larak, n art�r�larak uzay�n geni³letilmesinin tümlevleme üzerine
etkisi incelenmi³tir. Alt� taban i³levi ile örtülen altuzay ele al�nd�§�nda, incelenen
tüm α de§erleri için altuzay döndürümlü dördüllemenin Gauss dördüllemesine
göre daha olumlu sonuçlar verdi§i gözlemlenmi³tir. Taban i³levi say�s�n�n 6
oldu§u durum için ba§�l yan�lg� çizimleri verilmi³tir.

Görüldü§ü gibi n say�s�n�n alt� oldu§u durum n'nin iki oldu§u duruma göre hem
Gauss dördüllemesinin hem altuzay döndürümlü dördüllemenin çok daha yüksek
duyarl�l�kta sonuçlar vermesini sa§lam�³t�r. Bunun nedeni, dördüllemede al�nan
dü§üm noktas� say�s�n�n artmas�d�r. Bu olguyu belirtmenin ba³ka bir yolu da,
daha çok taban i³levi ile olu³turulan do§rusal birle³tirimin tümlevlenecek i³levin
yap�s�n� daha iyi yans�tmas�d�r.

Bir sonraki a³amada, on taban i³levi ile örtülen altuzay, dolay�s�yla on dü§üm
noktal� dördülleme incelenmi³tir. Dü³ük α de§erleri için ba§�l yan�lg�n�n 10−12

düzeyine dek dü³tü§ü gözlemlenmi³tir. Bu çizimlerde, altuzay döndürümlü
dördülleme ile türev ç�kart�ml� altuzay döndürümlü dördülleme ba§�l yan�lg�

35



Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0e+00

5.0e−06

1.0e−05

1.5e−05

2.0e−05

alpha

yanılgı

Çizim 4.7: eαx işlevi için altı boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerin
bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([1,10 ] aralığı için)

Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.8: eαx işlevi için altı boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerin
bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([10,20 ] aralığı için)
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e§rileri büyük ölçüde çak�³m�³t�r. n'nin iki, alt� ve on oldu§u durum ilgili

Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0e+00

1.0e−12

2.0e−12

3.0e−12

4.0e−12

5.0e−12

alpha

yanılgı

Çizim 4.9: eαx işlevi için on boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerin
bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([1,10 ] aralığı için)

Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
Türev çıkartımlı altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.10: eαx işlevi için on boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerin
bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([10,20 ] aralığı için)

çizimlerle birlikte verilmi³ olundu. Olu³turulan dördüllemelerin dü§üm noktalar�
ve a§�rl�k de§erleri ekler bölümünde verilmi³tir.

Yakla³t�r�m ile ilgili ipuçlar� verebilecek bir ba³ka olgu da altuzay döndürümü
ile elde edilen do§rusal birle³tirim katsay�lar�d�r. Altuzay döndürümü için taban
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tak�m� olarak

U ≡ {ui(x)}n−1
i=1 ∪{g1un(x)+g2un+1(x)+ · · ·+gk+1un+k(x)} (4.39)

kullan�lm�³t�. g1 katsay�s�n�n 1 di§er bütün g katsay�lar�n�n 0 oldu§u durumun
Gauss dördüllemesinin taban tak�m� olan Gauss-Legendre çokterimlilerini
olu³turdu§u belirtilmi³ti. Tek aç�l� altuzay döndürümü durumu g1 ve g2'nin
(0,1) aral�§�nda de§er alaca§�, di§er bütün g katsay�lar�n�n 0 olaca§� durumdur.
Çizelgede tek döndürüm durumu için n'ye göre g1 ve g2 do§rusal birle³tirim
katsay�lar� verilmi³tir.

Çizelge 4.2: Tek döndürümlü dördüllemede doğrusal birleştirim katsayıları.

Altuzay boyutu g1 g2

2 0.95421766052202513567 0.29911311630865202312
3 0.98144317077150177279 0.19175323346942759785
4 0.99018162084886458858 0.13978682961250452626
5 0.99396887778150356373 0.10966252779221547370
6 0.99593115233435641871 0.09011736686100492900
7 0.99707379693478079701 0.07644503558805835049
8 0.99779597448427588999 0.06635656186824523157
9 0.99828088612355325076 0.05861119688569161707
10 0.99862197861943099908 0.05247993729238533072

S�nama uygulamalar�nda gözlemlenmi³tir ki, uzay�n geni³letilmesi g1 katsay�s�n�
1 de§erine, g2 katsay�s�n� 0 de§erine götürmektedir. Ba³ka bir deyi³le, uzay
geni³ledikçe tek aç�l� altuzay döndürümü ile olu³turulan dördülleme Gauss
dördüllemesine yakla³maktad�r. n de§i³tirgesinin art�r�m� döndürümün getirdi§i
olumlulu§u ayn� boyutla olu³turulan Gauss dördüllemesine göre azaltmaktad�r.
Bunun nedeni, taban i³levi say�s� artt�kça bir do§rusal birle³tirim ile yeni bir
taban i³levinin yapaca§� görece katk�n�n azal�yor olmas�d�r. Birçok uygulamada
dördüllemede kullan�lan dü§üm say�s�n�n yüzler kertesinde oldu§u göz önüne
al�n�rsa, tek döndürümün yapaca§� katk�n�n çok küçük olaca§� belirtilebilir.

Bu olumsuzlu§u gidermek için döndürüm say�s�n�n art�r�lmas� yoluna gidilebilir.
eαx i³levi için iki döndürümlü durum da incelenmi³tir.

α de§i³tirgesine göre tümlev de§erlerindeki ba§�l yan�lg�y� betimleyen bu
çizimleri ayn� uzay boyutu için tek döndürümlü durumu betimleyen çizimlerle
kar³�la³t�r�nca ikinci döndürümün bir olumluluk de§il, olumsuzluk getirdi§i
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Gauss dördüllemesi
İki açılı altuzay döndürümlü dördülleme
Türev çıkartımlı iki açılı dördülleme
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Çizim 4.11: eαx işlevi için on boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerin
bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([1,10 ] aralığı için)

Gauss dördüllemesi
İki açılı altuzay döndürümlü dördülleme
Türev çıkartımlı iki açılı dördülleme
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Çizim 4.12: eαx işlevi için on boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan dördüllemelerin
bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([10,20 ] aralığı için)
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görülmektedir. Bunun bir nedeni katsay�lar�n bulunmas� için çözülen denklem
kümesinin say�sal olarak çözüldü§ü olgusudur. Do§rusal olmayan bu üç
de§i³kenli üç denklemin çözümünden gelecek yan�lg� yönteme yans�yacakt�r.
MuPAD, de§i³tirgeler için sonuç vermekte ama sonuçlar�n istenilen duyarl�l�kta
olmayabilece§i uyar�s�nda bulunmaktad�r. Çok aç�l� döndürümde do§rusal
birle³tirim katsay�lar�n�n bulunmas� için yeni yöntem geli³tirilimi gereklidir.

Bir sonraki a³amada, altuzay döndürümlü dördüllemenin de§i³ik i³levler
üzerindeki etkisi incelenmi³tir. cos(αx) i³levinin tümlevlenebilmesi için Gauss
dördüllemesi ve altuzay döndürümlü dördülleme kullan�lm�³t�r.

Kesin değer
Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.13: cos(αx) işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([0,5 ] aralığı için)

Çizimlerde α de§i³tirgesine göre kesin tümlev de§erleri, Gauss dördüllemesi ile
elde edilen tümlev de§erleri ve tek aç�l� altuzay döndürümlü dördülleme ile elde
edilen tümlev de§erleri verilmi³tir. Altuzay döndürümünün Gauss dördüllemesine
göre bir olumluluk sa§lamad�§� gözlemlenmi³tir.

Bunun önemli nedenlerinden biri, çokterimli taban tak�m�n�n sal�n�ml� i³lev
yap�s�n� iyi yans�tamay�³�d�r. Çokterimli taban tak�m� yerine Fourier taban tak�m�
kullan�m�n�n daha iyi bir yakla³t�r�m verece§i, altuzay döndürümünün de Fourier
taban tak�m�na göre yap�labilece§i göz önünde bulundurulmal�d�r. Böyle bir
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Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.14: cos(αx) işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([5,10 ] aralığı için)
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Çizim 4.15: cos(αx) işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([10,15 ] aralığı için)
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Kesin değer
Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.16: cos(αx) işlevi için iki boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([15,20 ] aralığı için)

yakla³�m tümlevlenecek i³levin yap�s�na ba§�ml�l�§a neden olaca§�ndan dolay� bu
çal�³mada incelenmemi³tir.

A³a§�daki çizimler altuzay boyutu art�r�m�n�n cos(αx) i³levinin tümlevlenmesine
etkisini betimlemektedir. Boyutun iki, alt� ve on oldu§u durum için elde
edilmi³ bulgulara ko³ut olarak, α de§i³tirgesinin art�³�n�n say�sal tümlevlemenin
duyarl�l�§�nda azalmaya neden oldu§u görülmektedir.

Altuzay boyutu art�r�ld�kça, dördüllemenin duyarl�l�§�n�n artt�§� aç�kça
görülmektedir. Yaln�z, iki boyutlu altuzay durumunda α de§i³tirgesinin 20'ye
yak�n oldu§u durumda, beklenenden daha iyi sonuç al�nd�§� görülmü³tür. Bir
dördülleme i³lemi için, e§er yeterince yüksek duyarl�l�kta i³lem yap�l�yorsa, dü§üm
noktas� say�s�ndaki art�³�n elde edilen yakla³t�r�m� kesin de§ere yakla³t�rmas�
beklenir. Yap�lan i³lemlerde 100 basamak i³lem duyarl�l�§� kullan�lm�³t�r ve bu
100 basamak duyarl�l�§�n yeterli oldu§u gözlemlenmi³tir. Dolay�s�yla buradan bir
olumsuzluk kaynaklanmamaktad�r.

n = 2 durumunda belirli bir α aral�§�nda beklenenden daha iyi sonuç elde
edilmesinin rastlant�sal bir durum oldu§u dü³ünülmektedir. Yöntem, i³levi iyi
betimleyen a§�rl�k ve dü§üm noktalar� üretmi³tir. Buna kar³�n, boyut artt�kça
beklenen iyile³me gözlemlenmi³tir.
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Kesin değer
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=2
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Çizim 4.17: cos(αx) işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([0,5 ] aralığı için)

Kesin değer
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Altuzay döndürümlü dördülleme, n=5
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Çizim 4.18: cos(αx) işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([5,10 ] aralığı için)
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Kesin değer
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=2
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=3
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Altuzay döndürümlü dördülleme, n=5
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Çizim 4.19: cos(αx) işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([10,15 ] aralığı için)
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Çizim 4.20: cos(αx) işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([15,20 ] aralığı için)
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Bir sonraki a³amada altuzay döndürümlü dördüllemenin, ln(1 + αx) i³levinin
tümlevlenmesi için kullan�m� incelenmi³tir.

Kesin değer
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Altuzay döndürümlü dördülleme, n=3
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Altuzay döndürümlü dördülleme, n=5
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Çizim 4.21: ln(1 + αx) işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([0,5 ] aralığı için)
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Çizim 4.22: ln(1 + αx) işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([5,10 ] aralığı için)

ln(1 + αx) i³levi için altuzay boyutu art�r�m�n�n duyarl�l�§� artt�rd�§�
gözlemlenmi³tir. Bu i³levin x = − 1

α noktas�ndaki tekilli§inin dördüllemenin
duyarl�l�§�na olumsuz yans�malar yapabilmesi beklenebilir. Ama bu olgu, boyut
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Kesin değer
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=2
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=3
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Çizim 4.23: ln(1 + αx) işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([10,15 ] aralığı için)
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Çizim 4.24: ln(1 + αx) işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([15,20 ] aralığı için)
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artt�kça dördüllemenin duyarl�l�§�n�n artt�§� olgusunu gölgelememektedir.

Kesin değer
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=2
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=3
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=4
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=5
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Çizim 4.25:
√

1+αx işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([0,5 ] aralığı için)
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Çizim 4.26:
√

1+αx işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([5,10 ] aralığı için)

Bir sonraki a³amada − 1
α noktas�nda dallanma tekilli§i olan

√
1+αx i³levi

incelenmi³tir.

Bu i³levin daha önce verilen i³levlere göre daha büyük yan�lg�lar üretti§i bu
çizimlerden görülmektedir. Bunun nedeni i³levin daha önce verilen i³levlere göre
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Kesin değer
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Çizim 4.27:
√

1+αx işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([10,15 ] aralığı için)
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Çizim 4.28:
√

1+αx işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([15,20 ] aralığı için)
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daha sa§l�ks�z yap�da olu³udur. Bu olgunun duyarl�l�§a olumsuz yans�mas�na
kar³�n, uzay boyutu art�r�m�n�n duyarl�l�§� art�rd�§� gözlemlenmi³tir.

�ncelemelerde, yine − 1
α noktas�nda tekilli§i olan 1

1+αx i³levi de göz önüne
al�nm�³t�r.

Kesin değer
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Çizim 4.29: 1
1+αx işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([0,5 ] aralığı için)
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Çizim 4.30: 1
1+αx işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([5,10 ] aralığı için)
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Kesin değer
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=2
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Çizim 4.31: 1
1+αx işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([10,15 ] aralığı için)
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Çizim 4.32: 1
1+αx işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([15,20 ] aralığı için)
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Yöntemin 1
1+αx i³levini de tümlevleyebildi§i görülmü³tür. Kutup tekillikleri

dallanma tekilliklerine göre daha az olumsuzlu§a neden olmaktad�r. Dolay�s�yla
dördüllemenin üretti§i yan�lg�lar daha küçüktür.

Son olarak, çokterimlilerin tümlevlenmesi incelenmi³tir. Gauss dördüllemesinin,
2n− 1 ve daha küçük tüm sendelenimleri s�f�rlad�§�ndan dolay� derecesi 2n'den
küçük tüm çokterimlileri kesin olarak tümlevleyebildi§i daha önce belirtilmi³ti.
Altuzay döndürümlü dördüllemede ise 2n− 2 ve daha küçük tüm sendelenimler
s�f�rlanmakta oldu§undan dolay�, derecesi 2n− 1'den küçük tüm çokterimlilerin
s�f�r yan�lg� ile tümlevlenebilmesi söz konusudur. Bu ba§lamda, e§er bir
yan�lg�dan söz edilecekse, en az 2n− 1 dereceli bir çokterimlinin tümlevlenmesi
örneklendirilmelidir. Ayr�ca, altuzay döndürümünün kertesi büyük sendelenimleri
bast�rmas�ndan dolay� yüksek e§rilikli i³levlerde önemli olumluluklar sa§layaca§�
bilinmektedir. Bu ba§lamda (1+αx)20 i³levinin tümlevlenmesi incelenmi³tir.

Kesin değer
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=2
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Çizim 4.33: (1 + αx)20 işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([0,5 ] aralığı için)

Bu yüksek e§rilikli i³levde de boyut art�r�m�n�n kesin de§ere yak�nsamay�
sa§lad�§� gözlemlenmi³tir. Bu çokterimlinin altuzay döndürümlü dördülleme
ile tümlevlenmesinin Gauss dördüllemesi ile tümlevlenmesine göre sa§layaca§�
olumlulu§u betimleyebilmek için, bu iki yöntemin olu³turdu§u ba§�l yan�lg� be³
dü§üm noktal� dördülleme durumu göz önünde bulundurularak incelenmi³tir.
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Kesin değer
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=2
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=3
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=4
Altuzay döndürümlü dördülleme, n=5
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Çizim 4.34: (1 + αx)20 işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([5,10 ] aralığı için)
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Çizim 4.35: (1 + αx)20 işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([10,15 ] aralığı için)
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Kesin değer
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Çizim 4.36: (1 + αx)20 işlevi için değişik altuzay boyutları kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerle elde edilen tümlev değerlerinin α’ya göre değişimleri
([15,20 ] aralığı için)
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Çizim 4.37: (1 + αx)20 işlevi için beş boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerin bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([1,10 ] aralığı
için)

53



Gauss dördüllemesi
Altuzay döndürümlü dördülleme
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Çizim 4.38: (1 + αx)20 işlevi için beş boyutlu altuzay kullanılarak oluşturulan
dördüllemelerin bağıl yanılgılarının α’ya göre değişimleri ([10,20 ]
aralığı için)

Bu i³lev için, özellikle α 'n�n büyük oldu§u yüksek e§rilikli durumda altuzay
döndürümünün ba§�l yan�lg�y� Gauss dördüllemesine göre mutlak de§erce oldukça
küçülttü§ü çizimlerde görülmektedir.
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5. SONUÇ VE ÖZGÜN KATKILAR

Bu çal�³mada sendelenim aç�l�mlar�n�n taban tak�m�nca geni³letilmesinin say�sal
tümlevlemeye olan etkileri incelenmi³tir. Elde edilen sonuçlar ve yap�lan özgün
katk�lar a³a§�da k�saca belirtilmi³tir.

• Gauss dördüllemesinin dü§üm ve a§�rl�klar�n�n belirlenmesinde kullan�lan
Jacobi dizeyinin x̂ i³lecinin dizey gösterilimi oldu§u gözlemlenmi³tir. x̂ i³lecinin
dizey gösteriliminin olu³turulumunda kullan�lan iççarp�m tan�m� ve seçilen
taban tak�m�n�n de§i³tirilmesi yeni dördüllemeler olu³turacakt�r. Bu biçimde
yeni dördüllemeler olu³turulumunda dikkat edilmesi gereken iççarp�m�n tümlev
olarak tan�mlanmas� ve al�nan dik ve birimboylu taban tak�m�n�n ilk i³levinin
u1(x)≡ 1 biçiminde kullan�lmas�d�r.

• Belirleni³i tümlevlenecek i³levin yap�s�ndan ba§�ms�z olan x̂ i³lecinin dizey
gösteriliminin k'�nc� üssü ile x̂ k i³lecinin dizey gösteriliminin en sol üst
ö§elerinin ç�kar�m�n�n mutlak de§erce küçük olmas� dördüllemenin duyarl�l�§�n�
artt�rmaktad�r. Dolay�s�yla tümlev sendelenimleri olarak adland�r�lan bu
büyüklükler dördüllemenin niteli§i hakk�nda önemli bilgiler içermektedir.

• x̂ i³lecinin n× n dizey gösteriliminin olu³turulumunda kullan�lan en büyük
s�rasay�l� taban i³levinin kendisi ve ba³ka bir i³levin do§rusal birle³tirimi
olarak diklik ve birimboyluluk ko³ulunu bozmayacak biçimde seçilmesi
dördüllemenin yap�s�n� de§i³tirmektedir. Bu yolla geni³letilen taban tak�mlar�
ile olu³turulan dördüllemeler duyarl�l�k artt�r�m�nda önemli kazan�mlar
sa§layabilecek yap�dad�r.

• Taban tak�m� artan dereceli çokterimliler olarak al�nd�§� ve en büyük s�rasay�l�
taban i³levinin kendisi ve kendisinden sonra gelen taban i³levinin do§rusal
birle³tirimi olarak de§i³tirildi§i durum ayr�nt�l� olarak incelenmi³tir. Bu
yap�da do§rusal birle³tirim katsay�lar� ilk s�f�rlanmayan sendelenim olan 2n−
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2'inci sendelenimi s�f�rlayacak biçimde seçildi§inde yine Gauss dördüllemesinin
taban tak�m� olu³makta, dolay�s�yla bir eniyileme yap�lamamaktad�r.
Bundan bir sonraki sendelenimin s�f�rlanmas� ise daha büyük sendelenimleri
mutlak de§erce küçültmektedir. Bu olgunun özellikle e§rili§i büyük olan
i³levlerin tümlevlenmesinde önemli say�labilecek olumlu katk�lar sa§lad�§�
gözlemlenmi³tir.

• Sonraki a³amada yap�lmas� öngörülenler ³u biçimde maddelendirilebilir:

– De§i³ik tümlevleme aral�klar�, a§�rl�k i³levleri ve Hilbert uzay� taban
i³levleri için s�nama uygulamalar� yap�lmal�d�r.

– Altuzay döndürümü say�s� artt�r�ld�§�nda olu³an do§rusal olmayan
denklem kümesinin yüksek duyarl�kta say�sal çözümü ve bu biçimde
olu³turulan çok döndürümlü dördüllemelerin getirece§i olumluluklar�n
incelenmesi gerekmektedir.

– Yöntem, çokde§i³kenli bir i³levin katl� tümlevinin belirlenebilmesi için
geni³letilmelidir.

Bu olgular�n ayr�nt�l� olarak incelenmesinin dördülleme olgusunun daha
iyi anla³�labilmesine ve varolan dördülleme yöntemlerine göre önemli
olumluluklar getirecek yeni dördülleme yöntemlerinin geli³tirilmesine yol
açaca§� dü³ünülmektedir.
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A. EKLER

Çizelge A.1: İki boyutlu altuzay durumunda dördülleme düğüm noktaları.

Tek döndürümlü dördülleme Gauss dördüllemesi
0.85884140847539691141 0.7886751345948128823
0.28854833868423818982 0.2113248654051871177

Çizelge A.2: İki boyutlu altuzay durumunda dördülleme ağırlık değerleri.

Tek döndürümlü dördülleme Gauss dördüllemesi
0.37077718898670010550 0.50000000000000000000
0.62922281101329989450 0.50000000000000000000

Çizelge A.3: Altı boyutlu altuzay durumunda dördülleme düğüm noktaları.

Tek döndürümlü dördülleme Gauss dördüllemesi
0.96811285020330721047 0.96623475710157601391
0.83859534566858963320 0.83060469323313225683
0.63242584434739698362 0.61930959304159845432
0.39351326479312319103 0.38069040695840154568
0.17690031724926752368 0.16939530676686774317
0.03548435769827486959 0.03376524289842398609

Çizelge A.4: Altı boyutlu altuzay durumunda dördülleme ağırlık değerleri.

Tek döndürümlü dördülleme Gauss dördüllemesi
0.08108023051113049617 0.08566224618958517252
0.17374984397856060316 0.18038078652406930378
0.23114663111833650647 0.23395696728634552369
0.23727331888690379239 0.23395696728634552369
0.18686561062274388891 0.18038078652406930378
0.08988436488232471289 0.08566224618958517252
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Çizelge A.5: On boyutlu altuzay durumunda dördülleme düğüm noktaları.

Tek döndürümlü dördülleme Gauss dördüllemesi
0.98721966724063513834 0.98695326425858586003
0.93382779669869065946 0.93253168334449225537
0.84245762649826730151 0.83970478414951220312
0.72081116073051266073 0.71669769706462359540
0.57933662692350510122 0.57443716949081560544
0.43040829846022914523 0.42556283050918439456
0.28728516951542761817 0.28330230293537640460
0.16291224576888979128 0.16029521585048779688
0.06868354203341177430 0.06746831665550774463
0.01329449184397113442 0.01304673574141414001

Çizelge A.6: On boyutlu altuzay durumunda dördülleme ağırlık değerleri.

Tek döndürümlü dördülleme Gauss dördüllemesi
0.03266468658212468359 0.03333567215434406880
0.07340160306041551145 0.07472567457529029657
0.10804444519568265015 0.10954318125799102200
0.13349356086343618146 0.13463335965499817755
0.14737559333497680652 0.14776211235737643509
0.14825095720692358008 0.14776211235737643509
0.13581684363079119900 0.13463335965499817755
0.11101071870983001040 0.10954318125799102200
0.07598066585551156622 0.07472567457529029657
0.03396092556030781126 0.03333567215434406880
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