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SAYISAL TUMLEVLEME ICIN TABAN TAKIMINCA GENISLETILMIS
SENDELENIM ACILIMLARINDA BAZI ONEMLI NOKTALAR

OZET

Birgok disiplinde kargilagilan sayisal tiimlevleme sorununun ¢oziimii ic¢in en
cok kullanilan yontem tiimlevi alinacak tek degiskenli iglevin tiimlevleme
araligindaki belirli noktalardaki degerlerinin belirli artidegerli katsayilar ile
carpilip toplanmasina dayanan dordiilleme yontemleridir. Bilimsel yazinda,
bu yontemlerin baglicalarindan biri olan Gauss dordiillemesinin J simgesi
ile gosterilen Jacobi dizeyi olarak adlandirilan dizey ile ilintili oldugu
gosterilmigtir. Jacobi dizeyinin Ogeleri, tiimlevleme araliginda ¢oziimciil olan
dordiilii tiimlevlenebilir ¢okterimliler uzayinin taban islevleri arasindaki 6zyineli
iligkinin katsayilaridir. Bu uzayin boyutunun artirilmasi olusan dordiillemenin
diigim sayisin1 ve dolayisiyla duyarhihigini artirmaktadir.

Bu calismada, sayisal tiimlevlemenin yanilgisini azaltmak i¢in, uzay boyutunu
artirmak yerine n X n boyutlu Jacobi dizeyinin olugturulumunda ilgilenilen uzay1
tiimleyen sonsuz boyutlu uzayin etkilerini ilgilenilen uzaya yansitilmasi yoluna
gidilmigtir. Bu baglamda, Metin Demiralp tarafindan geligtirilen sendelenim
agilimi yontemini taban alan, Gauss dordiillemesinin duyarlhiligini tiimleyen
uzayin etkilerini yansitarak artiran yontem geligtirilmesine yonelik adimlar
atilmigtir.
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ON THE APPLICATION OF THE FLUCTUATION EXPANSION WITH
EXTENDED BASIS SET ON NUMERICAL INTEGRATION

SUMMARY

The problem of numerical integration is encountered in many areas of science
and engineering. The most prominent methods for this purpose are known
as quadrature methods. The approximation by these methods are formed by
summing up the terms formed by the multiplication of certain positive weights
with the values of the function at certain points in the integration interval. It
is shown in scientific works that one of the most popular quadrature methods
known as Gauss quadrature is strongly related to the Jacobi matrix symbolized
by J. The elements of the Jacobi matrix are the coefficients of the recursive
relation of the basis functions of an orthonormal polynomial space. Increasing
the dimension of this finite space results in an increase in the number of nodes of
the quadrature and therefore an increase in accuracy.

In this thesis, instead of increasing the number of nodes, the effects of the
complementary space on the finite subspace under consideration are reflected
to the formation of the n x n Jacobi matrix in order to decrease the error in the
quadrature approximation. The fluctuation expansion method formed by Metin
Demiralp is used for this end. Important steps are taken towards the formation
of novel quadrature methods by reflecting the effects of the complementary space
on the subspace under consideration.

Xii



1. GIRIS

1.1 Sayisal Tiimlevlemede Temel Yontemler

Bir¢ok miihendislik ve fen bilimi alaninda ortaya cikabilen sayisal tiimlevleme
(ing: numerical integration) sorununun ¢oziimii i¢in birgok uzig (ing: algorithm)
bulunmaktadir. Ornegin [a,b] arahginda ¢oziimciil (ing: analytic) olan f(x)
islevinin (ing: function), yine ayni aralikta birim agirhk altinda tiimlevini
bulabilmek icin, iglevin aralik icerisindeki bir noktadaki Taylor aciliminin tiimlevi
aliabilir ve uygulamada istenen duyarhiliga gore sadece ilk birkag Taylor terimi ile
yetinilebilir. Bu yontem, yapis1 basit olmasina kargin, Taylor a¢iliminin yalnizca
acilim noktasinin yakininda iyi yakinsamasindan dolay1 yeterli duyarhilikta
sonuclar vermeyebilir.  Ayrica iglevin tiirevleri, iglevin yapisina bagl olarak
kolaylikla elde edilemez bir yapida da olabilir. Sayisal tiimlevleme yontemlerinin
hemen hepsi iglevin x ekseni ile arasindaki alani belirli sayida yamuklara
ayirip, daha sonra bu yamuklarin alanlarinin toplamina dayanir. Tiimlevlenecek
islevin Lagrange i¢degerbi¢imi (ing: interpolation) ile yaklagtirimi ile olugturulan
cokterimlinin altindaki alan yamuk alani1 toplamlar: ile belirlenir. Uygulamaya
gore, Lagrange icdegerbicimi yerine altkesimsel yaklagtirinm da kullanilabilir.
Lagrange cokterimlisinin kacinci dereceden olacagi ve icdegerbicimin hangi diigiim

noktalarinin kullanilarak yapilacag: sayisal yontemin duyarliligini etkileyecektir.

I= /bdx f(x) 1.1)

tiimlevi n dereceli bir cokterimliyi betimleyen P, iglevinin tiimlevi ile, Lagrange

icdegerbicimi kullanilarak

Pu(x) =Y fiLi(x) (1.2)
i=0

Li(x) = ,  i=12,...,n (1.3)




denklemleri ile yaklagtirihir. Oncelikle diigiim noktalarmmn esit aralikli noktalar

olarak alindig1 yap1 gozoniinde bulundurulacaktir. Tiimlev, cebirsel yapiya

b n b
/ dx P,(x) = Z fi / dx Li(x) (1.4)
a i:0 a
= hl;) fi /0 dt ¢;(t) (1.5)
= hZ fioy (1.6)
i=0

adimlar ile doniigtiiriiliir. Buradaki o degerleri

oc,:/o dt (p,-(t) (1.7)

denklemi ile n’ye bagh olarak bulunabilir. Ornegin n =2 alinirsa,

b
[[axp) =3 (o+4si+ ) 18)

olarak elde edilir. f degerleri esit aralikhh noktalarda verilmektedir. Bu kurala
Simpson kurali denir. n degistirgesine degisik degerler vererek olugturulan ve

siklikla kullanilan tiimlevleme bagintilar agagida verilmigtir [1].

Yamuk Kurali (n=1):

3
1= [(ar s =2+ o) -0 h—b—a (19)

Simpson Kurali (n=2):

1= [(aryw =" [f(a)+4f(a;b) +f(b)} B, ="

Simpson 3/8 Kurali (n=3):

3hd

(3}

1= [ ax 10 =3 (1(@) 437t m+ 37— 0) + 7]

b—a

h=
3

(1.11)

Milne Kurali (n=4):

I:/abdxf(x)

UP) 4 321(0-a)+750)| - sa )

2h
= {7f(a)+32f(a+h) + 12f( 945



b—a
4

h— (1.12)

Bagmtilarin yapilarindan da anlagilabilecegi gibi, bu bagmtilarm [a,b]
tiimlevleme araligi yerine iglevin bu araligin alt araliklarinda elde edilen
sonuclarin toplanmasi yaklagtirinmin niteligini alt aralik sayisina bagimli bir
bigimde arttiracaktir. Egit aralikli diigiim noktalarindan ¢okterimli gecirmeye
dayanan bu yontemler Newton-Cotes yontemleri olarak adlandirihir.  Bu
yontemlerle elde edilen tiimlev degerleri belli birkac # adim uzunlugu sonuclarinin

digdegerbi¢imine (ing: extrapolation) dayanan yontemlerle iyilestirilebilir.

En genel olarak,
n
I=) wif (x) (1.13)
i=1

yaklagtirmminin yapildigr sayisal tiimlevlemelere dordiilleme (ing: quadrature)
denir [1-12|. Dordiillemelerde w; agirhiklarimin artidegerli (ing: positive), x;
diigiim noktalarinin da tiimlevleme araliginda olmasi beklenir. Tiimlevi alinacak
f(x) iglevinin aralikta ¢oziimciil olmas1 gerekir. Eger f(x) islevinin tekilligi varsa

bu tekillik, agirlik altinda tiimlevleme kullanilarak iglevin yapisindan ¢ikarilabilir.

Acik Newton-Cotes yontemleri ise benzer bir bicimde, ama tiimlevleme araliginin
u¢ noktalarini icermeyecek yapida olusturulan yontemlerdir. Bu yontemlerin

baglicalarinin bagintilar1 agagida verilmigtir.

n=2:

b b— o, b—
1= [ax o =2nr (P57) - 5 @) =" g
n=3:

b 3h 3, b—
1= [ dx f6) = 3 Ufla+ W)+ fla+ 2]+ =) n="2" 1)
n=4:

b 5
1:/ dxf(x):%[2f(a+h)—f(a+2h)+2f(a+3h)]+%f<4>(z;),
h:b;“ (1.16)



Acik yontemlerde iglevin tiimlevleme araliginin u¢ noktalarmin yakinindaki
tekillikler, egit sayida noktali kapali yonteme gore daha az olumsuzluk
getirecektir. Tiimlevleme araliginin u¢ noktalarinin yakininda bir tekillik oldugu
veya iglevin u¢ noktalardaki degerlerinin sorunun yapisindan dolay1 bilinmedigi

durumlarda acik yontemler yeglenmelidir [2].

Newton-Cotes yontemlerindeki x; noktalarinin egit aralikli alinmamasi

Newton-Cotes yontemlerinin 6tesine ge¢gmeyi saglar.

1.2 Gauss Dordiillemesi

Gauss  dordiillemesi,  diigim  noktalarimin  ¢okterimli  yaklagtiriminin
tiimlevlenecek iglevin tam iizerine oturmamasi nedeni ile olusacak yanilgiy1
bastiracak gekilde segilmesi mantigia dayanir. f(x) iglevi, Lagrange igdegerbicimi

ve olusacak yanilginin toplami olarak

M=

fx) = ) fa)Li(x) + p(x)r(x) (1.17)

1

~.

bi¢ciminde yazilabilir. Yanilg1 teriminin tiimlev altinda iiretecegi

/ab dx p(x)r(x) (1.18)

degeri ne kadar kiiciik olursa yaklagtirm o kadar iyi olacaktir. I¢degerbicimle
iiretilen ¢okterimli ve tiimlevlenen iglev, diigiim noktalarinda egit degere sahip
olmak zorunda oldugu icin, bu noktalarda yamlgi ¢okterimlisinin kokleri olmasi
gerekir. Dolayisiyla p(x), aralikta n kokii olan ve kokleri diigiim noktalar1 olan

bir iglev olarak alinmalidir. r(x) ¢oziimciil olarak diigiiniiliirse, yanilg: terimi
b ,

/ dx p(x)x*=0, i=0,....n—1 (1.19)
a

segilebilir.  Bdylece, p(x) islevinin derecesi kendi derecesinden kiigiik tiim
cokterimlilerle tiimlevi 0 olan n dereceli bir ¢okterimli olmasi1 gerektigi ortaya

cikar. Bu islev, iccarpimin
b

(a,b) = / dx w(x)a(x)b(x) (1.20)
a

olarak tanimlandigi, 6geleri aralikta ¢oziimciil, dordiilii tiimlevlenebilir iglevler

olan Hilbert uzaymda, n+ 1 swrasayili taban iglevidir. Dordiillemenin diigiim
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noktalar1 yanilgl teriminin Taylor agilimimi olabildigince bastirmak amaci ile
up+1(x) iglevinin kokleri olarak secilir. Bu gokterimlinin koklerinin gergel oldugu
ve tiimlev araliginda konumlandigy gosterilebilir [1]. Eger bu uzaym birinci taban

islevi
up(x) =1 (1.21)

olarak alimirsa ve taban iglevlerinin {i¢ ardigik terimli 6zyineleme 6zelligine sahip
oldugu diigtliniiliirse, dordiilleme agirliklarinin 6zyineleme katsayilarini iceren
ickogegen bir dizeyin 0zyoOneylerinin ilk 6gelerinin dordiilii oldugu gosterilebilir.
Dolayisiyla J bu iickdsegen dizeyi j; bu dizeyin ozyoneylerini, & de w4 1(x)

islevinin koklerini simgelemek iizere, tiimlev
n )

I~y (e{ii)" £ (&) (1.22)
i=1

anlatimiyla gosterilebilir.  Bu egitlikte Ozyoneyler karsilik gelen o6zdegerlerin
boyuna gore kiigiikten biiyiige siralandirilmigtir. Kokler de benzer bigimde

kiiciikten biiyiige siralandirilmigtir.

1.3 Tezin Amaci

Bu caligmada sendelenim acilimi kullanilarak sayisal tiimlevleme amacli, varolan
tiimlevleme yontemlerine gore 6nemli olumluluklar saglayabilecek bir dordiilleme
yontemi geligtilirilmesinin ilk adimlarinin atilmasi amaglanmigtir. Sendelenim
acilimi ve sendelenimsizlik yaklagtirimi Metin Demiralp tarafindan geligtirilmis,
isleclerin dizey gosteriliminin bulunmasi sorununu bir 6zikili sorununa ceviren
evrensel bir yontemdir. Sendelenimsizlik yaklagtiriminin sayisal tiimlevleme
diginda, i¢degerbigim, tiirevli ve goretiirevli denklem ¢oziimii gibi uygulamalar: da
vardir. Bagta Metin Demiralp olmak iizere, Istanbul Teknik Universitesi Biligim
Enstitiisiinde etkinlik gosteren fakat I.T.U. diginda da bilegenleri olan Biligim
Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu iiyelerinin sendelenim
acilimi, sendelenimsizlik yaklagtirimi ve uygulamalari {izerine bircok bildiri ve

yazilar1 bulunmaktadir.

Tezin ikinci boéliimiinde sendelenim agilimi ve sendelenimsizlik yaklagtirimi

hakkinda, diger boliimlere taban olacak bilgiler verilmektedir. Ugiincii béliimde
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sendelenimsizlik yaklagtirimi ile elde edilen yaklagtirimin duyarliligini sendelenim
terimlerinin eklenmesi ile artirimi, bu terimlerin bulunmasi icin gerekli ara
adimlar, yaklagtirnmin tiimlevleme amacglh kullanimi ve kargilagilan sorunlar
anlatilmaktadir. Dordiincii boliimde ise altuzay icinde altuzay déndiiriimii diye
adlandirilabilecek, altuzay boyutunu artirmadan taban takimini genigletmeyi,
dolayisiyla tiimlevlemenin duyarliligini artirmayi saglayan yontem ve sinama

uygulamalar: verilmigtir.



2. DIZEY GOSTERILIMINDE SENDELENIMSIZLIK YAKLASTIRIMI

2.1 Giris

Bu boliimde, tez danigmaninca geligtirilmis sendelenim agilimlar1 kavramindan
sozedilecektir. Bu alanin tez ve tez yazari acisindan 6zgiin bir yani1 yoktur. Bu

tezdeki asil 6zgiin goriis ve uygulamalar 3. ve 4. boliimlerde verilecektir.

2.2 Dizey Gosteriliminin Elde Edinimi ve Sendelenimsizlik Kamitsavi

[0,1] araliginda ¢oziimciil ve dordiilii tiimlevlenebilir tek degigkenli iglevlerin
olugturdugu Hilbert uzaymi . ile simgeleyelim. Bu uzayda f(x) ve g(x) ile

simgelenen herhangi iki iglev arasindaki iccarpimin

()= [ dew) el 00.80x) € 2

olarak verildigini diigiinelim. Bu yazimda tiimlevin hangi degigskene gore oldugunu
belirten dx simgesi tiimlev cekirdeginin soluna yazilmigtir. Bunun nedeni,
tiimlevleme isleminin aslinda tiimlev iglecinin (ing: operator) etki ettirilmesi

oldugu ve igleclerin islenenlerden 6nce yazilmasi gerektigi olgusudur.

Arahgm [0, 1] olarak segilmesi genellikten bir yitime neden olmaz, ¢iinkii biitiin
sonlu araliklar uygun 6teleme ve 6lgekleme yapilarak [0, 1] araligina getirilebilir.
J ile gosterilen sonsuz uzayin taban islevleri kiimesi % ile simgelenirse ve 1’den

sonsuza dek sirasayilandirilirsa
U ={ui(x) }iiy (2.2)
anlatim yazilabilir.

Bu taban takiminin dik ve birimboylu oldugu diigiiniilecektir. Bu olgudan s6z

edebilmek icin gereken i¢carpim igleminin tanimi

b
(1.8)= [ dxw@)f()s) @3



olarak, boy tanimi ise

Al =V (£.f) 24

olarak yapilmaldir. Iki islevin birbirlerine dik olmasi, i¢carpimlarnm 0 islevini
iiretmesi ve bir iglevin birimboylu olmas ise iglevin kendisi ile igcarpiminin dordiil
kokiiniin 1 degigmez degerinde olmas1 anlamina gelmektedir. Dik ve birimboylu
olmayan bir taban takimi Gram-Schmidt yontemi ile diklegtirildikten sonra,
islevleri boylarina boélerek birimboylu duruma getirilebilir. Bilimsel yazindaki
dik c¢okterimli taban takimlarini kullanmak ya da Rodrigues bagntisi ile dik
taban takimi {iretmek ve bu {iretilen taban takimini birimboylulagtirmak da
secenekler arasindadir. Taban takimi seciminin yaklagtirimdaki 6énemine daha
sonra deginilecektir. Dik ve birimboylu taban takiminin bu 6zelligi Kronecker

delta simgesi ile
(i uj) = &;; i,j=172,... (2.5)

bigiminde gosterilebilir.

Yaklagtirimda, igleclerin dizey gosterilimi kullanmilacaktar. Bu dizey
gosterilimlerinin  sonlu olabilmesi i¢in sonsuz boyutlu Hilbert uzaymin n
boyutlu altuzaymi gozoniine almak gerekir. Bu n boyutlu altuzay ¢, ile

simgelenirse, ve taban iglevleri 1'den itibaren sirasayilandirilirsa
U ={ui(x)}i, Sy C H (2.6)

anlatimi yazilabilir. Sonsuz boyutlu uzaydan n boyutlu uzaya gegisi saglayabilmek

icin 1 ile sirasayilandirilmig taban iglevinin orttiigli tek boyutlu uzaya izdiisiiren

islecten, n ile sirasayilandirilmig taban iglevinin Orttiigii tek boyutlu uzaya

izdiigiiren iglece dek biitiin igleclerin toplaminin etkisini betimleyen P igleci

kullamlabilir. P™ iglecinin sonsuz boyutlu uzaya ait herhangi f(x) islevine etkisi
n

PU st — Ay PV f(0) =Y (i, fuilx) 2.7)
i=1

biciminde gdsterilebilir.  Uzaym boyutu arttikca pn) islecinin etkisi sonsuz

boyutlu uzayda tanimh birim iglecin, yani T islecinin etkisine yaklagir. Benzer

bir inceleme ile sonsuz boyutlu uzaydan n boyutlu uzaymn tiimleyenine gotiiren



1—P® islecinin sonsuz boyutlu uzaya ait herhangi f(x) iglecine etkisinin

oo

ﬁ(”)] flx)= Z (wi , f)ui(x) (2.8)

n+1

T-P" .o — -, [f—
oldugu gosterilebilir. P™ birbirine dik taban iglevleri tarafindan ortiilen bir
altuzaya izdiisiirdiigii icin, dordiilii kendine esit bir iglectir. Ayni olgu, 71— pn)
icin de sOylenebilir. Ayrica P™ ve T—P™ pirbirine dik altuzaylara izdiigtiren
islecler olduklar: igin P\ — ﬁ(”)} P ve pn) [IA — ﬁ(”)] yapilari, 0 ile gosterilen sifir
islecini iiretir.

Etkisi, etkilenen iglevi iglevin bagimsiz degigkeni ile carpmak olan X islecinin

matematiksel tanimi
Xf(x)=xf(x) x: H—H, f(x)eH (2.9)

bagintisiyla verilebilir.

Ayrica, Cauchy cevirge gosteriliminin iglegler kuramina uyarlanmig durumu

F@) =5 fat (@) [e-7] 2.10)

anlatiminda { degiskenine bagh kapali bir ¢evirge iizerinden saat yoniiniin tersine
alinan bir tiimlev olarak gosterilebilir. Bu tiimlevin alinabilmesi i¢in [55 — éﬂ -
yapisinin incelenmesi gerekir. Bu anlatim, iki sonsuz boyutlu uzayda tanimh
islecin farkinin evrigini betimlemektedir. n boyutlu dizey yapisina gecebilmek icin
[55 — Cﬂ, [)? — CT} - ve I igleclerinin tanim ve deger uzaylarina gore ayrigtirimi
incelenecektir. .7 uzayma ait herhangi bir Y igleci, n boyutlu altuzay gozoniinde

bulundurularak

~

Y = ?aa‘i‘/y\at +?ta+?tt (211)

anlatiminda, a simgesi n boyutlu altuzay: ve ¢ simgesi n boyutlu altuzayi tiimleyen
uzay1 betimlemek iizere, ve alt sag simge tanim uzayini, alt sol simge deger uzayini
gosterdigi diisiiniilerek egsiz olarak ayristirilabilir. Islecin alt sol simgesinin a
olmasi, iglecin solunda P iglecinin, alt sol simgesinin ¢ olmasi iglecin solunda
[IA— 13(”)] islecinin oldugunu gosterir. Benzer bicimde, alt sag simge islecin
sagmda P™ veya [IA - ﬁ(")] islecinin varhgmi betimler. [)? - Cﬂ, [)? - (:Ijl

ve 1 islecleri de ¢ uzaymda olduklari icin deger ve tanim uzaylarina gore
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ayrigtirilabilir. Evrik alma igleminin .77 uzayinda evrik alma oldugu diisgiiniilerek

ve daha derli toplu gosterilim elde edebilmek amaci ile

- - -1
L=%—¢T, A= [)?— ¢ ] (2.12)
denklikleri kullanilarak
|: ;aa ;at :| |: ;iaa A:at :| — |: /:\a /9\\ :| (2 13)
Lta Ll[ Ala All 0 Il‘l‘

bagintisiyla anlatilan, ogeleri iglecler olan dizey esitligi elde edilir. Esitligin sag
yvanindaki dizeyin evrik kogegen iizerindeki 6gelerinin sifir iglecine egit olmasinin
nedeni, T iglecinin 7 uzayindaki diger tiim islecler ile degistirimli olmas1 ve 20
ile 7—P™ isleclerinin birlikte sira gozetmeksizin etkisinin sifir iglecinin etkisine
esit olmasidir. Bu esitlikte yapisim1 bilmek istedigimiz terim Kaa islecidir, clinkii
bu isleg [)? — Clj - islecinin n boyutlu altuzaydaki yapisim1 vermektedir. Dizey

esitligini kullanarak elde edilecek, i¢inde A\aa iglecinin oldugu bagintilar

-~

EaaAaa + Aat A\ta = Zm (2.14)

LisAwa+Ly Ag=0 (2.15)

yapisindadir. Alt simgeleri bulunan isleclerin saginda ve solunda P ve/veya
71— pn) islecleri igerdigi, P ve T— P igleclerinin kendileri iizerine etkilerinin
kendilerine, birbirleri iizerine etkilerinin sifir iglecine egit oldugu, 1 iglecinin
dordiiliiniin kendine egit ve 7 uzayina ait biitiin igleclerle degistirimli bir isleg

oldugu gozoniinde bulundurularak yapilacak 6zenli bir inceleme ile

~

~ ~ ~ ~ -1
Aga = [Laa _LatLt;l Lta:| (2.16)

esitligi elde edilebilir. Isleclerin daha acik yapisimi kullanarak inceleme
siirdiiriiliirse egitlik

~ N ~ a1 17!

Awa = |:xaa - CI — Xat (xtt - CI> xta:| (2.17)
yapisina getirilebilir. Evrigi alinacak yapinin son teriminde icinde 1—P™ bulunan
X vapistnin I birim isglecine gore boyca daha kiiciik olacagi diisiiniiliirse ¢
degigkeninin evriginin kuvvetlerine gore bir seri agilimi olusturulabilir. Olugacak

yapinin derli toplu bir yapida anlatilabilmesi i¢in

Gisl =Xy BXa,  i=0,1,2,... (2.18)
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denkligini kullanarak Kaa i¢in

—1
Aaa = xaa Cl+ Z Cl+1 ¢z+1 (2.19)

yapist olusur. ¢ — 7%, uzaymin .7, uzay: iizerindeki etkilerini betimleyen (})\
islecleri, sendelenim iglecleri olarak adlandirihir. &k artidegerli bir tamsay1 olmak
lizere ak isleclerini k. kerte (mertebe) sendelenim igleci olarak adlandiracagiz.
Serinin icinde ak iglecini barindiran terimi ise k. kerte sendelenim terimi diye

adlandiracagiz. Sendelenim terimlerini yok sayip
Aw 7= ] (2.20)

yaklagtirnrmini Cauchy cevirge gosterilimi ile birlikte kullanarak iglevin dizey
gosterilimine yaklagtirim yapilabilir. Elde edilen sonug sendelenimsizlik kanitsavi
diye adlandirilir. Sendelenimsizlik kanitsavina gore bir iglevin dizey gdsterilimine
yaklagtinm olarak, X islecinin dizey gosteriliminin islev altindaki goriintiisii
kullanilabilir. Matematiksel anlatim ile sendelenimsizlik baglaminda iglevin dizey

gosterilimi yerine

M ()~ (M) (221)
bagintisindan yararlamlabilir [14-23].

Agq anlatiminda sendelenim terimlerinin bir kisminin da yaklagtirima alinmasi

konusuna daha sonra deginilecektir.
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3. SENDELENIM TERIMLERININ ELDE EDINIMi VE KULLANIMI

3.1 Sendelenim Ac¢iliminda Sendelenim Terimleri

~ ~1
Agq ile simgelenen [55 - Ij yapisinin 7 boyutlu Hilbert uzayindaki karsiliga olan

islecin yapisinin, ak k. kerte sendelenim isleci olmak iizere,

-1
~ R ~ & 1 ~
Aga = |Xaa — CI + Z W(Pi—b—l 3.1)
=14
bigiminde yazilabilecegi ve (?)\ ile gosterilen iglecin yapisinin
Gisl = Xul Bg i=0,1,2,... (3.2)
oldugu gosterilmigti. Sendelenim igleclerinin  dizey gosterilimlerinin

belirlenebilmesi icin taban takiminin ii¢ ardigik terimli 6zyineleme sagladigi
durum gozoniinde bulundurulacaktir. Bu 6zyinelemeyi saglayan taban takimina
gore sendelenim terimlerinin bulunmasi 6nemli kolaylhklar saglamaktadir ve
yontemin genelliginden bir yitime neden olmamaktadir. « ve B katsayilar
timlevleme araligi ve agirlik iglevine bagh olarak egsiz olarak bulunabilmek

iizere, li¢ ardigik terimli 6zyineleme
xui(x) = Bi—iui—1(x) + @ ui(x) + Biuir1 (x) 3.3)

biciminde verilmektedir. Sendelenim iglecleri [T —I/D\(")}f yapisini sendelenim
kertesi kez icerdiginden dolayr bu yapinin dizey gosterilimi incelenmelidir.
[7 —ﬁ(”)] izdiiglim iglecinin Xxu;(x) iizerine etkisi, Ozyineleme gbzoniinde
bulundurularak incelendiginde, alt sirasayisi1 n’den kiiciik olan taban iglevlerini

iceren tiim terimler yok olacagindan
[T . ﬂ")} fu=0, i<n 3.4)

esitligi yazilabilir. Dolayisiyla [IA — ﬁ(”)] Xu; islecinin dizey gosteriliminin ilk n—1

yatay sirasiin bilegenleri 0 degerindedir. Ayrica,
(7] 9 = [=(f-7] 9] 39
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esitliginin kisa bir inceleme ile gosterilebileceginden dolayi, sendelenim islecleri
kendine eg (ing: self-adjoint) isleglerdir. Dolayisiyla, sendelenim igleglerinin
dizey gosterilimi bakigiktir (ing: symmetric) ve n sirasayil yatay sirada yalnizca
kogegen iizerindeki 6ge 0 diginda bir degerde olabilir. Sendelenim igleclerinin
n boyutlu dizey gosterilimlerinin yalnizca sag alt koge 6gelerinin 0 diginda bir
degerde olabilmesi, bu isleglerin n sirasayili taban iglev tarafindan oOrtiilen tek
boyutlu alt uzaya izdiigiiren iglecin bir katsay1 ile ¢arpimi ile bulunabilecegini
gOsterir. n sirasayili taban iglev tarafindan ortiilen alt uzaya izdiigiiren igleg P, ile

simgelenmek ve ¢y bir sayil (ing: scalar) olmak iizere
o=@l k=12,... (3.6)

esitligi yazilabilir.  Bu bulguyu kullanarak A\aa islecinin dizey gosterilimi

incelenirse

-1
X — CI+<Z¢’“C1+1> T] (3.7)

esitligi {iretilir. Sendelenim terimlerinin bir dig carpim olarak yazilabilmesi,

A:

yapinin yalinlagmasini saglar. A dizeyi

= X007 () [X ] el X 0! 38)

yapisinda yazilabilir. Bu denklemde s(§),

_ o(&)
) = T 5@l X2, 63

esitligi ile belirlenebilir. @ () islevinin agik yapisi
|
0)=Y o+ (3.10)
= ¢

¢

ile gosterilebilir. (&) islevine 3 yapisina gore acihim uygulayip katsayilar arasinda

iligki kurarak

¢
S(¢.v) = (8

(3.11)
1+9(5) el X—¢Te,
— Y V() (312
i=0
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i!

- 1 (9'5(L,v)

(0) = = : 3.13
0 -5 (T2 ) a1
yapist elde edilebilir. 11k {i¢ sendelenim terimini olugturan s yapilar: incelenirse,
g=el [X —(Te, (3.14)

denkligi kullanilarak

51(¢) = % (3.15)
2
52(C) = % —q% (3.16)
3
53(¢) P g 0 2 9 (3.17)

= —_— = q -
¢ & ¢
elde edilir. Bir sonraki asama bu yapilarin Cauchy cevirge gosteriliminde

kullanimidir.

3.2 Sendelenim Katsayillarinin Belirlenmesi

Sendelenim terimlerinin, P, iglecinin katlari olmasi, sendelenim katsayilarinin
Tl 11k
o = (un,x HI—PW}x} u) k=1.2,... (3.18)

bagintisiyla anlatilmasini olanaklh kilar [22]. [IA — }A’(”)} islecinin dordiilii kendine

esit bir islec olmasindan dolay1,
5 = [T P |55 (3.19)

esitligi gecerlidir. Bu olgunun kullanimi ve [IA — ﬁ(”)} ile X isleclerinin kendine eg

islecler olmalar:
o — ([T— Ig(n)] Ritp, £ 5 [7 _ﬁ(n)} fun> L k=1,2,... (3.20)

esitliginin elde edilmesine olanak saglar. Bu igcarpimin iki igleneninde de
X iglecinin u, taban iglevi iizerindeki etkisinin 2 — %, uzayma izdiigiimii

bulunmaktadir. Dolayisiyla bu yapinin incelenmesi gerekir. Taban takiminin
Xu; = (0717580 (x) —l—ﬁiui(x) + OG_1u;i—q (x) ,uo(x) =0,i=1,2,... (3.21)
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iic ardisik terimli Ozyineli iligkisini saglayacak bicimde segilmesi bu iglemi
kolaylastirmaktadir. Eger 1,x,x%,...,x",... kiimesindeki islevlerin [0,1]
araliginda dik ve birimboylulagtirilmasi ile olugturulan kaydirilmig Legendre

cokterimlileri kullanilirsa, a ve B degerleri

i1 1

o= =12, 3.22

T Ai—ivairl (3.22)
1

Bi=y i=12.. (3.23)

olarak bulunur. Bu bicimde elde edilecek olan X islecinin n x n boyutlu dizey

gosterilimi
[ B o O |
ar B
MXx)=1|0o - (3.24)

02 ,anl Op—1
Op—1 ﬂn

bakisik, ii¢ yapisik kosegen yapisindadir. Uc ardigik terimli 6zyineli iliskinin

kullanim ile P\ — 13(")} islecinin xu,, iizerine etkisinin
P\— ﬁ(")} Xty = Oyl (X) (3.25)

oldugu gosterilebilir. Bu bulgunun ¢y ile simgelenen sendelenim katsayilarinin

anlatiminda kullanimi
2 ~k—1 _
o = o (um, %! un+1> k=1,2,... (3.26)

sonucunu verir. Birinci sendelenim katsayisini elde etmek i¢cin bulunmasi gereken

yapi, bu esitlikte k yerine 1 koyarak kisa bir inceleme ile

-~

Xecllnt1 = [1 13\(")} f[IA —ﬁ(n)] Un+1

= P\ —ﬁ(")} Xyt 1

= [7 —ﬁ(n)} ( Gt 1ttnr2+ Pt 1ttni1 + Oty )

= Bur1tny1 + Oy 1ty (3.27)
olarak bulunur. Ikinci sendelenim katsayisini elde etmek icin bulunmasi gereken

yapi ise, benzer bir inceleme ile

~

fcgun—i-l = [1 I/)\(n)i| x (ﬁn—i—lun-‘rl + an+1un+2> (3.28)

16



= (a1%+1 + [3nz+1) Unt1 + (Ct1Brt2+ Brtr10ns1) Unio + Qg1 + Opy2) U3
3.29)

yapisinda elde edilir. Gortilmektedir ki, kertesi m olan sendelenim katsayisini
elde etmek icin ilk m+ 1 taban iglevinin bir dogrusal birlegtiriminin bulunmasi
(m)

sozkonusudur. Bu olgu matematiksel tiimevarim ile kanitlanabilir. C;™’ dogrusal

birlegtirim katsayilarin gostermek iizere
v )

Xy Up 1 = ZC,- Up41+4i (3.30)
i=0

esitligi yazilabilir. X" 'u, 1 ile X™u, 1 arasinda iliski kurulursa

"V o) - )

Z Cl' Upt1+i = Zci )/C\ttun-i-l-i-i (3.31)

i=0 i=0

esitligi elde edilir. Dogrusal birlestirim katsayilari i¢in bir 6zyineleme olugturmak

amaciyla, taban takiminin 6zyineli iligkisini kullanarak

m—+1
1
C,-(m+ )Mn+1+i
i=0
V' o) [7_ B
=Y ¢ [1 —P(")} (O 1ittng2+i + Bas1riltng1+i + Oy ithnii) (3.32)
i=0

elde edilebilir. [f — ﬁ(")] izdiigim iglecinin ayirach yapiya dagitimi sonrasinda
olugsacak basitlesmeler ve seri sinirlarini her terimde u,1+; olugturacak bicimde

kaydirarak
Ci(mH) = OCn+iCl~(in% + ﬁn+1+iC,~(m) + 06n+1+iC,-(4n_12 (3.33)

esitligi olugur. Bu ozyineli iligki, X;/'u,+1 i¢in yapilan 6ngoriiden dolay:r olugan
C8 = 1 baslangic kosulu ile tiim C katsayilarinin belirlenmesi icin kullanilabilir.
Eksi degerli alt sirasayili ve alt sirasayisi iist sirasayisindan biiyiik olan tiim
C katsayilarinin tanim olarak O alinmasi gerekir. ¢ ile gosterilen sendelenim

katsayilari, igcarpimla gosterilen tanimlarindan dolay:

k—1)

o = a2CY (3.34)

denklemi ile elde edilebilir. Ilk # bagimh 5 sendelenim katsayisi, 6zyinelenemeyi

kullanarak

I’l2

@1 (n) = Ten —4 (3.35)
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¢2(n) = 3928 (3.36)

5n* | 50 n?
T6 T8 tx

- 3.37
03(1) = 16 a T 3207 1807 81 3 3-37)
nt n? 3n?
32 716 16
= 3.38
O = 16 A 327 1 807 80 3 (3.38)
2118 | 1054° 343n* | 5503 3n?
+ + 35 T 4+
o5 (l’l) 32 32 64 16 4 (3.39)

~ 64n0 + 32015 + 4960 +224n% — 6802 — T6n — 15

olarak bulunmusgtur.

3.3 Simama Uygulamalar

Sinama uygulamalarinda tiimlev araliginin [0,1], agirhk iglevinin birim agirhk
ve Hilbert altuzayr boyutunun 1 oldugu durum incelenmigtir. Tiim sonlu
araliklarin uygun bir degisken doniigiimii ile [0,1] araligina getirilebilecegi,
dolayisiyla X islecinin dizey gosterilimini degistirecegi, fakat yontemin adimlarim
degistirmeyecegi daha once belirtilmigti. n =1 olarak secildiginden dolay1 taban
takiminin tek bir Ogesi vardir. Tiimlev degerinde bagimsiz degiskene baghhk
olmamasin saglamak icin, taban islevinin de bagimsiz degiskene bagli olmamasi

gerekir. Birimboyluluk zorunlulugunu da saglayarak

ur(x) =1 (3.40)
segilir. X iglecinin dizey gosteriliminin aslinda bir sayil olacagi, tanim geregi

X1 = (uy,xuy) (3.41)
degerine sahip olacagi, bunun da i¢carpimin tanimindan dolay1

1 1
/ dx x=— (3.42)
0 2
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bi¢giminde elde edilecegi goriiliir. Bu kisitlar altinda, uzig su asamalardan olusgur:
1) Tek boyutlu uzayda X iglecinin dizey gosteriliminin x ve T islecinin dizey
gosteriliminin 1 olacag diigiiniilerek, sendelenim agilimini olusturan denklemler

simgesel olarak olusturulur. Bunlar

Awa=(x—=8) 7" =s(H)(x={)? (3.43)

) (3.44)
(x=¢)

evy=—k
o 1+e($

¢ (%) :g ®i (%)l (3.45)

denklemleridir. Sonsuz toplamda, uygulama agisindan, incelenecek en biiyiik

— <l

sendelenim kertesi sayisinda terim kullanmak yeterlidir. Daha sonraki terimler

tiimlevleme igleminden dolay1 sifirlanacaktir.

s(0) = & (M)VZO (3.46)

! ovi
tanimi kullanilarak simgesel iglem ile A4, elde edilir.
2) Olugturulan yap1  degigkenine gore yalin oranlara ayrigtirilir. Bu ayrigtirimda
ayrigtirilacak yapilarin

1
m mn=0,1,2,... (3.47)
bi¢iminde oldugu olgusu kullanilir ve ayrigtirimdan olusan terimler yapiy1 tekilligi
giderecek carpan ile ¢arpma, ardigik tiirevleme ve, 0 veya 1/2 degerini olugan
yapida § yerine koyma islemi ile bulunur.

3) ¢ ile gosterilen sendelenim katsayilar1 belirlenir ve A, icin olugturulan

denklemde yerine konur. Bunun i¢in

" = 0 ia € 4 B O o€, €Y =1 (3.48)
Ozyinelemesi, 6zyineli bir islem olarak betiklenebilir.

o= o2 (3.49)

esitligi ile katsayilar bulunur. a ve B degerleri

n 1 1
2vVn—1 vn+1

O = n=1,2,3,... (3.50)
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(3.51)

1
Pr=7 n=123...

denklemleri ile belirlenip, sendelenim katsayilari denklemlerinde yerine
yerlestirilir.

4) Ay yapisinin Cauchy cevirge gosterilimine yerlegtirilmesi igin A,,, toplama
ve ¢ikarma iglemlerine gore terimlerine ayrilir ve her terim sirayla iglenir. Eger
terimin paydasmda (x — §)™ yapisi var ise iglevin m — Uinci tiirevinin, terimin
pay1 ve 1/(m—1) ile garpiminin 1/2 noktasindaki degeri baglangicta sifir olan
sonu¢ degiskenine eklenir. Eger terimin paydasmda " yapisi var ise islevin
n — Uinci tiirevinin, terimin pay1 ve 1/(n—1) ile ¢garpimimmin 0 noktasmdaki
degeri baglangicta sifir olan sonug¢ degigkenine eklenir. Bu iglem her terim icin
yapildiginda sonug¢ degiskeni yaklagik tiimlev degerine sahip olur. Dort degisik

iglev icin yapilan sitnama uygulamalarinda bir yakinsama gozlemlenmemigtir.

Cizelge 3.1: Sendelenim kertesine gore tiimlev degerleri

x cos(x) 3x e10x

Kesin deger: 0.2500000000 0.8414709848 1.5000000000 2202.5465794807
Kerte: 0 0.1250000000 0.8775825619 1.5000000000 148.4131591026
Kerte: 1 0.2916666667 1.4235391594 2.5000000000 445.5728106411
Kerte: 2 0.1666666667 1.4889973104 2.5000000000 75.6510239957
Kerte: 3 0.1175925926 1.4360672346 24111111111 90.2796693109
Kerte: 4 0.1373456790 1.3569121765 2.2925925926 132.6991646582
Kerte: 5 0.1659171076 1.2685258936  2.1613756614 172.1831528233
Kerte: 6 0.1944650206 1.1768990879 2.0247971781 215.4773441315
Kerte: 7 0.2183490104 1.0859066948 1.8869958848 272.3218204424
Kerte: 8 0.2351548109 0.9980024435 1.7507936508 349.5765263854
Kerte: 9 0.2437861263 0.9148442978 1.6183858970 449.9516337932
Kerte: 10 0.2439854680 0.8376330376 1.4916310969 571.8832976662
Kerte: 11 0.2360545456 0.7672767871 1.3721813402 710.0286079357
Kerte: 12 0.2206776086 0.7044806193 1.2615419073 856.1634351786
Kerte: 13 0.1988022036 0.6497979449 1.1610961038 1000.2351980851
Kerte: 14 0.1715539922 0.6036604543 1.0721118527 1131.3518726741
Kerte: 15 0.1401728314 0.5663953956  0.9957382094 1238.5868246148
Kerte: 16 0.1059627419 0.5382350683 0.9329961563 1311.5808053378
Kerte: 17 0.0702513371 0.5193214037 0.8847661890 1340.9841791233
Kerte: 18 0.0343559777 0.5097074229 0.8517742508 1318.7984549406
Kerte: 19 -0.0004450744 0.5093567481 0.8345770708 1238.6630112290
Kerte: 20 -0.0329376012  0.5181419843 0.8335476729 1096.1102700677
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4. SENDELENIMSIZLIK VE GAUSS DORDULLEMESI

4.1 Giris

Sendelenim aciliminin hizli yakinsamayan bir acilim oldugunun goriilmesi,
acilimin yapisinin degistirilmesini gerektirmistir. Bu baglamda, sendelenim
terimlerinin X iglecinin dizey gosteriliminin k’'meci iissii ile X iglecinin dizey
gosterilimi arasindaki degisim ile orantili oldugu bir ¢izem agagidaki adimlarla
olugturulmustur. Tiimlevleme araliginda ¢oziimciil, dordiilii tiimlevlenebilir bir

islev olan f(x) iglevinin Maclaurin ag¢ilimi

~ Y fidt 4.1

k=0

bi¢imindedir. Bu islevin tiimlevi
/ dx f(x ka / dx x* Nka M(x5 4.2)
olarak yazilabilir. Eger x yerine sendelenimsizlik baglaminda M(x) kullanihirsa
/ dxf(x / dxf (M Z fiM (% 4.3)
olugur. Bu iki denklemi kargilagtirinca
i fi [M <f"> —M(f)k] 4.4)
k=0

yapisinin bastirilmasinin sendelenimsizlik yaklagtiriminin dogrulugunu artiracagi

goriilmektedir. Bu baglamda, sendelenim acilimi
M(F) =fM@) + ¥ fi[m (%) —m @] 45)
k=0

olarak verilebilir. ]/”\, islenenini f(x) iglevi ile carpan isleci simgelemektedir.
Bu denklemin sag tarafindaki ilk terim sendelenimsizlik, sonsuz toplam ise

sendelenimleri betimlemektedir.
R=M(@)-ME’ j=0,12,... (4.6)
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sendelenim yapist j’inci kerte sendelenim terimi olarak adlandirilacaktir. Ozenli
bir inceleme, sifirinci ve birinci kerte sendelenimlerin sifir dizeyine esit
oldugunu gosterir. Aslinda sendelenim terimleri, olasilik kurami ve sayitimda
(ing: statistics) sayitimsal (ing: statistical) degisimi betimleyen degiske
(ing: variance) kavramnin genigletilmesidir.  f; katsayilar1 Taylor serileri
baglaminda, tiimlevlenecek olan iglevin k'inci tiirevinin belli bir noktadaki
degerini icermektedir. Dolayisiyla sendelenimlerin katkilar1 iglevin yapisina
bagimhdir. Sendelenimlerin katkilarinin bastirilmasi igleminin iglevin yapisina
bagl bir uzisle gerceklestirilmesinin, islevin yapisina bagh olmayan bir uzisle
gerceklestirilmesine gore ¢ok daha iyi sonuglar vermesi beklenmektedir. Fakat
evrensellikten 0diin vermemek amaciyla yontemin iglevin yapisindan bagimsiz

oldugu durum incelenecektir.

Gauss dordiillemesi 6geleri dordiilii tiimlevlenebilir iglevler olan Hilbert uzaylar

ile ilintilidir. Bu Hilbert uzayinda i¢carpim

b
(f.g) = / dx w(x) f(x)g(x) @.7)

olarak tanimlanmalidir. Boy tanim ise

Al = v (f:/) (4.8)

olarak yapilmalidir. Hilbert uzaymmn taban takum [a,b] arahgimda dik ve
birimboylu cokterimliler olarak tanimlanmaldir.

Taban islevlerinin olusturulumu i¢in Cholesky ayrigtirnmi  kullanilabilir.

2

L, x,x7,...,x" cokterimli iglevlerini dik ve birimboylulagtirmak icin, bu islevlerin

iccarpimlarindan olugan Gram dizeyini gz 6niine almak gerekir. Gram dizeyinin

yapisl

(wi,ur) o (w1, up)

G= . 4.9)

i (4 u1) (uny tn) ]

bi¢imindedir. u ile simgelenen iglevlerden, dik ve birimboylu v taban iglevlerinin

iiretilmesi gerekmektedir.
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Cholesky yontemi artitamimh bakigik dizeyler iizerinde uygulanabilir. Gram
dizeyinin artitanimh oldugu, dizeyin herhangi bir yéneye gore olusturulan doérdiil
bigemin (ing: quadratic form) artidegerli oldugunun gosterilimi ile kanitlanabilir.

Bu baglamda

p=y'Gy (4.10)
yapisi artidegerli olmalidir. Bu yapi1 daha agik bir bigimde yazilirsa

Y Gy = (y1ur + -+ Ynltn, y141 + -+ + Ynity) (4.11)

anlatimi elde edilir. Bu anlatim uzayin boy ve i¢carpim tanimlariin kullanimi
ile

T 2
Y GY = [[yrur+--+ +ynutn| (4.12)

oldugu goriiliir. Dordiilleme olgusu artidegerlilik saglamaktadir. Bu yapinin
sifir degerinde olmadigi u islevlerinin dogrusal bagimsizliginin kullanimi ile
gosterilebilir. Dolayisiyla, dogrusal bagimsiz iglevlerden olugturulan Gram dizeyi
artidegerlidir. Bu olgu, dizeyin bir altiiggensel dizey ve bu altiiggensel dizeyin

devriginin carpimi olarak ayrigtirilabilmesini saglar.
G=LL’ (4.13)

esitligi, sag yanda birim dizey olugacak bicimde soldan altiicgensel dizeyin evrigi

ve sagdan altiicgensel dizeyin devriginin evrigi ile ¢arparak
L'GLT ' =1 (4.14)

olarak yazilabilir. u yoneyi n adet u iglevini icerecek bigimde

R

u= (4.15)
| Un ]

yazilabilir. Eger G dizeyi i¢in

G = (u,u’) (4.16)
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olgusundan yararlanilirsa,
LlgL’ ' = <L_1u, (L u)T) 4.17)

yapisi elde edilir. Bu yapinin birim dizeye esit oldugu gosterilmigti. Birim dizeye
esit olmak demek, L™'u yoneyleri iizerinden olusturulan Gram dizeyinin kosegen
tizerindeki 6gelerinin 1, diger Ogelerinin de 0 olmasi demektir. Bu da aslinda
dik ve birimboylu olmanin tammdir. Dolayisiyla L™ 'a bagintisi ile olugturulan
taban iglevleri dik ve birimboyluluk kogulunu saglamaktadir. Bu noktadan sonra,
dik ve birimboylu taban takimi u ile gosterilecektir. MuPAD betikleme dilinde
Cholesky ayigtirnmini kolaylhkla yapmak olanakli oldugu icin bu diklegtirme
yontemi secilmistir [24]. Eger Gram-Schmidt yontemi kullanilarak 1,x,x%,...,x"

islevleri yiikselen derece sirasi ile diklestirilip, olugsan islevler boylarina boliiniirse

de ayn1 sonuc elde edilebilir.

Bu uzaydaki bir iglevi, iglevin bagimsiz degiskeni ile carpan X isleci etki ettigi
cokterimlinin derecesini bir derece arttirir. Dolayisiyla,

n+1
Xty (x) = Z ciuti(x) (4.18)
i=1

bagintis1 yazilabilir. Bagintinin her iki yaninin soldan u; ile i¢carpimi belirlenirse
cj:(uj,xun), j=1,....,n+1 (4.19)

elde edilir. x ile ¢arpan iglecin kendine eg bir igle¢ oldugu ve iggarpimin ilk 6gesine
veya ikinci 6gesine etki ettirilmesinin ayni sonucu iiretecegi, iccarpimin tiimlev

tanimim kullanarak gosterilebilir. Dolayisiyla, esitlik
cj= (un,xuj) (4.20)

olarak da yazilabilir. u, tanim geregi n — 1 dereceli bir ¢okterimlidir. xu;
ise j — 1 dereceli bir ¢okterimlinin bagimsiz degigkeni ile carpimini betimledigi
icin j dereceli bir ¢okterimlidir. Bir cokterimli derecesi kendinden kiigiik tiim

cokterimlilere dik olacagindan dolay1
cj:(un,xuj):O, j=1,....n—2 (4.21)

vazilabilir. Bu olgunun xu,(x) yapisinin toplamsal gosteriliminde kullanimi,

toplamin i = n — 1 durumundan &nceki tiim katkilarin 0 oldugunu gosterir.
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Dolayisiyla, bir cokterimlinin bagimsiz degigkeni ile c¢arpimi, ¢okterimlinin
kendisini, bir énceki ¢okterimliyi ve bir sonraki ¢okterimliyi iceren bir dogrusal
birlegtirim olarak betimlenebilir. Bu dogrusal birlegtirimin katsayilar1 olan ¢

sayilari icin elde edilen egitlik kullanilarak

Cn+l = (un+1axun) = oy
Ch—1 = (unvxun—l) = Op—1
Cn = (up,xup) = B (4.22)

tanimlar1 yapilabilir. Dogrusal birlegtirim bu tanimlari kullanarak

Xty (X) = Oyttyy1(X) + Buttn (X) + 0111 (), o=0,n=1,2,... (4.23)
bi¢iminde olugur. Daha o6nceki agamalarda kullanilan {i¢ ardigik terimli 6zyineli
iligki ve X islecinin ii¢ yapisik kosegen yapida olmasi bu olgulara dayanmaktadir.

X iglecinin dizey gosterilimi olan X dizeyinin yapis

[ B o

ar B o

(4.24)

Oy—2 anl Op—1
Op—1 ﬁn

bi¢cimindedir. Dizeyin boyutu olan n sayis1 ne kadar artirilirsa ashinda X islecinin
etkisine o kadar iyi bir yaklagtirim yapilmig olacaktir. Gauss dordiillemesinde

agirliklar, i artidegerli bir tam say1 olmak iizere,
b

wi = / dx w(x)L;(x) (4.25)
a

olarak verilmigti.  Lagrange cokterimlileri kendilerinden bir derece kiiciik

cokterimliler tiiriinden
Li(x) = (x—x;) Li(x) + 1 (4.26)

olarak yazilabilir. Bu olgunun kullanimi ile egitligin her iki yani L;(x) ile ¢arpilip

tiimlevlenirse,

/a ’ dew(0)Li(x)? = / ’ dx w(OLi(x) (1) i) + / ’ dew(x)Li(x) 4.27)
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yapisi olusur. En sagdaki terim w; agirhik katsayisimin tanimi idi. Esitligin sag
tarafindaki ilk terim ise u, islevinin kendisinden kiiciik dereceli bir cokterimli

ile carpimini icerdiginden dolay1 diiger.

Dolayisiyla agirhiklar icin tiimlevsel bir gosterilim elde edilmig olunur. Bu
tiimlevin cekirdegi arti degerli oldugundan dolayi, agirhiklarin da, istendigi
bicimde art1 degerli oldugu ortaya cikar. Tiimlevleme iglemi sendelenimsizlik
baglaminda, u; taban iglevinin 1 degismez iglevine egit oldugu g6z oniinde

bulundurularak,
I~el f(X)e (4.28)

olarak verilebilir. Iccarpimimn tiimlev tanimi bu yazim olanakh kilar. X dizeyinin

izgesel gosterilimi,
n
X = Z gka X,{ (4°29)
k=1

yapisi kullanilirsa

n
fFX) =Y (&) xx; (4.30)
k=1
bagintisi elde edilir. Izgesel gosterilimin yaklastirimda yerine konulmasi
u 2
I~ Zf(ék) (elTxk) (4.31)
k=1
dordiillemesini iiretir. Islev degerlerinin carpanlarinin, baska bir deyisle

agirhiklarin art1 degerli olacagi bu bagintida acgikca goriilmektedir. X dizeyinin
olugturulumunda ¢ terimli 6zyineleme kullanilirsa, ashinda dizey gosteriliminde
olmayan u,y| islevi olusacaktir. Ozdegerler belirlenirken n x n dizey gozoniine
alindigr igin, u,41 islevinin sifirlanmasi gereklidir. u,1 islevinin X dizeyinin
6zdenklemi olmas1 Gauss dérdiillemesi ile sendelenimsizlik kurami ile olugturulan
dordiilleme arasindaki birebir ortiigmeyi saglamaktadir. Bu oOrtiisme, taban
takiminin belirtilen bicimde olustugu ve Hilbert uzayinda birim agirlik kullanildig:
durum igin gecerlidir. Taban takiminda yapilacak degisikler doérdiillemeyi
etkileyecektir. Ilk taban islevi 1 degismez islevi alinmak iizere baska taban
takimlar1 kullaniminda da Gauss dordiillemesinde oldugu gibi agirliklarin arti

degerli ve diiglimlerin tiimlevleme araligi icinde kaldigi gosterilebilir. X dizeyi
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iizerinden w yoneyine gore olusturulacak dordiilsel iglevde X dizeyi yerine
dizeyin izgesel gosterilimi kullanilarak, diigiim noktalarmin aralik icerisinde

konumlanacagy gosterilebilir.

X dizeyinin boyutu artirildik¢a, Gauss dordiillemesinde kullanilan diigiim sayist
artacaktir ve uygulamada elde edilen tiimlev degeri kesin degere yaklagacaktir.
Belirtilen adimlarla olusturulmus olan X dizeyi, Gauss dordiillemesi baglaminda

Jacobi dizeyi olarak isimlendirilir.

X dizeyinin boyutu artirilmadan, 7 — 7, ile simgelenebilecek tiimleyici uzayin

ilgilenilen .77, uzay: iizerindeki etkileri taban takimi genigletilerek yansitilabilir.

4.2 Altuzay icinde altuzay dondiiriimii

X dizeyinin olugturulumunda kullanilan n sirasayili taban islevi yerine n sirasayih
taban iglevi ve n+ 1 sirasayili taban iglevinin dogrusal birlegtirimi kullanilabilir.
Boylelikle s — 74, uzayini 6rten taban iglevlerinden biri 4, uzayini 6rten taban
islevi haline getirilmis, 7, boyutu arttirilmadan, bir anlamda, taban takiminca
genigletilmis olur. Taban takiminca genigletilmis Hilbert uzayinda tanimli olan
islevleri bagimsiz degiskenleri ile ¢arpan X islecinin dizey gosterilimi kullanilarak
olugturulan dordiillemenin diigiim sayisini artirmadan yalmizca diigim ve
agirliklart degistirerek yaklagtirimin yanilgisini azaltmasi beklenmelidir. En
genel durumda, taban takiminca genisletilmis Hilbert uzayinin n sirasayili taban
islevi gru, + goutyy1 + - + Gk 1Un+k yapisinda bir dogrusal birlegtirim olacaktir.
Sendelenim agiliminin olugturulumunda birim iglecin dizey gosteriliminin birim

dizey oldugu olgusu kullanilmigtir. Bu kogulun saglanabilmesi icin
(u,-,IAuj> = 5,']' (4.32)

esitliginin saglanmasi gerekmektedir. Taban takiminca genigletilmis Hilbert uzay:
icin de bu olgunun gecerli olmas1 gerektiginden dolayi, birlestirim katsayilar:

diklik ve birimboylulugu bozmayacak bicimde secilmelidir. Birimboyluluk i¢in

V&1 (X) + -+ g 1tk (), 810n(X) 4.+ g 1ttn ik (x) = 1 (4.33)

olmalidir. Bunun i¢in gerek ve yeter kosul,

\/g%+g§+---+g§+1:1 (4.34)
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olmasidir. Bu yeni taban iglevi, u,(x) islevinden daha kiigiik dereceli iglevler

icermedigi icin, diklik kosulunu zaten saglamaktadir.

X dizeyinin X iglecinin yapisim daha iyi betimleyebilmesini saglayabilmek
icin yapilmasi gereken, sendelenimlerin bastirilmasidir. X dizeyinin sayisal
tiimlevleme acisindan belirleyici 0gesi sol iist kogedeki 6gesidir. Clinki

dordiillemenin olugturulumunda

b b R
[ ax @) = [ axm@r) m) = (ufn) = £ (n,70)) @39)
a a
olgusu kullamilmigtir. Dolayisiyla, sayisal tiimlevlemenin dogrulugunu artirmak
i¢in,
MF)-ME), j=0,12,... (4.36)

sendelenim dizeylerini boyca kiiciiltmek yerine bu dizeylerin X1; 6gelerini mutlak

degerce kiiciiltmek yeterlidir.
el (M()?j) —M(f)f) el j=012,... 4.37)

tiimlev sendelenimlerini tiim j degerleri sifirlanacak hale getiren X dizeyini
olusturmak, islev ne olursa olsun kesin sonucu iiretecek dordiillemeyi olusturmak
anlamima gelir.  Bunun yolunun X dizeyinin sonsuz sayida taban Ogesini
barindiracak bicimde olugturulumu oldugu gosterilebilir ve bilgisayim acisindan
olanakl degildir. Gauss dordiillemesini diger dordiillemelerden daha giiclii yapan
2n— 1’inci kerte ve daha kiiciik kerteli tiim tiimlev sendelenimlerini sifirlamasidir.
Bu, dérdiillemenin, derecesi 2n’den kiigiik olan tiim cokterimlileri sifir yanilg ile
tiimlevleyebilmesini saglar. Bu olgular 1s181nda, sayisal tiimlevleme baglaminda
sendelenim agilimi

(wr. ) =l rM@)er+ Y el (M () M @) ey 438)

k=2n

bi¢imindedir.

Yani Gauss dordiillemesi sifir yanilg: ile tiimlevlenebilecek gokterimli derecesini
enbiiyiikleyecek bicimde yapilanmigtir.  Ama, Gauss dordiillemesinin diger
dordiillemelere goére her durumda daha iyi sonug¢ verecek diye bir durum

da s6z konusu degildir. Acilinda, tiimlev sendelenimlerinin yaninda islevin
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tiirevlerinin bir noktadaki degerleri ¢arpan olarak bulundugu icin, gorece biiyiik
islev degerlerini bastiran doérdiilleme daha iyi sonuc verecektir.  Bilimsel
yazinda bir dordiillemenin olusturacagi yanilgiyr belirleme iizerine bircok
cahgyma vardir [1, 3, 9, 10]. Bu yanilgi hakkinda tiimlevlenen iglevden
bagimsiz olarak bir yaklagtirim elde etmek i¢in tiimlev sendelenimleri énemli
bir ara¢ olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Altuzay dondiiriimiiniin = a¢isini
belirleyen ve g ile gosterilen degigskenlerin Gauss dordiillemesinin sifirlandigi
tiimlev sendelenimlerini sifirlayacak gekilde secilmesi gerekmektedir. Gauss
dordiillemesinin giiciiniin kertesi 2n’den kiiciik tiimlev sendelenimlerini sifirlama
oldugu olgusundan esinlenerek, yeni olusturulacak doérdiillemede 2n — 2’inci
kerteden itibaren sendelenimlerin sifirlanmasi yoluna gidilecek, dondiirme agilar
buna gore segilecektir.  Yapilan sinama uygulamalarinda 2n — 2’inci kerte
tiimlev sendeleniminin sifirlanmasinin Gauss doérdiillemesi olugturdugu ve bir
eniyilemeye olanak vermedigi goriilmiigtiir. Bunun yerine Gauss dordiillemesinin
sifirladigit 2n — 2’inci kerte tiimlev sendelenimini sifirlamayarak, onun yerine
altuzay dondiiriimleri ile 2n — 2’den sonra gelen dondiiriim ekseni sayis1 kadar
tiimlev sendelenimi sifirlanmasina gidilmigtir. Yani, iglevin tiimlevini belirlerken
islevin 2n — 2’inci tiirevinin tiimlev degeri iizerine etkisini kesin olarak elde
edebilmek yerine, 2n —2’den hemen sonra gelen birkag tiirevin etkisi kesin olarak

elde edilmigtir.

Islevin Taylor acihminda bir tiirevli terimin mutlak degerce biiyiik olmasi, islevin
o tireve kargilik gelen egriliginin yiiksek olmasi anlamina gelir. Egriligi yiiksek
olan iglevlerde yiiksek tiirevli terimleri enkiiciiklemek yarar saglayacaktir. Gauss
dordiillemesinin sifirladigi ama uzay dondiiriimlii dérdiillemenin sifirlamadigi
tiimlev sendeleniminden dolay1 olusan olumsuzluk, tiimlevlenecek olan iglevden
ilgili Taylor teriminin ¢ikarimi ve Taylor teriminin tiimlevinin kesin olarak alinip
daha sonra eklenmesi ile giderilebilir. Bdylece, islevin 2n — 2’inci tiirevindeki
degerini de iceren bir dordiilleme olusturulabilir. ~ Ama bu durumda da

tiimlevlenecek iglevin bazi tiirev degerlerine gereksinim duyulacaktir.

4.3 Smmama Uygulamalari

Olugturulan uzig su adimlardan olugmaktadir.
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1) Agirligin birim agirlik, tiimlevleme araligimin [0, 1] oldugu durum g6z 6niine

almmustir. 1,x,x%,...,x% islevleri Cholesky yontemi ile dik ve birimboylulagtirilr.

2) Incelenecek altuzaymn en yiiksek dereceli taban islevi, kendisi ve kendisinden
sonra gelen dondiirme sayis1 kadar taban iglevinin dogrusal birlegtirimi olarak

simgesel bigimde betiklenir.

3) Tiimlev sendelenimleri gerek dondiiriimsiiz (Gauss dordiillemesi) gerekse
dondiiriimlii durum i¢in simgesel olarak belirlenir. Bunun i¢in j sendelenim
kertesini betimlemek iizere M(x’) ile M(X)/ dizeylerinin ilk 6geleri iizerinden

degisimleri belirlenir.

4) n altuzay1 orten taban iglevi sayisini betimlemek iizere, 2n — 1'inci tiimlev
sendeleniminden baglamak iizere dondiiriim sayis1 kadar tiimlev sendelenimindeki
dogrusal birlegtirim katsayilar1 belirlenmelidir. Bu tiimlev sendelenimlerinin
sifira egitlenip katsayilarin belirlenmesi sézkonusudur. Bu baglamda, katsayilarin
dordiillerinin toplaminin 1’e egit kilmarak birimboyluluk kogulunu saglayan
denklem ile tiimlev sendelenimlerinin sifira egitlenmesi ile olusan dondiiriim sayisi
kadar denklemin bir araya getirilmesi ile olugan denklem kiimesi, katsayilarin

bulunmasi i¢in sayisal olarak ¢oziiliir.

5) Katsay1 degerleri ¢oziim kiimesinden gercel degerli ¢oziim secilir ve dogrusal

birlegtirimde yerine konur.

6) Hem dondiiriimli hem déndiiriimsiiz durum igin agirhk ve diigiim degerleri
belirlenir. Diigiimler ilgili X dizeyinin 0zdegerlerine, agirliklar ise karsilik gelen

ozyoneyin ilk 6gelerinin dordiillerine denk gelmektedir.

7) Bu asamadan onceki adimlar iglevin yapisindan bagimsizdir. Dolayisiyla
tiimlevlenecek her iglev icin yeniden yapilmasi gerekmez. Hem dondiiriimli hem
dondiiriimsiiz durum icin, tiimlevlenecek islevin diigiim noktalarindaki degerleri

ilgili agirhiklarla carpilip toplanarak tiimlev degerine yaklagtirim elde edilir.

8) Tiimlevlenecek iglevin Maclaurin agilmindan 2n — 2’inci terim ¢ikarilir. Bu
yeni iglev i¢in hem dondiiriimlii durumun dordiillemesi, hem de doéndiiriimsiiz

durumun dordiillemesi kullanilarak tiimlev yaklagtirimi yapilir.  2n — 2’inci
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terimin tiimlevi kesin olarak belirlenip bu yaklagtirima eklenerek tiirev ¢gikartiml

dordiilleme yaklagtirimlar: elde edilmig olur.
9) Her durum i¢in bagil yanilgilar belirlenir.

Dordiillemenin yanilgisin1 azaltan olgunun tiimlev sendelenimlerinin bastirilmasi
oldugu belirtilmigti. 2 altuzay boyutlu, dolayisiyla iki dordiilleme diigiimli

durumda, tiimlev sendelenimleri

Cizelge 4.1: Gauss dordiillemesi ve tek dondiirimlii dordiillemede tiimlev

sendelenimleri.
Kerte Gauss Dordiillemesi Altuzay Dondiiriimlii Dordiilleme
0 0 0
1 0 0
2 0 0.00745572136232276607
3 0 0
4 0.00555555555555555556 -0.00608933937163555924
5 0.01388888888888888889 -0.00784381292504874334
6 0.02248677248677248677 -0.00630189646845533413
7 0.03009259259259259259 -0.00289684324391366781
8 0.03626543209876543210 0.00132776914883161872
9 0.04097222222222222222 0.00573076448467790617
10 0.04435559296670407782 0.00995174378158873263

olarak elde edilmigtir. Bu g¢izelgede tek acili altuzay doéndiiriimi kullanilmigtir.
Yiiksek kerteli tiimlev sendelenimlerinde d&ndiiriimlii dordiillemenin Gauss
dordiillemesine gore mutlak degerce kiiciik deger iirettigi dolayisiyla onemli
bir olumluluk getirebilecegi goriilmiigtiir. Bu olguyla, n altuzay boyutunu
betimlemek iizere, degisik n degerleri icin de karsilagilmigtir. Cizelgede goriilen
bir bagka olgu da ikinci kerte tiimlev sendeleniminden gelen olumsuzluktur.
Uzay dondiirtimii bu tiimlev sendelenimini Gauss durumuna gore mutlak degerce
biiyiitmiigtiir. Yapilan uygulamalarda, tekdondiirtimlii durum igin, 2n — 2’inci
kerte tiimlev sendeleniminin Gauss durumuna gore mutlak degerce daha biiyiik
oldugu goézlemlenmistir. Islevin yapisindan 2n —2’inci Taylor terimini cikarma
yoluna gidilmesinin nedeni bu olgudur. Hizla artan yapisi nedeni ile e**
islevi iizerinde uygulamalar yapilmigtir. o degerinin artmasinin iglevin saglikh
yapisinl bozacagl, dolayisiyla sayisal yontemlerle tiimlevlenmesini zorlagtiracagi
olgusu vardir ve bu olgunun tiimlevleme iizerindeki etkileri incelenmigtir.

o degistirgesinin (ing: parameter) sayisal tiimlevleme iizerindeki etkisini
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betimleyen bagil yanilgi cizimlerinde, Gauss dordiillemesi ile tiirev cikartimh
Gauss dordiillemesi egrileri birbirinin iistiine oturmugtur. Bunun nedeni Gauss
dordiillemesinde 2n —2’inci tiimlev sendeleniminin 0 olmasidir. Bagka bir deyimle,

Gauss dordiillemesi, o tiireve kargilik gelen carpani sifirlamaktadir.

yanilgi
0.4-‘-

@ Gauss dordillemesi
@ Altuzay dondurimli dordilleme
Turev cikartimh altuzay dondiirimla dérdilleme

Cizim 4.1: ¢ islevi i¢in iki boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan doérdiillemelerin
bagil yanilgilarinin o’ya gore degisimleri ([ 1, 10] aralig1 i¢in)
Bu bagil yanilgi c¢iziminde iki taban iglevi ile oOrtiilen altuzay incelendiginde
tiirev ¢ikartiminin etkisinin yontemin getirdigi olumluluga gére oldukca kiiciik
kaldig: goriilmektedir. Gauss dordiillemesi ile tiirev ¢ikartimh Gauss dordiillemesi
bagil yanilgilar1 tam olarak, altuzay déndiirtimlii dordiilleme ile tiirev ¢ikartimh
altuzay dondiirtimlii dordiilleme bagil yanilgi egrileri biiyiik ol¢iide ¢akigmigtir.
Beklendigi gibi, iglevin egriliginin artmasi hem Gauss dordiillemesinin hem
altuzay dondiiriimlii dérdiillemenin iglevi yiiksek duyarhilikta tiimlevleyebilmesini

zorlagtirmigtir.

Bu bagil yanilg: ¢izimlerine denk gelen tiimlev degerleri ¢izimleri de bu olgular

acikca gostermektedir.

Bu cizimler o degistirgesine gore tiimlev degerlerini betimlemektedir. Uc degisik
yontem ile elde edilen tiimlev degerleri ayrik noktalar olarak konumlandirilarak
olusturulmustur. Bu yontemler simgesel olarak elde edilen kesin deger,
dondiirtimsiiz dordiillemeye karsilik gelen Gauss dordiillemesi ve tek agili tiirev

cgikartimh altuzay dondiiriimii dordiillemedir. Egriligi yiiksek olan islevlerde,
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yanilgi A
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alpha

@ Gauss dordillemesi
@ Altuzay dondlrimlu dordilleme
Turev cikartiml altuzay dondiirimli dérdiilleme

Cizim 4.2: ¢** iglevi icin iki boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan dordiillemelerin
bagil yamilgilarinin o’ya gore degisimleri ([10,20] aralig1 i¢in)

20

10 “ /

alpha

@ Kesin deger
@ Gauss dordillemesi
Tirev cikartimli altuzay dondurimli dérdilleme

Cizim 4.3: ¢** iglevi i¢in iki boyutlu altuzay kullanilarak olugturulan dordiillemelerle
elde edilen tiimlev degerlerinin ¢’ya gore degisimleri ([0,5] aralig1 igin)
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@ Kesin deger
@ Gauss dordillemesi
Turev cikartimh altuzay dondirimla dérdilleme

Cizim 4.4: ¢** iglevi icin iki boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan dérdiillemelerle
elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore dedisimleri ([5, 10] aralid1 i¢in)

2e+05 /
1.5e+05 /

le+05 J/
50000
0 : } + } + + L
10 1 12 13 14 15

alpha

@ Kesin deger
@ Gauss dordillemesi
Tirev cikartimli altuzay dondurimli dérdilleme

Cizim 4.5: ¢** iglevi i¢in iki boyutlu altuzay kullanilarak olugturulan dordiillemelerle
elde edilen tiimlev degerlerinin a’ya gore degisimleri ([ 10, 15] aralig1 i¢in)
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2e+07

1.5e+07

1e+07

5e+06

@ Kesin deger
@ Gauss dordillemesi
Turev cikartimh altuzay dondiirimla dérdilleme

Cizim 4.6: ¢** islevi i¢in iki boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan dordiillemelerle

elde edilen tiimlev degerlerinin a’ya gore degisimleri ([ 15,20] aralidi igin)
bu uygulamada bagka bir deyimle biiylik a degerlerinde, altuzay dondiiriimlii
dordiilleme Gauss dordiillemesine gore 6nemli olumluluk saglamaktadir. Altuzay
dondiiriimiiniin tiimlev sendelenimlerinin mutlak degerce kiiciiltmesinden dolay1

olusan bu olumluluk tiim yiiksek egrilikli islevlerde beklenmelidir.

Aymi iglev kullanilarak, n artirilarak uzaymn genisletilmesinin tiimlevleme {izerine
etkisi incelenmigtir. Alti taban islevi ile ortiilen altuzay ele alindiginda, incelenen
tiim «a degerleri i¢in altuzay dondiiriimlii doérdiillemenin Gauss dordiillemesine
gore daha olumlu sonuclar verdigi gozlemlenmigtir. Taban iglevi sayisinin 6

oldugu durum icin bagil yanilgi ¢izimleri verilmigtir.

Goriildiigii gibi n sayisinin alt1 oldugu durum n’nin iki oldugu duruma gore hem
Gauss dordiillemesinin hem altuzay dondiiriimlii dordiillemenin ¢ok daha yiiksek
duyarhilikta sonuclar vermesini saglamigtir. Bunun nedeni, dordiillemede alinan
diiglim noktasi sayisinin artmasidir. Bu olguyu belirtmenin bagka bir yolu da,
daha cok taban iglevi ile olugturulan dogrusal birlegtirimin tiimlevlenecek iglevin

yapisini daha iyi yansitmasidir.

Bir sonraki asamada, on taban iglevi ile ortiilen altuzay, dolayisiyla on diigiim
noktali dordiilleme incelenmistir. Diigiik o« degerleri icin bagil yamlginm 10~!2
diizeyine dek diistiigii gozlemlenmigtir. Bu c¢izimlerde, altuzay dondiiriimli

dordiilleme ile tiirev cikartiml altuzay doéndiiriimlii doérdiilleme bagil yanilgi
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yanilgi
2.0e-05%

1.5e-05T

1.0e-05T

5.0e-06T

@ Gauss dordillemesi
@ Altuzay dondurimli dordilleme
Turev cikartimh altuzay dondirimla dérdilleme

Cizim 4.7: ¢** islevi i¢in alt1 boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan dordiillemelerin
bagil yamilgilarinin o’ya gore degisimleri ([ 1, 10] aralig1 i¢in)

yanilgi A

0.003

0.002

0.001

0.000

@ Gauss dordullemesi
@ Altuzay dondirimli dordiilleme
Tirev cikartimli altuzay dondurimli dérdilleme

Cizim 4.8: ¢** iglevi i¢in alt1 boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan dordiillemelerin
bagil yanilgilarinin o’ya gore degisimleri ([10,20] aralig1 i¢in)
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egrileri biiyilik olciide ¢akigmigtar. n’'nin iki, alt1 ve on oldugu durum ilgili

yanilgi A
5.0e-121

4.0e-12T
3.0e-121
2.0e-127

1.0e-12T

@ Gauss dordillemesi
@ Altuzay dondurimli dordilleme
Tirev cikartimli altuzay dondurimli dérdilleme

Cizim 4.9: ¢** iglevi i¢in on boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan dordiillemelerin
bagil yanilgilarinin o’ya gore degisimleri ([ 1, 10] aralig1 i¢in)

yanilgi A

1.5e-07T
1.0e-07T

5.0e-087T

0.0e+00 %=
10

@ Gauss dordillemesi

@ Altuzay dondirimli dordilleme
Turev cikartimh altuzay dondirimla dérdilleme

Cizim 4.10: ¢** iglevi i¢in on boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan doérdiillemelerin
bagil yamilgilarinin o’ya gore degisimleri ([10,20] aralig1 igin)

cizimlerle birlikte verilmig olundu. Olugturulan dérdiillemelerin diigiim noktalar

ve agirlik degerleri ekler boliimiinde verilmigtir.

Yaklagtirim ile ilgili ipuclar1 verebilecek bir bagka olgu da altuzay doéndiirtimi

ile elde edilen dogrusal birlegtirim katsayilaridir. Altuzay déndiiriimii i¢in taban
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takium olarak

U = {ui(0)}i2) U {g1un (%) + gttt () + -+ gr 1tk ()} (4.39)

kullamilmigt1. g; katsayisinin 1 diger biitiin g katsayilarinin 0 oldugu durumun
Gauss dordiillemesinin  taban takimi olan Gauss-Legendre cokterimlilerini
olugturdugu belirtilmigti. Tek acili altuzay dondiirimi durumu g; ve go’nin
(0,1) arahginda deger alacagi, diger biitiin g katsayilarinin 0 olacagi durumdur.
(izelgede tek dondiiriim durumu igin n’ye gore g; ve g» dogrusal birlegtirim

katsayilar: verilmigtir.

Cizelge 4.2: Tek dondiiriimlii dordiillemede dogrusal birlestirim katsayilari.

Altuzay boyutu g1 2
2 0.95421766052202513567  0.29911311630865202312
3 0.98144317077150177279  0.19175323346942759785
4 0.99018162084886458858  0.13978682961250452626
5 0.99396887778150356373  0.10966252779221547370
6 0.99593115233435641871 0.09011736686100492900
7 0.99707379693478079701 0.07644503558805835049
8 0.99779597448427588999  0.06635656186824523157
9 0.99828088612355325076  0.05861119688569161707
10 0.99862197861943099908  0.05247993729238533072

Simama uygulamalarinda gozlemlenmistir ki, uzayin genigletilmesi g; katsayisini
1 degerine, g» katsayisini 0 degerine gotiirmektedir. Bagka bir deyisle, uzay
genigledikce tek acili altuzay dondiiriimii ile olugturulan doérdiilleme Gauss
dordiillemesine yaklagsmaktadir. n degistirgesinin artirimi dondiiriimiin getirdigi
olumlulugu ayni boyutla olugturulan Gauss dordiillemesine gore azaltmaktadir.
Bunun nedeni, taban iglevi sayisi arttikca bir dogrusal birlegtirim ile yeni bir
taban iglevinin yapacagi gorece katkinin azaliyor olmasidir. Bircok uygulamada
dordiillemede kullanilan diiglim sayisimin yiizler kertesinde oldugu goz oOniine

alinirsa, tek dondiiriimiin yapacagi katkinin ¢ok kiiciik olacagi belirtilebilir.

Bu olumsuzlugu gidermek icin dondiiriim sayisinin artirilmasi yoluna gidilebilir.

e* iglevi ic¢in iki dondiiriimlii durum da incelenmistir.

o degistirgesine gore timlev degerlerindeki bagil yanilgiyr betimleyen bu
¢izimleri ayni uzay boyutu i¢in tek dondiiriimlii durumu betimleyen ¢izimlerle

kargilagtirinca ikinci dondiiriimiin bir olumluluk degil, olumsuzluk getirdigi
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yanilgi A
5.0e-121

4.0e-127
3.0e-127

2.0e-127
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@ Gauss dordiillemesi
@ ki acih altuzay dondurimli dordilleme
Tarev cikartimli iki acili dordilleme

Cizim 4.11: ¢** islevi i¢in on boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan dordiillemelerin
bagil yamlgilarinin o’ya gore degisimleri ([ 1, 10] aralig1 i¢in)

yanilgi A

1.5e-07T
1.0e-07T

5.0e-08T

0.0e+00 #-=
10

@ Gauss dordiillemesi
@& ki acili altuzay déndiirimlii dordiilleme
Tirev cikartimli iki acili dérdilleme

Cizim 4.12: ¢** iglevi i¢in on boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan dordiillemelerin
bagil yanilgilarinin o’ya gore degisimleri ([10,20] aralig1 igin)
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goriilmektedir. Bunun bir nedeni katsayilarin bulunmas: icin ¢oziilen denklem
kiimesinin sayisal olarak c¢oziildiigii olgusudur.  Dogrusal olmayan bu iic
degigkenli ii¢ denklemin c¢oziimiinden gelecek yanilgi yonteme yansiyacaktir.
MuPAD, degistirgeler i¢in sonu¢ vermekte ama sonuclarin istenilen duyarhlikta
olmayabilecegi uyarisinda bulunmaktadir. Cok acgili dondiiriimde dogrusal

birlegtirim katsayilarinin bulunmasi i¢in yeni yontem gelistirilimi gereklidir.

Bir sonraki agsamada, altuzay dondiiriimlii dordiillemenin degisik iglevler
tizerindeki etkisi incelenmigtir. cos(owx) iglevinin tiimlevlenebilmesi i¢in Gauss

dordiillemesi ve altuzay dondiiriimlii dordiilleme kullanilmigtir.

@ Kesin deger
@ Gauss dordlllemesi
@ Altuzay donduriimli dérdilleme

Cizim 4.13: cos(ax) islevi icin iki boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin a’ya gore de8isimleri
([0,5] aralig1 igin)

(Qizimlerde a degistirgesine gore kesin tiimlev degerleri, Gauss dordiillemesi ile
elde edilen tiimlev degerleri ve tek acili altuzay dondiiriimlii dérdiilleme ile elde
edilen tiimlev degerleri verilmistir. Altuzay dondiirtimiiniin Gauss doérdiillemesine

gore bir olumluluk saglamadigl gézlemlenmistir.

Bunun o6nemli nedenlerinden biri, cokterimli taban takiminin salinimh iglev
yapisini iyi yansitamayisidir. Cokterimli taban takimi yerine Fourier taban takimi
kullaniminin daha iyi bir yaklagtirim verecegi, altuzay dondiiriimiiniin de Fourier

taban takimina gore yapilabilecegi gz oniinde bulundurulmalidir. Bdéyle bir
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@ Kesin deger
@ Gauss dordillemesi
@ Altuzay dondirimli dordilleme

Cizim 4.14: cos(ax) iglevi i¢in iki boyutlu altuzay kullanilarak olugturulan

dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([3,10] aralig1 i¢in)
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@ Kesin deger
@ Gauss dordillemesi
@ Altuzay dondurimli dordilleme

Cizim 4.15: cos(ax) iglevi icin iki boyutlu altuzay kullanilarak olugturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([10,15] aralig1 i¢in)
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@ Kesin deger
@ Gauss dordillemesi
@ Altuzay dondirimli dordiilleme

Cizim 4.16: cos(ax) iglevi icin iki boyutlu altuzay kullanilarak olugturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([15,20] aralig1 i¢in)

yaklagim tiimlevlenecek iglevin yapisina bagimhiliga neden olacagindan dolay1 bu

caligmada incelenmemigtir.

Asagidaki gizimler altuzay boyutu artiriminin cos(ax) iglevinin tiimlevlenmesine
etkisini betimlemektedir. ~Boyutun iki, alti ve on oldugu durum icin elde
edilmis bulgulara kosut olarak, o degistirgesinin artiginin sayisal tiimlevlemenin

duyarhhginda azalmaya neden oldugu goriilmektedir.

Altuzay boyutu artirildikca, dordiillemenin duyarhlhigimin arttigi  acikca
goriilmektedir. Yalniz, iki boyutlu altuzay durumunda o degigtirgesinin 20’ye
yakin oldugu durumda, beklenenden daha iyi sonu¢ alindigi goriilmiigtiir. Bir
dordiilleme iglemi i¢in, eger yeterince yiiksek duyarhilikta islem yapiliyorsa, diigiim
noktasi sayisindaki artigin elde edilen yaklagtirimi kesin degere yaklagtirmasi
beklenir. Yapilan iglemlerde 100 basamak iglem duyarlhihigi kullanilmigtir ve bu
100 basamak duyarliligin yeterli oldugu gézlemlenmigtir. Dolayisiyla buradan bir

olumsuzluk kaynaklanmamaktadir.

n = 2 durumunda belirli bir a araliginda beklenenden daha iyi sonug¢ elde
edilmesinin rastlantisal bir durum oldugu diigiiniilmektedir. Yontem, islevi iyi
betimleyen agirlik ve diigiim noktalar1 iiretmigtir. Buna kargin, boyut arttikca

beklenen iyilesme gozlemlenmigtir.
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Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondirimli dérdilleme, n=3
Altuzay dondurimli dérdilleme, n=4
Altuzay dondurimli dérdilleme, n=5

Cizim 4.17: cos(ax) islevi i¢in degisik altuzay boyutlari kullanilarak olugturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([0,5] aralig1 igin)

@ Kesin deger

@ Altuzay dondirimli dordilleme, n=2
@ Altuzay dondirimliu dordilleme, n=3
@ Altuzay donduirimliu dordilleme, n=4
@ Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.18: cos(ax) islevi icin degisik altuzay boyutlari kullanilarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([5,10] aralig1 i¢in)
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Kesin deger
Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondirimli dérdilleme, n=3
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.19: cos(ax) islevi i¢in degisik altuzay boyutlari kullanilarak olugturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([10,15] aralig1 i¢in)
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Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondurimli doérdulleme, n=3
Altuzay dondurimli dordilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.20: cos(ax) islevi icin degisik altuzay boyutlari kullanilarak olugturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev deg8erlerinin o’ya gore degisimleri
([15,20] araligi i¢in)
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Bir sonraki agamada altuzay dondiiriimlii doérdiillemenin, In(1 + ax) iglevinin

tiimlevlenmesi icin kullanimi incelenmigtir.

y A

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

alpha

Kesin deger

Altuzay dondurimli doérdilleme, n=2
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=3
Altuzay donduriimli dordilleme, n=4
Altuzay donduriimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.21: In(1 + ax) islevi i¢in degisik altuzay boyutlart kullanilarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([0,5] aralig1 igin)
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alpha

Kesin deger

Altuzay donduriimli dérdilleme, n=2
Altuzay donduriimli doérdilleme, n=3
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.22: In(1 + ox) islevi i¢in degisik altuzay boyutlari kullanilarak olugturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([5,10] aralig1 i¢in)

In(l + ax) iglevi i¢in altuzay boyutu artinminin duyarhlign  arttirdig

L

- noktasindaki tekilliginin dordiillemenin

gozlemlenmigtir. Bu iglevin x = —

duyarlhihigina olumsuz yansimalar yapabilmesi beklenebilir. Ama bu olgu, boyut
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alpha

Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondirimli dérdilleme, n=3
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.23: In(1 + ox) islevi i¢in degisik altuzay boyutlari kullanilarak olugturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([10,15] aralig1 i¢in)

2.25

2.20

2.15

alpha

Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondurimli doérdulleme, n=3
Altuzay dondurimli dordilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.24: In(1 + ox) islevi icin degisik altuzay boyutlar1 kullanilarak olugturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([15,20] araligi i¢in)
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arttikca dordiillemenin duyarliliginin arttigi olgusunu goélgelememektedir.

y A

alpha

Kesin deger

Altuzay donduriimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=3
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=4
Altuzay dondirimli dordilleme, n=5

Cizim 4.25: /14 ox islevi i¢in degisik altuzay boyutlar1 kullanilarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([0,5] aralig1 igin)
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y 24

23

2.2

2.1

2.0

1.9

alpha

Kesin deger

Altuzay dondurimli doérdilleme, n=2
Altuzay dondirimli dordilleme, n=3
Altuzay dondurimli dérdilleme, n=4
Altuzay donduriimli dérdilleme, n=5

Cizim 4.26: \/1+ ox islevi i¢in degisik altuzay boyutlar1 kullanilarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin a’ya gore de8isimleri
([5,10] aralig1 i¢in)

Bir sonraki asamada —é noktasinda dallanma tekilligi olan /14 ox iglevi
incelenmigtir.

Bu islevin daha once verilen iglevlere gore daha biiyiik yanilgilar iirettigi bu

cizimlerden goriilmektedir. Bunun nedeni iglevin daha 6nce verilen iglevlere gore
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alpha

Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondirimli dérdilleme, n=3
Altuzay dondurimli dérdilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.27: /1 + ax islevi icin degisik altuzay boyutlar1 kullanilarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([10,15] aralig1 i¢in)

alpha

Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondurimli doérdulleme, n=3
Altuzay dondurimli dordilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.28: /1 + ax islevi icin degisik altuzay boyutlar1 kullanilarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([15,20] araligi i¢in)
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daha sagliksiz yapida olusudur. Bu olgunun duyarliliga olumsuz yansimasina

karsin, uzay boyutu artirrminin duyarliligi artirdigr gézlemlenmistir.

Incelemelerde, yine —é noktasinda tekilligi olan jax islevi de g6z Oniine

alinmigtir.

y 1.0

0.9 7

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

Kesin deger

Altuzay dondurimli doérdilleme, n=2
Altuzay dondirimli dérdilleme, n=3
Altuzay donduriimli dérdilleme, n=4
Altuzay dondurimli dérdilleme, n=5

Cizim 4.29: ; Jrlax islevi icin degisik altuzay boyutlar1 kullanilarak olusturulan

dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([0,5] aralig1 i¢in)

0.30

0.25

0.20

Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=3
Altuzay donduriimli dérdilleme, n=4
Altuzay dondirimli dérdilleme, n=5

Cizim 4.30: ; Jr]ax islevi icin degisik altuzay boyutlar1 kullanilarak olusturulan

dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin a’ya gore deg8isimleri
([5,10] aralig1 i¢in)
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Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondirimli dérdilleme, n=3
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.31: . islevi icin degisik altuzay boyutlari kullamilarak olugturulan

dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([10,15] aralig1 i¢in)
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15 16 17 18 19 20
alpha

@ Kesin deger
@ Altuzay dondurlimli dordilleme, n=2
@ Altuzay donduirimliu dordilleme, n=3
@ Altuzay dondurimliu dordilleme, n=4
@ Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.32: ﬁ islevi icin degisik altuzay boyutlar1 kullanilarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev deg8erlerinin o’ya gore degisimleri

([15,20] araligi i¢in)
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Yontemin ﬁ igslevini de tiimlevleyebildigi goriilmiistiir. Kutup tekillikleri
dallanma tekilliklerine gore daha az olumsuzluga neden olmaktadir. Dolayisiyla

dordiillemenin iirettigi yanilgilar daha kiiciiktiir.

Son olarak, gokterimlilerin tiimlevlenmesi incelenmigtir. Gauss dérdiillemesinin,
2n—1 ve daha kiiciik tiim sendelenimleri sifirladigindan dolay1 derecesi 2n’den
kiiciik tiim ¢okterimlileri kesin olarak tiimlevleyebildigi daha 6nce belirtilmigti.
Altuzay dondiiriimli dordiillemede ise 2n —2 ve daha kiiciik tiim sendelenimler
sifirlanmakta oldugundan dolayi, derecesi 2n — 1’den kiiciik tiim cokterimlilerin
sifir yanilgr ile tiimlevlenebilmesi s6z konusudur. Bu baglamda, eger bir
yanilgidan séz edilecekse, en az 2n — 1 dereceli bir ¢okterimlinin tiimlevlenmesi
orneklendirilmelidir. Ayrica, altuzay dondiiriimiiniin kertesi biiyiik sendelenimleri
bastirmasindan dolay: yiiksek egrilikli islevlerde énemli olumluluklar saglayacagi
bilinmektedir. Bu baglamda (1+ ax)zo islevinin tiimlevlenmesi incelenmigtir.

y A

2e+14 7T
1.5e+14 1

le+14T

Kesin deger

Altuzay dondurimli doérdulleme, n=2
Altuzay dondirimli dordilleme, n=3
Altuzay dondurimli dérdilleme, n=4
Altuzay dondurimli dérdilleme, n=5

Cizim 4.33: (1 + ax)?° islevi i¢in degisik altuzay boyutlar1 kullamlarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin a’ya gore deg8isimleri
([0,5] aralig1 igin)

Bu yiiksek egrilikli iglevde de boyut artirrminin kesin degere yakinsamay1

sagladigi gozlemlenmigtir. Bu cokterimlinin altuzay doéndiirtimlii dérdiilleme

ile tiimlevlenmesinin Gauss doérdiillemesi ile tiimlevlenmesine gore saglayacagi

olumlulugu betimleyebilmek icin, bu iki yontemin olusturdugu bagil yanilg1 beg

diigiim noktali dordiilleme durumu goz 6niinde bulundurularak incelenmigtir.
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3e+19

2e+19

le+19

Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondirimli dérdilleme, n=3
Altuzay dondurimli doérdilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.34: (1 + ax)?° islevi i¢in degisik altuzay boyutlar1 kullamlarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([3,10] aralig1 i¢in)

6e+22

5e+22

4e+22

3e+22

2e+22

le+22

Kesin deger

Altuzay dondurimli dérdilleme, n=2
Altuzay dondurimli doérdulleme, n=3
Altuzay dondurimli dordilleme, n=4
Altuzay dondirimli doérdilleme, n=5

Cizim 4.35: (1 + ax)?° islevi icin degisik altuzay boyutlar1 kullamlarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([10,15] araligi i¢in)
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@ Kesin deger
@ Altuzay dondurdmlu dordilleme, n=2
@ Altuzay dondirimli dordiilleme, n=3
@ Altuzay dondurimliu dordilleme, n=4
@»  Altuzay dondirimli dérdilleme, n=5

Cizim 4.36: (1 + ax)?° islevi i¢in degisik altuzay boyutlar1 kullamlarak olusturulan
dordiillemelerle elde edilen tiimlev degerlerinin o’ya gore degisimleri
([15,20] aralig1 i¢in)
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alpha

@ Gauss dordillemesi
@ Altuzay dondurimli dordilleme

Cizim 4.37: (1 4+ ax)? islevi icin bes boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan
dordiillemelerin bagil yanilgilarinin o’ya gore degisimleri ([ 1, 10] araligt

i¢in)
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0.006

@ Gauss dordillemesi

@ Altuzay dondirimli dordiilleme

Cizim 4.38: (1 4+ ax)? islevi icin bes boyutlu altuzay kullanilarak olusturulan
dordiillemelerin bagil yanmilgilarinin o’ya gore degisimleri ([10,20]
aralig1 i¢in)

Bu islev i¢in, ozellikle o’'nin biiyiik oldugu yiiksek egrilikli durumda altuzay

dondiirtimiiniin bagil yanilgiy1 Gauss dordiillemesine gore mutlak degerce oldukca

kiiciilttiigii ¢izimlerde goriilmektedir.
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5. SONUC VE OZGUN KATKILAR

Bu caligmada sendelenim acilimlarinin taban takiminca genisletilmesinin sayisal
tiimlevlemeye olan etkileri incelenmigtir. Elde edilen sonuclar ve yapilan 6zgiin

katkilar agagida kisaca belirtilmigtir.

e Gauss dordiillemesinin diigiim ve agirliklarinin belirlenmesinde kullanilan
Jacobi dizeyinin X iglecinin dizey gosterilimi oldugu gozlemlenmigtir. x'iglecinin
dizey gosteriliminin olugturulumunda kullanilan i¢carpim tanimi ve secilen
taban takiminin degistirilmesi yeni dordiillemeler olugturacaktir. Bu bigimde
yeni dordiillemeler olugturulumunda dikkat edilmesi gereken i¢garpimin tiimlev
olarak tanimlanmasi ve alinan dik ve birimboylu taban takiminin ilk iglevinin

ui(x) = 1 bigiminde kullamlmasidir.

e Belirlenisi tiimlevlenecek islevin yapisindan bagimsiz olan X islecinin dizey

kK islecinin dizey gosteriliminin en sol iist

gosteriliminin k'inc1 iissii ile X
ogelerinin ¢ikariminin mutlak degerce kii¢iik olmasi dérdiillemenin duyarliligini
arttirmaktadir. Dolayisiyla tiimlev sendelenimleri olarak adlandirilan bu

biiyiikliikler dordiillemenin niteligi hakkinda énemli bilgiler icermektedir.

e X iglecinin n x n dizey gosteriliminin olusturulumunda kullanilan en biiyiik
sirasayilli taban iglevinin kendisi ve bagka bir iglevin dogrusal birlegtirimi
olarak diklik ve birimboyluluk kosulunu bozmayacak bicimde secilmesi
dordiillemenin yapisini degistirmektedir. Bu yolla genigletilen taban takimlar:
ile olugturulan doérdiillemeler duyarhilik arttiriminda Onemli kazanimlar

saglayabilecek yapidadir.

e Taban takimi artan dereceli cokterimliler olarak alindigi ve en biiyiik sirasayili
taban islevinin kendisi ve kendisinden sonra gelen taban iglevinin dogrusal
birlegtirimi olarak degistirildigi durum ayrintili olarak incelenmigtir. Bu

yapida dogrusal birlegtirim katsayilar: ilk sifirlanmayan sendelenim olan 2n —
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2’inci sendelenimi sifirlayacak bi¢imde secildiginde yine Gauss dordiillemesinin
taban takimi olugmakta, dolayisiyla bir eniyileme yapilamamaktadir.
Bundan bir sonraki sendelenimin sifirlanmasi ise daha biiyiik sendelenimleri
mutlak degerce kiiciiltmektedir. Bu olgunun o6zellikle egriligi biiyiik olan
iglevlerin tiimlevlenmesinde ©énemli sayilabilecek olumlu katkilar sagladigi

gozlemlenmigtir.
Sonraki agsamada yapilmasi ongoriilenler gu bicimde maddelendirilebilir:

— Degisik tiimlevleme araliklari, agirlik islevleri ve Hilbert uzay: taban

islevleri i¢in sinama uygulamalar: yapilmalidir.

— Altuzay dondiiriimii sayis1 arttirildiginda olusan dogrusal olmayan
denklem kiimesinin yiiksek duyarlikta sayisal ¢Oziimii ve bu bicimde
olugturulan ¢ok dondiiriimlii dordiillemelerin getirecegi olumluluklarin

incelenmesi gerekmektedir.

— Yontem, ¢okdegiskenli bir iglevin kath tiimlevinin belirlenebilmesi icin

genigletilmelidir.

Bu olgularin ayrintili olarak incelenmesinin doérdiilleme olgusunun daha
iyi anlagilabilmesine ve varolan dordiilleme yontemlerine gore ©nemli
olumluluklar getirecek yeni dordiilleme yontemlerinin geligtirilmesine yol

acacagl diigiiniilmektedir.
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A. EKLER

Cizelge A.1: Iki boyutlu altuzay durumunda dérdiilleme diigiim noktalari.

Tek dondiiriimli dordilleme

Gauss dordiillemesi

0.85884140847539691141
0.28854833868423818982

0.7886751345948128823
0.2113248654051871177

Cizelge A.2: Iki boyutlu altuzay durumunda dérdiilleme agirhik degerleri.

Tek dondiirimlu dordilleme

Gauss dordiillemesi

0.37077718898670010550
0.62922281101329989450

0.50000000000000000000
0.50000000000000000000

Cizelge A.3: Alt1 boyutlu altuzay durumunda dordiilleme diigiim noktalari.

Tek dondiirimlu dordilleme

Gauss dordillemesi

0.96811285020330721047
0.83859534566858963320
0.63242584434739698362
0.39351326479312319103
0.17690031724926752368
0.03548435769827486959

0.96623475710157601391
0.83060469323313225683
0.61930959304159845432
0.38069040695840154568
0.16939530676686774317
0.03376524289842398609

Cizelge A.4: Alt1 boyutlu altuzay durumunda dordiilleme agirlik degerleri.

Tek dondiirimli dordilleme

Gauss dordiillemesi

0.08108023051113049617
0.17374984397856060316
0.23114663111833650647
0.23727331888690379239
0.18686561062274388891
0.08988436488232471289

0.08566224618958517252
0.18038078652406930378
0.23395696728634552369
0.23395696728634552369
0.18038078652406930378
0.08566224618958517252
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Cizelge A.5: On boyutlu altuzay durumunda dordiilleme diigiim noktalari.

Tek dondiiriimlu dordilleme

Gauss dordiillemesi

0.98721966724063513834
0.93382779669869065946
0.84245762649826730151
0.72081116073051266073
0.57933662692350510122
0.43040829846022914523
0.28728516951542761817
0.16291224576888979128
0.06868354203341177430
0.01329449184397113442

0.98695326425858586003
0.93253168334449225537
0.83970478414951220312
0.71669769706462359540
0.57443716949081560544
0.42556283050918439456
0.28330230293537640460
0.16029521585048779688
0.06746831665550774463
0.01304673574141414001

Cizelge A.6: On boyutlu altuzay durumunda dordiilleme agirlik degerleri.

Tek dondiirimli dordiilleme

Gauss dordiillemesi

0.03266468658212468359
0.07340160306041551145
0.10804444519568265015
0.13349356086343618146
0.14737559333497680652
0.14825095720692358008
0.13581684363079119900
0.11101071870983001040
0.07598066585551156622
0.03396092556030781126

0.03333567215434406880
0.07472567457529029657
0.10954318125799102200
0.13463335965499817755
0.14776211235737643509
0.14776211235737643509
0.13463335965499817755
0.10954318125799102200
0.07472567457529029657
0.03333567215434406880

60



OZGECMIS

Ad Soyad: Cogar Goziikirmizi k. it |

Dogum Yeri ve Tarihi: Istanbul, 1982

Adres: Istanbul Teknik Universitesi, Biligim Enstitiisii
ITU Ayazaga Kampiisii, Bilisim Enstitiisii Binas:
Maslak-34469, Istanbul

Lisans Universite: Isik Universitesi Bilgisayar Miihendisligi

Yayin Listesi:

o Goziikirmizi C. ve Demiralp M., 2008: Introductory Steps for the Design of
An Algorithm for Finding the Higher Order Fluctuation Terms via Symbolic
Simplifications. International Conference on Multivariate Analysis and its
Application in Science and Engineering, Mayis 27-30, 2008 Istanbul, Tiirkiye.

o Goziikirmiza C. ve Demiralp M., 2008: Evaluation of Fluctuation Coefficients
for Three Consecutive Term Recursive Basis Functions.  International
Conference on Numerical Analysis and Applied Mathematics, Eyliil 15-19, 2008

Istankdy, Yunanistan.

61



