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OZET
GRAFLAR VE SCATTERING SAYISI
KAVAL, Burak

Yuksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Alpay KIRLANGIC
Agustos 2015, 43 sayfa

Bir iletisim aginin zedelenebilirlik degeri, “iletisim agindaki bazi merkezlerin
va da baglanti hatlarimin zarar gérmesinden sonra geriye kalan agda iletisim
kesilene kadar gegen siiredeki agin dayanma giiciidiir . Bir iletisim ag1, merkezleri
bir G grafinin tepelerine ve baglanti hatlar1 grafin aynitlarina karsilik getirilecek
sekilde bir G grafi ile modellenebilir. Iletisim aglarinin zedelenebilirlik degerini
olgmek igin, graflar lizerinde tanimlanan Baglantililik Sayis1 (Connectivity), Sertlik
Degeri (Toughness), Sacilma Sayisi (Scattering Number), Biitiinliik Degeri
(Integrity), Kopma Derecesi (Rupture Degree) gibi dl¢timler kullanilmaktadir.

Birinci bolimde, dncelikle zedelenebilirlik kavrami ele alindiktan sonra, tez
calismasi i¢in gerekli olan temel tanimlar verilmistir. Sonra, yukarida bahsedilen
zedelenebilirlik 6lgtimlerinin tanimlar1 ve bu dl¢iimler ile ilgili literatiirde yer alan
bazi sonuglar verilmistir. Ardindan, tez konusu olan sacilma sayisi i¢in bir 6rnek
verilerek, sacilma sayis1 ile ilgili literatiirde yer alan sonuglardan bazilart

listelenmistir.

Ikinci boliimde, baz1 dzel graflarin kartezyen garpimlarinin sagilma sayisi
incelenmistir. ilk olarak Kim X Kin (m>2, n>2) grafi ele alinmis ve bu grafin
sacilma sayis1 hesaplanmistir. Ardindan Kim X Pnve Kim X Ch (m>2, n>2) graflar
incelenmis ve bu graflarin sacgilma sayilar1 elde edilmistir. Son olarak, K> x Ch

grafinin sagilma sayis1 hesaplanmistir.

Son boélimde ise ikinci bolimde elde edilen sonuglarin, bagimsizlik sayisi ve

ortii sayist ile arasindaki iligkisi incelenmistir.

Anahtar sozcikler: Zedelenebilirlik, Sagilma Sayisi, Kartezyen Carpim.
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ABSTRACT

GRAPHS AND SCATTERING NUMBER

KAVAL, Burak

MSc in Mathematics
Supervisor: Prof. Alpay KIRLANGIC
August 2015, 43 pages

In a communication network, the vulnerability is the resistance of the
network to disruption of operation after the failure of certain stations or
communication links. A communication network can be modelled by a graph as
stations corresponding to the vertices of the graph and communication links
corresponding to the edges of the graph. There are many measurement such as
Connectivity, Toughness, Scattering Number, Integrity, Rupture Degree defined
over graphs to measure the vulnerability of networks.

In the first section, firstly the concept of vulnerability is considered, then
some basic definitions needed for the thesis are given. Then, the definitions of
vulnerability measurements mentioned above and some results in the literature
related these measurments are given. After, an example is given about the
scattering number and some results in the literature are listed.

In the second section, the scattering number of some proper graph products
is studied. Firstly, the graph of Kim X Kin (m>2, n>2) is examined and the
scattering number of this graph is given. After, the graphs Kim X Pnand Kym X Cp
(m>2, n>2) are investigated and scattering numbers of these graphs are obtained.
Finally, the scattering number of graph K> x Cy is calculated.

In the last section, the results obtained in the second section are compared
and the relationship between scattering number and independence number and

covering number is studied.

Keywords: Vulnerability, Scattering Number, Cartesian Product.
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Basta canim annem olmak iizere bu donemde maddi-manevi destegini
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AKSOZ ‘e tesekkiirii bir borg bilirim.

Ayrica ¢aligmanin olusmasinda en biylk paya sahip, tim samimiyetiyle
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1. GIRIS

1.1 iletisim Aglar1 Ve Zedelenebilirlik

Bir iletisim agi, iletisim icerisinde olan merkezler ve bu merkezler arasindaki
iletisimi saglayan baglanti hatlarindan meydana gelmektedir. Giiniimiizde iletisim
ve iletisim aglarmin giivenilirligi biiyiilk 6nem tasimaktadir. Bu nedenle iletisim
aglar1 tasarlanirken, iletisimin devamliligini saglamak icin agin yapisinda
meydana gelebilecek bozulmalara karsi, agin gosterecegi dayanma giiciiniin
bilinmesi 6nemlidir. Dayanma giicii daha fazla olan bir ag modeli digerlerine gére
daha c¢ok tercih edilir. Bdylece iletisimde yasanabilecek aksakliklara kars

onceden Onlem alinabilir.

Bir iletisim agiin dayanma giicli, bu agin istenmeyen bazi olay/olaylar
karsisinda ne kadar zedelendigi (zarar gordiigii) ile iliskilidir. Diger bir deyisle,
bir iletisim aginin zedelenebilirlik degeri, “bir iletisim agindaki bazi merkezlerin
va da baglanti hatlarinmin zarar gormesinden sonra geriye kalan agda iletisim

kesilene kadar gegen siiredeki agin dayanma giiciidiir” (Barefoot et al., 1987).

Bir iletisim aginin bazi1 merkezleri veya baglanti hatlar1 zarar gordiiglinde,

asagidaki sorularin yanitlari aranir (Bu sorular daha da arttirilabilir).

(1) Agda, zarar goren merkezlerin veya baglanti hatlarinin sayist,

(2) Agdan, geriye kalan alt aglarin (halen kendi igerisinde haberlesmenin
stirdiigii) sayist,

(3) Agdan geriye kalan ve en ¢ok merkeze veya baglanti hattina sahip alt
aglarin merkezlerinin sayist,

(4) Agda, zarar goren bazi merkezlere komsu olan merkezlerin de zarar
gormesiyle olusan alt aglarin sayisi ve bu aglarin merkezlerinin sayisi,

Bu sorularin yanitlari, bize iletisim aginin zedelenebilirlik degerini bulmak

i¢in yardimci olur.

Bir iletisim aginin merkezleri bir grafin tepelerine ve baglanti hatlar ise
grafin ayrnitlarina karsilik getirilerek bir G grafi ile modellenebilir. Bu durumda,
bir iletisim aginin zedelenebilirlik degeri yerine o aga karsilik gelen bir G grafinin

zedelenebilirlik degeri arastirilabilir.



Bir G grafin zedelenebilirlik degerini belirlemek ic¢in kullanilan gesitli
Olgtimler tanimlanmistir. Bu  Olgiimlerden bazilari  Baglantililik  Sayisi
(Connectivity), Sertlik Degeri (Toughness), Sac¢ilma Sayis1 (Scattering Number),
Biitiinliik Degeri (Integrity), Kopma Derecesi (Rupture Degree) gibi él¢cimlerdir.

Bu tezde tanimlanmamis olan notasyon ve terminoloji, Bondy ve Murty
(1976)’ nin “Graph Theory With Applications” kitabinda bulunabilir. Ayrica ele
alman graflar basit graflardir. Tezde kullanilacak olan bazi tanimlar asagida

verilmistir.

Tamm 1.1.1 (Harary, 1969): G bir graf ve G nin tepeler kiimesi V(G) olsun. Sc
V(G) olmak Uzere S kiimesindeki higbir tepe ¢ifti G grafinda bir ayrit ile
birlestirilmemis ise S kiimesine G nin bagimsiz kiimesi denir. Bir G grafinin
birden fazla bagimsiz kiimesi olabilir. Bu kiimeler igersinde en ¢ok elemana sahip

kiimenin eleman sayisina G nin bagimsizhik sayisi denir ve a(G) ile gosterilir.

Tamm 1.1.2 (Harary, 1969): G bir graf ve G grafinin tepeler kiimesi V(G) olsun.
V(G)’ nin herhangi bir alt kiimesi S olsun. G grafinin her bir ayritinin en az bir ug
noktast S kiimesinde ise S’ ye grafin 6rti kimesi denir. Bir grafin birden fazla
ortl kiimesi olabilir. Bu kimeler icersinde en az elemana sahip olan kiimenin
eleman sayisina G nin ortii sayisi denir ve p(G) ile gosterilir.

Tanmm 1.1.3 (Harary, 1969): Bir G grafinin bazi tepe veya tepelerini graftan
cikardigimizda grafin bilesenlerinin sayisi artiyorsa bu kiimeye grafin kesim
kimesi denir.

Tamm 1.1.4 (Anderson, 2001): Sekil 1.1.(a)” daki agac grafi, tepe noktalarindan
biikiilebilen somut bir obje olarak disiinelim. Eger grafi, herhangi bir tepesi,
agacin geri kalanini tasiyacak bigimde (Sekil 1.1.(b) veya Sekil 1.1.(c)’ deki gibi)
yeniden dizenlersek, en Ustteki tepeye (vs veya v4) agacin koku (root) denir.
Kokii belirlenen bir agag grafa koklii aga¢ (rooted tree) denir. Asagida verilen

tanimlar koklii agaclar lizerinde tanimlanmistir:

e Bir v; tepesinin seviyesi (level), bu tepeden koke olan yegane yolun
uzunlugudur. Sekil 1.1.(b)’ de vs tepesinin seviyesi 0, v, tepesinin seviyesi 1,
Vo tepesinin seviyesi 2 ve Vs tepesinin seviyesi ise 3 olarak gortlmektedir.



e Derecesi 1 olan tepelere yaprak (leaf) denir. Sekil 1.1.(b)’ de vo,v1,Vs,V7,Vs
tepeleri yapraktir.

e KOKIU bir agacin yiiksekligi (height) ise kokten bir yapraga olan en uzun
yolun uzunlugudur. Sekil 1.1.(b)’ deki agacin yiiksekligi 3 tir.

e KOKIU bir agacin iki tepesi u ve v olmak {izere u tepesinin seviyesi v tepesinin
seviyesinden biiyiik olsun. Eger agacta u’ dan v’ ye bir ayrit bulunuyosa, u’ ya
Vv’ nin kaynagy/ebeveyni (parent), v’ ye ise u’ nun drind/cocugu (child)
denir. Sekil 1.1.(b)’ de v tepesi Vo tepesinin kaynagi/ebeveyni iken vo tepesi
de v2 tepesinin tirtinii/gocugudur.

Sekil 1.1.(h) Sekil 1.1.(c)

Sekil 1.1 Bir agag graf

Tamim 1.1.5 (Cormen, 2009): Bn (n>0) binomial (ikili) agaci, birbirini tekrarlayan

(rekiirsif) adimlardan olusan bir aga¢ yapisidir.

e By grafi tek bir izole tepeden olusur.

e By grafi, iki adet Bo grafinin tepelerinin bir ayritla baglanmasiyla

olusur.

e Benzer sekilde devam edilerek, B grafi iki adet Bn.1 grafinin, birinin
kokii, digerinin sol taraftaki en buytk seviyeli cocugu olacak sekilde

bir ayrit ile baglanmasiyla olusur.

Bir Bn ikili agacinin,

o 2" adet tepesi vardir.



o Yiksekligi n dir.

o 1. seviyede tam olarak (
i

n
j adet tepe vardir (i=0,1,...,n).

o Kok olan tepe, agacin en biiyiik dereceli tepesidir ve derecesi n dir.

Sekil 1.2.(a)’ da Bs e kadar olan ikili agaclar ve Sekil 1.2.(b)’ de Bn grafinin genel

hali verilmistir.

g

B,

Sekil 1.2.(a) Bs’ e kadar olan ikili agaglar

Sekil 1.2.(b) Bn grafi

Tamm 1.1.6 (Harary, 1969): Bir G grafinin tiim tepelerini igeren alt grafa
dallanmus alt graf denir. Eger bu alt graf agac ise bu agaca dallanms agac adi
verilir.

Tanim 1.1.7 (Harary, 1969): G: ve G2 iki graf olsun. Bu iki grafin Kartezyen
Carpimmu (Cartesian Product) G1 x G2 ile gosterilir ve ¢arpim grafinin tepe kiimesi
V(G1) x V(G2) dir. (ug,v1) e V(G1) ve (uz,v2) e V(G2) olmak iizere ¢arpim grafinda
(u1,u2) tepesinin (vi,v2) tepesine bitisik olmasi igin ya ui=vi ve Uz ile vz G2
grafinda bitisik olmal1 ya da uz=v ve uz ile vi, G1 grafinda bitigik olmalidir.
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Sekil 1.3 Kartezyen Carpim

Sekil 1.3 de goriildiigii gibi G1 X G2 grafi, dikey olarak |V(G2)| adet G:
kopyasini, yatay olarak ise [V(G1)| adet G2 kopyasini icermektedir.

Tamim 1.1.8 (Bondy and Murty, 1976): Bir grafin tiim tepelerini igeren yola
Hamiltonian yol (Hamiltonian Path) denir. Benzer olarak bir grafin biitiin
tepelerini iceren cevreye de Hamiltonian cevre (Hamiltonian Cycle) denir.
Hamiltonian c¢evre iceren graflara Hamiltonian graf (Hamiltonian Graph)
denir. Ayrica, bir G grafinin tiim tepe ¢iftleri arasinda bir hamiltonian yol var ise
bu grafa Hamiltonian-Baglantih (Hamiltonian-Connected) graf adi verilir.

Tanmm 1.1.9 (Jung, 1978): G bir graf olsun. G grafinin (v1,v2), (V2,v3), (V3,Va)
ayritlarini igceren her yolu ayn1 zamanda (v1,v3) veya (v2,Va) veya (V1,v4) ayritlarini
da igeriyorsa G grafina D*- graf denir.

Sekil 1.4’ de P4 grafinin D*-graflar1 gérulmektedir.

— . T, .

Vi V2 V3 \Z




m

V1 V2 V3 V4

Sekil 1.4 P4 grafinin D*-graflan
1.2 Zedelenebilirlik Olgtimleri

Zedelenebilirlik Ol¢iimleri, graflar ile modellenen iletisim aglarinin
yapisini incelememizi saglar. Yukaridaki sorularda da var oldugu gibi, bir G
grafinin bazi tepelerinin veya ayritlarinin ¢ikarilmasiyla baglantisiz  graf
oldugunda akla gelen ilk soru “graftan ¢ikarilan tepe veya ayritlarin en az sayisi
nedir?” sorusudur. Bu sorunun yanit1 bize baglantililik sayis1 (connectivity) veya

ayrit baglantililik sayisi (line connectivity) tanimini verir.

Tamm 1.2.1 (Whitney, 1932): Birlestirilmis bir G grafin1 baglantisiz bir graf ya
da izole tepelerden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan ¢ikarilmasi gereken
en az tepe sayisina grafin baglantihilik sayis1 denir ve k(G) ile gosterilir.

Baglantililik sayist,

K(G)= min {IS\: o(G-S) >1}

seklinde tanimlanmustir.

Tanmm 1.2.2 (Whitney, 1932): Birlestirilmis bir G grafin1 baglantisiz bir graf ya
da izole tepelerden olusan bir graf haline getirmek icin graftan ¢ikarilmasi gereken
en az ayrit sayisina grafin ayrit baglantihlik sayis1 denir ve M(G) ile gosterilir.

Ayrit baglantililik sayisi,

MG)= min_ {IS): o(G-S) >1}

seklinde tanimlanmustir.



Baglantililik sayis1 yukarida sorulan sorulardan sadece (1) nolu soruya yanit
verebilmektedir. Bu durumda, geriye kalan agin yapisi (yani agin ne kadar zarara
ugradigl) hakkinda daha c¢ok bilgi edinebilmek igin bagka sorulara da
gereksinimimiz vardir. Diger bir deyisle, agin zedelenebilirlik degerini elde
edebilmek i¢in yukaridaki diger sorularin da yanitlarinin aranmasi gerekmektedir.
Bu nedenle, yukaridaki sorularin iki veya daha fazlasinin bir arada ele alinmasiyla

asagidaki gibi baska dl¢iimler tantmlanmistir.

1973’ te Chvatal, yukaridaki (1) ve (2) numarali sorulari ele alarak, bir G

grafinin sertlik degerini tanimlamistir.

Tamim 1.2.3 (Chvatal, 1973): G bir graf ve S< V(G), G grafinin bir kesim kiimesi
olsun. G-S grafinin bilesen sayis1 ©(G-S) olmak Uzere G grafinin sertlik degeri

1(G) ile gosterilir ve

_ S| .
«G)= mex {—w(G 5 ®(G-S) >1}

seklinde tanimlanmustir.

Teorem 1.2.1 (Chvatal, 1973): G bir graf olsun. Bu durumda,

1(G) < @ dir.

Teorem 1.2.2 (Goddard and Swart, 1990): G bir graf olsun. G grafinin en biiyiik
tepe derecesi A(G) olmak Uzere,

1(G) > xG) dir.
A(G)

Sertlik degeri tanimindan yola ¢ikarak Jung, 1978 yilinda sagilma sayisi

Olclimiinii agagidaki gibi tanimlamistir.

Tamim 1.2.4 (Jung, 1978): G bir graf ve S=V(G), G grafinin bir kesim kiimesi
olsun. G-S grafinin bilesen sayist ®(G-S) olmak lzere G grafinin sagilma sayisi
sc(G) ile gosterilir ve

sc(G)= srl\%) {o(G-S) - |§] : ®(G-S) >1}

seklinde tanimlanmustir.



1987 yilinda, Barefoot, Entringer and Swart, yukaridaki (1) ve (3) nolu

sorular1 ele alarak, bir G grafinin biitiinliik degerini tanimlamiglardir.

Tamm 1.2.5 (Barefoot et al., 1987): G bir graf ve ScV(G) olsun. G-S grafinin en
blylk boyutlu bileseninin tepe sayisi m(G-S) olmak fiizere, G grafinin tepe

biitiinliik degeri I(G) ile gdsterilir ve

I(G)= min_{ISHm(G-S)}

seklinde tanimlanmistir.

Teorem 1.2.3 (Goddard and Swart, 1990): G bir graf olsun. Bu durumda,

8(G)+ 1 <I(G) < (G) + 1 dir,

Teorem 1.2.4 (Goddard and Swart, 1990): G bir graf olsun. Bu durumda,
I(G) =x(G) +1 & «x(G)=a(G) dir.

2005 yilinda, Li ve arkadaslar1 (Li et al., 2005), (1), (2) ve (3) sorularinin
timainu ele alarak, bir baska zedelenebilirlik 6lcimi olarak kopma derecesini

tanimlamislardir.

Tamm 1.2.6 (Li et al., 2005): G bir graf ve S< V(G), G grafinin bir kesim kiimesi
olsun. G-S grafinin en biiyiikk boyutlu bileseninin tepe sayist m(G-S) ve G-S
grafinin bilesen sayist ®(G-S) olmak iizere, G grafinin kopma derecesi r(G) ile
gosterilir ve

r(G)= Srl\\%) {o(G-S) - |S| - m(G-S) : o(G-S)>1}

seklinde tanimlanmustir.
Teorem 1.2.5 (Li et al., 2005): G, n tepeli tam olmayan birlestirilmis bir graf
olsun. Bu durumda,

r(G)<n-25(G)-1 dir.

Teorem 1.2.6 (Kirlangig, 2009): G, n tepeli bir graf olsun. Bu durumda,

r(G) < PO K(G) - 1 dir.

%G)



Yukaridaki Ol¢iimlerin higbirisi, bize tim G graflarinin zedelenebilirlik
degeri i¢in kesin bir sonu¢ vermemektedir. Ancak, her 6l¢cimin gercekci
sonuglara yaklastig1 cesitli graf aileleri bulunmaktadir. Bu tezde, yukaridaki
Olclimlerden sagilma sayis1 ele alinmis ve bazi graflarin sagilma sayisi

hesaplanmustir.

1.3Sac¢ilma Sayis1 ve Karmasikhik

Bu kisimda, oncelikle bir G grafinin sagilma sayisinin nasil hesaplandigina
ait bir oérnek verilerek, bu 6lglimiin karmasikligi ele alinmistir.

Ornek 1.1: Asagidaki G grafinin sacilma sayisini hesaplayalim.

Sekil 1.5 Bir G grafi

Graftan atilan tepelerin kimesi S olsun. S kiumesinin eleman sayisi, grafin
parcalara ayrilmasi i¢in en az 1, sagilma sayisinin taniminda S < V(G) oldugu igin
en ¢ok 4 olmalidir. 5 tepeli bir grafin tiim alt kiimelerinin sayis1 2°=32 dir. Ancak
0 elemanl kiime (bos kiime) ve 5 elemanli kiime (V(G)) g6z ard1 edileceginden
toplam 30 adet S kiimesi ele alinacaktir. Simdi bu kimeleri adim adim

inceleyelim:

1) |S|=1 olsun. Bu durumda S kiimesinin se¢imi 5 farkl sekilde yapilabilir.

o S={vi}, S={v2}, S={v3}, S={vs} ise ®(G-S)=1 olur. Sagilma sayisinin

taniminda ©(G-S)>1 oldugundan bu kiimeler gz ardi edilir.

o  S={vs} ise ®(G-S)=2 olup, sc(G)=2-1=1 dir.

2) |S|=2 olsun. Bu durumda S kiimesinin se¢imi 10 farkli sekilde yapilabilir.
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° S:{Vl,V2}, S:{Vl,Vs}, S:{Vl,V5}, S:{Vz,V5}, S:{Vs,V5}, S:{V4,V5} ise
®(G-S)=1 olur. Sa¢ilma sayisinin taniminda ®(G-S)>1 oldugundan bu

kiimeler g6z ardi edilir.

o  S={v1,va}, S={v2,va}, S={v2,va}, S={v3,va} ise ®(G-S)=2 olup,
sc(G)=2-2=0 dur.

3) |S|=3 olsun. Bu durumda S kiimesinin se¢imi 10 farkli sekilde yapilabilir.

o S={v1,v2,vs}, S={v1,v2,vs}, S={V1,V3,vs}, S={V1,v4,vs}, S={V2,v4,V5},
S={V3,v4,v5} ise ®(G-S)=1 olur. Sagilma sayisinin taniminda (G-

S)>1 oldugundan bu kiimeler g6z ard1 edilir.

o  S={v1,vo,va}, S={V2,v3,Va}, S={V2,v3,V5}, S={V1,v3,v4} ise &(G-S)=2
olup, sc(G)=2-3=-1 dir.

4) |S|=4 olsun. Bu durumda S kiimesinin se¢imi 5 farkli sekilde yapilabilir.

o S={v1,v2,v3,va}, S={V1,V2,V4,vs}, S={V1,v2,v3,Vs}, S={V1,V3,V4,Vs5},
S={V2,v3,v4,V5} ise ise ®(G-S)=1 olur. Sa¢ilma sayisinin taniminda

®(G-S)>1 oldugundan bu kiimeler goz ard1 edilir.

Sonug olarak tim S c V(G) alt kiimeleri incelendiginde sagilma sayisi en

biiyiik degerini S={va} seg¢ildiginde almaktadir. Bu durumda sc(G)=1 dir.

Sagilma sayisinin tanimindan, S kiimesi olarak, grafin tepe kiimesinin tiim
alt kumelerinin tek tek ele alinmasi gerektigi agik¢a goriilmektedir. G grafi n
tepeli bir graf ise, tepe kimesinin tim alt kiimelerinin sayis1 2" dir. Ancak
birlestirilmis bir grafi parcalara aymrmak igin en az 1 tepe, en ¢ok n-1 tepe
atilmalidir. Bu nedenle hig¢ tepe atilmayan durum ile birlikte tiim tepelerin atildig:

durumu ¢ikarirsak, S’ nin toplamda alabilecegi 2"-2 farkli kiime vardir.

Yani sagilma sayisin1 veren S kiimesinin/kiimelerinin bulunmasi igin 2"-2
adet islem yapilmasi gerekmektedir. 2"-2, n degiskenine bagl istel bir fonksiyon
oldugu i¢in (f(n)= 2"-2), n sayisina bagh olarak ele alinacak S kiimelerinin sayisi
iistel olarak artmaktadir. Ornek olarak asagidaki tabloda fonksiyonun n=16 ya

kadar olan degerleri verilmistir.
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n 1 2 3 4 3 6 7 8
fin) 0 2 ] 14 30 62 126 254

n 9 10 11 12 13 14 15 16
fin) 510 1022 2046 4094 8190 16382 32766 65534

Tablo 1.3.1 Tepe sayist ile S kiimelerinin sayis1 arasindaki iligki

Tablo 1.3.1° de goruldiigii iizere 16 tepeli bir grafin sa¢ilma sayisini
bulmak igin 65534 adet S kiimesini incelemeliyiz. Insan giiciiyle uzun zaman
alacak bu islemi acaba bilgisayar yapabilir mi? Eger yapabiliyorsa ne kadar siirede

islemi tamamlayabilir?

Ornek olarak n=50 alalim. Bu, bilgisayarin 2°0-2 adet islemi yapmasi
demektir. Bilgisayarin islemcisinin hizint 2ghz olarak ele alalim. 2ghz hizli
islemciye sahip bir bilgisayar saniyede 2 milyar (2.000.000.000 = 2.10%) islem
yapabilmektedir. Kolay islem yapabilmek admna islem sayisini 10 un kuvveti
biciminde su sekilde yazabiliriz (Burada ¢ok biiylik sayilarla islem yapildigindan
(-2) lik islem goz ard1 edilmistir.):

2%0= (2'%) = (1024)° > (1000)° = (10%)° = 10"

Bilgisayarimizin 2°° islemi yaklasik kag saniyede yapacagimi bulursak;

1015
S1g7 = 500.000

500.000 saniye = 8.333 dakika = 138 saat = 6 glin

Yani 2% adet islem, 2ghz hizli islemciye sahip bir bilgisayar yardimiyla
yaklasik 6 gunde tamamlanacaktir. Benzer sekilde, 1ghz hizli islemciye sahip
olan bir bilgisayar 2°° adet islemi yaklasik 12 guinde tamamlayacakti. Diger bir
deyisle, problemin ¢oziimii igin gerekli olan 2%° tane islem sayis1 her zaman ayni
olup, bu islemler i¢in gerekli olan siire, bilgisayarin islemci hizina bagl olarak
degismektedir. Ancak bu durum, islem sayisinin istel bir fonksiyonla ifade

edildigi gercegini asla degistirmez.

Bu sekilde, biiyiik degerler i¢in hesaplanmasi yillar hatta asirlar alan
problemlere (yani, islem sayis1 polinomial olmayan fonksiyona sahip

problemlere) polinomial zamanda ¢Ozilemeyen problemler denir. Bu
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problemlerin ait oldugu smifa NP (Non-Polinomial) smifi problemler
denilmektedir. NP sinifina ait bir A problemi i¢in, bu sinifa ait diger tim NP
problemler eger A problemine indirgenebiliyorsa, o zaman A problemi NP-Tam

(NP-Complete) sinifi problemlerdendir denir (Nabiyev, 2003).

2002 yilinda Zhang ve arkadaslari (Zhang et al., 2002), “Computing the
scattering number of graphs” isimli makalesinde sagilma sayisinin hesaplanmasi
problemini ele almis ve problemin NP sinifina ait NP-Tam problemlerden biri

oldugunu gostermislerdir.

Sacilma sayist ile ilgili literatiirde bulunan ¢alismalardan bazilar1 asagida

listelenmistir.

1.4 Sacilma Sayis1 Icin Literatiirde Yer Alan Bazi Sonuclar

1978 yilinda Jung, calismalarinda D*-graflarin sacilma sayisini aragtirmis ve

su sonuclar1 elde etmistir:

Teorem 1.4.1 (Jung, 1978): G=(V,E) bir D*-graf olsun. Bu durumda,

e G hamiltonian yol icerir < sc(G)<1
e G hamiltoniandir < sc(G)<1 ve [V(G)}>3
e G hamiltonian-baglantilidir < sc(G)<0 dir.

Teorem 1.4.2 (Jung, 1978): G bir D*-graf olsun. mo(G), G grafinin tiim tepelerini

iceren ayrik yollarin sayisi olmak Uzere,

no(G)=max{1,sc(G)} dir.

2001 yilinda Zhang ve Wang, sagilma sayisi i¢in bagimsizlik sayisint ve

tepe sayisini kullanarak bir alt sinir bulmustur.

Teorem 1.4.3 (Zhang and Wang, 2001): G, n tepeli, bagimsizlik sayisit a(G) ve
baglantililik sayis1 k(G) olan bir graf olsun. Bu durumda,

® s¢(G)=>2a(G) - n=20(G) - (U(G)+P(G)) = (G)-B(G)

® s¢(G) <a(G) - x(G) dir.
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Yine ayni makalede baglantililik sayisi, ayrit baglantililik sayisi ve
minimum tepe derecesi kullanilarak sagilma sayisi i¢in asagidaki alt ve tist sinirlar

verilmistir.

Teorem 1.4.4 (Zhang and Wang, 2001): G grafi tam olmayan n (n>3) tepeli

baglantil1 bir graf olsun. Bu durumda,

o 2-«(G)<se(G) £n-2k(G)
e 2-AMG)<sc(G) <n-2MG)
e 2-3(G)<sc(G) <n-208(G) dir.

Zhang ve Wang, bir G grafinin en uzun yolunu kullanarak sagilma sayisi igin

bir baska iist sinir daha elde etmislerdir.

Teorem 1.4.5 (Zhang and Wang, 2001): G grafi tam olmayan n (n>4) tepeli
baglantili bir graf ve en uzun yol uzunlugu p olan bir graf olmak iizere, sc(G) < n-
p dir.

2002 yilinda Kirlangic, Bn ikili agacinin sagilma sayisinin degerini

hesaplamistir.
Teorem 1.4.6 (Kirlangig, 2002): n>3 olmak iizere sc(Bn)=2"2 dir.

Asagidaki teoremde, bir G grafinin sagilma sayisi ile G grafinin dallanmig

alt grafinin sacilma sayis1 arasindaki baginti verilmistir.

Teorem 1.4.7 (Zhang et al., 2002): G tam olmayan birlestirilmis bir graf ve H, G

grafinin bir dallanmaig alt grafi olsun. O zaman sc(H)>sc(G) dir.

Asagidaki teoremde ise yol graflarin kartezyen c¢arpimlarinin sagilma

sayilar1 verilmistir.

Teorem 1.4.8 (Zhang et al., 2002): ny, nz, ns,... , nk , 2 den kiglk olmayan k tane
tamsay1 olsun. Bu durumda,

e TUm n;j sayilari tek ise sc(PniXPn2XPn3x...xPnk)=1,
e Bazi n;j sayilari ¢ift ise sc(PniXPn2XPnzX...xPnk)=0 dir.

Zhang ve Peng, 2004 yilinda yazdiklar1 makalede sagilma sayisi ile diger

zedelenebilirlik Olclimleri arasindaki iliskiyi arastirmistir. Baglantililik sayisi
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kullanilarak sertlik degeri ve sagilma sayisi arasinda asagidaki iliski elde

edilmistir.

Teorem 1.4.9 (Zhang and Peng, 2004): G tam olmayan birlestirilmis bir graf

olmak Uzere,

k(G) .
T(G)Z—K‘(G)+SC(G) dir.

Yine ayn1 makalede bir baska zedelenebilirlik 6l¢iimii olan biitiinliik degeri

ile sacilma sayis1 arasindaki iligki ise su sekilde verilmistir:

Teorem 1.4.10 (Zhang and Peng, 2004): G tam olmayan birlestirilmis bir graf

olmak tizere,

1(G) =2 +/n-5c(G) —(sc(G) +1) dir.

Graf islemleri, kii¢iik graflarin yani sira, buyik graflarin da tanimlanmasi ve
ayrigtirtlmasi i¢in kullanigh olan yeni graflarin olusturulmasinda énemlidir. Bu
nedenle, dort adet standart graf ¢arpimi tanimlanmistir. Bu ¢arpimlar, Kartezyen
carpim, Kronecker carpim, Giiclii carpim ve Lexicographic c¢arpim olup,
kartezyen carpim kullanilarak elde edilen graflarin sagilma sayilari1 oldukga az
arastirllmistir. Diger yandan, literatiirde zedelenebilirlik Olgiimleri i¢in verilen
sonuclar incelendiginde, sagilma sayisi i¢in olduk¢a az sayida sonug elde edildigi
gorilmektedir. Bu durum bizi, kartezyen ¢arpim kullanarak elde edilen daha
blyik graflarin sagilma sayilarin1 aragtirmaya motive etti. Bu nedenle, gelecek
bolimde segilen iki grafin kartezyen carpiminin sagilma sayisinin elde edilmesi

amaclanmustir.
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2. SACILMA SAYISI VE KARTEZYEN CARPIM

Bu bdliimde, yapisi bilinen iki grafin kartezyen ¢arpiminin sagilma sayisi

arastirilacaktir.

2.1 Kym X Kin Grafinin Sagilma Sayisi

Bu kisimda, Kim X Kin grafinin sacilma sayisi i¢in asagidaki Teorem
verilmistir. Kim X Ky grafi igin, a(Kim X K1n) = mn+1 ve B(Kim X Kin) = m+n
dir.

Teorem 2.1.1: m,ne Z* (m>2, n>2) ve m < n olmak {izere,
SC(Kym X K1) = a(Kim X Ki,n) — B(K1,m X Kn) = mn+1 - (m+n) dir.

Ispat: Teorem 1.4.3” den
SC(Kim X K1n) > a(Kim X K1,n) — B(K1m X K1,n) = mn+1-(m+n) (2.1.1)

oldugu gorulr.

Bu durumda, sc(Kim X Kin) < a(Kim X Kin) — B(Kym X Kin) oldugunu
gostermeliyiz.
Kim X K1n grafinin bagimsizlik kiimesi ve ortii kiimesi, sirastyla A, ve Bpve
Kim X Kin grafinin tepeleri, Aqs =A1UA2 ve Bp=B1UB: seklinde olsun (Sekil
2.1.1).

—
L ] ] L ] L ] L ] ] L ]
. ° . . . ° .
. ° . ° . ° .
. . . . . ° - . . .
Bi A
. ° . . . ° .
.

Sekil 2.1.1 Kym X Ky grafinin tepeleri
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Kim X Kin grafindan S={XUY|XSA, ve/veya YCBg} olmak Uzere |S|=r

tane tepe atilirsa, geriye kalan bilesenlerin sayist o((Ki,m X K1,n)-S) olsun.

Durum 1: 1 < |S| = r < a(K1,mXK1n) olmak Uizere Sc X olsun. Bu durumda, Sekil
2.1.1” deki, Az kiimesine ait bazi/tiim tepeler Kim X Kin grafindan atilirsa, kalan

graf baglantilidir.

Benzer sekilde, sadece A1 kiimesine ait olan tek tepenin graftan atilmasi
durumunda da graf yine baglantili olacaktir. Ancak hem A1 kiimesindeki tek tepe,
hem de grafin herhangi bir Kim (veya Kin) kopyasindaki A, klmesine ait
bazi/tiim tepeler atilirsa geriye kalan graf baglantisiz olup, o((Kim X Kin)-S) <
m+n dir. Bu durumda, m+1 <r < a(Ky,mxKzyn) olmak lzere,

SC(Klym X Klyn) < max{m+n-(m+1)}: n-1 < (X,(K]_ﬁm X K]_,n) — B(Klym X Klyn) (212)
dir.

Durum 2: 1< |S|=r < B(K1,mXKz1n) olmak lzere Sc X olsun. Geriye kalan grafin,
bilesen sayisinin maksimum olmasi i¢in, atilan r adet tepenin Sekil 2.1.1” deki B,
ve B kumelerinden segilmesi ve her iki kimeden atilan tepe sayilarinin esit
olmasi veya birbirine olduk¢a yakin olmasi gerekmektedir. Bu durumu, 6rnek
olarak Kis X Kig grafimi inceleyerek (Sekil 2.1.2.(a), Sekil 2.1.2.(b), Sekil
2.1.2.(c), Sekil 2.1.2.(d)) gozlemleyebiliriz. Bu sekillerde, K16 X Ky 9 grafindan 8
tepe atildiginda, atilan tepeler S1 ve Sy ile geriye kalan bilesenler de C1 ve C; ile
gosterilmigtir. Ci bilesenindeki tepelerin her biri izole tepe iken Cz birlestirilmis

bir bilesendir.

e Cp o L] L] L] . .

Sekil 2.1.2.(a) Sekil 2.1.2.(b)
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C

Sekil 2.1.2.(c) Sekil 2.1.2.(d)

Sekil 2.1.2 Ky 6 X K19 grafindan atilan tepeler

Bu durumda, Sekil 2.1.2.(a)’ da 13 bilesen, Sekil 2.1.2.(b)’ de 16 bilesen,
Sekil 2.1.2.(c)’ de 16 bilesen ve Sekil 2.1.2.(d)’ de 17 bilesen bulunmaktadir.
Dolayistyla, maksimum sayida bileseni elde etmek i¢in B1 ve Bz kiimesinden

atilacak tepelerin se¢imi Sekil 2.1.2.(d)’ de oldugu gibi yapilmalidir.

Bu diisiinceye gore hareket ederek, Kim X Kin grafindan [S|=r adet tepe

atilirsa, iki farkli durum olusur.

r.2
—+1 rcift ise
4

Alt Duruml: Eger EJ <m ise o zaman ®((Kim X Kz,n)-S) <3 2 3
r’ +

, r tek ise

e rift olsun.

T T .
H<m:z<m=>r<2md|r.

2
sC(K1,m X K1,n) = max{o((Ki,m X K1,0)- S) - |S|} < max {% +1- r}

< max {M} = (m-1)2.

Burada, (M-1)?< o(K1,m X K1.n) — B(K1,m X K1) oldugunu géstermeliyiz.
m<n = m(m-1) <n(m-1) = m?>m < mn-n = M?-2m < mn-n-m
= m2-2m+1 < mn+1-n-m
= (M-1)?< a(Kim X Kin) — B(Km X K1)
= sC(Kim X Kin) < a(Kim X Kin) — B(Kim X K1) (2.1.3)
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e rtek olsun.

r r—1 .
[EJ<m=>T<m=>r<2m+1d|r.

2 2
sc(Kim X Kip) < max{r :3 _ r} < max{(zm) —4(2m) + 3}

4

Smax{m2 —2m+§} =m?-2m+ E.
4 4

Burada, m?- 2m + % <o(Kim X Kin) — B(Kim X Ki,n) oldugunu gostermeliyiz.
m<n= m(m-1)<n(m-1) = m>m < mn-n = M?2m < mn-n-m
3
= m2-2m+z <mn+1-n-m
3
= m2'2m+z < (X,(Klﬁm X K]_,n) — B(Klym X Klyn)

= SC(Klym X Kl,n) S (X,(Klﬁm X Klyn) — B(Klym X K]_'n). (214)

Bu durumda, (2.1.3) ve (2.1.4)’ den,
SC(Klym X Klyn) < U,(Kl,m X Kl,n) - B(Klym X Klyn) (215)
elde edilir.

Alt Durum 2: Eger EJ >m ise 0 zaman o((Kim X K1,0)-S) < mr - m?+1 dir.

sc(Kim X Kin) < max{mr-m?+1—r} = max{r(m-1)+1-m?}
= max{r(m-1)+(1-m)(1+m)} = max{(m-1)(r-1-m)}
= (m-1)(r-1-m)

r < B(Kym X Kin) = m+n oldugundan,
sc(Ki,m X K1,n) < (m-1)(m+n-1-m) = s¢(K1,m X K1,n) < (m-1)(n-1)
= 5C(Km X K1,n) <mn+1-n-m

=5C(Ki,m X K1) < a(Kim X Kin) = B(Km X K1,n) — dir. (2.1.6)

Bu durumda, (2.1.5) ve (2.1.6)’ dan,

SC(KJ_,m X Kl,n) < (X,(Kj_,m X Kj_,n) — B(Kl,m X Kl,n) dir. (217)
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Durum 3: Kim X K1n grafindan, hem A, kiimesinden hem de Bg kiimesinden |S| =
I tane tepenin atildigini kabul edelim. Bu durumda, Kim X K1 grafindan [S| = r
tane tepe atilirsa iki farkli durum ortaya ¢ikar.

r2
. —+1, r cift ise
Alt Durum 1: Eger IEJ< m ise 0 zaman o((Kim X Kin)-S)<{ 4

2
r -+3 .
, r tek ise

e rift olsun.

T T .
l5J<sz<m:r<2md|r.

2 2
S¢(Kim X K1) < max {% +1- r}< max {#}

< max {M} = (m-1)2.

Burada, (M-1)?< o(K1,m X K1.n) — B(K1,m X K1) oldugunu géstermeliyiz.
m<n = m(m-1) <n@m-1) = m?>m < mn-n = M?-2m < mn-n-m
= m?2m+1 < mn+1-n-m
= (M-1)?< a(Kim X K1) — B(K1m X Ki,n)
= SC(Kz,m X Kin) < o(Kym X Kin) — B(Kym X K1) (2.1.8)
e rtekolsun.

r r—1 .
lEJ<m:>T<m:>r<2m+1d|r.

2 2
sc(Kim X K1) < max {%*3 _ r} < max{(Zm) j(Zm) +3}

<max{m2 —2m+§}:m2-2m+ %

Burada, m?- 2m + % <a(Kim X Kin) — B(K1,m X Kin) oldugunu gostermeliyiz.
m <n = m(m-1) <n@m-1) = m?>m < mn-n = M?-2m < mn-n-m
3
= m?-2m + ; Smntl-n-m

3
= m2-2m + Z < o(Kim X Kl,n) — B(Kl,m X Kl,n)

= SC(Klym X Klyn) < (X(Klym X Klyn) — B(K]_'m X Klyn). (219)
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Bu durumda, (2.1.8) ve (2.1.9)’ dan,
SC(Klym X Kl,n) < (X,(Kl,m X Klyn) — B(Klym X Klyn) (2110)

elde edilir.
Alt Durum 2: Eger EJ >m ise 0 zaman o((Ki,m X K1n)-S) < mr —-m?+1 dir.

sc(Kim X K1) < max{mr-m?+1 —r} < max{r(m-1)+1-m?}
< max{(m-1)(r-1-m)} = (m-1)(r-1-m)
r < B(Kim X K1,n) = m+n oldugundan,
sc(Ki,m X K1) < (m-1)(m+n-1-m) = sc(Kim X K1) < (m-1)(n-1)
= sC(Kym X K1n) <mn+1-n-m
= SC(K1,m X Kin) < a(Kgm X Kin) = B(Kem X K1) (2.1.11)
elde edilir.
Bu durumda, (2.1.10) ve (2.1.11)’ den,
sc(Kym X Kin) < a(Kim X Kin) — B(Kim X Kin) (2.1.12)
elde edilir.
Tum durumlar ele alindiginda, (2.1.2), (2.1.7) ve (2.1.12)’ den,

SC(Klym X Klﬁn) S U,(Kl,m X Kl,n) — B(Klym X Klyn) dlr (2113)

Sonug olarak, (2.1.1) ve (2.1.13)’ den,

SC(Kim X Kyn) = a(K1m X K,n) — B(Kg,m X Kg,n) = mn+1-(m+n) dir.

2.2 Kim X Pn Grafinin Sacilma Sayisi

Iki y1ldiz grafin kartezyen carpimindan elde edilen yeni grafin sagilma sayist
elde edildikten sonra, bu kez Kim yildiz grafi ile Pn yol grafinin kartezyen

carpiminin sagilma sayisi arastirilmis ve asagidaki Teorem elde edilmistir.
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Teorem 2.2.1: m,neZ* (m>2, n>2) olmak Uzere,

m-1, ntekise )
sc(Kym X Pn) = o dir.
m-2, necift ise

Ispat: Graftan atilan tepelerin kiimesi S olsun. Herhangi bir grafi igin, ortii
kiimesindeki tiim tepeler atildiktan sonra, geriye kalan izole tepelerden tepe
atmaya devam edilirse, geriye kalan bilesen sayisi atilan tepe sayist kadar

n.(m +1)

+1-m olmalidir.

azalacagindan, 2 <|S| = r < B(Kym X Pn) =

m+1.3

Sekil 2.2.1 Ky m X Py, grafi

Durum 1: m>n ve n tek olsun.

e 2<r<n-lise, VScV(Kim X Pn) olmak tizere o((K1,m X Pn)-S)-|S|” nin
maksimum degeri alabilmesi i¢in S kiimesi,
o Vviitepesiile viz(i=2,...,m+1) tepelerinin en az bir tanesini (Sekil
2.2.2),
veya
o Vintepesiile Vin.1(i=2,...,m+1) tepelerinin en az bir tanesini (Sekil
2.2.3),
icermelidir.

Bu durumda, o((K1,m X Pn)-S) = r dir. Oyleyse,
SC(Kym X Pn) = max {®((Kim X Pn)-S) - [S|} <max{r-r}=0 (2.2.1)

elde edilir.
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AR Ve Via . . . Vi1 Yin
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. . . v VS.n
Y, v v v v
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Sekil 2.2.2.(b)
o Vy Via . . . Y9 1 Vin
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Ym.1 v v v v
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v
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Sekil 2.2.2.(c)
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o U Via . . Vi1 V1.n
V. ) )
@2'1 Vo o Vo3 . . Yo Vo n
v ) )
@3" V32 Vaz | . . v V3 n
v , / ' '
@m.l O\’m.z \"m3 . . . \'rn r-1 \'rn.n
v ) ) ) )

®m+1,1 O"m+1.2 \"m+1.3_ . . Ym -1 L Vmet.n
Sekil 2.2.2.(d)
V14 Yy Yiz ., . . n
Vo ly U Yehal . . 2.0
v E '3.n
\ W] Al 3, . . n
v 'y e Vi1 ne1 L n
+ + m+1,3 . . ™" @
Sekil 2.2.3.(a)
V11 Yy Yz, . .
by u Vel . . .
V. 3 ad ...
) , v
L ma . . O\'m,n-1 @m,n
y y v v Y+ tin
+ + m+1.3 . . m+1.n-1® .

Sekil 2.2.3.(b)
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W
Vi3 . . . O“m.n-] @m.n
v
Yme1g . . c\;“‘”'””@mﬂ'"

Sekil 2.2.3.(c)
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V. 3.n
311 32 3 . . . o 3n1 @

W
v Y a3 . . . Ovm.n-1 @m,n

v v
Vit Vit Vm+13 . . Ol‘ﬂ+1.n-1®m+1-"

Sekil 2.2.3.(d)

o n<r<P(KymXPn)-1ise, VScV(Kim X Pn) olmak tizere o((Ki,m X Pn)-S)-|S|’
nin maksimum degeri alabilmesi i¢in S kiimesi,
o Vi1,i(i=1,...,n) tepelerinin timun
veya
o Vvii (i=l,...,n) tepelerinin timi ile birlikte Si={vjk|(j.K)el x J,
[={2,...,m+1} ve J={2,4,6,...,n-2}} kiimesinin elemanlarinin en az bir

tanesini icermelidir (Sekil 2.2.4).

O halde, o((Kim X Pn)-S) <r+m-n dir. Bu durumda,

sc(Kim X Pn) <max{r+m-n-r}=m —n dir. (2.2.2)



25

v v v v v

g ghe gha . . . ot 't

V. W. v v

[o 21 22 @23 . . . el o 2,n]

V. V. V. v v
[. 3.1 22 g3, . . e 3nl o 3.n]
[.Vm.l .Vm.2 .Vm.B - - - .Vm.n-l .Vm.n]
[.Vrn+l.1 emt12 g'mtia . L . rn+1.n-1.vrn+1.n]

Sekil 2.2.4.(a)

v v v v
g1 gz gha . . . ot gl
2.1 Va2 V23 on1 'z

@ o [ ] . - . s @ 2N
V. v v v V.
[.31 2 ¢33 . . . o 301 .S.n]
[.Vm.I .Vm.Z .vm.S . . . .Vm.n-I .Vm.n]
[.Vmﬂ.l emt12 glmtiz L, o m+1n1 g me1 .n]
Sekil 2.2.4.(b)
v v v v
g ghz  gha . . . ot gl
2.1 V22 Vo Vand g2
@ = Ball & < . . . @ 2.0 @ 2n

. W.
.3.n-1 .Bn

p—

[ .Vrn.1 .Vrn.2 .Vm.a - . N

.Vrn.n-1 .Vm.n]

[."mn,i o'mt1z g'mr13 . .

.Vm+l,n-l .Vm+1,n]

Sekil 2.2.4.(c)



26

U v
o1 gtz gha . . . o'tn1 g'tn

V.

2.1 v, v, V. v
@ o232 [. 23 . . . - 2,n]
31 v. V. v. v.
@ g 32 [. 33 . . o3l o 3.n]

W
@m.l o'm2 [.V""S . . . & m.n1 .Vm,n]

[.Vmﬂ.l o mt12 g'mt13 .. .Vm+l.n-l.vm+l.nJ
Sekil 2.2.4.(d)
g ghe Gghae . L . ol gl

v
2.1 v v v v
@ a22 [. 23 ., . . o201 o 2.n]
3,1 U V. v v
@ o032 [. 33, . . o3l o 3.n]

v
®m.1 o\fm.Z [.vm.S . . . .Vm.n-1 .vm.nJ

65"““ o'm+12 [.“m 13 . . &' m+1.n1 g e n]
Sekil 2.2.4.(e)

g gl gha . . . g2 glim gn

652,1 a2 @Vz,a . . . G)Vz,n.z o201 G)"'z,n

.

. W, .
31w 23 3n2 v an
@ o 3I2 @ - : : @ o 3In-l @

v v

®m.1 o\rm.Z @m'3 . . . [.V-I.n-2 .vm.n-l .Vm.nJ
1y Vme13 v, v v

@ om+1.2G,) ; . . @ 5n2 g'm+in1g'm+in

Sekil 2.2.4.(f)



27

o r=B(Kim X Pn) olsun. Eger S kiimesi, Kim X Pn grafinin minimum elemanl
ortl kimesi ise (Sekil 2.2.5) geriye kalan grafin bilesenlerinin sayisi
®((K1,m X Pn)-S)=0o(K1,m X Py) dir.

Bu durumda,

SC(K1,m X Pn) = max{a(Kim X Pn) - B(Kym X Pn)}=m-1  dir. (2.2.3)

Aksi halde o((K1,m X Pn)-S) < a(K1,m X Pn) olup,
SC(Klym X Pn) < maX{(l(Kl,m X Pn)'B(Kl,m X Pn) =m-1 d|r (224)

\J
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v V.
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ORIENNON

9 9 Q
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1 y -
G o @ e @ G e @
m+1,1 Y13 v ¥ Ymetin
@ o'm+1.2 @m < gim1a @“‘* e, . @“* 12 Ve .n-@

Sekil 2.2.5

Bdylece m>n ve n tek iken, (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3) ve (2.2.4)’ den
sc(Kim X Pn) = m-1 (2.2.5)

elde edilir.

Durum 2: m>n ve n ¢ift olsun.

e 2<r<n-lise VScV(Kim X Pn) olmak tzere w((Kim X Pn)-S)-|S|” nin
maksimum degeri alabilmesi i¢in S kiimesi,
o Vi1 tepesi ile vip (i=2,...,m+1) tepelerinin en az bir tanesini (Sekil
2.2.2),
veya
o Vi tepesi ile Vip1 (i=2,...,m+1) tepelerinin en az bir tanesini (Sekil
2.2.3),

icermelidir.
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Bu durumda, w((K1,mX Pn)- S) < r dir. Oyleyse,
SC(Kym X Pn)= max{o((Kim X Pn)- S) - |S[} = max{r-r} =0 (2.2.6)
elde edilir.

e n<r <w+1_ m ise V¥ ScV(Kym X Pn) olmak tizere w((Kim X Pn)-S)-|S|

nin maksimum degeri alabilmesi i¢in S kiimesi,

o Vii(i=1,...,n) tepelerinin timiinii
veya

o Vvii (i=l,...,n) tepelerinin tima ile birlikte Si={vjk|(j.K)el x J,
I={2,...,m+1} ve J={2,4,6,...,n-2}} kiimesinin elemanlarinin en az bir

tanesini (Sekil 2.2.4) icermelidir.

Bu durumda, o((Kim X Pn)- S) < r+m-n dir. Oyleyse,

SC(K1,m X Pn)= max{®((Kim X Pn)-S)-|S[}< max {r+m-n-r}=m-n (2.2.7)

elde edilir.

WH—mS r < B(Kym X Pn)-1 ise VScV(Kym X Pn) olmak (zere
®(Ky,m X Pa-S)-|S|” nin maksimum degeri alabilmesi i¢in S kiimesi,
o Vi,i(i=1,...,n) tepelerinin tlimiinii
ve
o Si={vj(,K) el x J, I={2,....m+1} ve J={2,4,6,....n-2}} kimesinin
tiim elemanlarini
ve
o Vi tepesini igersin (Sekil 2.2.6).

n.(m +1)

Bu durumda, o(K1m X Pn) = —1 dir. Buradan,

sc(KimX Pn) < max{@—l—[w 11— mj}z m-2  (2.2.8)

elde edilir.
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Aksi halde, S kiimesi nasil se¢ilirse secilsin o((Kim X Pn )- S) < W—l
olup,
sc(Ky,mX Pn) < max {w —1—[@ +1- mj} =m-2 (2.2.9)

elde edilir.

v
v v 12 v v
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U
@le1 (IJV"“-2 @m.a_ . . ovm.n-2 .Vm.n-1 .Vm,n

\

¥
®m+1.1 ovrn+1.2 ®m+1._3 . . D\'Irn+1.n-.vrn+1.n-l.vm+1.n

Sekil 2.2.6

e 1 = B(Kym X Pn) olsun. Eger atilan S kiimesi, Ki,m X Pn grafinin minimum
elemanli ortii kiimesi ise ®(K1,m X Pn-S)=a(K1,m X Pn) dir (Sekil 2.2.7).

Bu durumda,
SC(Kl]m X Pn) = max{a(Kl,m X Pn) - B(Klym X Pn)} = 0 dlr. (2210)
Aksi halde @(K1m X Pn) < oa(K1,m X Pn) olup,
SC(Klym X Pn) < maX{(l(Kllm X Pn)'B(Kl]m X Pn)} < 0 dlr. (2211)
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Sekil 2.2.7
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Bdylece m>n ve n ¢ift iken, (2.2.6), (2.2.7), (2.2.8), (2.2.9), (2.2.10) ve (2.2.11)’
den

sc(Kim X Pn) = m-2 (2.2.12)
elde edilir.

Durum 3: m<n ve n tek olsun.

o 2<r<P(KimXPn)-lise, VScV(Kim X Pn) olmak iizere o((Kim X Pn)-S)-|S|’
nin maksimum degeri alabilmesi i¢in S kiimesi,
o Vviitepesiile viz(i=2,m+1) tepelerinin en az bir tanesini (Sekil 2.2.2)
veya
o Vintepesiile vin1(i=2,m+1)tepelerinin en az bir tanesini (Sekil 2.2.3)

icermelidir.

Bu durumda, o((K1mX Pn)- S) <r dir. Oyleyse,

sC(K1,m X Pn) < max{r-r}=0 (2.2.13)
elde edilir.

o r=P(Kim X Pn) olsun. Eger atilan S kimesi, Kim X Pn grafinin minimum
elemanli ortii kiimesi ise ®(K1,m X Pn-S)=a(K1m X Pn) dir (Sekil 2.2.5).

Bu durumda,
SC(K1,m X Pn) = max{a(Ky,m X Pn) - B(Kym X Pn) }=m-1  dir. (2.2.14)

Aksi halde @((Ky,m X Pn)-S) < a(K1,m X Pn) olup,
SC(Kym X Pn) < max{a(Ki,m X Pn) - B(Kym X Pn)} =m-1  dir. (2.2.15)

Boylece m<n ve n tek iken, (2.2.13), (2.2.14) ve (2.2.15)’ den,

sc(Kym X Pn) = m-1 (2.2.16)
elde edilir.
Durum 4: m<n ve n ¢ift olsun.

o 2<r <w+1— m iseV S V(Kim X Pn) olmak iizere o((Kim X Pn)-S)-|S]

nin maksimum degeri alabilmesi i¢in S kiimesi,
o Vviitepesiile vio(i=2,...,m+1) tepelerinin en az bir tanesini (Sekil
2.2.2),
veya
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o Vintepesiile Vin.1(i=2,...,m+1) tepelerinin en az bir tanesini (Sekil
2.2.3),
icermelidir.
Bu durumda, o((Ki,mX Pn)- S) <r dir. Oyleyse,

sc(Kym X Pn) < max{r-r} =0 (2.2.17)
elde edilir.

n.(m +1)
2
®((K1,m X Pn)-S)-|S|” nin maksimum degeri alabilmesi igin S kiimesi,

+1-m <r<B(KymXPn)-1lise VScV(Kym X Pn) olmak iizere

o Vi,i(i=1,...,n) tepelerinin tiimiinii
ve

o S1={vju(,K) elx ], ={2,....m+1} ve J={2.4,6,...,n-2}} kiimesinin
tiim elemanlarini
ve

o Vi tepesini igersin (Sekil 2.2.6).

n.(m +1)

Bu durumda, o((Kz,mX Pn)-S) = —1 dir. Buradan,

sc(KymX Pr) < max{n'(szrl) 1 ( ”'(m;l) +1- mj} =m-2 (2.2.18)

elde edilir.

n.(m +1)

Aksi halde, +1-m <r < B(Kym X Pn)-1 iken S kiimesi nasil segilirse

secilsin o((KimX Pn)-S) < n(m+1)

sc(Kimx Pn) < max{n'(m;l) _1_(n.(m2+1) +1- mj} =m-2 (2.2.19)

—1 olup,

elde edilir.

e I =B(KymXPn)olsun. Eger S kiimesi, Kim X Pn grafinin minimum elemanli
ortli klimesi ise (Sekil 2.2.7) geriye kalan grafin bilesenlerinin sayist o((Kim X
Pn )'S) :(X(Kl,m X Pn) d|r

Bu durumda,

SC(Klim X Pn) = maX{(X(Kllm X Pn) - B(Kl]m X Pn)} = 0 dlr. (2220)
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Aksi halde, r = B(K1,m X Pn) iken S kiimesi nasil segilirse segilsin w((Ki,m X Pn)-S)
< a(K1m X Pn) olup,

SC(Kle X Pn) < max{a(Kl,m X Pn)'B(Klym X Pn)} <0 dir. (2221)

Boylece m< n ve n ¢ift iken, (2.2.17),(2.2.18),(2.2.19), (2.2.20) ve (2.2.21)’ den
sc(K1,m X Pn) = m-2 (2.2.22)
elde edilir.

Sonug olarak tiim durumlar ele alindiginda, (2.2.5), (2.2.12), (2.2.16) ve (2.2.22)’
den,

1 , ntekise

2 , ngiftise dir.

SC(Klym X Pn) = { 7::1 :

2.3 Ky m X Cn Grafinin Sagilma Sayisi

K1m Ve Py graflarinin Kartezyen garpimlarinin sagilma sayisi elde edildikten
sonra ele aldigimiz diger graflar Kim ve Cn graflaridir. Kym ve Cn graflarinin
kartezyen carpimlarinin sagilma sayisi arastirtlmis ve asagidaki Teorem elde

edilmistir. Ispat yaparken kullanilan teoremler asagida verilmistir.

Teorem 2.3.1 (Batagelj and Pisanski, 1982): G=T x Cy, bir T agag grafi ile Cn
cevre grafinin kartezyen carpimi olsun ve T agacinin maksimum derecesi A (T)>2
olsun. Bu durumda,

G hamiltonian cevre icerir < A(T)<n dir.

Teorem 2.3.2 (Chvatal, 1973): G bir graf olsun. Eger G grafi hamiltonian graf ise
1(G)=1 dir.

Teorem 2.3.3 (Goddard, 2013): G bir graf olsun. Eger 1(G)>1 ise sc(G)<0 dir.

Teorem 2.3.4: m,neZ* (m>2, n>2) olmak lzere,

0, m < nve n¢ift ise
sc(Kym X Cn) = -1, m < nve ntek ise dir.
m-n, m > n ise
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Ispat: Ispat1 m ve n ye bagl olarak 3 adimda tamamlayacagiz.

Durum 1: m <n ve n gift olsun.

Teorem 1.4.3° de G=Kym X Cp segildiginde, a(Kim X Cn) = B(Kim X Cn) =

n(m+1) oldugundan,

sC(Kimx Cn)>0 (2.3.1)
elde edilir.
Simdi sc(K1,m X Cn) < 0 oldugunu gostermeliyiz.

Teorem 2.3.1° de T=Kym ve G=Kym X Ch secildiginde, A (T)=A (Kym) = m
oldugu goriiliir. Ayrica m > 2 ve m < n oldugundan, Kim X Cy grafi hamiltonian

graftir. Bu durumda Teorem 2.3.2” den 1(K1m X Cn) > 1 ve Teorem 2.3.3’ den,
sc(Kym X Cn) <0 dir. (2.3.2)
Bdoylece (2.3.1) ve (2.3.2)’ den,

sc(Kim x Cn) =0 (2.3.3)

elde edilir.

Durum 2: m<n ve n tek olsun.

Kim X Cp grafi (m+1) tane Cy, kopyasi ve n tane Ki,m kopyast igerir (Sekil 2.3.1).

13 . . Vi 01

V1.3

Sekil 2.3.1 Ky m X C;, grafi
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Burada, A={V11, V12, Vi3, ..., Vin} V& B=V(Kym X Ci)\A olsun. ScV(Kim X Cp)
alt kiimesi Soc A ve S1c B olmak Uzere S=Sou S1 seklinde olsun. S kiimesinin

bir kesim kiimesi olmasi igin,
e |So>1 ve |S1>2 olmali
veya

e Sp=A ve |Si> 0 olmalidir.

Alt Durum 1: |[So>1 ve [Si/>2 olsun. 8(Kim X Cn)=k(Kim X Cn)=3 ve B
kiimesindeki V veV(Kim X Cp) i¢in deg(v)=3 tur. Bu durumda A kiimesinden v’
ye bitisik olan tepe ile B kiimesinden v’ ye bitisik olan 2 tepe atilirsa, geriye
kesinlikle birisi izole tepe (Co) digeri birlestirilmis (C1) olan iki bilesen kalir. Bu
durumda [S|= 3 ve o((Kym X Cn)-S) = 2 dir.

Simdi Ci bilesenini diislinelim. V veC; icin deg(v) > 2 dir. deg(v1)=2 kosulunu
saglayan bir vie C; tepesini alalim. Bu tepeye bitisik olan 2 tepe atilirsa, geriye 2
izole tepe ve birlestirilmis bir Cz bileseni kalir. Bu durumda [S|=5 ve o((Kim X

Cn)-S) = 3 tir.

Simdi C; bilesenini diislinelim. V veC; icin deg(v) > 2 dir. deg(v2)=2 kosulunu
saglayan bir v2e C2 tepesini alalim. Bu tepeye bitisik olan 2 tepe atilirsa, geriye 3
izole tepe ve birlestirilmis bir C3 bileseni kalir. Bu durumda [S|=7 ve o((Kim X

Cn)'S) =4 tar.

Benzer sekilde her adimda V Cn(n>4) bileseninden tepe atmaya devam
edildiginde, V SCV(Kym X Cp) igin |S|= r iken o((Kym X Cn)-S) < r-1 oldugu

gozlemlenmistir.
Boylece,

sc(Ky,m X Cn) = max{o((Kim x Cn)-S) - |S|}
<max{r-1-r}=-1 dir. (2.3.4)

Alt Durum 2: Se=A ve |S1}> 0 olsun. Bu durumda, |S|> ntk ve o((K1,m X Cn)-S) <
m+k (ke Z") olup,

SC(Kl,m X Cn) = maX{ (D((Kl,m X Cn)'S) - |S|}
<max{ m+k — (n+k) } = m-n (2.3.5)
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Ote yandan,

m<n ise m-n<0 ve m-n < -1 dir. (2.3.6)

Burada, (2.3.3), (2.3.4) ve (2.3.5)’ den,
sc(Kimx Cn) <-1 (2.3.7)
elde edilir.
Ayrica, Teorem 1.4.4° de G = Kym X Cy, secildiginde,
sc(Kim X Cn)>2- k(KimX Cn) =2 -3 =-1 (2.3.8)
elde edilir. Boylece (2.3.6) ve (2.3.7)’ den,

sc(Kym x Cn) =-1 (2.3.9)
elde edilir.

Durum 3: m > n olsun.

Kim X Cn grafi (m+1) tane Cn kopyasi ve n tane Ki,m kopyasi igerir (Sekil 2.3.1).

Burada, A={V11, V12, Vi3, ..., Vin} V&€ B=V(Kim X Ci)\A olsun. ScV(Kym X Cp)
alt kimesi So — A ve S1< B olmak izere S=Sou S1 seklinde olsun. S kiimesinin

bir kesim kiimesi olmasi igin,

e [So> 1 ve|Si>2 olmali
veya

e So=Ave |Si> 0 olmalidir.

Alt Durum 1: [So>1 ve [S1>2 olsun. 8(Kim X Cn)=k(Kim X Cn)=3 ve B
kiimesindeki V ve V(Kim X Cy) i¢in deg(v)=3 tir. Bu durumda A kiimesinden v
ye bitisik olan tepe ile B kiimesinden v’ ye bitisik olan 2 tepe atilirsa, geriye
kesinlikle birisi izole tepe (Co) digeri birlestirilmis (C1) olan iki bilesen kalir. Bu
durumda |S|= 3 ve o((Kim X Cn)-S) = 2 dir.

Simdi C; bilesenini diisiinelim. V ve Cs igin deg(v) > 2 dir. deg(v1)=2 kosulunu
saglayan bir vie C1 tepesini alalim. Bu tepeye bitisik olan 2 tepe atilirsa, geriye 2
izole tepe ve birlestirilmis bir Cz bileseni kalir. Bu durumda [S|=5 ve o((Kim X
Cn)-S) = 3 tur.

Simdi C; bilesenini diisiinelim. V ve C; i¢in deg(v) > 2 dir. deg(v2)=2 kosulunu

saglayan bir vze C; tepesini alalim. Bu tepeye bitisik olan 2 tepe atilirsa, geriye 3
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izole tepe ve birlestirilmis bir C3 bileseni kalir. Bu durumda [S|=7 ve o((Kim X
Cn)'S) =4 tlr.

Benzer sekilde her adimda V Cp(n>4) bileseninden tepe atmaya devam
edildiginde, V ScV(Kym X Cy) i¢in |S|=r iken o((K1,m X Cn)-S) <r-1 oldugundan,

SC(KimXCn) <max{r-1-r}=-1 dir. (2.3.10)

Alt Durum 2: Se=A ve |S1]> 0 olsun. Bu durumda, |S> nt+k ve o((K1,m X Cn)-S) <
m+k (keZ") olup,

SC(Ki,m X Cn) <max{ntk—(m+k) }=m-n dir. (2.3.11)

Ote yandan,
m>n ise m-n>0 ve m-n >-1 dir. (2.3.12)

Burada, (2.3.10), (2.3.11) ve (2.3.12)’ dan,
sC(Kim X Cn) <m-n (2.3.13)
elde edilir.

3S<=V(Kim X Cn) olmak tizere S=A segebiliriz ki, |S|=n iken w((K1,m X Cn)-S)=m

dir. Bu durumda,

sC(K1,m X Cn) = max{ w((Kim X Cn)-S) - |S|[} =m—n dir. (2.3.14)

Boylece (2.3.13) ve (2.3.14)’ den,
sc(Kym X Cn)=m-n dir. (2.3.15)

Tum durumlar ele alindiginda, (2.3.3), (2.3.9) ve (2.3.15)’ den ispat tamamlanir.

2.4 Ky X Pn ve Kz X Cp Graflarimin Sa¢ilma Sayisi

Asagidaki teoremde elde edilen sonug¢ Teorem 1.4.8° de k=2 ve Pn1= K> ve
Pn2= Py secildiginde de elde edilmektedir. Biz burada kanit1 daha farkli bicimde
yaptik.

Teorem 2.4.1: sc(Kz X Pn) = 0 dur.
Ispat: K2 x Pn grafinin en uzun yolu p=2n dir. Bu durumda Teorem 1.4.5° den,

sc(K2xPn)<2n—-p=2n-2n=0 (2.4.1)
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elde edilir.
Diger yandan, Teorem 1.4.4° de G = K> X Py, secildiginde,

sc(KoxPn)>2—-6(KaxPn)=2-2=0 (2.4.2)
elde edilir.

Boylece (2.4.1) ve (2.4.2)’ den,

sc(K2x Pn) =0 dir.

Yukaridaki teoremden yola ¢ikarak asagidaki Teorem verilmistir.

0, n ¢ift ise
-1, n tek ise

Teorem 2.4.2: sc(Kz x Cp) = { dir.

Ispat: Teorem 1.4.7’ de G = KoxCn ve H= KoxPy secildiginde, H grafi G grafinin

dallanmuis alt grafi oldugundan,
sc(Kz2 x Pn) > sc(K2 x Cn)
elde edilir.
Ote yandan, sc(Kz x Py) = 0 oldugundan (Teorem 2.4.1),
sc(Kax Cp) <0 dir. (2.4.3)

Ispatin geri kalan1 n’ nin tek veya g¢ift olmasina gore iki farkli durumda

tamamlanacaktir.

Durum 1: n ¢ift olsun. Bu durumda a(K2x C) = p(K2x Cn) = n dir.
Teorem 1.4.3” den,
sc(K2 X Cp) > 2a(K2X Cp) —2n=2n-2n=0 dir. (2.4.4)
Boylece n ¢ift iken, (2.4.3) ve (2.4.4)’ den,
sc(Kax Cn) =0
elde edilir.

Durum 2: n tek olsun. Bu durumda graftan r adet tepe atilirsa o((Kz2 X Cp)-S)<r-1
dir.
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Buradan,
sc(K2 x Cn) = max{o((K2 X Cn)-S) - |[S|} <max{r—1-r}=-1 (2.4.5)

elde edilir.

Diger yandan, Teorem 1.4.4’ den,
sc(KoxCn)>2-0(KoxCp)=2-3=-1 (2.4.6)
elde edilir.
Bdylece (2.4.5) ve (2.4.6)’ dan n tek iken,
sc(Kox Cp) =-1

elde edilir.



39

3. SONUC

Bu tezde zedelenebilirlik dl¢limlerinden sagilma sayisi ele alinmistir. Sagilma
sayisi ile ilgili literatiirde bulunan teoremlerden bazilar1 verilmistir. Herhangi bir
grafin Sagilma sayisinin hesaplanmasi i¢in bir 6rnek verilmis ve buradan hareketle

sacilma sayisinin karmasikligi ele alinmistir.

Ayrica kiiglik graf yapilarinin yani sira, bliylik graf yapilarini da incelememize
olanak saglayan graf islemlerinden, kartezyen carpimi ele alimmistir. iki grafin
kartezyen carpimlari sonucunda olusan yeni graflarin sagilma sayisi arastirilmis ve

asagidaki sonuglar elde edilmistir.

SC(Kym X K1n) = a(Kem X Kin) — B(Kg,m X Kgn) = mn+1 - (m+n)  dir.

m-1, ntekise i
sC(Kym X Pn) = . dir.
m-2, ngcift ise

0, m < nwve ncift ise
e sC(Kim X Cn) = -1, m < nve ntek ise dir.
m-n, m > nise
e sc(KoxPn)=0 dir.
0, n ¢ift ise .
o sc(Kox Cp) = ¢ . dir.
-1, ntek ise

Elde edilen bu sonuclar incelendiginde, Teorem 1.4.3” de verilen sc(G) > o(G) -
B(G) esitsizligindeki “esitlik durumunun” saglandigi birgok graf oldugu
gbzlemlenmistir. Tlk olarak Kim X Kin Ve K2 X Pn graflarinmn sagilma sayisinm o —
B ya esit oldugu goriilmektedir. Ayrica, Kim X Pn grafinda n tek iken, Kim X Cp
grafinda m<n ve n ¢ift iken ve Kz X Cp grafinda n ¢ift iken yine sagilma sayisinin
a — B oldugu gorilmektedir. Son olarak, K2 x Cn grafinda n tek iken sagilma sayisi
-1 olup a.— = -2 dir. Buradan yola ¢ikarak, G herhangi bir graf olmak tzere, Kim
x G grafinin sac¢ilma sayisinin o —  ya esit olabilecegi veya bu degere ¢ok yakin

bir deger olabilecegi dngorulebilir. Ancak Kim X Pn grafinda n gift iken ve Kim X
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Ch grafinda m<n ve n tek iken (veya m>n iken) sag¢ilma sayisi1 ile o — B arasindaki
fark, Kim grafinin tepe sayisina bagli olarak (m degerine gore)
artmaktadir/azalmaktadir. Bir bagka deyisle, m sayis1 azalirken sagilma sayisi
Teorem 1.4.3” deki alt sinira yaklagsmakta (bazi durumlarda esitligi saglamakta)

iken, m sayist1 arttik¢a sagilma sayist bu sinirdan uzaklagsmaktadir.
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