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BUTUNLESTIRILMIS KUCUK OLCEKLI YUKSEK BOYUTLU MODEL

GOSTERILIMI VE COK DEGISKENLI ISLEV YAKLASTIRIMINDA
KULLANIMI

OZET

Giiniimiizde kullanimi yayginlagan Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi (YBMG),
cok degigkenli bir iglevi bir degismeze, tek degiskenli, ¢ift degiskenli, vb. terimlere
parcalayarak yaklagtirim yapilmasimi saglayan bir yontemdir. Kullanim alam
yaygmnlagtikca YBMG yoOntemini iyilegtirmeye yonelik caligmalar yapilmigtir.
YBMG ile ¢ok degigkenli bir iglev ile iglem yapmaktansa daha az degigkenli fakat
daha cok sayida iglevle igslem yapilacagindan ,yontemi iyilestirmek denince akla
ilk gelenler terim sayisini azaltmaya ¢aligmak ve miimkiin oldugunca az sayida
degigskene sahip iglevlerle yaklagtirim saglamaktir.

Bu calismanin amaci verilen bir ¢ok degiskenli igleve daha iyi yaklagtirim
saglayabilmek i¢in alinan YBMG terimlerini arttirmaktansa YBMG bdlgesini
cok kii¢iik bolgelere pargalayarak olabildigince az sayida degiskene sahip YBMG
terimlerini yaklagtirima dahil etmektir.

GCahgmada YBMG bolgesini kiiciilttiikge sadece degismez terimin hesabinin
yeterli olup olmadigi sinanmigtir. Bu sinama, islevi ve YBMG terimleri icin
kullamilan agirlik iglevini saptirim acimlari sayesinde yeniden yapilandirarak,
YBMG terimlerininin kiiciik 6lgeklerde yeniden yazilmasi ve bunlarin farkh
iglevler iizerinde sayisal hesaplamalar ile yapilmigtir. Sayisal irdelemeler icin
MUPAD simgesel programlama araci kullanilmigtir.



COMBINED SMALL SCALE HIGH DIMENSIONAL MODEL
REPRESENTATION

SUMMARY

High Dimensional Model Representation (HDMR) is a method that supllies
approximation to a multivariate function with other functions, which have less
variables like a constant, univariates , bivariates and so on. While usage of
HDMR were becoming popular in the applications, works on optimizing HDMR
were increased. Optimizing HDMR means that to use components of HDMR
which have less variables and approximate the given multivariate functions.

The main purpose of this work is optimizing HDMR, not with adding new terms
to the approximation, but with seperating HDMR geometry into the small scale
sub-geometries.

It has been searched if constant term is effectual or not for the best approximation
to the multivariate function while scale of sub-geometries becoming smaller.
For this search HDMR components have been determined by using pertubation
expansions for the multivariate functions and weight function. Theoretical
findings have been tested with different multivariate function on different
sub-geometry scales using a program that has written on MUPAD symbolic
programming tool.

X1



1. GIRIS

1.1 Amac¢

Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi ¢cok degigkenli ve karmagik yapihi iglevler icin
daha az sayida degigkenli iglevlerle saglanan bir yaklagtirim yontemidir [1, 2, 4, 5,
8, 10]. Bu yaklagtirimi saglamak i¢in verilen ¢ok degiskenli iglev yerine bu iglevin
Hilbert uzayindaki dik bilegenleri alinarak bir bol-yonet algoritmasi kullanilir.
Yani verilen ¢ok degiskenli iglev daha az degiskenli iglevlere parcalanir ve bu
parcalardan igleve yeterli yaklagtirimi saglayacak bicimde az degiskenli olanlar

alinir.

Bu calhymada amaglanan YBMG yontemini iyilegtirmek ve bunu yaparken
yaklagtirima eklenen terim sayisini en aza indirgemektir, bu bicimde verilen ¢ok
degiskenli bir iglev icin YBMG nin daha az teriminin hesaplanmasidir. Yaniti
aranan soru YBMG nin tanim bolgesi ¢ok kiiciik 6lgeklere boliindiigiinde degismez
terimin yeterli olup olmayacagidir. Bu cevabi bulmak icin oncelikle ¢ok kiiciik
Olgekler icin YBMG terimlerinin nasil bulunabilecegi irdelenerek yonteme iligkin

bir kuramsal taban olusturulmustur.

Kuramsal ¢ikarimlar i¢in saptirim agilimlarindan faydalanilmigtir. Matematiksel
yontem icin calismalar sonrasinda elde edilen Kiiciik Olceklerde Yiiksek Boyutlu
Model Gosterilimi (Kiigiik Olceklerde YBMG) algoritmast MUPAD ile yazilan
bir betikte farkli iglevler i¢in sinanmig ve yaklagtirnmin yanilgi ¢oziimlemesi
yapilmigtir. Baz1 analitik iglevler i¢in yontem simanmig ve bu iglevler i¢in yanilg:

degerleri uygulama boéliimlerinde gosterilmistir.

1.2 Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi

Cok degigskenli ve karmagik yapili iglevlerin, daha az degiskene sahip islevler

ile anlatilmasi yontemi olan YBMG ilk olarak Sobol tarafindan tanimlansa da



yontemin izlerine Kolmogorov’ un bir caligmasinda rastlanmigtir [11]. Daha sonra
yontem Demiralp ve aragtirma toplulugu ile Rabitz ve aragtirma toplulugunun

katkilariyla gelisme gostermigtir.

f(x1,...,xn) seklinde gosterilen ve xp,...,xy ile simgelenen N bagimsiz degiskene
bagh bir ¢ok degiskenli iglevin dik bilegenlere ayrigtirinmini saglamak amaciyla
verilen c¢ok degigkenli iglevin aranan dik bilegenlerinin, fy ile gdsterilecek bir
degismez terim, fi (x1),..., fiv (xn) ile gosterilecek olan tek degigkenli fonksiyonlar,
fr2(x,x2)s 00y oo IN(ELAN) s f23(X2,X3), - fan (X2, XN ), -+ Iv— v (v, xy) le
simgelenecek olan iki degigkenli islevler, bunlarin diginda gittik¢e artan sayida
degiskene bagl iglevler oldugu diisiiniiliirse, bu iglevlerin de birbirine dik
oldugu gozetilmelidir [4]. Iki islevin dikligi ic carpimlarinin sifir olmasi ile
tammlanmaktadir. Iki iglevin i¢c carpim ise her ikisinin de karelerinin integre

tiimlevlenebilir olmasi kogulu altinda agsagidaki gibi tanimlanmaktadir.

by by
(f,8) E/dlel(xl)n-/deWN(xN)f(xl,...,xN)g(xl,...,xN) (1.1)

Yukarida verilen tammda (a;,b;), i=1,...,N ler bagimsiz degigkenlerin tanim
araliklar1 ve Wj(x;), i=1,...,N fonksiyonlar1 ise her bir bagimsiz degiskene baglh
agirlik iglevleridir ve bu agirlik islevlerinin ilgili aralikta tiimlevlerinin 1 olmasi

gerekliligi anlatilmigtir [1, 10].

b;

/dxiWi(xi) —1, i=1,....N (1.2)
a;

Verilen tanmmmlar ve kogullar altinda f(x,...,xy) iglevinin dik bilegenlerine
ayrigtirimi agagidaki esitlikle verilebilir.

N N
f(X],. .. ,XN) — fO+Zﬁ1(xi1) + Z ﬁlig (-xil,xiz) +-- +f]2...N (.X],...,.XN) (1°3)

ilAA,izA:l
11<ip

Yukaridaki esitlikte sag yandaki 2V tane bilinmeyenden fy a degismez terim, f;(x;)
lere tek degiskenli terimler | f;,;, (x;i,,%;,) lere iki degiskenli terimler denir ve diger
terimler de benzer bicimde adlandirihir. Cok degiskenli iglev i¢in verilen (1.3)
esitligindeki degismez terimden, tek degigkenli terimlerden ya da digerlerinden
kesme uygulayarak igleve yaklagtirim saglanabilir.Bu yoniiyle bir bol ve yonet

algoritmasi da diyebilecegimiz YBMG nin bilegenlerini belirlemek icin yukaridaki
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esitlige ek olarak baz kurallar verilmigtir. Bunlardan ilki Sobol tarafindan birim

agirlik ve [0, 1] arahigr igin tamimlanan tiimlev altinda yok olma koguludur [11].

YBMG nin agirlik iglevi

=

W(xt,..o,xn) = | | Wi(xi) (1.4)

i=1
egitliginde oldugu gibi degigkenlerin agirhk islevlerinin carpimlar: geklinde
tanmimlanmigtir ve bu bilginin 15181 altinda tiimlev altinda yok olma kogulu da
agagida ki esitlikle anlatilabilir ve ashinda bu esitlik (1.3) esitliginin sag yan
iglevleri igin dikligi anlatir [1, 10].

b,
/de'Wj(xJ')fil...ik(Xil,...,xik) =0, x;¢€ {Xi, XiysnXiy b 1< j, k<N (1.5)
aj

Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda YBMG nin dik bilegenlerinin bulunmasi icin
izdiigiim operatorlerinden yararlanilabilir.Bu amacla bagimsiz degiskenlerinin
tamim araliklan iizerinde karesi tiimlevlenebilir bir f(xj,...,xy) ¢ok degiskenli

iglevi i¢in

b;
P,-f(xl,...,xN)E/dxiM(xi)f(xl,...,xN), i=1,....N (1.6)
ve
If(xl,...,xN)Ef(xl,...,xN) (1.7)

operatorleri tanimlanirsa

N

f(xl,...,xN): (H(E-l—[I—Pi]))f(xl,...,xN) (1.8)

i=1
ozdegligi yazilir ve yukaridaki operatorler carpimi da agilabilir [2].
N
j =1

i (P+I-P)=]]~+ i (ill—Ile) [I—Pil]< fvl P,~)+
=1 i
N

~

i ii=1 \ i=1 i=i1+1

)3 <"i‘[1Pi) [1—P,~1]<"2Hl p,-> [I—Piz]< ﬁ p,->+... (1.9)

ipsipg=1 \ i=1 i=i;+1 i=ir+1
1 <ip

Bu kosullarla birlikte YBMG nin degismez, tek degiskenli, iki degiskenli bilegenleri
agagida verilen egitliklerle elde edilebilir.(1.9) esitliginde toplamsal terimler



birbirine diktir. Bu dik toplamsal agiim YBMG bilegenlerini agagidaki gibi

yazmaya olanakl kilar.

Degismez Terim

fO = (HP> x17 -y X ) (1'10)

Tek Degiskenli Terimler

i—1
,)=(HP,~)[I (HP) £t ) (1.11)
i=1

i=i;+1
iki Degiskenli Terimler

131 1 i2—1
.fl]lz xl]axlz (H P> 1] ( H Pl) [I ( H P) xl: -y X )
i=i)+1 i=ir+1

(1.12)

YBMG'nin diger dik bilegenleri de benzer big¢imde bulunabilir. Bu
calismada Kiiciik Olceklerde YBMG bilegenlerinin hesaplar1 ve gosterilimi
izdligiim operatorlerinin acgik anlatimlar ile gosterilecektir, dolayisiyla YBMG

bilegenlerinin acik anlatimlar1 agagida verilmistir.

Degismez Terim

fo—/dx1 /deW X5, XN ) f (X1, o0y XN) (1.13)

Tek Degiskenli Terimler

bit1
-xl /dxl /dxl l/dxl-H

aj—1 aj+1

/deW X1y ey XN) (X1 XN) — SO 1<i<N (1.14)

an

Iki Degiskenli Terimler

bl bil—l bi1+l biz—l bi2+l
fivin (Xi 5 %iy) = /dxl / dxi / dxi 41+ / dxij, / dxiyp 1+ X
ai ai -1 aij+1 Qin—1 Qin+1
X /deW(x1,~--,XN)f(X1, WxN) = fiy — [ —fo, 1<ii<ia <N (1.15)

an



YBMG ne uygulanan kesme sonucunda verilen ¢ok degiskenli igleve ne denli iyi
yaklagtirim saglandigimi saptamak amaciyla bazi tanimlar verilmistir. Integral
altinda sifirlanma kogulundan yola ¢ikarak YBMG terimlerinin dikligi agagidaki
esitlikle anlatilabilir [2,4].

by by
/dx1 ~"/deW (xl,...,xN) Xﬁli2~~-ik(xil7"‘7xik) X fjl]2-~-jl(xj1""7le) =0
ay ayn

{ila"'7ik}%{jla"'ajl}71Sil <<lk§N

I<jp<---<jg<N,1<kl<N (1.16)

Yukarida sozii edilen dikligin bir i¢ carpim iizerinden tanimlanmasigerekmektedir,
bu birbirine dik olan YBMG terimlerinin i¢ carpiminin sifir olmasi anlamina gelir.

YBMG terimleri icin i¢ carpim

by by
(ﬁ]iz...ik7fj1j2...j1) E/Xm"'/dXNW(Xl,...,XN) X
ai

aN

X Sivigewit iy -+ 5 X) Fy ooy K+ 45X,

1<ij<-<ixg<N, 1<jj<--<j<N, 1<kI<N (1.17)

esitligi ile ifade edilebilir. Bdylece i¢ carpimdan yola cikarak norm tanimi

yapilabilir.
2 2 2 y 2 2
A7 = 1l + AT+ X Ifanll”++ izl (1.18)
i=1 if,ip=1
i1<ip

(1.9) esitligi aracihgiyla YBMG terimlerine kesme uygulayarak yaklagtirim
yapildiginda elde edilen sonucun ne denli iyi oldugu olgiilebilir. Bu o6l¢iimi
yapmak i¢in tanimlanmig|metin bey| olan "toplamsallik 6lgenleri" agagida verilen
esitliklerle belirlenebilirler.Degismez terimden k. terime kadar olan terimlerin

alinmasiyla elde edilen yaklagtirimin niteligi ol¢iilmek istenirse "k. basamaktan



toplamsalhk olgeni" hesaplanmahdir [2, 4, 5].

Hf”2 Ifoll?
o1 = ”szZHsz + 00
HszZHflz NP+ ov

(1.19)

0y ile ifade edilen "degismezlik 6lceni" ya da "sifirmc1 basamaktan toplamsallik
Olceni", YBMG acilimina degismez terimde kesme uygulayarak cok degiskenli
igslev icin elde edilen yaklagtirnmin niteligini Slgmeyi saglar. Ayni bi¢imde
tek degigkenli terimde kesme uygulamirsa o7 ile anlatilan "birinci basamaktan
toplamsallik  6lgeni" araciligiyla yaklagtinmin ne derece basarili oldugu
Olculebilir.Genel olarak oy ile "k. dereceden toplamsallik Glceni" simgelenir ve

toplamsallik 6lgenleri diizgiin sirali bir dizi yapisi gosterir.
0<oy<o;---<oy=1 (1.20)
f(x1,...,xn) gok degigkenli iglevi i¢gin YBMG yaklagtirimina iligkin daha genel bir
yap1 kurulabilir.

50 (x1,---,x8) = fo

N
51 (X1, .oy xn) =50 (X1, .-, XN) + Z fi, (xi))
i1=1

Sk (X1 xN) = sk (1) Y i (K e X))

il ..<ik:1
<<y

1<k<N (1.21)

Boylece k. dereceden YBMG yaklagtimi sirali s dizisi ile agagida oldugu gibi

anlatilabilir.
Fxreoxn) ~ s (xp-..xn) (1.22)
Boylece k. basamaktan YBMG yaklagtirimi agagidaki bagintiy1 saglar.

sl = o || £l (1.23)



1.2.1 Ornek 1

Cok degigkenli iglevi f(xq,...,xy) =x1 + -+ +xy olarak alalim.Bu ¢ok degigkenli
islev i¢in bagimsiz degiskenlerin tanim araliklar [0,1] ve agirlik fonkiyonu ise

W (x1,...,xy) =1 olsun.

I 1
fo:/dxl"'/de(x1+~--+xN)
0 0

1 1
:/dx1x1+---+/dexN

0 0

N

2
1 1

1 1
fjl (le) :/dx1 -~~/de1_1/de1+1 '-‘/de(xl +cd0ts+xN)
0 0 0 0

1 1 1 1
:/dx1x1—l—--~—|—/dxj1_1le_1+/dxj1+1xj1+1+~~+/dexN
0 0 0 0

N N-1
:_§+T+xj_l

1
=Xj E

1<ji<N
Verilen iglevin degismez terimi ve tek degigkenli terimleri bulunduktan sonra
toplamsallik 6lgenleri hesaplanarak yaklagtirinmin ne denli bagarili oldugu

goriilebilir.Bu amacla islevin ve degigsmez terimin norm kareleri hesaplanmaldir.

1 1
||f||2=/dx1---/de(x1_|_..._|_xN)2
0 0

_g+Nw—n
-3 4

N2
foll* = T

Ele alinan ¢ok degigkenli islev icin sifirinci basamaktan toplamsallik 6lceni
N2

_4

3N2+N
12

Oy =

(1.24)
3N?
~ 3N24N



olarak bulunur.Birinci basamaktan toplamsallik Olceni icinse tek degiskenli
terimlerin norm karesi bulunmali ve bunlarin norm karelerinin toplamlarinin

igslevin norm karesine orani alinmalidir.

1 2
1
Hfj1||2:/(le_§> dxj,
0
1
2

N
_ 12
01 =00+ 3uy
12
_ 3N? LN
"~ 3N24+N  3N24+N
=1

Birinci dereceden toplamsallik 6l¢eninin 1 bulunmas: yaklagtirimin kesin sonucu
verdigini anlatir.Clinkii toplamsallik 6lgeni 1 e ne kadar yakinsa yaklagtirim o

kadar bagarilidir.

1.2.2 Ornek 2

Fxr, o xn) = xpeeeee xy olarak almsin.Bu ¢ok degigkenli iglev i¢in bagimsiz
degigkenlerin tamim araliklar1 [0, 1] ve agirhik iglevi W (xq,...,xy) = 1 olsun. Bu
iglev ve verilen kogullar icin YBMG agiliminin degismez terimi ve tek degikenli

terimleri agagidaki gibi hesaplanir.

N 1 N
f():jI;II/deXj: (E)

fir (x51) % <le - %)
Bu durumda sifirinci basamaktan toplamsallik 6lgeni
3\ N
()
olarak bulunur.Bu durumda N — o iken 6y — O olur ve bu degismez terimle

yaklagtirim basarili degildir.Birinci basamaktan toplamsallik 6lgenine bakilacak

olursa



seklinde bulunur ve yine N — o iken oy — 0 olur.YBMG acilimimnin yeterli
olmadigi durumlar YBMG agiliminida iyilegtirmek amagl yeni c¢aligmalara
neden olmustur ve YBMG acilimlar: tiirlillesmistir.Bunlardan bazilar1 Carpimsal
YBMG, Genellestirilmis YBMG, Melez YBMG ve son olarak Kiiciik Olceklerde
YBMG dir.

1.3 YBMG Acilimlan

1.3.1 Carpimsal YBMG

Son ornekte gosterildigi gibi YBMG yaklagtiriminin niteligi iglevin yapisina bagh
olmaktadir.Ornegin verilen islev bir degismez ise so degeri gercek islev degerine
esit olacaktir. Eger verilen iglev bir degismez ve tek degigkenlilerin toplami

yapisinda ise bu kez gercek islev sy ile eglegecektir.
f(x1,x0,x3) = (x1+x2 +X3)m 0<m<oo (1.25)

islevi ele alimirsa,m = 0 icin sg gercek fonksiyonla eglegir.m = k igin ise sy
nin gercek islevle eslesmesi gerekir.  Ancak m > N oldugunda ancak ve
ancak YBMG aciliminin tamami gercek iglevle eslegebilir.Bu durumda sadece
degismezle, tek degiskenlilerle ya da iki degigkenlilerle yaklagtirimdan iyi bir sonug
beklenmemelidir. Bu yetersizligin iistesinden gelmek amaciyla Carpimsal YBMG

(CYBMG) gelistirilmistir [3, 14].
N
fxt,eay) = H] uj(x;) (1.26)
j=
ele alinsin.
b;
u = /dxiui(xi) I<i<N (1.27)
a;

tanimi altinda YBMG terimleri bulunabilir.

Degismez Terim

N
fo=11m (1.28)
j=1
Tek Degiskenli Terimler
filxi) = fo (ui(_)ci) — 1), 1<i<N (1.29)
Ui



Iki Degiskenli Terimler

Finiy (31, %1y) = <@—1> (@—Q 1<ii<i <N (1.30)
uj, Ui,
Diger terimlerde benzer bi¢cimde bulunabilir. Bu esitlikler sayesinde yazilan
1 : .
fil...ik ('xil""xik):Ffil (xil)"'fik (-xik) 1 Sll < <lk§N (1'31)
0

esitligi YBMG bilegenleri i¢in degigsmez ve tek degiskenlileri iceren ¢arpimsal bir

formun oldugunu gosterir.

[, xn) = fo H(Hf’ al ) (1.32)
i=1

YBMG bilegenleri icin elde edilen bu yap1 ise YBMG terimlerine kesme
uygulanamayacagini fakat acilimin toplamlarin carpimlarla yer degistirecegi bir
forma doniistiiriilebilecegini anlatir. Asagida cok degiskenli bir igleve iligkin

carpimsal agilim verilmigtir.

N u(x) H ul(xl)
f(xl,--~,xN)=foH(1+{%—@) fnl = Hulx, (1.33)
i=1 l =

i=1
Dolayisiyla r iglevleri YBMG terimlerinden elde edilebilecek bicimde ¢arpimsal
YBMG acgilimiagagidaki gibi gosterilebilir.Burada 6nemli bir nokta k degiskenli
r bileseni en fazla k degiskenli f bilegeni igerebilir.Bu demektir ki tek bagimsiz
degigkenlilerin carpimlar: seklinde yazilan bir ¢cok degiskenli islev, ry ve yukaridaki

ifadenin ilk N ¢arpani ile bulunabilir.

N N
f @, xn) =ro [H(1+ri1(xi>)] H (1+ri1i2(xi17xi2)> Xoeer

i=1 if,ip=l
il<[2

X (14r1o3. n (x1,X2,X3,...,XN)) (1.34)

1.33 egitligine Carpimsal Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi denmektedir. Bu
esitlige k degigkenli carpanlardan itibaren kesme uylanirsa elde edilen yaklagtirima

k. dereceden Carpimsal YBMG yaklagtirnmidenmektedir.

1.3.2 Melez YBMG

10



Klasik YBMG agilimi ve carpimsal YBMG agilimlar sadece toplamsal yapiya
sahip ya da sadece carpimsal yapiya sahip fonksiyonlar i¢in uygun yaklagtirim
saglasa da, uygulamalarda her iki yapiyada sahip islevler kullanilmaktadir.
Dolayisla bu tiir melez yapiya sahip olan fonksiyonlar i¢i Melez YBMG (MYBMG)
agihmugeligtirilmigtir [12]. o herhangi bir karmagik deger alabilen bir bilegim

parametresi olmak iizere f(xi,...,xy) ¢ok degiskenli iglevi

fxr,exn) =of (xpy..xn)+(1—a) f(x1,...,xn) (1.35)

seklinde yazilabilir. Fakat bu agilimda « i¢in uygulamada siklikla kullanmilan [0, 1]
araliginda reel sayivarsayilmaktadir. 1.34 esitliginin sag tarafinda iki kez goriilen
f(x1,...,xy) islevin ilki yerine toplamsal YBMG yaklagtirimi, ikincisi yerinede
Carpimsal YBMG yaklagtirimi yazilabilir.Boylece f(xi,...,xn) ¢ok degiskenli

islevi i¢in melez bir yaklagtirim yapilabilir.
fxt,.xn) = hj, 0<j,k<N (1.36)

Bu yaklagtirimda £ jx degerlerine f(x1,...,xy) icin (j,k). dereceden Melez YBMG

yaklagtirimi denir

hije=osj(x1,...,xn) + (1 =) p (x1,...,xn) 0<jk<N (1.37)

1.3.3 Genellestirilmis YBMG

YBMG ac¢iliminda, ayrica boliim 1.3.1 ve blm1.3.2de anlatilmig olan cesitlerinde
YBMG agirlik iglevi bagimsiz degigkenlerin ¢arpimigeklinde alinmigtir. Oysa
YBMG bolgesinin dik olmadigidurumlarda bu yaklagim ige yaramayacaktir.
Dolayisiyla YBMG geometrisinin dik olmadigiuygulamalar icin farkli bir acilim
gerekmigtir.Bu durumlarda YBMG bdolgesi hiperkiip, hiperkiire gibi dikligi olan
geometrilerin igine yerlegtirilir. Daha sonra klasik YBMG acilimi ile agirlik iglevi
yeniden yazilir ve ¢ok degigkenli iglev ile agirlik iglevinin ¢arpimi da YBMG
ile acilir. Degismez terimi bulabilmek icin tiim degiskenlere gore tiimlev alinir.
Benzer bicimde tek degiskenli terimler ve digerleride bulunur.Elbette bu terimler
hesaplanirken baglioldugu degiskenlerden katki gelmez, tiimlevden diglanirlar.
Boylece Genellegtirilmiy YBMG (GYBMG) acilumimin bilegenleri elde edilir |6,
14]. Bu anlatilan acihmlar diginda Parametrik YBMG, Evrimsel YBMG

acihimlar da vardir.

11



2. KUCUK OLCEKLERDE YBMG

2.1 Tammmlar ve Onbilgiler

Kiiciik Olgeklerde Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi, YBMG tanim bolgesini
altkesimlere ayirarak, kiiciik bolgelerin boyutlarinin giderek sifira yaklagtigini
diislinerek c¢ok degigkenli bir islev icin yaklagtirnm uygulamaktir. Bu tanimla

Kiiciik Olceklerde YBMG nin konusu olan problemin kurgusu agagidaki gibidir.
b,-—ai—>0, 1§1§N (2.1)

Burada b; —a;,(i = 1,...,N) degerleri YBMG bolgesinin altkesimlere ayrilmasi
ile elde edilen kiigiik Olgekli alt bolgelerin u¢ noktalaridir.  Bu durumda
sorulmasi gereken soru YBMG katsayilarinin nasil hesaplanacagi ve yaklagtirimin
daha iyi olup olmadigidir. Bu soruyu yanitlamak icin verilen ¢ok degiskenli
bir f(xy,...,xn) islevi i¢in agagidaki degisken doniigiimii ile problemi Sobol’un

kullanmig oldugu standart [0, 1] araligina tagiyabiliriz.

xi = (bi —a;)yi+ai, dx;= (bj—a;)dy;

yiel0,1], 1<i<N (2.2)

Problemi bu gekilde yapilandirdiktan sonra elbette YBMG katsayilarinin
hesaplanmasi i¢in, f(x,...,xy) iglevini ve W(xy,...,xy) agirlik iglevini yukarida
gosterilen degigken doniigiimiiniin etkisi altinda yeniden yapilandirmak gerekir.
Bu amagla ¢ok degiskenli iglevler igin saptirnim agilimlari kullanilabilir [7, 9.
Boliim (2.2) de ¢ok degigkenli iglevlerin kiigiik olgeklerdeki YBMG agilimi igin

kullamilan saptirim agilimi ve 6zellikleri verilmigtir.

2.2 Cok Degiskenli Islevlerde Taylor Acilimi

f(x1,...,xn) cok degiskenli iglevi Py (x1,,. .., Xn, ) noktast dolaylarinda her kerteden

goretiirevlere sahip olsun. Bu ¢ok degigkenli islev icin Taylor agilimi agagidaki

12



gibidir.

7"'7XN) :f(xlov"'axN())

X1
1 0 0
-1-1—! ((x1 —X1,) 8_x1+"'+ (xn —xnp) E) F(X19---5%N)
! %)
5 JEE—

9 2
] ((xl—xlo)a—)q—f—"'—f—(xN_xNo)a > f (X195 5xn,)

1 9 \"
+E((x1_m°)8 +oo o (xy XNO)E) F(xX1g,--5xN,) +

o 1 d d 1\’

:i:oﬁ (x1—x10)a—xl+...+(x1v—x1vo)a f(xlo,...,xNo) 2.3)

Bu agilimi kullanarak c¢ok kiiciik bir YBMG bdlgesi i¢in yapilan degigken
doniisiimii sonrasinda cok degiskenli bir iglevin anlatimini yeniden yazabiliriz.
Bu yapilandirma sirasinda yazim kolayhg agisindan (by—ay) =u; (i=1,...,N),
YBMG bolgesi olarak diigiiniilen hiperkiibiin sifir noktasina en yakin kogesi olan

(aiy,---,an,) noktast icin (aj,,...,an,) =a ve (uy,...,uy) =u yazilirsa

fxt,.0,xn) = f(uryt,...,unyn)

=f(a)+ l ul)’lai"‘ +MNyNaaN f(a)

1T 0 d 1?
+57”w + - +wmaN_ﬂw+
1 [ d 0o 1"
—l—a u1yla—al+"'+uNyNE_ f(a)+
P P
= Z iyt - -l— Hunyn S — N f(a) 2.4)

esitligi ile ¢ok degigkenli iglev a noktasina gore acilabilir. Bu acihm YBMG

katsayilarini bulmakta kullanilan agirlik iglevi icin de kugkusuz ayni1 koge

13



noktasina uygulanmalidir.

W(xl,...,xN):W(ulyl,...,uNyN)
—W(a)+1 J +- J W (a)
= T Mlyla ar uNyNaaN

TR A i _2W(a)—|—
—_— u —_— PR u —
21 | 1)1 2a; NYN Jan |
L A i -nW(a)+
—_— l/t — DEREEY l/t —
o | 5 NN 3|

W (a) (2.5)

day

| d
:Zz_‘ Mlyla—al—F'“—HlNyN
i=0""

Islevleri Taylor acilimi ile yeniden yapilandirmanin ardindan YBMG terimlerinin
kiiciik Olceklerde nasil hesaplanabilecegini arama siiresince bu acilimlardan
faydalanilabilir. Bu amacla yine yazim kolaylhigi i¢in acilimda var olan ¢oklu

tiirev toplamlar:

0 0
Mlyla—al‘i‘“'+uNyN% = (2.6)

seklinde yazilmigtir. Kiiciik 6lceklerde YBMG terimlerinin hesabi icin hem s6z
konusu olan ¢ok degiskenli iglevin hem de agirlik iglevinin Taylor acilimi ele
alinacagindan seri acilimlarina iligkin Cauchy ¢arpimindan da s6z etmek gerekir.

Iki sonsuz serinin ¢arpimi

(Z fn) : (Z gn) = Z hy, hy = kagn—k (2.7)
n=0 n=0 n=0 k=0

bi¢iminde anlatilabilir.

2.3 Kiiciik Olceklerde YBMG Terimleri Belirlenmesi

YBMG aciliminin degigmez terimi icin yukarida verilen bilgiler 1g1ginda yazilan

fo—/dxl /dele, XN (X1, x)

1
N
= [T /dyl"'/dyNW (uryr +ai,...,unyn +ay)
k=1

X f(uiy1 +ai, ..., unyy +an) (2.8)

14



esitligi daha da Ozellegtirilerek asagidaki yapiyr kazanir.

= [ﬁui] /161}71 "'/Id}’N i l%{W (a) i lgkf(a) (2.9)
=1 ] i=0J"! skt

(2.8) esitligi ile degismezin u; uzaklhklar ¢arpimina bagh olan bir yap1 kazandig
goriilmektedir. Fakat her iki fonksiyon icin sonsuz seri anlatimi hesaplamay1
olanaksiz kilmaktadir. ~ (2.1) alt boliimiinde verilen 6nbilgilerden Cauchy

carpiminin kullanilmasi ile (2.8) esitligi asagidaki bigimde yeniden yazilabilir.

[Hu,]/dyl /dyNZ Z( >@kW )24 £ (a) (2.10)

(2.9) esitligindeki sonsuz seri ¢arpimina kesme uygulamirsa u; lerin bir iisliiler
serisi olarak yazildig1 goriillen YBMG aciliminin degigsmez terimi icin yaklagik bir
sonu¢ bulunabilir. Bu yaklagik sonug, YBMG agiliminin degismez teriminden

kesilmesiyle cok degigkenli iglev i¢in bir yaklagtirim saglamaktadar.

[Hu,]/dyl /dyNZ Z( )@kw )27 f () 2.11)

Siiphesiz ki (2.10) esitligi ile bulunan degismez terim ile alinacak sonugtan daha
iyi bir yaklagtirim istenebilir, bu durumda YBMG nin tek degiskenli terimlerini
hesaplamak kacinilmazdir. Degigmez terimin hesabinda izlenilen yol ve kullanilan
bilgiler dogrultusunda YBMG nin tek degigkenli terimleri hesaplanabilir. Ancak
tek degiskenli terim hesabinda terimin bagh oldugu degiskene ait integrali ve

agirhik carpam diglanir.

Ji(ur) Huz/dyl /dyz 1/d)’1+1 /dyN
i=1 0

ot
Z Z( >@"W )2 " f (a) 2.12)

Yine n. terimde kesme ile elde edilecek tek degiskenli terim agagidaki gibidir.

1 1 1

N
o Huz/dyl /dyz 1/61)’1+1 /dyN
i=1
i#l

0 0 0
n J .
<) 1' Y ( ).@kW )24 f (a) (2.13)
j=0J" k=0
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2.3.1 Degismez Bilesen Coziimlemesi

(2.10) Esitliginde sag yandaki Cauchy ¢arpimin terimlerinin n = 0 da kesilmesi

sonucu elde edilen ilk ¢cokterimli agagida verilmigtir.
0
A9 (m) = uy..uyW (a) f () (2.14)

Boylece elde edilen bu cokterimli icin yakinsamanin ne denli iyi oldugu
¢oziimlenmek istenirse, toplamsallik Olgenini kullanmak amaciyla sifirdaki
kesmeye ait olan yukaridaki egitligin her iki yaninin norm karesini alarak bu

sonucun verilen ¢ok degigkenli fonksiyona orani1 alinmaldir.

711§ = ur...unW (a) f (a)° (2.15)

Degismez terim icin sifirda kesmede sifirinci basamaktan toplamsallik 6lceni
agagidaki egitlikle hesaplanabilir. Genel olarak bu serilerin n. kesmesi ile

hesaplanan degigmez terim igin norm kare ise || f Hi ile gosterilebilir.

G(go) (ul,...,uN) =uy...unW (al,...,aN) (2.16)

(2.15) esitligi ile verilen sifirinci dereceden toplamsallik 6lgeni w; lere bagh bir

cok terimlidir. Eger n. terimden kesme sonucu elde edilen degismez terim ile

yaklagtirim i¢in degerlendirme yapmak istenirse G(gn) (u) belirlenebilir. Fakat bu

calismada temel konulardan biri olan sadece degismez terimin yaklagtirim igin
(

yeterli oldugu izlenimi 600) (u) incelenerek edinilebilir, bu amagla agirhk iglevini

YBMG bolgesinde integralinin 1 oldugu animsanmalidir.
I/tl...I/tNW (al,...,aN) =1 (2.17)

Bu bilgi sifirlnci kesmede sifirinci dereceden toplamsallik 6lceni iizerinde

kullanilirsa

o (uy,...ouy) = 1 (2.18)

oldugu goriiliir. Toplamsallik 6lceni 1 e ne kadar yakin c¢ikarsa yaklagtirim o
diizeyde bagarihdir, dolayisiyla Kiiciik Olceklerde YBMG yaklagtiriminda (n = 0)
da degismez terim ile yapilan yaklagtirimin yeterli olacag: gériilmektedir. Boylece
YBMG bolgesi kiigiildiikce yaklagtirimin iyilesmesinin yaninda diger terimleri

belirlemeden de iyi bir yaklagtirim yapilabilecegi anlagilmaktadir.
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2.3.2 Orta Nokta Acilim

(2.3) te kiiciik 6lgekler igin belirlenen YBMG terimlerini bulmak amaciyla, verilen
cok degigkenli iglev ve agirlik islevi YBMG bolgesinin sifir noktasina en yakin
kogesine gore saptirim acilimi ile yeniden yazilmig ve kiigiik alt bolgelerdeki
belirlemeler bu ac¢ilimlara gore yapilmigtir. Oysa agilim noktasini YBMG
bolgesinin orta noktasina goére almak yaklagtirimi iyilegtirebilir.  Dolayisiyla
YBMG terimleri icin kullanilan saptirim agiliminin en yakin kdge noktasina gore
degilde YBMG bolgesinin orta noktasina gore alinmasi istenirse yine degisken

doniisiimii ile degigskenlerin tanim araliklarim1 yaymak gerekir.

1 bi+a;
x; = (bi — a;) (yi— 5) +- 5 *, dxi = (b — a;)dy;
yvi€[0,1], 1<i<N (2.19)

Buradaki degigken doniigiimii aslinda (2.2) de verilenden farkh degildir ama orta
nokta acilimi yapmak i¢in YBMG bolgesinin kenar orta noktalarini toplama
islemi ile diglayarak cok degiskenlilerde Taylor Acilimi uygulanirken belirginlik
saglanmaktadir.  Ciinkii # ler YBMG bolgesinin kenar orta noktalarini
gostermektedir.  Boylece daha once Kiiciik Olceklerde YBMG  terimlerini
hesaplamak i¢in Taylor Acilimi ile gelen & operatorii bu kez orta noktaya gore
yapilandirilabilir. Orta nokta agiliminda yazim kolaylhigi icin b;a’ = ; denirse

ve tiim uzayda bir yoney olarak o = (ai,...,0) seklinde gosterilirse Taylor

acilimindaki ¢oklu tiirev operatorii agagidaki gibi olacaktir.

1\ Jd 1\ o
Do = {m (yl - —) a—l—i— T+ un ( N__> E} (2.20)

Orta nokta acilimi i¢in ¢oklu tiirev operatoriinii %, ile gosterilirse sabit terim
(2.8) egitligine benzer bir gekilde anlatilabilir. Bu belirlemedeki tek fark a¢ilimin
yapildigi koordinattir.

- ; ; - 1 J o 1 &
=TT [ v [aw ¥ 526w (@) ¥ 75 (@) (221)
i=1 0 0 j:()]' k=0""

(2.20) esitliginde bulunan ¢ok degigkenli iglevinin ve agirlik iglevinin Taylor

aciliminda ki sonsuz seriler Cauchy carpimi kullanilarak yeniden yazilabilir.

[Hu,]/dyl /a’yNi]l‘ i( )@kW (@) 74 (a) (2.22)

Jj=07" k=0
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Bu yazimin sonrasinda sonsuz seriye n. terimde kesme uygulanmasinin ardindan

degismez terim icin yaklagik bir belirlemenin anlatimi agagidaki gibi yazilabilir.

[Hu,]/dy1 /dyNZ Z( >_@kw (o) 257 F (@) (2.23)

Bir ¢ok degigkenli igleve uygulanacak YBMG yaklagtirimi iyilegtirilmek istenirse
degisken sayis1 fazla olan terimlerden alinir. Ornegin degismez terimle
yaklagtirnmdan daha bagarili bir sonug elde edilmek istenirse degigmez terimin
yanisira YBMG acilimdaki tek degigkenli terimler toplami da alinir.Bu da
yetmezse iki degigskenli terimlerin toplami alinmahdir.  Kiigiik Olceklerde
YBMG ic¢in ise yaklagtirnmda iyilestirme igin bir ka¢ yontem izlenir. Sadece
degismez terim kullamilarak aralik boyutlarmin olceklerini daha da kiigiilterek
ya da Cauchy carpimindan terim ekleyerek iyilestirme yapilabilecegi gibi
Kiiciikk Olceklerde YBMG acilimdaki tek degiskenli terimler de yaklastirima
eklenebilir. Tek degiskenli terimler ise orta nokta agilimindan sonra asagidaki

gibi belirlenebilir.1 <1 < N icin

Ji(up) Huz/d)ﬂ /dyl 1/dy1+1 /dyzv
i=1
0

il
Z Z( >9kW () 247" f (o) (2.24)

Yine n. kesme ile elde edilecek tek degiskenli terim agagidaki gibidir.

) (up) Huz/d)’I /dyz 1/dyl+1 /dyN
i=1

i#l

Z Z( )-@kW () 74 f (a) (2.25)

2.3.3 Kiiciik Olceklerde Ozyineli Tiimlevler

Genel yapist verilen Kiiciik Olceklerde YBMG nin degismez terimi ve tek
degigkenli terimi belirli bir iglev icin incelenmis ve c¢Oziimlenmigtir. Ciinkii
uygulamalarda genel yapidan daha ¢ok belirli yapilar iizerinde durulmaktadir.
Ayrica yaklagtirim uygulanacak c¢ok degigkenli iglevin yapisina gore YBMG

terimlerinin bulunmasinda kolayliklar gézlenebilir. Bunu gdstermek amaciyla
F(x1yeesxn) = (X1 + - +xn)" (2.26)
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iglevini ele alahm. m =1 igin toplamsal islev olan bu yapinin m dogal sayisi
arttikca toplamsalligi azalmaktadir. Bu iglev icin YBMG geometrisinin bir
hiperkiip oldugunu ve bu hiperkiipiin sifir noktasina en yakin koge noktasinin
(a,...,a) ve en uzak koge noktasinin (b, ...,b) oldugunu varsayalim. Bu geometride
(b — a) uzaklklarmin ¢ok kiigiik oldugu diigiiniiliirse YBMG terimlerini bulmak

icin oncelikle degisken doniigiimii yapilmahdir.
xi={b—-a)yi+a 1<i<N (2.27)

Bu degisken doniigiimii ile fonksiyonun bagimsiz degisken yapis1 asagidaki gibi

olur.
f((b—a)yi+a,...,(b—a)yy+a)=[Na+(b—a)(y1 +---+yn)]" (2.28)

Ornek icin agirlik islevi bir degismez olarak alinsin.

1

W(Xl,...,xN) = m

(2.29)

Degigken doniigiimii ve agirlik iglevinin birim tiimlevliligi 6n kogulu altinda
YBMG nin degismez terimi agagidaki gibi belirlenebilir.

1 1
fO:/dy].../dyN((b—a)yl+a—l—-"+(b—a)yN+a)m
0 0

1 1
:/dyl.../dyN(Na+(b—a)(y1+~-~+yN))m
0 0

1 1

:/dy1 ~../dyN f‘, (’Z) (Na)* (b—a)"*(yy + -+ yy)"

0 0 k=0
m

=Y () V) b= i (230)
k=0

Bu esitlikteki ,,_; y anlatimi Ozyineli bir tiimlevdir ve agik durumu asagidaki
yapida verilmektedir.

1 1
Im,N = /dyl---/dyN (yl —|—---—|—yN)m (2.31)
0 0

Bu 6zyineli tiimlevi belirlemek icin bir ¢okterimli a¢ilimi ya da yinelemeli bir
yapt kullanilabilir. Birinci segenekte ¢oklu terim acilimindan sonra yeniden

tiimlevleri belirlemek temeldir. Bu calismada ikinci segenegi kullanmak icin
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verilen iglevin degisken doniigiimii sonrasinda edindigi yapi cokcok terimli iissi
acilimi ile yeniden yazildiktan sonra teker teker tiimlevlerin alindigi diigiiniiliirse
ozyineli bir yapi elde edilir. Bunun i¢in degisken doniisiimii sonrasinda elde edilen

yapinin ¢okcok terimli iissii acilimi

m

m
vt = B () 0w (2.32)
i=0
esitligi ile saglanabilir. Siral olarak ¢okcok terimli iissii agilimi ve tiimlev alma
ile erigilen Ozyineli tiimlev yapisi agagida gosterilmigtir.
2 o/m 1

v =Y (") —hin- 2.33
N izz(') i) i (2.33)
Aymi 6zyineli yap1 tek degigkenli terimin bulunmasi i¢inde kullanilirsa

1

fi (i) /dyl /dyz 1/dyz+1 /dyN [Na+(b—a)(y1+---+yn)]" = fo

_/dyl /dyl l/dyH—I /dyNZ b a) —k

()’1+"-+yzv) 7k—fo
m
=} () va o~ a'""/dyl /dy”/dylﬂ /dyN
O+ Vit Fyiet o) T — fy
k 1

Na)*(b—a)™™ k " —FIin—

<k>( @'(b-a) Z( j )m—k—j+1”’“
/#t

B (D wero-ar E (") st

k=0 J

(\\.
O

X
T
SRS

Ms

k=0

(2.34)

esitligi ile bu iglev icin YBMG nin tek degigkenli terimleri bulunabilir.
Verilen ¢ok degigkenli islev ve YBMG bolgesine yonelik 6n kogullar bu &rnegi
ozellegtirmektedir. Burada YBMG bolgesinin en yakin koge noktasinin (a,...,a)
oldugu varsayilarak YBMG terimlerinin yapisi olugturulmugtur.  (b; — a;)
uzakliklari egit olmasa da bu islev i¢in 6zel bir YBMG ac¢ilimi olusturabilir.

(bi — a;j) = u; 1 <i <N olmak iizere bu acihmin degismez terimi ve tek

degigkenli terimleri agagidaki bicimde anlatilabilir.
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)
|

N J1 1 m—j
) (Zak /dyl /dyN (uryr + -+ uy—1yn—1)" (uyyn)" 7
k=1 0 0 i=0
N Im=j 4
(1;1 ak) iz(,) m_—H_lILN—l (2.35)

m—j—i

m N ’m J m 1 _—
Zo( ) Z Zo (J> mlm 1Y - (2.36)
J= k=1 =

l;l
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3. UYGULAMA 1

3.1 Cok Degiskenli Islevlerde Gorsellestirme

Ikiden cok sayida degisken iceren fonksiyonlarm gorsellestirilmesi sikinti yaratir,
¢linkii 3 boyutlu grafiklerde bile ashinda iki degigkenli iglevler gorsellestirilebilir.
Bu caligmanin konusu olan c¢ok degigkenli iglevlere uygulanan yaklagtirimin

sonucunu ¢izim iizerinde gorebilmek icin agagidaki yontem izlenmigtir.

Her bir boyutta 3 diiglimiin oldugu 3 degigkenli bir 6rgii alinsin. Bagimsiz
degiskenler x1,x7,x3 ile gosterilsin ve bunlarin alabilecegi degerler 0, 1, 2 olsun.
Bu durumda herhangi bir diigiim icin ona kargilik gelen x,x,x3 degerlerini sirali
bir ii¢lii olarak alan (x1,xp,x3) gosterilimi (3-tuple) kullanilabilir. Bu durumda
yukaridaki 6rnek igin s6z konusu olan iiclii sayis1 27 olmaktadir ve bu ficliiler,

sozgelimi, agagidaki ¢izelge iizerinden verilen bi¢imde siralanabilir.

1— (0,0,0) 2-(0,1,0)  3—(0,2,0)
6 — (1,0,0) 5 (1,1,0)  4—(1,2,0)
7 (2,0,0) 8—(2,1,0) 9—(2,2,0)
10— (0,0,1)  11—(0,1,1)  12—(0,2,1)
15— (1,0,1) 14—(1,1,1) 13— (1,2,1)
16— (2,0,1) 17—(2,1,1)  18—(2,2,1)
21—(0,0,2) 20— (0,1,2) 19— (0,2,2)
22 (1,0,2) 23— (1,1,2) 24— (1,2,2)
27 -(2,0,2) 26— (2,1,2)  25—(2,2,2)

3.1)

CQizelgede 1’den 27’ye dek degisen tamsayr degiskeni i ile simgelenirse bu

degigkenin 1 ile 27 arasinda kalan ve 1 ile 27 degerlerini de igeren tamsay1

kiimesindeki her bir i degeri bir bagka diigiime karsilik gelecektir.
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bir diigiim tek bir tamsayi ile simgelenmektedir. Bu diigiimlerin herbirinde, bir
f(x1,x2,x3) iglevinin, degeri verilmekteyse 1,...,27 kiime’si igindeki her bir i degeri
egsiz bicimde bir f degerine karsilhik gelecektir. Sozgelimi yatay eksende i = 11
degeri diigsey eksende f(0,1,1) degerine karsilik gelecektir. Dolayisiyla, i, yatay
eksende; kargilik gelen f; degeri de diigey eksende koordinati betimleyecek ve bu iki
deger diizlemde bir noktaya kargilik gelecektir. Bu bi¢cimde 27 nokta olusturmak
ve bunlardan her ardigik ikiliyi bir dogru parcasi ile birlestirerek kirik ¢izgili bir
¢izim olugturmak olanaklhidir.Eger bu ig asil iglev ile onu yaklagtiranlar icin ayri
ayrt ama ayni diizlem iizerinde yapilirsa aranan c¢izim elde edilebilir. Diigiim
noktasi sayis1 ne diizeyde ¢ok olursa kargilagtirmanin o diizeyde iyi nitelikli

olacagini soylemek olanaklidir.

3.2 Ornek 1

3.2.1 Kose Noktasi Acilim

Kiiciik Olgeklerde YBMG aciluni ile bir cok degiskenli isleve yapilan yaklastirimin
iyilegtirilmesi icin algoritmada acilim noktasinda degisiklik yapilabilecegi gibi
YBMG bolgesinin alt kiiciik 6lgekli bolgelerinin sayisini arttirilarak altkesimlerin
Olcegi azaltilabilir. Algoritmanin bu yapisinin iglerligini gostermek amaciyla
bagimsiz degigskenlerinin tanmim araliklarinda analitik olan iglevler iizerinde
denemeler yapilmig, yanilgi degerleri cizelgelerde gosterilmis ve elde edilen
yaklagtirimin bagarisi sekillerle gorsellegtirilmigtir. [k denemeler ve gozlemler i¢in
f(x1,%2,x3) = (x1 +x24+x3)'0 islevini ele alalim. Bu islevin icerdigi carpimsal yap:
nedeniyle klasik YBMG ag¢ilimina uygulanan kesme ile yaklagtirimin Boliim 1.1.2
de verilen 6rnekte oldugu gibi pek bagarili bir sonug vermeyecegi kugku gotiirmez,
fakat Kiiciik Olceklerde YBMG ile yaklastirimin hangi alt aralik sayisi icin
basarili olacagini gozlemlemek gerekir. Bu amacla iglevin degiskenlerinin tanim

N
araliklart tiim degigkenler igin [0,1] ve agirhik iglevi W (uj,up,u3) = [] uii, 1<

i=1
i <N olsun. Bu durumda degismez terim ile yaklastirnm ve degigmezlere tek

degigkenlilerin eklenmesiyle uygulanan yaklagtirim belirlenmeli , ayrica elbette ki
saptirim acilimlarindan gelen terimlerden de ilk terim eklenirse, ikinci terimler

eklenirse bu yaklagtirimlara etkilerinin nasil olacag1 sayisal sonuglar baglaminda
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incelenmelidir. Cizelge 3.1 de, ele alinan ¢ok degigkenli iglev i¢in belirlenen Kiiciik
Olceklerde YBMG aciliminda farkli bilesenlere uygulanan kesme ile elde edilen
yaklagtirimlarin yanilgr degerleri verilmistir.  Cizelgelerde Kiiciik Olceklerde
YBMG nin sadece degismez terimi alinarak elde edilen yaklagtirim icin fo,
degismez terim ve tek degigkenli terimlerden baglayan acilimda uygulanacak olan
kesme ile yaklagtirim i¢in ise fo+ g‘,l fi(xi) kullanilacaktir.

1

Cizelge 3.1: f (x1,x2,x3) = (x] +x2 +X3)10 Icin Yanilg1 Degerleri(K.N)

Yanilg: (/o) Yamilg (fy) Yamlg ( fo+ 'gl ﬁ(xt)))
(n=0) (n=1) (n=1)

27 altkesim 8,4.10° 8,0.10° 7,8.10°

103 altkesim 3,1.10° 6,3.10* 2,4.10*
503 altkesim 752,5 83,03 2,55
100° altkesim 49,02 5,12 4,2.102
5003 altkesim 1,781 8,2.1073 2,8.107°
10003 altkesim  2,3.1073 5,1.1074 4,4.1078
2000° altkesim  6,1.107% 3,2.1073 6,9.10710
30007 altkesim 1,31.10°  6,3.107° 6,03.e7 11

Cizelge 3.1 Kiiciik Olceklerde YBMG acihmmim f (x1,x2,x3) = (x1 +x2 +x3)™°

islevi igin YBMG bolgesi olan [0,1] arahginda kenarlar yerlesmis kiipii, alt
kiiplere parcalayarak elde edilen YBMG terimleri ile yaklagtirimin sonucunda
bulunan yanilgt degerlerini vermektedir. YBMG terimleri altkesimlerde elde
edilirken kullanilan saptirim acilim sifir noktasina en yakin kége noktasina gore
alinmigtir.  Cizelge 3.1 ilk diigsey sirada altkesim sayisi ile anlatilan YBMG
bolgesinin sayis1 arttikca Olcegi sifira yaklagan alt bolge sayisidir.  Altkesim
sayis1 diisey swasimn yaminda yer alan ilk diisey swrada Kiiciik Olgeklerde
YBMG nin degismez terimi ile yaklagtirim uygulaninca elde edilen yanilg
degerleri verilmistir ve Cauchy ¢arpiminda sadece ilk terim (n = 0) alinmigtir.
Tkinci siitunda ise yine degismez terim ile yaklastinm uygulanmasisonucunda
yanilgl degerleri saptanmigtir ve bu yaklagtirnma eklenen Cauchy carpimindan
gelen birinci ve ikinci terimler verilmektedir (n = 1). Son diigsey sira ise tek
degigkenli terimlerinde katilimiyla elde edilen yaklagtirimdir ve yine Cauchy

carpiminin (n = 1) de kesilmesi ile elde edilen terimler agilim terimleri olarak
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eklenmigtir. Cizelge 3.1 de verilen yanilg: degerleri iizerinde ¢éziimleme yapilacak
olursa olanakli olan en az sayida alt aralikla yaklagtirim yapabilmek igin
YBMG agiliminin tek degigkenli terimlerinin de yaklagtirnma eklenmesi ve
saptirim acilimlarindan gelen ikinci terimlerin de alinmasigerekmektedir. YBMG
acilminin tek degiskenli terimlerinin hesaplanmasi ve yaklagtirima eklenmesi
istenmezse, alt aralik sayisi arttirilarak sadece degigsmez terimle yaklagtirim
uygulanabilir.  Algoritmanin bu o0zelligi degismez terim c¢oziimlemesinde de
ortaya ¢ikmaktadir. Yapilan denemeler bu diigiinceyi desteklemis ve alt bolge
sayist arttikca yanilgl degerlerinin azaldigigbzlenmistir.  Kiiciik Olgeklerde
YBMG aciliminin degigsmez terimi ile yaklagtirimi iyilestirilmek istenildiginde
saptirim acilimina terim eklenebilir. Sekilde 3.1 de 16 diigiim noktasii¢in iglevin
gercek degerleri ve yaklagtirimlarin degerleri gorsellegtirilmistir. Yaklagtirimlar
YBMG geometrisinin her bir kenar1 2 altkesime boliinerek, yani f(x1,x2,x3) =
(x1+x2 —|—x3)10 3 degiskenli iglevi icin tanim bolgesini 23 = 8 alt bolgeye ayirmakla
elde edilmigtir. Ayrica her bir alt bolgede saptirimin acilimin birli terimleri
eklenerek, yani n =1 den sonraki terimler kesilerek elde edilen YBMG bilegenleri

biitiinlegtirilerek sekilde goriilen cizimler elde edilmigtir.

60000
50000

40000

nokta degerleri

30000

20000

10000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
noktaindisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.1: 23 alt bolgede f(x1,x2,x3) = (x1 +x2 +x3)'0 islevi ve yaklastirrmlar(K.N.)

Sekil 3.1 den agikca goriildiigii gibi YBMG bélgesini 8 parcaya ayirarak uygun
yaklagtinnm elde edilememektedir. Mavi ile gosterilmis olan f(x1,x2,x3) =

(x1+x2 —|—x3)10 iglevine ait degerler ve degismez terimle ya da degismeze tek
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degigkenli terimlerin eklenmesiyle uygulanan yaklagtirim sonucu elde edilen
degerler arasindaki acik fark alt bolge sayisimi arttirarak olgek kiigiiltmek
gerektigini anlatmaktadir. Bir sonraki yaklagtirim uygulamasi i¢in secilen YBMG
bolgesinin kenar araligr olan [0, 1] araligi 50 altkesime ayrilirsa ve yine saptirm
agihmlarmin Cauchy ¢arpimima (n = 1) de kesme uygulanirsa elde edilen degigmez
ile yaklagtirimin, degigsmeze tek degiskenliler eklenerek elde edilen yaklagtirimin ve

gercek islev degerleri 27 adet diigiim noktasi igin gekil 3.2 de goriintiilenmektedir.

60000 T
50000 T

40000 T

nokta degerleri

30000 T

20000 T

10000 T

0 4 i~
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
noktaindisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.2: 503 alt bolgede f(x1,x2,x3) = (x1 +x2+x3)'? islevi ve yaklastirimlar(K.N.)

Her ne kadar bagimsiz degigkenlerin araliklarini 50 altkesime bdlerek yapilan
denemelerde gorsel sonuclar Sekil 3.1 dekinden daha iyi bir yaklagtirim
saglandigin1 gosterse de, iglev ve yaklagtirnm arasindaki sapmalar hala gozle
goriilebilir niteliktedir. Alt bélge sayisini daha da arttirarak Kiiciik Olgeklerde
YBMG terimlerini biitiinlestirip gercek fonksiyon degerlerine yaklagtirim
yapilabilir. Ornegin araliklar 500 alt araliklara boliiniirse YBMG baélgesi 5007
altkesime ayrilmig olur. Bu durumda yaklagtirimin bagar1 grafigi sekil 3.3 te
verilmigtir. Sekil 3.3 te mavi renkte olan egri gercek iglev degerlerinin ¢izgi ile
birlestirilmesi, kirmiz1 renkte olan cok degiskenli isleve Kiiciik Olceklerde YBMG
nin degigmez terimi ile yaklagtirimi , yegsil renkteki degismez ve tek degiskenlilerin
toplanmasiyla elde edilen yaklagtirimidir. Sekilde ¢ok kiiciik yanilgilarda olsa
nokta degerleri neredeyse birebir ortiismektedir. Algoritmanin genel niteligi

sayesinde sadece f(x1,x2,x3) = (x1 +x2 +x3)'0 cok degiskenli fonksiyonu icin
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60000 T
50000 T

40000 T

nokta degerleri

30000 T

20000 T

10000 T

0 —
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
noktaindidleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.3: 500° alt bolgede f(xi,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)'0 islevi ve
yaklastirimlar(K.N.)

degil, bagimsiz degigskenlerin toplaminin belirli bir iissii seklinde bir yapiya sahip

biitiin iglevler icin yaklagtirnmin uygun alt bolge 6lcekliginde bagarili olacag:

ongoriilebilir..

3.2.2 Orta Nokta Acillim

Yaklagtirim iyilegtirmenin diger bir yolununda saptirim a¢iliminin uygulandigi
koordinati degistirmek olabilecegi kuramsal olarak Béliim 2.3.3 de aciklanmigti
Bu kuramsal agiklamanin sonuglarla desteklendigi yine f(xj,xp,x3) =
(x1+x2 +X3>10 iglevi igin gosterilebilir.Cizelge 3.2 de f (x1,x2,x3) = (x1 +x2 -l-xg)lo
icin Kiiciik Olceklerde YBMG terimleri orta nokta acilimina gére belirlendiginde
elde edilen yaklagtirimin yanilgt degerleri goriilmektedir.  Cizelge 3.2 de
verilen yanilgi degerleri Taylor agiliminin YBMG bolgesinin orta noktasina gore
uygulanmasi ve serinin (n = 1) de kesilmesiyle elde edilen YBMG terimlerinin
yaklagtirim ile elde edilmigtir. Bu ¢izelgeye (n = 0) da yapilan kesme ile
elde edilen terimlerin yaklagtirim yanilgilar1 eklenmemistir, c¢iinkii orta nokta
agiliminda sadece degismez terim hesabinda (n = 0) daki ve (n = 1) deki degismez
terim anlatimlar: ayni ¢ikmig ve degismez terim hesaplandiginda da yaklagtirim
sonucuda esit ¢gikmigtir. Dolaywsiyla (n = 1) kesmesi sonucu bulunan degigsmez

terim ile yaklagtirnmdaki yanilgi degeri ile (n = 0) kesmesi sonucu degigsmez terim
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Cizelge 3.2: f(x1,x2,x3) = (x] +x2 +x3)10 Icin Yamlgr Degerleri(O.N)

Yanilg: (fp) Yamlg ( Jo+ g fi(xi)>
i=1
1)

(n=1) (n=

23 altkesim 5,3.10° 2,1.10°
103 altkesim 4,5.10* 759,3
503 altkesim 81,21 0,053
100? altkesim 5,092 8,3.107%
5003 altkesim  8,1.1073 5,3.10°8
10003 altkesim  5,1.107% 8,2.10710
20003 altkesim  2,98.107° 3,7.e710
30003 altkesim  6,01.107° 6,7.e 13

ile yaklagtinmdaki yanilg1 degerleri aynidir.Bu c¢izelgede asil 6zen gosterilmesi
gereken, orta nokta agilimi ile hesaplanan yaklagtiriminin koge noktasina gore
olusturulandan daha iistiin yakinsama niteligidir. Ornegin 1003 alt cokyiizlii ile
elde edilen yaklagtirimi ele alalim. Bu alt bélge sayisinda koge nokta acilimi ile
elde edilen degigmez terimin igleve yaklagtiriminin yanilgis1 5,12 iken orta nokta
acilimi ile bu sonug 5,09 olmaktadir, tek degigkenlilerinde eklendigi yaklagtirimin
iyilesmesi ise cok daha belirgindir. Bu {istiinliigii gorsellestirmek amaciyla,
saptirim agilimlarini YBMG bolgesinin sifir noktasina en yakin kdge noktasina
gore degilde bolgenin orta noktasina gore alindiginda hesaplanan yaklagtirim

degerleri ve gercek islev degerleri, 23 alt bolge icin sekil 3.4 te verilmigtir.

60000
50000

40000

nokta degerleri

30000

20000

10000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
nokta indisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.4: 23 alt bolgede f(x1,x2,x3) = (x1 +x2 +x3)'0 islevi ve yaklastirrmlar(O.N.)
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Sekil 3.4 ile gekil 3.1 deki kirmiz1 (degismez ile yaklagtirim) ve yesil (degismez ve
tek terimlerle yaklagtirim) gizgilere bakilacak olursa, sekil 3.4 te orta noktaya gore
acilimla olugturulan terimlerin kdge agilimi ile olugturulanlardan iglev degerlerine
(mavi gizgiler) ¢ok daha iyi yakinsadigr goriilebilmektedir. Alt bolgelerin egit
Olcekliginde olugturulan yanilgilardan da bu anlagilmigtir, ancak islev degerleri
ve yaklagtirnm degerleri gorsellegtirdiginde orta nokta agiliminin bu fonksiyon
icin stiinliigii ¢cok daha net gekilde goriilmektedir. Orta nokta ac¢ilimi gekil 3.2
icin kullanilan alt bolge sayisinda da denenmek ve gorsellestirilmek istenilirse

yaklagtirimin bagar grafigi sekil 3.5 teki gibi olacaktur.

60000 T
50000 T

40000 T

nokta degerleri

30000 T
20000 T

10000 T

T + H—
10 20 30 40 50
noktaindiseri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.5: 503 alt bolgede f(x1,x2,x3) = (x1 +x2+x3)'? islevi ve yaklastirimlar(O.N.)

Sekil 3.5 te degismez ve tek degigkenlilerin toplanmasiyla elde edilen yaklagtirim
gercek fonksiyon degerleri ile oOrtiistiigii icin yesil olan yaklagtirim egrisi
goriinmektedir. Sadece degigsmezlerle elde edilen yaklagtirim degerlerini gosteren
kirmizi egrinin ise gercek fonksiyon degerlerinden sapmalar gosterdigi agiktir,
bu sapmalarin giderilmesi ve sadece degismez terimle yaklagtirim uygulanmasi
istenilirse alt bdlge sayis1 arttirilarak istenilen saglanabilir.Sekil 3.6 da gosterilen
egriler tek bir egriymis gibi goriinmektedir. Mavi egri secilen noktalarda gercek
fonksiyon degerlerinin gorsellestirilmesiyle olugturulmugtur, ayrica yesil(degismez
ve tek degigkenliler) ve kirmizi(degigsmezler) egrilerle gosterilen yaklagtirimlarla
neredeyse egit denilebilecek bir yakinsama nedeniyle mavi egriyle cakigmigtir.

Dolayisiyla 5003 alt bélgede bile fonksiyona yeteri kadar yaklagtirim saglanmistir.
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60000 T
50000 T

40000 T

nokta degerleri

30000 T
20000 T

10000 T

¥ + Ha—
10 20 30 40 50
noktaindidleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.6: 500° alt bolgede  f(x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)'0 islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)

3.3 Ornek 2

3.3.1 Kose Noktas1 Ac¢ilim

Farkli iglevlerde, iiretilen algoritma ile olusturulan yaklagtirimin basarisini
smmamak amaciyla iistel ve carpimsal yapiya sahip olan olan f(xj,xp,x3) =
e1+2+%) jdevini ele alahm. Islevin bagimsiz degiskenlerinin tanim araliklar:
i¢in yine [0,1] arahgm goz oniine alirsak, bu iglev i¢in yapilacak olan dlgiimler
YBMG bélgesi olan ¢okyiizliiniin hem kdge noktasina gore hem de orta noktasina
gore, islevin ve agirlik islevinin acilimlariyla elde edilen Kiiciik Olceklerde YBMG
terimleri hesabi ile yaklagtirimlarin sonucu olarak ortaya cikmaktadir. Bu
isleve Kiiciik Olceklerde YBMG aciliminin degismez terimi ile, degismez ve tek
degigkenli terimlerinin toplami ile yaklagtirim uygulanmigtir. Bu amagla 6nce ele
aliman ¢ok degigkenli islev ve agirlik iglevinin acilimlarindan gelen ilk terimleri
(Cauchy carpiminda (n = 0) de kesme), daha sonra ikinci terimleri(Cauchy
carpiminda (n = 1) de kesme) alinarak Kiiciik Olceklerde YBMG terimleri
belirlenmistir. Cizelge 3.3 te verilen yamlg degerleri f(x;,x,x3) = el¥1+x2+x3)
ve agirhk iglevi olarak segilen W (u) = ll_vlull islevinin YBMG bolgesinin sifir

noktasina en yakin koge noktasina gére acilimu ile belirlenen Kiiciik Olgeklerde
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YBMG terimlerinin yaklagtirimi ile elde edilmigtir. Bu iglev i¢in en iyi yaklagtirim
sadece degismez terimle yapilmak istenirse 1000° alt bolgeye, tek degiskenlilerde
katilmak istenirse 5007 alt bolgeye ayrilirsa elde edilebilir.

Cizelge 3.3: f(x;,x,x3) = e 721%) fcin Yamlgr Degerleri(K.N.)

Yamilg: (fp) Yamlg: (fp) Yamlg (fo+ % fixi))

i=1

(n=0) (n=1) (n=1)

2° altkesim 4,49 1.295 0.744
10° altkesim 1,4.1073 1,7.1073 1,2.107%
503 altkesim 2,6.1073 2,7.107° 8,9.107°
1003 altkesim  1,6.107° 1,6.1077 1,4.10710
5003 altkesim  2,6.107° 2,6.10710 9,19.e~ 1
10003 altkesim  1,3.e~ 10 1,6.e~ 11 1,4.e716

f(x1,x2,x3) = eM125) jdlevine uygulanan yaklagtirim icin verilen yamilg
degerleri ile her ne kadar smamalar 1000 altkesime kadar yapilsa da, 5007
altkesimde de yeterince yaklagtirim saglandign goriilmektedir. Sadece degismez
terimle yaklagtirim uygulananirsa, bu durumda altkesim sayisini1 arttirmak daha
bagarili bir yaklagtirim saglayacaktir. Uygulanan yaklagtirimlarin gergek iglev
degerlerine ne kadar yaklagabildigi 3 farkl altkesim sayisi ve iki farkh acilim
icin gorsellestirilmistir. Ik acilim cizelge 3.3 te yanilgi degerleri verilen YBMG
bolgesinin sifir noktasina en yakin koge noktasina gore agilimla elde edilmig Kiiciik
Olceklerde YBMG terimleri ile yaklagtirimlardir. 23 altkesimde kise noktasina
gore acihim ile elde edilen Kiiciik Olceklerde YBMG terimlerinden degismez ile,
degismez ve tek degigkenlilerin toplami ile saglanan yaklagtirimlar sekil 3.7 de
gosterilmigtir. Sekil 3.7 den goriildiigii gibi, YBMG bdlgesinin her bir kenarinin
iki altkesime ayrildiginda, ilk altkesimi gosteren kisimda bu iglev i¢in degigmez ile
yaklagtirimin, degigmez ve tek degigkenlilerle edinilen yaklagtirimdan pek bir farki
yoktur. Ikinci bolgede ise tek degigkenlilerin yaklastirima sagladigikatk: daha net
bir gekilde goriilebilmektedir.

Alt bolge sayisinm 203 e cikarilmasiyla yaklastinmda edinilen basarmin arttigi
sekil 3.8 de gozlemlenebilir. Bu altkesim sayisi ile birebir sayisal ortiigme olmasa

da degismez terime tek degigkenlilerin eklenmesiyle elde edinilen yaklagtirim,
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nokta degerleri
=
[6)]

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
noktaindidleri

@ degismez terim
degismez terim + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek gonksiyon

Sekil 3.7: 23 alt bolgede f(x1,x2,x3) = €"1727% iglevi ve yaklastirimlar(K.N.)

degismez terimle yaklagtirimdan daha iistiindiir. Degismez terimle yaklagtirimi

daha da iyi hale getirmek icin altkesim sayis1 arttirilabilir.

nokta degerleri
=
(8]

10 T

T + + } + } + } + } + } + } + H—
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
noktaindisleri

@ degismez terim
degismez terim + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek gonksiyon

Sekil 3.8: 203 alt bolgede f(x1,x2,x3) = €121 jglevi ve yaklastirimlar(K.N.)

Altkesim sayist 100° e cikarnldiginda elde edilen yaklagtinm sekil 3.9 ile
gorsellestirilmistir. Burada yegil cizgilerle birlestirilmis noktalar degismezlere
tek degigkenlilerin eklenmesiyle elde edilne yaklastirimdir ve gekilde gercgek islev
degerleriyle neredeyse biitiiniiyle ortiistiigiinden goriinmez durumdadir. Sadece

degismez terimlerle yaklagtirim uygulandiginda ise cok olmasa da hala belirgin

yanilgilar oldugu gozlenmektedir.
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@ degismez terim
degismez terim + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek gonksiyon

Sekil 3.9: 100° alt bolgede f(x,x2,x3) = €172 iglevi ve yaklastirimlar(K.N.)

3.3.2 Orta Nokta Acilim

Ele alinan ¢ok degigkenli iglevin ve agirlik iglevinin Taylor agilimini YBMG
bolgesinin orta noktasina gore yapildiginda elde edilecek YBMG terimleri ile

yaklagtirimin yanilg1 degerleri ¢izelge 3.4 te verilmigtir.

Cizelge 3.4: f(x1,x2,x3) = e™1727%) jcin Yanilgi Degerleri(O.N.)

N

Yanlg: (fo) Yamlgi (fo+ ¥ fi(xi))

i=1

(n=1) (n=1)

23 altkesim 0.811 0.032
103 altkesim 1,6.1073 2,6.107%
50° altkesim 2,6.107° 1,7.107°
1003 altkesim  1,6.10—7 2,7.e—12
5003 altkesim  2,6.10710 1,7.e7 1
1000° altkesim  1,6.¢7!! 2,7.e—18

Qizelge 3.4 te verilen degerler cizelge 3.3 teki yanilgr degerleri ile
kargilagtirldiginda her iki tablodaki (n = 1) de yapilan degismez terim ile
yaklagtinrmda orta nokta agiliminin yaklagtinma kattigi iyilestirme agikca
goriilmektedir. Carpimsal bir yapiya sahip olan bu igleve hem temel YBMG
agilimi hemde CYBMG acilimi ile bu denli iyi bir bir yaklagtirim saglanamayacagi
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aciktir. Oysa Kiiciik Olgeklerde YBMG ile yaklagtirinda altkesimlerin uygun
Olcekliginde iglev icin en iyi yaklastirnm saptanabilir. Kiiciik 6lgeklerde orta
noktaya gore saptirim acgilimlar1 ile elde edilen yapiya YBMG uygulamasi
sonrasinda yaklagtirimlarin bagarisi 3.10 — 3.11 — 3.12 numaral gekillerde
verilmistir. Sekil 3.10 da YBMG bolgesi 2° altkesime ayrilmis ve altkesimin
orta noktasina gore Taylor agilimlarinin Cauchy ¢arpimi (n = 1) de kesilmigtir.
Aslhinda bagimsiz degigkenlerin herbirinin tanim araligini 2 altkesime bolerek
cok iyi bir yakinsama zaten beklenmemelidir. Ciinkii altkesim sayis1 betige 1
olarak verildiginde uygulanan klasik YBMG acilimidir. Dolaysiyla 1 altkesim
yerine 2 altkesim olmasindan o&tiirii sonuclar, YBMG acilimi ile elde edilen
yaklagtirnmdan daha iyi de olsa, YBMG acilimi ile elde edilene yakin cikacaktir.
Dolayisiyla gekil 3.10 da iyi bir yaklagtirim goézlenmemektedir. Fakat orta nokta
acilimi ile uygulanan bu yaklagtirimin gekli ile sekil 3.7 karsilagtirildiginda, tek
degigkenlilerin eklendigi yaklagtirimin (yesil ¢izgilerin birlegtirdigi noktalar) orta

nokta acilimda kismende olsa daha basarili oldugu gozlemlenir.

nokta degerleri
=
6]

10

I e e S e S A e R s e S S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

nokta indisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.10: 23 alt bolgede f(x1,x2,x3) = €129 jglevi ve yaklastirimlar(O.N)

Bu acilimla elde edilmis Kiiciik Olceklerde YBMG terimleri ile yaklagtirimda
altkesim sayis1 arttirilarak herbir altkesimin o6lgekleri daha da kiigiiltiiliirse,
6rnegin YBMG geometrisi 20° altkesime ayrilirsa yaklagtirnmdaki bagar1 grafigi
sekil 3.11 de gozlemlenebilir.
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@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.11: 20° alt bolgede f(x1,x2,x3) = €172 iglevi ve yaklastirimlar(O.N.)

Sekil 3.11 de gosterilen yaklagtirnmlarin yanilgi degerleri bu altkesim altinda
oldukca kiiciik oldugundan, gekil 3.8 ile pek bir fark goriinmemektedir. Yine
de tek degigkenlilerin de eklendigi yaklagtirnm (yesil ¢izgilerin birlestirdigi
noktalar) orta nokta agiliminin da etkisiyle gercek iglev degerleriyle hemen hemen
ortiismektedir. Degismez terimle yaklagtirimi da iyilegtirmek i¢in altkesim sayisi
daha da arttirlmis ve 100° e cikarilmigtir. Sekil 3.12 de f(x1,xp,x3) = e %2+
islevinin tanim bolgesi 100° altkesime ayrilarak, isleve uygulanan yaklagtirimin

bagarisi gorsellegtirilmigtir.
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noktaindisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.12: 100° alt bolgede f(xq,x2,x3) = €17°2F% iglevi ve yaklagtirimlar(O.N.)
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Sekil 3.9 ile kargilagtirildiginda yanilg: degerleri her iki acilim icinde c¢ok kiiciik

oldugundan fark cok net gozlemlenememektedir.

3.4 Ornek 3

3.4.1 Kose Noktas1 Acilim

Farkl bir iglev uygulamasiigin f (x1,x2,x3) = /1 +x1 +x2 +x3 iglevini ele alalim.
Bu islev i¢in degigkenlerin tanmim araliklar: [0, 1] olsun.Agirhik fonksiyonu ise yine

N
W(u) = Hul,- se¢ilsin. Bu durumda hem YBMG bélgesinin sifir noktasina en

yakin kijl:;e1 noktasina, hemde orta noktasina gore olugturulan acilimlarla elde
edilen YBMG terimlerinin yaklagtirimlarinin yanilgi degerleri ¢izelge 3.5 ve ¢izelge
3.6 da gosterilmigtir. Cizelge 3.5 te verilen yanilgi degerleri Taylor acilimini
YBMG bolgesinin sifir noktasina en yakin kdge noktasina gore acmakla elde
edilen YBMG terimlerinin farkli alt bélge sayilar ile yaklagtiriminda edinilen
yanilgilardir. En iyi yaklagtinm ig¢in uygun kesim sayisini belirlemek, Taylor
aciliminin hangi noktaya gore acildigi disinda fonksiyonun genel yapisinada
baghdir.  Ornegin f(x;,x2,x3) = e®+2+3) ok degigkenli iglevi icin saptirim
acilimlar: (n = 1) de kesilerek belirlenen Kiiciik Olceklerde YBMG terimlerinin

degigsmez ve tek degiskenlilerin toplami ile elde edilen yaklagtirim i¢in en uygun

alt bolge sayis1 500% iken +/T+x; +x2 +x3 islevi icinse 50° parca yeterlidir .Orta

nokta acilimi kullanilirsa uygun alt aralik sayis1 20 ye kadar diigebilmektedir.

Cizelge 3.5: f (x,x2,x3) = /1 +x] +x3 +x3 Icin Yanilgi Degerleri(K.N.)

N

Yanilg: (fp) Yamlg: (fyp) Yamlg: (fo+ El fi(xi)
(n=0) (n=1) (n=1)

2 altkesim 0,02 2,16.1073 5,5.10°%
10 altkesim  2,9.107° 2,9.107° 2,4.10°8
50 altkesim  4,6.1078 4,6.107° 1,3.e712
100 altkesim  2,8.107°  2,9.10—10 2,13.e—14
500 altkesim  4,6.10712 4,6.e713 1,3.e718

Cizelge 3.5 te farkh altkesim sayilari i¢in yanilgi degerleri verilen yaklagtirimlarin,

gercek iglev degerlerine olan yakinligi yine 3 farklhi altkesim sayis1 icin

gorsellegtirilmigtir. Sekil 3.13 te f(x1,x2,x3) = /1 +x; +x2 +x3 ¢ok degigkenli
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islevi icin 23 altkesimde saptirim acilimlarinin kise noktasma gére uygulanmasiyla
elde edilen yaklagtirimlarin bagarisi gorsellestirilmigtir.  Degismez terim ile
yaklagtinnm (kirmizi gizgilerle birlegtirilen noktalar) her ne kadar diigim
noktalarinda islev degerlerine daha yakin goriinse de tek degiskenlilerin
katihmiyla elde edilen yaklagtirim (yesil ¢izgilerle birlestirilen noktalar) iglevin

gercek degerlerinin birlegtirilmis yapisina daha yakin bir olugum sergilemektedir.

o
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nokta degerleri
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@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.13: 23 alt bolgede  f(x1,x2,x3) = I+x+x2+x3 islevi ve
yaklagtirimlar(K.N.)

Bu 6rnek icin koge noktast acilimi altinda altkesim sayist 20° e cikarildiginda
elde edilen yaklagtirnm gekil 3.14 ile gorsellegtirilmigtir. FEle alinan diigim
noktalarinda degigsmezle ya da degismez ve tek degigkenlilerin toplamiyla elde
edilen yaklagtirnmlarin farkli sapmalar1 gézlemlenmektedir. Bu islev icin 203
altkesimle sadece degismez terimle yaklagtirim uygulayarak bile bazi noktalarda

iyi yaklagtirim saglanabilmektedir.

Altkesim sayis1 100 e cikarildiginda her iki yaklastirimda gercek islev degerleriyle
grafik iizerinde ortiigmektedir. Cizelge 3.5 te verilen yanilgi degerleri gekil 3.15

ile gorsel olarakta desteklenmektedir.

3.4.2 Orta Nokta Acilimi
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Sekil 3.14: 20° alt bolgede  f(x1,x2,x3) = /I4x]+x2+x3 islevi ve
yaklagtirimlar(K.N)
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Sekil 3.15: 100° alt bolgede  f(x1,x2,x3) = IT4x+x+x3 islevi ve
yaklagtirimlar(K.N)
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Cizelge 3.6 da orta nokta agihmimmm (n = 1) de kesilmesi ile elde
edilen terimlerle hesaplanan yanilgi degerleri verilmigtir.Cizelge 3.5 ile
kargilagtirildiginda,degismezlere tek degiskenlilerin eklendigi yaklagtirimin yanilgi
degerlerinden, cizelge 3.6 daki yaklagtirimlarda 203 alt bolgede yeterli yaklagtirim
elde edilirken cizelge 3.5 de YBMG bolgesi 503 altkesime béliiniirse yeterince iyi

bir yaklagtirim elde edilecegi gozlemlenir.

Cizelge 3.6: f (x1,x2,x3) = +/1+x] +x3 +x3 Igin Yanilgi Degerleri(O.N.)

M=

Yanilg: (fp) Yamlg: (fo+ ¥ fi(xi))
=1

(n=1) (n=1)

2 altkesim 1,7.1073 4,5.10°°
10 altkesim  2.9.107° 3,8.10710
20 altkesim  1,8.107 6,16.e712
50 altkesim  4,6.107° 2,5.e 14
100 altkesim 2,9.10—10 3,9.e—16
500 altkesim  4,6.¢7 13 2,5.e 12

Bagimsiz degigkenler igin verilen araliklarda ([0,1]) karekok iglevi kii¢iik degerler
aldigindan, yanilgl degerlerininde 23 altkesimden baslayarak oldukca kiiciik
c¢ikmasi her iki acilim iginde beklenen bir sonuctur. Bu durumda orta nokta
acilmi i¢in yaklagtirirmin kalitesini gormek amaciyla gercek iglevin ve igleve
uygulanan yaklastirimlarin niteligi sekillerle gosterilmistir. Ilk olarak orta nokta
acilimi ile 23 altkesimde elde edilen Kiiciik Olceklerde YBMG terimleri ile
yaklagtirim gekil 3.16 da gosterilmigtir. Degigmez terim ile yaklagtirnmdan degilse
bile, yesil renk ile gosterilmig olan degismez ve tek degigkenlilerin toplamiyla

yaklagtirim orta nokta acilimiyla iyilegtirme gostermigtir.

f(x1,x2,x3) = v/1+x1+x2+x3 ¢ok degigkenli iglevi icin orta nokta acilim
kullanilarak elde edilen Kiiciik Olceklerde YBMG yaklastiriminda YBMG bolgesi
203 altkesime sayisinda yaklastirimin basarisinin gercek islevle kargilastirilmasi
icin gekil 3.17 de gorsellegtirilmigtir. Bu iglevin verilen araliklarda aldig1 degerler
ve yaklagtirimlarin yanilgi degerleride gittikge kiigiildiigiinden gekil 3.14 ile 6nemli

bir fark gézlenmemektedir.

Sekil 3.18 de f(x1,x2,x3) = I4+x]+x2+x3 islevine 100° altkesimde

yaklagtirimlar uygulanmigtir. Bu altkesim sayisinda yaklagtirimin bagarisi gergek
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Sekil 3.16: 23 alt bolgede  f(x1,x2,x3) = I+x +x2+x3 islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)
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Sekil 3.17: 20° alt bolgede  f(x1,x2,x3) = 1+xi+x2+x3 islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)
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islev degerleri ile yaklagtirim degerlerini gdsteren noktalarin oOrtiismesinden

anlagilmaktadir.
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@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.18: 100° alt bolgede  f(x1,x2,x3) = IT4+x+x+x3 islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)

3.5 Ornek 4

3.5.1 Kose Noktasi Acilim

Bu o6rnekte Kiiciik Olgeklerde YBMG algoritmasmin devirli bir isleve olan
vaklagtirmminin  bagarisimi  gorebilmek igin  f (x1,x2,x3) = sin(B (x; +x2+x3))
islevini ele alalim.islevin degiskenlerinin araliklar1 [0,1] olsun. Agirhk iglevi
YBMG kogullar1 altinda W (u) = fvlull olarak alinsin. Farkli B degerleri igin
islevin frekans araligi degisecektir. Il;()llaylslyla bu isleve Kiiciik Olgeklerde YBMG
aciliminin bilegenleri ile yapilan yaklagtirimin bu frekans degigimine de bagh
olacagl tahmin edilebilir. Bu durumu goézlemleyebilmek igin farkh B degerleri
icin iglevin tanmim bolgesi alt bolgelere ayrilacak ve elde edilen YBMG terimleri
ile igleve uygulanan yaklagtirnmin yanilgi degerlerine bakilacaktir.Cizelge 3.7 de
B =1 degeri i¢in yapilan kdge noktasina gore agilan saptirim ag¢ilimlar: ile bulunan

Kiiciik Olceklerde YBMG terimleri ile yaklastirimlarin sonucunda edinilen yanilg:

degerleri gosterilmektedir.
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Cizelge 3.7: f (x1,x2,x3) = sin (x] +x + x3)I¢cin Yanilgi Degerleri(K.N.)

N
Yanilgi (fo) Yamlg (o) Yamlgi (fo+ ¥ fi(x)
i=1
(n=0) (n=1) (n=1)
23 altkesim 0,069 0,019 0,016
10° altkesim  1,2.10—-4  1,27.107° 1,12.1077
50° altkesim  1,9.10~ 1,9.10°8 7,1.e
100° altkesim  1,2.107%  1,19.10—9 1,12.e—12
5003 altkesim  1,9.e711 1,9.e7 12 7,2.e V7

Bir 6nceki érnekte oldugu gibi verilen araliklarda f (xj,x2,x3) = sin (x] +x3 +x3)
islevi oldukca kiigiik degerler almaktadir, bu da yaklagtirimlardaki yanilgilarin en
kiiciik altkesim ayrigtirmalarindan itibaren kiiciik ¢ikmasina neden olmaktadir.
23 altkesim sayisiicin f (x1,X2,%3) = sin(x; +x+x3) islevi icin uygulanan
yaklagtirnmlarin gorsel degerlendirmesi igin gekil 3.19 c¢izilmigtir. Goriildiigii
gibi yaklagtirinmda belirgin bir bagari yakalanamamigtir. Bu nedenle altkesim
sayist 20° e ckanldiginda elde edilen yaklagtirimlarin bagarist sekil 3.20 de

gorsellestirilmistir.
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c
0.6
0.4
0.2
-ttt
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
nokta indidleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.19: 23 alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(x] +x2 +x3) islevi ve yaklagtirimlar(K.N)

Sekil 3.20 de araliklarin ilk 10 altkesiminde degismez ile yaklagtirnm oldukca
bagarilh iken diger altkesimlerde tek degiskenlilerle yaklagtirimin bagarisi

gozlemlenmektedir.
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Sekil 3.20: 20° alt bolgede  f(x1,x2,x3) = sin(x; + x + x3) islevi ve
yaklastirimlar(K.N.)

Eger f(x1,%2,x3) = sin(x; 4+ x3 +x3) iglevi icin 100° altkesimde yaklagtirim

uygulanirsa gercek islev degerleri ile yaklagtirimlar icin gorsellestirilen diigiim

noktas1 degerleri sekil 3.21 de goriildiigii gibi ortiismektedir. Bu altkesim

sayisinda yaklagtirimin bagarisini yanilgr deger cizelgesinde verilen degerler de

desteklemektedir.

A

nokta degerleri

; ; ; ; } —
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
noktaindisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.21: 100° alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(x; + xp + x3) islevi ve
yaklastirimlar(K.N.)
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Devirli bir iglev olan f (x1,x2,x3) = sin (x; +x2 +x3) islevi i¢in orta nokta agilim
kullanarak ve tanim bolgesini alt bolgelere ayirarak elde edilen Kiiciik Olceklerde
YBMG acilimina kesme uygulanarak elde edilen yaklagtirimlardan, degismez
terimden itibaren kesme uygulanmasi ve tek degigkenlilerden itibaren kesme
uygulanmasiyla elde edilen yanilgi degerleri cizelge 3.8 de verilmigtir. Cizelge 3.7
deki yanilg1 degerleri ile karsilagtirildiginda orta nokta aciliminin yanilg: degerleri
daha kiiciiktiir.Fakat her iki ¢izelgede de yanilgi degerlerinin oldukca kiiciik olmasi

gorsellegtirmelerde belirgin bir fark ortaya koymamaktadair.

3.5.2 Orta Nokta Acilim

Cizelge 3.8: f (x1,x2,x3) = sin (x| +x +x3)I¢in Yanilgi Degerleri(O.N.)

Yanilg: (fy) Yamlg: (fy+ % fi(xi))

—

23 altkesim 7,2.1073 3,3.10°%
103 altkesim 1,9.10°8 1,36.e7 12
503 altkesim  1,2.107° 2,12.e7 14
1003 altkesim  6,5.e 10 3,2.e16
5003 altkesim  1,9.¢7 2 1,3.¢718

Sekil 3.22 de f(x1,x2,x3) = sin(x] +x2+x3) islevi i¢in orta nokta agilimi ile bulunan
yaklastirimlarin yeterliligi 3 farkhaltkesim sayisinda smanmugtir. Ik olarak 23
altkesim alinmig ve bulunan yaklagtirim degerlerinin gergek islev degerleriyle
kargilagtirilmas: sekil 3.22 de gorsellestirilmigtir. Yaklagtirim yeterince bagarili
olmamakla beraber gekil 3.19 ile karsilagtirildiginda, tek degiskenlilerinde
eklendigi yaklagtirim degerlerinin olusturudugu gergek islev yapisina benzerlik

gostermektedir.

Verilen ¢ok degigkenli iglev icin altkesim sayisi orta nokta aciliminin etkisi altinda
203 e cikarildiginda elde edilen bilesenlerin yaklastirimi sekil 3.23 de verilmistir.
Bu altkesim sayisinda yaklagtirim, yanilgi degerlerinin ¢ok kiiciik olmasindan da
anlagilacagigibi gorsel acidan koge noktasi aciliminda ki ayni altkesim sayisinda

edinilen yaklagtirnmdan ¢ok farkli degildir.

f(x1,x2,x3) = sin(x; +x2 +x3) iglevi i¢in son olarak orta nokta agilimi altinda elde

edilen Kiiciik Olceklerde YBMG terimleri ile yaklagtirim 100% altkesim sayisinda
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Sekil 3.22: 23 alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(x; + xp + x3) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)
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degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
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Sekil 3.23: 20° alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(x; + x + x3) islevi ve
yaklastirimlar(O.N.)
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smanmigtir.  Gergek iglev degerlerine oldukca iyi bir yaklagtinm uygulandig:

sekil 3.24 te acikga goriilmektedir. Kugkusuz ki altkesim sayisi artirilarak tam

ortiismeyen degerlerin ortiigmesi saglanabilir.

A

nokta degerleri
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
noktaindideri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 3.24: 100° alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(x; + xo + x3) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N)

3.5.3 Farkh 3 Degerleri icin f(xq,x3,x3) = sin(B(xq +x2 +x3)) Islevi

f(x1,x2,x3) = sin(x; +x2 +x3) ¢ok degigkenli iglevi devirli bir iglevdir, ve alinan
islev yapisinda devirin frekans1 8 ya farkli degerler verilerek degistirilebilir. Farkh
frekans araliklarinda bu igleve geligtirilen algoritma ile ne denli iyi yaklagtirim
uygulandigim gorebilmek i¢in B = 1 diginda, B = 0.05 ve B = 10 degerleri i¢inde
sinama yapilmigtir. Ancak bu degerler icin yanilgi deger cizelgeleri yerine,
sadece yaklagtirim degerleri ve gercek islev degerlerinin gorsellegtirildigi sekiller

calismaya eklenmigtir.

3.5.3.1 B =0.05Icin

Bundan onceki 4 farkli 6rnekte orta nokta acilimi ile elde edilen terimlerin
yaklagtirimi kose noktasi acilimi ile elde edilenlerle yakin bagsarida ya da iistiin
cikmugtir.  Ayrica devirli fonksiyonlarda frekans aralhigi biiyiidiikce orta nokta
acilimi ve koge noktasi acilimi arasinda net bir fark olmadigi gdzlenmigtir.
Dolayisiyla B = 0.05 ve B = 10 degerleri i¢in yapilan bu sinamalarda iki agilimdan

sadece orta nokta acilimi kullamilacaktir.  Frekans araliginin algoritmanin
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bagarisini ne denli etkiledigini gérmek amaciyla f(x;,x2,x3) = sin(0.05(x; +x2 +
x3)) islevini ele alalim. Ilk yaklagtirim 23 altkesim sayisinda uygulandiginda, sekil
3.25 te orta nokta acilim ile elde edilen Kiiciik Olceklerde YBMG bilegenlerinin
sagladigr yaklagtirimlar, gosterilmigtir. Saptirim acilimlarinin birli terimleri

eklenmig yani Cauchy ¢arpimi (n = 1) de kesilmigtir.
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Sekil 3.25: 2° alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(0.05(x; + xo + x3)) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)

Sekil 3.25 incelenecek olursa degismez ile yaklagtirimi ifade eden kirmizi ¢izgideki

noktalar her ne kadar ilk aralik igin gercek islev degerlerine (mavi ¢izgi) yakin go

riinse de, islev yapisina yaklagan tek degigkenlilerle yaklagtirimdir. Sekil 3.26 da

ise altkesim say1s1 20° e cikarilmis ve yaklagtirim degerleri, gercek islev degerleriyle

birlikte gorsellegtirilmigtir.

Islevin bagimsiz degiskenlerinin tanim araligi olarak belirlenen [0,1] araliginda
igslevin aldig1 degerler ¢ok kiiciik oldugundan, yaklagtirnmda tek degiskenlilerin
etkisi gekilde belirgin bir bicimde gozlenememektir. Ancak yaklagtirimlarin
yeterince iyi olmadigi da aym indisli noktalarin 6 rtiigmemesinden
anlagilmaktadir.  Bu nedenle altkesim sayist 100° e cikarilarak yaklagtirim

uygulandiginda sekil 3.27 de gorsellestirilmis sonuclar elde edilir.

Sekil 3.27 de gercek iglev degerleri ile yaklagtirim degerleri tam olarak
ortiigmektedir. Bu altkesim says1 altinda f(x1,x2,x3) = sin(0.05(x; +x2 +x3))
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Sekil 3.26: 20° alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(0.05(x; + xo + x3)) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N)
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Sekil 3.27: 100° alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(0.05(x; + x2 + x3)) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)
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islevinin Kiiciik Olceklerde YBMG acilim ile her iki yaklastirimida yeterince
basarihdir.

3.5.3.2 B =101cin

f(x1,x2,x3) = sin(10(x; +x2 +x3)) ok degigkenli iglevi igin 3 farkh altkesim
sayisinda orta nokta acilimi ile elde edilen Kiiciik Olceklerde YBMG terimleri
ile yaklagtinnm uygulandiginda, yaklagtirimin bagarisinin ne derece iyi oldugu
cizilen sekillerle gozlemlenmistir. Sekil 3.28 de altkesim sayis1 23 olarak alinmistir
ve vyaklagtirim sonuclarinin bu altkesim sayisinda gercek iglev degerlerine

yaklasamadigi goriilmektedir. Bu nedenle altkesim sayis1 203 e ¢ikarilmigtir ve bu

nokta degerleri
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Sekil 3.28: 23 alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(10(x; + xo + x3)) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)

altkesim sayisinda yaklagtirim sonuclarindaki iyilegsme gekil 3.29 da goriilmektedir.

Fakat yine bir cok noktada gercek islev degerlerine uzak sonuglar elde edilmistir.

Altkesim sayis1 arttirilarak herbir alt bolgenin 6lgekligi daha da kiigiiltiilmelidir.

Islev icin uygulanan yaklagtirimi daha etkin bir hale getirmek icin sirasiyla 100
ve 200° altkesim sayisinda yapilan smamalarda 200° altkesim sayisinda gekil
3.30 da oldugu gibi yeterli yaklagtirim saglanabilecegi gozlemlenmigtir. Kiigiik
sayisal sapmalarin bir sonucu olarak ortiismeyen noktalar ise altkesim sayisini

daha da arttirarak ayni sonucun elde edilmesiyle 6rtiigebilir. Bu durum ashnda
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Sekil 3.29: 20° alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(10(x; + x3 + x3)) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)

altkesimlerin uygun o6lcekliginin ya da sayisinin iglevin yapisi ile birebir iligkili

oldugunu anlatir. Ciinkii siniis islevi calismalarinda B = 0.05 icin 100% altkesim

sayis1 yeterli yaklagtirim igin uygun iken, B = 10 katsayisi i¢in yeterli yaklastirim

2003 altkesim sayisim da arttirarak elde edilebilir.
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Sekil 3.30: 200° alt bolgede f(x1,x2,x3) = sin(10(x; + xo + x3)) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)

50



4. UYGULAMA 2

Cok degiskenli islevler icin Kiiciik Olceklerde YBMG acilimi ile yaklagtirim
UYGULAMA 1 de 3 degigkenli iglevler icin denenmig ve yaklagtirimin bagarist
incelenmigtir. Bu boliimde ise 5 degigkenli 2 farkl iglev icin yeterli yaklagtirim

bulunana kadar altkesim sayisi arttirilarak incelenecektir.

4.1 Ornek 1

Daha &nce 3 degigkenli iglevler ele alinmig ve iiretilen algoritma ile yaklagtirimin
basarist yanilg1 cizelgelerinde ve gekillerde gozlemlenmigtir, fakat daha fazla
degiskene sahip iglevlerle de aynibasarielde edilebilir. Aslinda N dogal sayisine
olursa olsun, algoritmanin uygulandigi sistem kisitlariyla verilen araliklarda
analitik olan tiim iglevler icin yontem bagarihidir. Bu genel yap1 5 degigkenli
islev ornekleriyle de gosterilebilir. f(x,x2,x3,X4,X5) = e(x1tx st +as) islevi ele
alinsin. Daha 6nceki uygulamada ¢ikan sonuclarla orta nokta agiliminin koge
nokta acilimina gore ayni1 ya da daha fazla yaklagtirim sagladigi goriilmiigtiir.
Dolayisiyla bu uygulamada orta noktaya goére alinmig saptirim acilimlar
ile elde edilen Kiiciik Olceklerde YBMG acilminin terimleri ile yaklastirim
sonuglar verilecektir. Ele alman iglev igin degigkenlerin tanim aralklar [0, 1]
ve YBMG agirhik iglevi W(u) = 15] u; olsun. Bu durumda YBMG bolgesi
oncelikle 2° altkesime ayrilsin. Séilll 4.1 de yatayda eksende indisleri verilen

noktalarda hesaplanan iglevin gercek degerleri ve uygulanan yaklagtirim degerleri

gorsellestirilmistir.

Sekil 4.1 de tek degigkenlilerle yaklagtirim gercgek islev degerlerine yakin olsa da
yeterli yaklagtirim saglanamadigi goriilmektedir. Bu durumda altkesim sayis1 207

e ¢ikararildiginda elde edilen sonuglar sekil 4.2 de goriilebilir.

Yaklagtirimin iyilestigi sekil 4.2 de goriilmektedir, fakat ayni indisli noktalarda
gercek islev degerleriyle yaklagtirim degerleri hala yeterince yakin degildir. 200
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nokta degerleri

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
noktaindisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 4.1: 25 alt bolgede f(x),x2,x3,x4,x5) = eltutatuts) devi ve

yaklagtirimlar(O.N.)

150 T
E
o}
oy
kel
©100 T
=
o
c
50 T
0 4 r—— -
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
noktaindidleri
@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon
Sekil 4.2: 20° alt bolgede  f(x1,x2,x3,x4,x5) = elTRtututys) jdevi ve

yaklagtirimlar(O.N.)
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altkesim sayisinda uygulanan Kiiciik Olceklerde YBMG yaklagtirimi ile sonuclar

sekil 4.3 te verilmigtir.

o

150 T
E
o}
oy
kel
100 T
x
o
c
50 T
0 B T -
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
nokta indisleri
@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon
Sekil 4.3: 200° alt bolgede f(x1,x2,x3,x4,x5) = el1tntututs) jeevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)

5 degiskenli f(x1,x2,x3,x4,x5) = e1H2tBHUEEs) Gelevi jein 2007 altkesimin
olduk¢a bagarili bir yaklagtirim i¢in uygun bir altkesim sayis1 oldugu sekil 4.3
te goriilmektedir. Bu uygulamadaki 6rnekler icin yanilg: cizelgesi verilmemistir,
ancak ¢ok kiigiik yanilgilar (sifira yakin) olacagi tahmin edilebilir. Boylelikle 5
degiskenli bir iglev icin de algoritma ile uygulanan yaklagtirimin bagarisi gorsel

ogelerle anlatilmigtir.

4.2 Ornek 2

Ik ornekte 5 degiskenli islev olarak carpimsal ve {istel bir yapiya sahip
olan f(x1,x2,x3,X4,x5) = e 25 H44S) idlevi jcin uygulanan yaklagtirimlarin
niteligi ve bagarisi incelenmistir.  Ele alinan ikinci iglev devirli bir iglev
olan  f(x1,x2,x3,X4,X5) = cos(x] + x2 + x3 + x4 + x5) olsun.  Bu iglev igin
YBMG bolgesinde (tiim degiskenler igin [0,1] tamim araligialimmigtir) yeterli
yaklagtirim saglanana dek altkesim sayisiarttirilmig ve elde edilen yaklagtirim
sonuclarigorsellestirilmistir.  Ilk olarak YBMG bélgesinin biitiinii diginda en
kiiciik alt kesim sayist olan 2° ii ele alalim. Bu altkesim sayisinda elde edilen

yaklagtirim degerleri ve gercek iglev degerleri belirlenen noktalarda hesaplanmig ve
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sekil 4.4 te verilmistir. Ele alinan iglev icin 2° altkesim sayisinda hem degismez ile
yaklagtirim, hemde tek degiskenlilerin eklenmesiyle elde edilen yaklagtirim yeterli

olmamigtir. Altkesim sayisi 20° e cikarilarak elde edilen yaklagtirim sonuclari ise

nokta degerleri

n n n 1 n 1 n 1 n 1 n

+ + T T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
nokta indisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 4.4: 2° alt bolgede f(x1,x2,X3,X4,%5) = cos(x] + xa + x3 + x4 + x5) islevi ve
yaklastirimlar(O.N.)

sekil 4.5 te goriildiigi gibi gercek iglev degerlerine olduk¢a yakindir, fakat yinede

yaklagtirim iyilegtirilebilir.

=
o

nokta degerleri
o
(6]

o
o
|
T

057

-1.0 f——t——F— +—t———— —
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
nokta indisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 4.5: 207 alt bolgede f(x1,x2,X3,X4,%5) = cos(x] + Xp + x3 4+ x4 + x5) islevi ve
yaklagtirimlar(O.N.)
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Sekil 4.6 da f(x1,x2,%3,X4,X5) = cos(x] + x2 +x3 + x4 + x5) islevi icin 200°
altkesimde uygulanan yaklagtirimlarin belirli noktalardaki degerleri ve gercek
islev degerleri goriilmektedir. Boylece bu islev icin YBMG bolgesi 200° altkesime
boliindiigiinde yeterli yaklagtirim saglandig: sekil 4.6 dan goriilebilmektedir.

d»

nokta degerleri
o [
3] o
1
T

o
o
|
T

-057T

-1.0 bttt ———t——f—+————+—
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
nokta indisleri

@ degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
@ gercek fonksiyon

Sekil 4.6: 200° alt bolgede f(x1,x2,x3,X4,%5) = cos(x] + X2 +x3 + x4 + x5) islevi ve
yaklastirimlar(O.N)
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5. SONUC

Gahgmanin temel amaci YBMG tanim bdlgesinin Olcegi kiigiildiigiinde bir ¢ok
degigkenli igleve yaklagtirimin niteligini incelemektir. Bu amag¢ dogrultusunda
YBMG tanim bdlgesi 6lgegi gittikge kiiciilen altkesimlere ayrilarak incelemeler
yapilmig, her bir altkesimde c¢ok degigkenli iglevin ve agirhik iglevinin
anlatimlar1 i¢in saptirnm acilimlarikullanilarak YBMG acgiliminin  bilegenleri
yeniden belirlenmistir. Bu bicimde olusturulan aciimda "Kiiciik Olceklerde
YBMG" olarak isimlendirilmistir.

Calisma siiresince iki farkli acihm kullamlmistir. Kiiciik Olceklerde YMBG
bilegenleri belirlenirken ilk olarak c¢ok degiskenli iglev ve agirhik islevi icin
YBMG tanim bdlgesinin sifir noktasina en yakin koge noktasina gore saptirim
acilimikullanilmigtir.  Daha sonra yapilan irdelemelerde sifir noktasina gore
acilmin daha basarili oldugu diisiiniilmiis ve calismaya Kiiciik Olceklerde
YBMG bilegenlerinin bu saptirim agilimini kullanarak belirlenmesi de eklenmigtir.
YBMG tanim bolgesi daha kiiciik altkesimlere ayrildiktan sonra herbir
altkesimde bulunan YBMG bilegenlerine uygulanan kesmeler birlegtirilmis ve

"Biitiinlestirilmis Kiiciik Olcekli YBMG" yaklastirimi elde edilmistir.

Biitiinlestirilmis Kiiciik Olcekli YBMG farkli yapiya sahip islevler 3 degiskenli
ve 5 degigkenli iizerinde simmanmigtir. Uygulama-1 deki oOrneklerde her
iki saptirim agiliminmin kullanilmasiyla elde edilen bilegenlerin yaklagtirimlar
incelenmis ve orta nokta aciliminin iistiinlugii gézlenmistir. Bu calisma icin
degigsmezle, degismez ve tek degiskenli terimlerin toplamlariyla elde edilen
yaklagtirimlar belirlenmigtir. Bu yaklagtirimlarin degerleri iglevlerin gergek
degerleriyle karsilagtirilmig, yanilgi cizelgelerinde de alt kesim sayisi1 arttikca
yanilgl degerlerinin azaldig1 goriilmiigtiir. (izilen gekiller dogrultusunda
yvalnizca degigmezle yaklagtirim uygulanabilmesinin Biitiinlegtirilmis Kiigiik

Olcekli YBMG ile miimkiin olacagi anlagilmistir. Bu verilen ¢ok degiskenli islevin

56



tanim bolgesinde analitik olma kogulu altinda YBMG bdlgesinin uygun sayida

altkesime ayrilmasiyla saglanabilir ve YBMG agilimi i¢in ¢ok énemli bir bulgudur.

Bu ¢aligmada elde edilen sonuclar igiginda, YBMG agilimina sonlu farklar yontemi
gibi bir yon verilmigtir ve bir sayisal yontem olarakta iglerligi gosterilmigtir.
Yapilan bu calismalarin ardindan Biitiinlestirilmis Kiiciik Olcekli YBMG bir
yaklagtirim yontemi olarak ortaya cikmis ve bundan sonraki caligmalarda da
yonteme katki saglayacak ya da yontemin katki saglayacagi bilgiler ve bulgular

iizerinde ¢aligilacaktir.
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