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Şekil 3.20 : 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) i³levi ve

yakla³t�r�mlar(K.N.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

vii
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Şekil 3.27 : 1003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(0.05(x1 + x2 + x3)) i³levi ve
yakla³t�r�mlar(O.N.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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BÜTÜNLEŞTİRİLMİŞ KÜÇÜK ÖLÇEKLİ YÜKSEK BOYUTLU MODEL
GÖSTERİLİMİ VE ÇOK DEĞİŞKENLİ İŞLEV YAKLAŞTIRIMINDA
KULLANIMI

ÖZET

Günümüzde kullan�m� yayg�nla³an Yüksek Boyutlu Model Gösterilimi (YBMG),
çok de§i³kenli bir i³levi bir de§i³meze, tek de§i³kenli, çift de§i³kenli , vb. terimlere
parçalayarak yakla³t�r�m yap�lmas�n� sa§layan bir yöntemdir. Kullan�m alan�
yayg�nla³t�kça YBMG yöntemini iyile³tirmeye yönelik çal�³malar yap�lm�³t�r.
YBMG ile çok de§i³kenli bir i³lev ile i³lem yapmaktansa daha az de§i³kenli fakat
daha çok say�da i³levle i³lem yap�laca§�ndan ,yöntemi iyile³tirmek denince akla
ilk gelenler terim say�s�n� azaltmaya çal�³mak ve mümkün oldu§unca az say�da
de§i³kene sahip i³levlerle yakla³t�r�m sa§lamakt�r.
Bu çal�³man�n amac� verilen bir çok de§i³kenli i³leve daha iyi yakla³t�r�m
sa§layabilmek için al�nan YBMG terimlerini artt�rmaktansa YBMG bölgesini
çok küçük bölgelere parçalayarak olabildi§ince az say�da de§iskene sahip YBMG
terimlerini yakla³t�r�ma dahil etmektir.
Çal�³mada YBMG bölgesini küçülttükçe sadece de§i³mez terimin hesab�n�n
yeterli olup olmad�§� s�nanm�³t�r. Bu s�nama, i³levi ve YBMG terimleri için
kullan�lan a§�rl�k i³levini sapt�r�m aç�mlar� sayesinde yeniden yap�land�rarak,
YBMG terimlerininin küçük ölçeklerde yeniden yaz�lmas� ve bunlar�n farkl�
i³levler üzerinde say�sal hesaplamalar� ile yap�lm�³t�r. Say�sal irdelemeler için
MUPAD simgesel programlama arac� kullan�lm�³t�r.
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COMBINED SMALL SCALE HIGH DIMENSIONAL MODEL
REPRESENTATION

SUMMARY

High Dimensional Model Representation (HDMR) is a method that supllies
approximation to a multivariate function with other functions, which have less
variables like a constant, univariates , bivariates and so on. While usage of
HDMR were becoming popular in the applications, works on optimizing HDMR
were increased. Optimizing HDMR means that to use components of HDMR
which have less variables and approximate the given multivariate functions.
The main purpose of this work is optimizing HDMR, not with adding new terms
to the approximation, but with seperating HDMR geometry into the small scale
sub-geometries.
It has been searched if constant term is e�ectual or not for the best approximation
to the multivariate function while scale of sub-geometries becoming smaller.
For this search HDMR components have been determined by using pertubation
expansions for the multivariate functions and weight function. Theoretical
�ndings have been tested with di�erent multivariate function on di�erent
sub-geometry scales using a program that has written on MUPAD symbolic
programming tool.

xi



1. GİRİŞ

1.1 Amaç

Yüksek Boyutlu Model Gösterilimi çok de§i³kenli ve karma³�k yap�l� i³levler için
daha az say�da de§i³kenli i³levlerle sa§lanan bir yakla³t�r�m yöntemidir [1, 2, 4, 5,
8, 10]. Bu yakla³t�r�m� sa§lamak için verilen çok de§i³kenli i³lev yerine bu i³levin
Hilbert uzay�ndaki dik bile³enleri al�narak bir böl-yönet algoritmas� kullan�l�r.
Yani verilen çok de§i³kenli i³lev daha az de§i³kenli i³levlere parçalan�r ve bu
parçalardan i³leve yeterli yakla³t�r�m� sa§layacak biçimde az de§i³kenli olanlar
al�n�r.

Bu çal�³mada amaçlanan YBMG yöntemini iyile³tirmek ve bunu yaparken
yakla³t�r�ma eklenen terim say�s�n� en aza indirgemektir, bu biçimde verilen çok
de§i³kenli bir i³lev için YBMG nin daha az teriminin hesaplanmas�d�r. Yan�t�
aranan soru YBMG nin tan�m bölgesi çok küçük ölçeklere bölündü§ünde de§i³mez
terimin yeterli olup olmayaca§�d�r. Bu cevab� bulmak için öncelikle çok küçük
ölçekler için YBMG terimlerinin nas�l bulunabilece§i irdelenerek yönteme ili³kin
bir kuramsal taban olu³turulmu³tur.

Kuramsal ç�kar�mlar için sapt�r�m aç�l�mlar�ndan faydalan�lm�³t�r. Matematiksel
yöntem için çal�³malar sonras�nda elde edilen Küçük Ölçeklerde Yüksek Boyutlu
Model Gösterilimi (Küçük Ölçeklerde YBMG) algoritmas� MUPAD ile yaz�lan
bir betikte farkl� i³levler için s�nanm�³ ve yakla³t�r�m�n yan�lg� çözümlemesi
yap�lm�³t�r. Baz� analitik i³levler için yöntem s�nanm�³ ve bu i³levler için yan�lg�
de§erleri uygulama bölümlerinde gösterilmi³tir.

1.2 Yüksek Boyutlu Model Gösterilimi

Çok de§i³kenli ve karma³�k yap�l� i³levlerin, daha az de§i³kene sahip i³levler
ile anlat�lmas� yöntemi olan YBMG ilk olarak Sobol taraf�ndan tan�mlansa da

1



yöntemin izlerine Kolmogorov' un bir çal�³mas�nda rastlanm�³t�r [11]. Daha sonra
yöntem Demiralp ve ara³t�rma toplulu§u ile Rabitz ve ara³t�rma toplulu§unun
katk�lar�yla geli³me göstermi³tir.

f (x1, . . . ,xN) ³eklinde gösterilen ve x1, . . . ,xN ile simgelenen N ba§�ms�z de§i³kene
ba§l� bir çok de§i³kenli i³levin dik bile³enlere ayr�³t�r�m�n� sa§lamak amac�yla
verilen çok de§i³kenli i³levin aranan dik bile³enlerinin, f0 ile gösterilecek bir
de§i³mez terim, f1 (x1) , . . . , fN (xN) ile gösterilecek olan tek de§i³kenli fonksiyonlar,
f12(x1,x2), . . . , . . . , f1N(x1,xN), f23(x2,x3), . . . , f2N(x2,xN), . . . , fN−1N(xN−1,xN) ile
simgelenecek olan iki de§i³kenli i³levler, bunlar�n d�³�nda gittikçe artan say�da
de§i³kene ba§l� i³levler oldu§u dü³ünülürse, bu i³levlerin de birbirine dik
oldu§u gözetilmelidir [4]. �ki i³levin dikli§i iç çarp�mlar�n�n s�f�r olmas� ile
tan�mlanmaktad�r. �ki i³levin iç çarp�m� ise her ikisinin de karelerinin integre
tümlevlenebilir olmas� ko³ulu alt�nda a³a§�daki gibi tan�mlanmaktad�r.

( f ,g)≡
b1∫

a1

dx1W1(x1) · · ·
bN∫

aN

dxNWN(xN) f (x1, . . . ,xN)g(x1, . . . ,xN) (1.1)

Yukar�da verilen tan�mda (ai,bi), i = 1, ...,N ler ba§�ms�z de§i³kenlerin tan�m
aral�klar� ve Wi(xi), i = 1, ...,N fonksiyonlar� ise her bir ba§�ms�z de§i³kene ba§l�
a§�rl�k i³levleridir ve bu a§�rl�k i³levlerinin ilgili aral�kta tümlevlerinin 1 olmas�
gereklili§i anlat�lm�³t�r [1, 10].

bi∫

ai

dxiWi(xi) = 1, i = 1, . . . ,N (1.2)

Verilen tan�mlar ve ko³ullar alt�nda f (x1, . . . ,xN) i³levinin dik bile³enlerine
ayr�³t�r�m� a³a§�daki e³itlikle verilebilir.

f (x1, . . . ,xN) = f0 +
N

∑
i1

fi1(xi1)+
N

∑
i1,i2=1
i1<i2

fi1i2 (xi1,xi2)+ · · ·+ f12...N (x1, ...,xN) (1.3)

Yukar�daki e³itlikte sa§ yandaki 2N tane bilinmeyenden f0 a de§i³mez terim, fi(xi)

lere tek de§i³kenli terimler , fi1i2(xi1,xi2) lere iki de§i³kenli terimler denir ve di§er
terimler de benzer biçimde adland�r�l�r. Çok de§i³kenli i³lev için verilen (1.3)

e³itli§indeki de§i³mez terimden, tek de§i³kenli terimlerden ya da di§erlerinden
kesme uygulayarak i³leve yakla³t�r�m sa§lanabilir.Bu yönüyle bir böl ve yönet
algoritmas� da diyebilece§imiz YBMG nin bile³enlerini belirlemek için yukar�daki
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e³itli§e ek olarak baz� kurallar verilmi³tir. Bunlardan ilki Sobol taraf�ndan birim
a§�rl�k ve [0,1] aral�§� için tan�mlanan tümlev alt�nda yok olma ko³uludur [11].
YBMG nin a§�rl�k i³levi

W (x1, ...,xN)≡
N

∏
i=1

Wi(xi) (1.4)

e³itli§inde oldu§u gibi de§i³kenlerin a§�rl�k i³levlerinin çarp�mlar� ³eklinde
tan�mlanm�³t�r ve bu bilginin �³�§� alt�nda tümlev alt�nda yok olma ko³ulu da
a³a§�da ki e³itlikle anlat�labilir ve asl�nda bu e³itlik (1.3) e³itli§inin sa§ yan
i³levleri için dikli§i anlat�r [1, 10].

b j∫

a j

dx jWj(x j) f i1...ik(xi1, ...,xik) = 0, x j ∈ {xi1,xi2, ...,xiN} 1≤ j,k ≤ N (1.5)

Yukar�daki bilgilerin �³�§� alt�nda YBMG nin dik bile³enlerinin bulunmas� için
izdü³üm operatörlerinden yararlan�labilir.Bu amaçla ba§�ms�z de§i³kenlerinin
tan�m aral�klar� üzerinde karesi tümlevlenebilir bir f (x1, . . . ,xN) çok de§i³kenli
i³levi için

Pi f (x1, . . . ,xN)≡
bi∫

ai

dxiWi (xi) f (x1, . . . ,xN) , i = 1, . . . ,N (1.6)

ve

I f (x1, . . . ,xN)≡ f (x1, . . . ,xN) (1.7)

operatörleri tan�mlan�rsa

f (x1, . . . ,xN) =

(
N

∏
i=1

(Pi +[I−Pi])

)
f (x1, . . . ,xN) (1.8)

özde³li§i yaz�l�r ve yukar�daki operatörler çarp�m� da aç�labilir [2].

N

∏
i=1

(Pi +[I−Pi]) =
N

∏
i=1

Pi +
N

∑
i1=1

(
i1−1

∏
i=1

Pi

)
[I−Pi1 ]

(
N

∏
i=i1+1

Pi

)
+

N

∑
i1,i2=1
i1<i2

(
i1−1

∏
i=1

Pi

)
[I−Pi1]

(
i2−1

∏
i=i1+1

Pi

)
[I−Pi2]

(
N

∏
i=i2+1

Pi

)
+ · · · (1.9)

Bu ko³ullarla birlikte YBMG nin de§i³mez, tek de§i³kenli, iki de§i³kenli bile³enleri
a³a§�da verilen e³itliklerle elde edilebilir.(1.9) e³itli§inde toplamsal terimler
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birbirine diktir. Bu dik toplamsal aç�l�m YBMG bile³enlerini a³a§�daki gibi
yazmaya olanakl� k�lar.

De§i³mez Terim

f0 =

(
N

∏
i=1

Pi

)
f (x1, . . . ,xN) (1.10)

Tek De§i³kenli Terimler

fi (xi) =

(
i1−1

∏
i=1

Pi

)
[I−Pi1]

(
N

∏
i=i1+1

Pi

)
f (x1, . . . ,xN) (1.11)

�ki De§i³kenli Terimler

fi1i2(xi1 ,xi2) =

(
i1−1

∏
i=1

Pi

)
[I−Pi1]

(
i2−1

∏
i=i1+1

Pi

)
[I−Pi2]

(
N

∏
i=i2+1

Pi

)
f (x1, . . . ,xN)

(1.12)

YBMG'nin di§er dik bile³enleri de benzer biçimde bulunabilir. Bu
çal�³mada Küçük Ölçeklerde YBMG bile³enlerinin hesaplar� ve gösterilimi
izdü³üm operatörlerinin aç�k anlat�mlar� ile gösterilecektir, dolay�s�yla YBMG
bile³enlerinin aç�k anlat�mlar� a³a§�da verilmi³tir.

De§i³mez Terim

f0 =
b1∫

a1

dx1 · · ·
bN∫

aN

dxNW (x1, ...,xN) f (x1, ...,xN) (1.13)

Tek De§i³kenli Terimler

fi(xi) =
b1∫

a1

dx1 · · ·
bi−1∫

ai−1

dxi−1

bi+1∫

ai+1

dxi+1 · · ·×

×
bN∫

aN

dxNW (x1, ...,xN) f (x1, ...,xN)− f0 1≤ i≤ N (1.14)

�ki De§i³kenli Terimler

fi1i2(xi1 ,xi2) =
b1∫

a1

dx1 · · ·
bi1−1∫

ai1−1

dxi1−1

bi1+1∫

ai1+1

dxi1+1 · · ·
bi2−1∫

ai2−1

dxi2−1

bi2+1∫

ai2+1

dxi2+1 · · ·×

×
bN∫

aN

dxNW (x1, ...,xN) f (x1, ...,xN)− fi1 − fi2 − f0, 1≤ i1 < i2 ≤ N (1.15)
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YBMG ne uygulanan kesme sonucunda verilen çok de§i³kenli i³leve ne denli iyi
yakla³t�r�m sa§land�§�n� saptamak amac�yla baz� tan�mlar verilmi³tir. �ntegral
alt�nda s�f�rlanma ko³ulundan yola ç�karak YBMG terimlerinin dikli§i a³a§�daki
e³itlikle anlat�labilir [2,4].

b1∫

a1

dx1 · · ·
bN∫

aN

dxNW (x1, . . . ,xN)× fi1i2...ik(xi1, . . . ,xik)× f j1 j2... jl(x j1 , . . . ,x jl) = 0

{i1, . . . , ik} 6= { j1, . . . , jl} ,1≤ i1 < · · ·< ik ≤ N

1≤ j1 < · · ·< jl ≤ N,1≤ k, l ≤ N (1.16)

Yukar�da sözü edilen dikli§in bir iç çarp�m üzerinden tan�mlanmas�gerekmektedir,
bu birbirine dik olan YBMG terimlerinin iç çarp�m�n�n s�f�r olmas� anlam�na gelir.
YBMG terimleri için iç çarp�m

(
fi1i2...ik , f j1 j2... jl

)≡
b1∫

a1

dx1 · · ·
bN∫

aN

dxNW (x1, . . . ,xN)×

× fi1i2...ik(xi1 , . . . ,xik) f j1 j2... jl(x j1 , . . . ,x jl)

1≤ i1 < · · ·< ik ≤ N, 1≤ j1 < · · ·< jl ≤ N, 1≤ k, l ≤ N (1.17)

e³itli§i ile ifade edilebilir. Böylece iç carp�mdan yola ç�karak norm tan�m�
yap�labilir.

‖ f‖2 = ‖ f0‖2 +
N

∑
i=1
‖ fi‖2 +

N

∑
i1,i2=1
i1<i2

‖ fi1i2‖2 + · · ·+‖ f12...N‖2 (1.18)

(1.9) e³itli§i arac�l�§�yla YBMG terimlerine kesme uygulayarak yakla³t�r�m
yap�ld�§�nda elde edilen sonucun ne denli iyi oldu§u ölçülebilir. Bu ölçümü
yapmak için tan�mlanm�³[metin bey] olan "toplamsall�k ölçenleri" a³a§�da verilen
e³itliklerle belirlenebilirler.De§i³mez terimden k. terime kadar olan terimlerin
al�nmas�yla elde edilen yakla³t�r�m�n niteli§i ölçülmek istenirse "k. basamaktan
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toplamsall�k ölçeni" hesaplanmal�d�r [2, 4, 5].

σ0 ≡ 1

‖ f‖2 ‖ f0‖2

σ1 ≡ 1

‖ f‖2

N

∑
i=1
‖ fi‖2 +σ0

...

σN ≡ 1

‖ f‖2

N

∑
i=1
‖ f12...N‖2 +σN−1

(1.19)

σ0 ile ifade edilen "de§i³mezlik ölçeni" ya da "s�f�r�nc� basamaktan toplamsall�k
ölçeni", YBMG aç�l�m�na de§i³mez terimde kesme uygulayarak çok de§i³kenli
i³lev için elde edilen yakla³t�r�m�n niteli§ini ölçmeyi sa§lar. Ayn� biçimde
tek de§i³kenli terimde kesme uygulan�rsa σ1 ile anlat�lan "birinci basamaktan
toplamsall�k ölçeni" arac�l�§�yla yakla³t�r�m�n ne derece ba³ar�l� oldu§u
ölçulebilir.Genel olarak σk ile "k. dereceden toplamsall�k ölçeni" simgelenir ve
toplamsall�k ölçenleri düzgün s�ral� bir dizi yap�s� gösterir.

0≤ σ0 ≤ σ1 · · · ≤ σN = 1 (1.20)

f (x1, . . . ,xN) çok de§i³kenli i³levi için YBMG yakla³t�r�m�na ili³kin daha genel bir
yap� kurulabilir.

s0 (x1, . . . ,xN) = f0

s1 (x1, . . . ,xN) = s0 (x1, . . . ,xN)+
N

∑
i1=1

fi1(xi1)

...

sk (x1, . . . ,xN) = sk−1 (x1, . . . ,xN)+
N

∑
i1...ik=1
i1<···<ik

fi1...ik (xi1, ...,xik)

1≤ k ≤ N (1.21)

Böylece k. dereceden YBMG yakla³t�m� s�ral� s dizisi ile a³a§�da oldu§u gibi
anlat�labilir.

f (x1 . . .xN)≈ sk (x1 . . .xN) (1.22)

Böylece k. basamaktan YBMG yakla³t�r�m� a³a§�daki ba§�nt�y� sa§lar.

‖sk‖= σk ‖ f‖ (1.23)
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1.2.1 Örnek 1

Çok de§i³kenli i³levi f (x1, . . . ,xN) = x1 + · · ·+ xN olarak alal�m.Bu çok de§i³kenli
i³lev için ba§�ms�z de§i³kenlerin tan�m aral�klar� [0,1] ve a§�rl�k fonkiyonu ise
W (x1, . . . ,xN) = 1 olsun.

f0 =
1∫

0

dx1 · · ·
1∫

0

dxN (x1 + · · ·+ xN)

=
1∫

0

dx1x1 + · · ·+
1∫

0

dxNxN

=
N
2

f j1
(
x j1

)
=

1∫

0

dx1 · · ·
1∫

0

dx j1−1

1∫

0

dx j1+1 · · ·
1∫

0

dxN (x1 + cdots+ xN)

=
1∫

0

dx1x1 + · · ·+
1∫

0

dx j1−1x j1−1 +
1∫

0

dx j1+1x j1+1 + · · ·+
1∫

0

dxNxN

=−N
2

+
N−1

2
+ x j−1

= x j1 −
1
2

1≤ j1 ≤ N

Verilen i³levin de§i³mez terimi ve tek de§i³kenli terimleri bulunduktan sonra
toplamsall�k ölçenleri hesaplanarak yakla³t�r�m�n ne denli ba³ar�l� oldu§u
görülebilir.Bu amaçla i³levin ve de§i³mez terimin norm kareleri hesaplanmal�d�r.

‖ f‖2 =
1∫

0

dx1 · · ·
1∫

0

dxN (x1 + · · ·+ xN)2

=
N
3

+
N(N−1)

4

‖ f0‖2 =
N2

4

Ele al�nan çok de§i³kenli i³lev için s�f�r�nc� basamaktan toplamsall�k ölçeni

σ0 =
N2

4
3N2+N

12

(1.24)

=
3N2

3N2 +N
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olarak bulunur.Birinci basamaktan toplamsall�k ölçeni içinse tek de§i³kenli
terimlerin norm karesi bulunmal� ve bunlar�n norm karelerinin toplamlar�n�n
i³levin norm karesine oran� al�nmal�d�r.

∥∥ f j1

∥∥2 =
1∫

0

(
x j1 −

1
2

)2

dx j1

=
1
2

σ1 = σ0 +
N
12

3N2+N
12

=
3N2

3N2 +N
+

N
3N2 +N

= 1

Birinci dereceden toplamsall�k ölçeninin 1 bulunmas� yakla³t�r�m�n kesin sonucu
verdi§ini anlat�r.Çünkü toplamsall�k ölçeni 1 e ne kadar yak�nsa yakla³t�r�m o
kadar ba³ar�l�d�r.

1.2.2 Örnek 2

f (x1, . . . ,xN) = x1 · · · · · ·xN olarak al�ns�n.Bu çok de§i³kenli i³lev için ba§�ms�z
de§i³kenlerin tan�m aral�klar� [0,1] ve a§�rl�k i³levi W (x1, . . . ,xN) = 1 olsun. Bu
i³lev ve verilen ko³ullar için YBMG aç�l�m�n�n de§i³mez terimi ve tek de§ikenli
terimleri a³a§�daki gibi hesaplan�r.

f0 =
N

∏
j=1

∫
dx jx j =

(
1
2

)N

f j1
(
x j1

) 1
2N−1

(
x j1 −

1
2

)

Bu durumda s�f�r�nc� basamaktan toplamsall�k ölçeni

σ0 =
(

3
4

)N

olarak bulunur.Bu durumda N → ∞ iken σ0 → 0 olur ve bu de§i³mez terimle
yakla³t�r�m ba³ar�l� de§ildir.Birinci basamaktan toplamsall�k ölçenine bak�lacak
olursa

σ1 =
(

3
4

)N [
1+

N
3

]
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³eklinde bulunur ve yine N → ∞ iken σ0 → 0 olur.YBMG aç�l�m�n�n yeterli
olmad�§� durumlar YBMG aç�l�m�n�da iyile³tirmek amaçl� yeni çal�³malara
neden olmu³tur ve YBMG aç�l�mlar� türlüle³mi³tir.Bunlardan baz�lar� Çarp�msal
YBMG, Genelle³tirilmi³ YBMG, Melez YBMG ve son olarak Küçük Ölçeklerde
YBMG dir.

1.3 YBMG Açılımları

1.3.1 Çarpımsal YBMG

Son örnekte gösterildi§i gibi YBMG yakla³t�r�m�n�n niteli§i i³levin yap�s�na ba§l�
olmaktad�r.Örne§in verilen i³lev bir de§i³mez ise s0 de§eri gerçek i³lev de§erine
e³it olacakt�r. E§er verilen i³lev bir de§i³mez ve tek de§i³kenlilerin toplam�
�yap�s�nda ise bu kez gerçek i³lev s1 ile e³le³ecektir.

f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)
m 0≤ m < ∞ (1.25)

i³levi ele al�n�rsa,m = 0 için s0 gerçek fonksiyonla e³le³ir.m = k için ise sk

n�n gerçek i³levle e³le³mesi gerekir. Ancak m ≥ N oldu§unda ancak ve
ancak YBMG aç�l�m�n�n tamam� gerçek i³levle e³le³ebilir.Bu durumda sadece
de§i³mezle, tek de§i³kenlilerle ya da iki de§i³kenlilerle yakla³t�r�mdan iyi bir sonuç
beklenmemelidir. Bu yetersizli§in üstesinden gelmek amac�yla Çarp�msal YBMG
(ÇYBMG) geli³tirilmi³tir [3, 14].

f (x1, . . . ,xN) =
N

∏
j=1

u j(x j) (1.26)

ele al�ns�n.

ui ≡
bi∫

ai

dxiui(xi) 1≤ i≤ N (1.27)

tan�m� alt�nda YBMG terimleri bulunabilir.

De§i³mez Terim

f0 =
N

∏
j=1

u j (1.28)

Tek De§i³kenli Terimler

fi(xi) = f0

(
ui(xi)

ui
−1

)
, 1≤ i≤ N (1.29)
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�ki De§i³kenli Terimler

fi1i2 (xi1,xi2) =
(

ui1(xi1)
ui1

−1
)(

ui2(xi2)
ui2

−1
)

, 1≤ i1 < i2 ≤ N (1.30)

Di§er terimlerde benzer biçimde bulunabilir. Bu e³itlikler sayesinde yaz�lan

fi1...ik (xi1, . . .xik) =
1

f k−1
0

fi1 (xi1) · · · fik (xik) 1≤ i1 < · · ·< ik ≤ N (1.31)

e³itli§i YBMG bile³enleri için de§i³mez ve tek de§i³kenlileri içeren çarp�msal bir
formun oldu§unu gösterir.

f (x1, · · · ,xN) = f0

N

∏
i=1

(
1+

fi(xi)
f0

)
(1.32)

YBMG bile³enleri için elde edilen bu yap� ise YBMG terimlerine kesme
uygulanamayaca§�n� fakat aç�l�m�n toplamlar�n çarp�mlarla yer de§i³tirece§i bir
forma dönü³türülebilece§ini anlat�r. A³a§�da çok de§i³kenli bir i³leve ili³kin
çarp�msal aç�l�m verilmi³tir.

f (x1, · · · ,xN) = f0

N

∏
i=1

(
1+

[
ui(xi)

ui
−1

])
= f0

N
∏
i=1

ui(xi)

∏ i = 1Nui
=

N

∏
i=1

ui(xi) (1.33)

Dolay�s�yla r i³levleri YBMG terimlerinden elde edilebilecek biçimde çarp�msal
YBMG aç�l�m�a³a§�daki gibi gösterilebilir.Burada önemli bir nokta k de§i³kenli
r bile³eni en fazla k de§i³kenli f bile³eni içerebilir.Bu demektir ki tek ba§�ms�z
de§i³kenlilerin çarp�mlar� ³eklinde yaz�lan bir çok de§i³kenli i³lev, r0 ve yukar�daki
ifadenin ilk N çarpan� ile bulunabilir.

f (x1, · · · ,xN) = r0

[
N

∏
i1=1

(1+ ri1(xi))

]


N

∏
i1,i2=1
i1<i2

(1+ ri1i2(xi1,xi2))


×·· ·

× (1+ r123...N (x1,x2,x3, . . . ,xN)) (1.34)

1.33 e³itli§ine Çarp�msal Yüksek Boyutlu Model Gösterilimi denmektedir. Bu
e³itli§e k de§i³kenli çarpanlardan itibaren kesme uylan�rsa elde edilen yakla³t�r�ma
k. dereceden Çarp�msal YBMG yakla³t�r�m�denmektedir.

1.3.2 Melez YBMG
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Klasik YBMG aç�l�m� ve çarp�msal YBMG aç�l�mlar� sadece toplamsal yap�ya
sahip ya da sadece çarp�msal yap�ya sahip fonksiyonlar için uygun yakla³t�r�m
sa§lasa da, uygulamalarda her iki yap�yada sahip i³levler kullan�lmaktad�r.
Dolay�sla bu tür melez yap�ya sahip olan fonksiyonlar içi Melez YBMG (MYBMG)
aç�l�m�geli³tirilmi³tir [12]. α herhangi bir karma³�k de§er alabilen bir bile³im
parametresi olmak üzere f (x1, . . . ,xN) çok de§i³kenli i³levi

f (x1, . . . ,xN)≡ α f (x1, . . . ,xN)+(1−α) f (x1, . . . ,xN) (1.35)

³eklinde yaz�labilir. Fakat bu aç�l�mda α için uygulamada s�kl�kla kullan�lan [0,1]

aral�§�nda reel say�varsay�lmaktad�r. 1.34 e³itli§inin sa§ taraf�nda iki kez görülen
f (x1, . . . ,xN) i³levin ilki yerine toplamsal YBMG yakla³t�r�m�, ikincisi yerinede
Çarp�msal YBMG yakla³t�r�m� yaz�labilir.Böylece f (x1, . . . ,xN) çok de§i³kenli
i³levi için melez bir yakla³t�r�m yap�labilir.

f (x1, . . . ,xN)≈ h jk, 0≤ j,k ≤ N (1.36)

Bu yakla³t�r�mda h jk de§erlerine f (x1, . . . ,xN) için ( j,k). dereceden Melez YBMG
yakla³t�r�m� denir

h jk ≡ αs j (x1, . . . ,xN)+(1−α) pk (x1, . . . ,xN) , 0≤ j,k ≤ N (1.37)

1.3.3 Genelleştirilmiş YBMG

YBMG aç�l�m�nda, ayr�ca bölüm 1.3.1 ve blm1.3.2de anlat�lm�³ olan çe³itlerinde
YBMG a§�rl�k i³levi ba§�ms�z de§i³kenlerin çarp�m�³eklinde al�nm�³t�r. Oysa
YBMG bölgesinin dik olmad�§�durumlarda bu yakla³�m i³e yaramayacakt�r.
Dolay�s�yla YBMG geometrisinin dik olmad�§�uygulamalar için farkl� bir aç�l�m
gerekmi³tir.Bu durumlarda YBMG bölgesi hiperküp, hiperküre gibi dikli§i olan
geometrilerin içine yerle³tirilir. Daha sonra klasik YBMG aç�l�m� ile a§�rl�k i³levi
yeniden yaz�l�r ve çok de§i³kenli i³lev ile a§�rl�k i³levinin çarp�m� da YBMG
ile aç�l�r. De§i³mez terimi bulabilmek için tüm de§i³kenlere göre tümlev al�n�r.
Benzer biçimde tek de§i³kenli terimler ve di§erleride bulunur.Elbette bu terimler
hesaplan�rken ba§l�oldu§u de§i³kenlerden katk� gelmez, tümlevden d�³lan�rlar.
Böylece Genelle³tirilmi³ YBMG (GYBMG) aç�l�m�n�n bile³enleri elde edilir [6,
14]. Bu anlat�lan aç�l�mlar d�³�nda Parametrik YBMG, Evrimsel YBMG
aç�l�mlar� da vard�r.
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2. KÜÇÜK ÖLÇEKLERDE YBMG

2.1 Tanımlar ve Önbilgiler

Küçük Ölçeklerde Yüksek Boyutlu Model Gösterilimi, YBMG tan�m bölgesini
altkesimlere ay�rarak, küçük bölgelerin boyutlar�n�n giderek s�f�ra yakla³t�§�n�
dü³ünerek çok de§i³kenli bir i³lev için yakla³t�r�m uygulamakt�r. Bu tan�mla
Küçük Ölçeklerde YBMG nin konusu olan problemin kurgusu a³a§�daki gibidir.

bi−ai → 0, 1≤ i≤ N (2.1)

Burada bi − ai,(i = 1, ...,N) de§erleri YBMG bölgesinin altkesimlere ayr�lmas�
ile elde edilen küçük ölçekli alt bölgelerin uç noktalar�d�r. Bu durumda
sorulmas� gereken soru YBMG katsay�lar�n�n nas�l hesaplanaca§� ve yakla³t�r�m�n
daha iyi olup olmad�§�d�r. Bu soruyu yan�tlamak için verilen çok de§i³kenli
bir f (x1, . . . ,xN) i³levi için a³a§�daki de§i³ken dönü³ümü ile problemi Sobol'un
kullanm�³ oldu§u standart [0,1] aral�§�na ta³�yabiliriz.

xi = (bi−ai)yi +ai, dxi = (bi−ai)dyi

yi ∈ [0,1], 1≤ i≤ N (2.2)

Problemi bu ³ekilde yap�land�rd�ktan sonra elbette YBMG katsay�lar�n�n
hesaplanmas� için, f (x1, . . . ,xN) i³levini ve W (x1, . . . ,xN) a§�rl�k i³levini yukar�da
gösterilen de§i³ken dönü³ümünün etkisi alt�nda yeniden yap�land�rmak gerekir.
Bu amaçla çok de§i³kenli i³levler için sapt�r�m aç�l�mlar� kullan�labilir [7, 9].
Bölüm (2.2) de çok de§i³kenli i³levlerin küçük ölçeklerdeki YBMG aç�l�m� için
kullan�lan sapt�r�m aç�l�m� ve özellikleri verilmi³tir.

2.2 Çok Değişkenli İşlevlerde Taylor Açılımı

f (x1, . . . ,xN) çok de§i³kenli i³levi P0 (x10, . . . ,xN0) noktas� dolaylar�nda her kerteden
göretürevlere sahip olsun. Bu çok de§i³kenli i³lev için Taylor aç�l�m� a³a§�daki
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gibidir.

f (x1, . . . ,xN) = f (x10, . . . ,xN0)

+
1
1!

(
(x1− x10)

∂
∂x1

+ · · ·+(xN − xN0)
∂

∂xN

)
f (x10 , . . . ,xN0)

+
1
2!

(
(x1− x10)

∂
∂x1

+ · · ·+(xN − xN0)
∂

∂xN

)2

f (x10, . . . ,xN0)

...

+
1
n!

(
(x1− x10)

∂
∂x1

+ · · ·+(xN − xN0)
∂

∂xN

)n

f (x10, . . . ,xN0)+

...

=
∞

∑
i=0

1
i!

(
(x1− x10)

∂
∂x1

+ · · ·+(xN − xN0)
∂

∂xN

)i

f (x10, . . . ,xN0) (2.3)

Bu aç�l�m� kullanarak çok küçük bir YBMG bölgesi için yap�lan de§i³ken
dönü³ümü sonras�nda çok de§i³kenli bir i³levin anlat�m�n� yeniden yazabiliriz.
Bu yap�land�rma s�ras�nda yaz�m kolayl�§� aç�s�ndan (bk−ak) = ui (i = 1, . . . ,N),
YBMG bölgesi olarak dü³ünülen hiperkübün s�f�r noktas�na en yak�n kö³esi olan
(a10, . . . ,aN0) noktas� için (a10, . . . ,aN0) = a ve (u1, . . . ,uN) = u yaz�l�rsa

f (x1, . . . ,xN) = f (u1y1, . . . ,uNyN)

= f (a)+
1
1!

[
u1y1

∂
∂a1

+ · · ·+uNyN
∂

∂aN

]
f (a)

+
1
2!

[
u1y1

∂
∂a1

+ · · ·+uNyN
∂

∂aN

]2

f (a)+

...

+
1
n!

[
u1y1

∂
∂a1

+ · · ·+uNyN
∂

∂aN

]n

f (a)+

...

=
∞

∑
i=0

1
i!

[
u1y1

∂
∂a1

+ · · ·+uNyN
∂

∂aN

]i

f (a) (2.4)

e³itli§i ile çok de§i³kenli i³lev a noktas�na göre aç�labilir. Bu aç�l�m YBMG
katsay�lar�n� bulmakta kullan�lan a§�rl�k i³levi için de ku³kusuz ayn� kö³e
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noktas�na uygulanmal�d�r.

W (x1, . . . ,xN) = W (u1y1, . . . ,uNyN)

= W (a)+
1
1!

[
u1y1

∂
∂a1

+ · · ·+uNyN
∂

∂aN

]
W (a)

+
1
2!

[
u1y1

∂
∂a1

+ · · ·+uNyN
∂

∂aN

]2

W (a)+

...

+
1
n!

[
u1y1

∂
∂a1

+ · · ·+uNyN
∂

∂aN

]n

W (a)+

...

=
∞

∑
i=0

1
i!

[
u1y1

∂
∂a1

+ · · ·+uNyN
∂

∂aN

]i

W (a) (2.5)

�³levleri Taylor aç�l�m� ile yeniden yap�land�rman�n ard�ndan YBMG terimlerinin
küçük ölçeklerde nas�l hesaplanabilece§ini arama süresince bu aç�l�mlardan
faydalan�labilir. Bu amaçla yine yaz�m kolayl�§� için aç�l�mda var olan çoklu
türev toplamlar�
[

u1y1
∂

∂a1
+ · · ·+uNyN

∂
∂aN

]
= Da (2.6)

³eklinde yaz�lm�³t�r. Küçük ölçeklerde YBMG terimlerinin hesab� için hem söz
konusu olan çok de§i³kenli i³levin hem de a§�rl�k i³levinin Taylor aç�l�m� ele
al�naca§�ndan seri aç�l�mlar�na ili³kin Cauchy çarp�m�ndan da söz etmek gerekir.
�ki sonsuz serinin çarp�m�

(
∞

∑
n=0

fn

)
·
(

∞

∑
n=0

gn

)
=

∞

∑
n=0

hn, hn =
n

∑
k=0

fkgn−k (2.7)

biçiminde anlat�labilir.

2.3 Küçük Ölçeklerde YBMG Terimleri Belirlenmesi

YBMG aç�l�m�n�n de§i³mez terimi için yukar�da verilen bilgiler �³�§�nda yaz�lan

f0 =
b1∫

a1

dx1 · · ·
bN∫

aN

dxNW (x1, . . . ,xN) f (x1, . . . ,xN)

=
N

∏
k=1

(uk)
1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyNW (u1y1 +a1, ...,uNyN +aN)

× f (u1y1 +a1, ...,uNyN +aN) (2.8)
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e³itli§i daha da özelle³tirilerek a³a§�daki yap�y� kazan�r.

f0 (u) =

[
N

∏
i=1

ui

] 1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN

∞

∑
j=0

1
j!

D j
aW (a)

∞

∑
k=0

1
k!

Dk
a f (a) (2.9)

(2.8) e³itli§i ile de§i³mezin ui uzakl�klar� çarp�m�na ba§l� olan bir yap� kazand�§�
görülmektedir. Fakat her iki fonksiyon için sonsuz seri anlat�m� hesaplamay�
olanaks�z k�lmaktad�r. (2.1) alt bölümünde verilen önbilgilerden Cauchy
çarp�m�n�n kullan�lmas� ile (2.8) e³itli§i a³a§�daki biçimde yeniden yaz�labilir.

f0 (u) =

[
N

∏
i=1

ui

] 1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN

∞

∑
j=0

1
j!

j

∑
k=0

(
j
k

)
Dk

aW (a)D j−k
a f (a) (2.10)

(2.9) e³itli§indeki sonsuz seri çarp�m�na kesme uygulan�rsa ui lerin bir üslüler
serisi olarak yaz�ld�§� görülen YBMG aç�l�m�n�n de§i³mez terimi için yakla³�k bir
sonuç bulunabilir. Bu yakla³�k sonuç, YBMG aç�l�m�n�n de§i³mez teriminden
kesilmesiyle çok de§i³kenli i³lev için bir yakla³t�r�m sa§lamaktad�r.

f (n)
0 (u) =

[
N

∏
i=1

ui

] 1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN

n

∑
j=0

1
j!

j

∑
k=0

(
j
k

)
Dk

aW (a)D j−k
a f (a) (2.11)

�üphesiz ki (2.10) e³itli§i ile bulunan de§i³mez terim ile al�nacak sonuçtan daha
iyi bir yakla³t�r�m istenebilir, bu durumda YBMG nin tek de§i³kenli terimlerini
hesaplamak kaç�n�lmazd�r. De§i³mez terimin hesab�nda izlenilen yol ve kullan�lan
bilgiler do§rultusunda YBMG nin tek de§i³kenli terimleri hesaplanabilir. Ancak
tek de§i³kenli terim hesab�nda terimin ba§l� oldu§u de§i³kene ait integrali ve
a§�rl�k çarpan� d�³lan�r.

fl(ul) =
N

∏
i=1
i 6=l

ui

1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyl−1

1∫

0

dyl+1 . . .

1∫

0

dyN

×
∞

∑
j=0

1
j!

j

∑
k=0

(
j
k

)
Dk

aW (a)D j−k
a f (a) (2.12)

Yine n. terimde kesme ile elde edilecek tek de§i³kenli terim a³a§�daki gibidir.

f (n)
l

(ul) =
N

∏
i=1
i 6=l

ui

1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyl−1

1∫

0

dyl+1 . . .

1∫

0

dyN

×
n

∑
j=0

1
j!

j

∑
k=0

(
j
k

)
Dk

aW (a)D j−k
a f (a) (2.13)
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2.3.1 Değişmez Bileşen Çözümlemesi

(2.10) E³itli§inde sa§ yandaki Cauchy çarp�m�n terimlerinin n = 0 da kesilmesi
sonucu elde edilen ilk çokterimli a³a§�da verilmi³tir.

f (0)
0 (u) = u1...uNW (a) f (a) (2.14)

Böylece elde edilen bu çokterimli için yak�nsaman�n ne denli iyi oldu§u
çözümlenmek istenirse, toplamsall�k ölçenini kullanmak amac�yla s�f�rdaki
kesmeye ait olan yukar�daki e³itli§in her iki yan�n�n norm karesini alarak bu
sonucun verilen çok de§i³kenli fonksiyona oran� al�nmal�d�r.

‖ f‖2
0 = u1...uNW (a) f (a)2 (2.15)

De§i³mez terim için s�f�rda kesmede s�f�r�nc� basamaktan toplamsall�k ölçeni
a³a§�daki e³itlikle hesaplanabilir. Genel olarak bu serilerin n. kesmesi ile
hesaplanan de§i³mez terim için norm kare ise ‖ f‖2

n ile gösterilebilir.

σ (0)
0 (u1, ...,uN) = u1...uNW (a1, ...,aN) (2.16)

(2.15) e³itli§i ile verilen s�f�r�nc� dereceden toplamsall�k ölçeni ui lere ba§l� bir
çok terimlidir. E§er n. terimden kesme sonucu elde edilen de§i³mez terim ile
yakla³t�r�m için de§erlendirme yapmak istenirse σ (n)

0 (u) belirlenebilir. Fakat bu
çal�³mada temel konulardan biri olan sadece de§i³mez terimin yakla³t�r�m için
yeterli oldu§u izlenimi σ (0)

0 (u) incelenerek edinilebilir, bu amaçla a§�rl�k i³levini
YBMG bölgesinde integralinin 1 oldu§u an�msanmal�d�r.

u1...uNW (a1, ...,aN) = 1 (2.17)

Bu bilgi s�f�r�nc� kesmede s�f�r�nc� dereceden toplamsall�k ölçeni üzerinde
kullan�l�rsa

σ (0)
0 (u1, ...,uN) = 1 (2.18)

oldu§u görülür. Toplamsall�k ölçeni 1 e ne kadar yak�n ç�karsa yakla³t�r�m o
düzeyde ba³ar�l�d�r, dolay�s�yla Küçük Ölçeklerde YBMG yakla³t�r�m�nda (n = 0)

da de§i³mez terim ile yap�lan yakla³t�r�m�n yeterli olaca§� görülmektedir. Böylece
YBMG bölgesi küçüldükçe yakla³t�r�m�n iyile³mesinin yan�nda di§er terimleri
belirlemeden de iyi bir yakla³t�r�m yap�labilece§i anla³�lmaktad�r.
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2.3.2 Orta Nokta Açılımı

(2.3) te küçük ölçekler için belirlenen YBMG terimlerini bulmak amac�yla, verilen
çok de§i³kenli i³lev ve a§�rl�k i³levi YBMG bölgesinin s�f�r noktas�na en yak�n
kö³esine göre sapt�r�m aç�l�m� ile yeniden yaz�lm�³ ve küçük alt bölgelerdeki
belirlemeler bu aç�l�mlara göre yap�lm�³t�r. Oysa aç�l�m noktas�n� YBMG
bölgesinin orta noktas�na göre almak yakla³t�r�m� iyile³tirebilir. Dolay�s�yla
YBMG terimleri için kullan�lan sapt�r�m aç�l�m�n�n en yak�n kö³e noktas�na göre
de§ilde YBMG bölgesinin orta noktas�na göre al�nmas� istenirse yine de§i³ken
dönü³ümü ile de§i³kenlerin tan�m aral�klar�n� yaymak gerekir.

xi = (bi−ai)
(

yi− 1
2

)
+

bi +ai

2
, dxi = (bi−ai)dyi

yi ∈ [0,1], 1≤ i≤ N (2.19)

Buradaki de§i³ken dönü³ümü asl�nda (2.2) de verilenden farkl� de§ildir ama orta
nokta aç�l�m� yapmak için YBMG bölgesinin kenar orta noktalar�n� toplama
i³lemi ile d�³layarak çok de§i³kenlilerde Taylor Aç�l�m� uygulan�rken belirginlik
sa§lanmaktad�r. Çünkü bi+ai

2 ler YBMG bölgesinin kenar orta noktalar�n�
göstermektedir. Böylece daha önce Küçük Ölçeklerde YBMG terimlerini
hesaplamak için Taylor Aç�l�m� ile gelen D operatörü bu kez orta noktaya göre
yap�land�r�labilir. Orta nokta aç�l�m�nda yaz�m kolayl�§� için bi+ai

2 = αi denirse
ve tüm uzayda bir yöney olarak α = (α1, . . . ,αN) ³eklinde gösterilirse Taylor
aç�l�m�ndaki çoklu türev operatörü a³a§�daki gibi olacakt�r.

Dα =
[

u1

(
y1− 1

2

)
∂

∂α1
+ · · ·+uN

(
yN − 1

2

)
∂

∂αN

]
(2.20)

Orta nokta aç�l�m� için çoklu türev operatörünü Dα ile gösterilirse sabit terim
(2.8) e³itli§ine benzer bir ³ekilde anlat�labilir. Bu belirlemedeki tek fark aç�l�m�n
yap�ld�§� koordinatt�r.

f0 (u) =

[
N

∏
i=1

ui

] 1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN

∞

∑
j=0

1
j!

D j
αW (α)

∞

∑
k=0

1
k!

Dk
α f (α) (2.21)

(2.20) e³itli§inde bulunan çok de§i³kenli i³levinin ve a§�rl�k i³levinin Taylor
aç�l�m�nda ki sonsuz seriler Cauchy çarp�m� kullan�larak yeniden yaz�labilir.

f0 (u) =

[
N

∏
i=1

ui

] 1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN

∞

∑
j=0

1
j!

j

∑
k=0

(
j
k

)
Dk

αW (α)D j−k
α f (α) (2.22)
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Bu yaz�m�n sonras�nda sonsuz seriye n. terimde kesme uygulanmas�n�n ard�ndan
de§i³mez terim için yakla³�k bir belirlemenin anlat�m� a³a§�daki gibi yaz�labilir.

f (n)
0 (u) =

[
N

∏
i=1

ui

] 1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN

n

∑
j=0

1
j!

j

∑
k=0

(
j
k

)
Dk

αW (α)D j−k
α f (α) (2.23)

Bir çok de§i³kenli i³leve uygulanacak YBMG yakla³t�r�m� iyile³tirilmek istenirse
de§i³ken say�s� fazla olan terimlerden al�n�r. Örne§in de§i³mez terimle
yakla³t�r�mdan daha ba³ar�l� bir sonuç elde edilmek istenirse de§i³mez terimin
yan�s�ra YBMG aç�l�mdaki tek de§i³kenli terimler toplam� da al�n�r.Bu da
yetmezse iki de§i³kenli terimlerin toplam� al�nmal�d�r. Küçük ölçeklerde
YBMG için ise yakla³t�r�mda iyile³tirme için bir kaç yöntem izlenir. Sadece
de§i³mez terim kullan�larak aral�k boyutlar�n�n ölçeklerini daha da küçülterek
ya da Cauchy çarp�m�ndan terim ekleyerek iyile³tirme yap�labilece§i gibi
Küçük Ölçeklerde YBMG aç�l�mdaki tek de§i³kenli terimler de yakla³t�r�ma
eklenebilir. Tek de§i³kenli terimler ise orta nokta aç�l�m�ndan sonra a³a§�daki
gibi belirlenebilir.1≤ l ≤ N için

fl(ul) =
N

∏
i=1
i6=l

ui

1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyl−1

1∫

0

dyl+1 . . .

1∫

0

dyN

×
∞

∑
j=0

1
j!

j

∑
k=0

(
j
k

)
Dk

αW (α)D j−k
α f (α) (2.24)

Yine n. kesme ile elde edilecek tek de§i³kenli terim a³a§�daki gibidir.

f (n)
l

(ul) =
N

∏
i=1
i 6=l

ui

1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyl−1

1∫

0

dyl+1 . . .

1∫

0

dyN

×
∞

∑
j=0

1
j!

j

∑
k=0

(
j
k

)
Dk

αW (α)D j−k
α f (α) (2.25)

2.3.3 Küçük Ölçeklerde Özyineli Tümlevler

Genel yap�s� verilen Küçük Ölçeklerde YBMG nin de§i³mez terimi ve tek
de§i³kenli terimi belirli bir i³lev için incelenmi³ ve çözümlenmi³tir. Çünkü
uygulamalarda genel yap�dan daha çok belirli yap�lar üzerinde durulmaktad�r.
Ayr�ca yakla³t�r�m uygulanacak çok de§i³kenli i³levin yap�s�na göre YBMG
terimlerinin bulunmas�nda kolayl�klar gözlenebilir. Bunu göstermek amac�yla

f (x1, ...,xN) = (x1 + · · ·+ xN)m (2.26)
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i³levini ele alal�m. m = 1 için toplamsal i³lev olan bu yap�n�n m do§al say�s�
artt�kça toplamsall�§� azalmaktad�r. Bu i³lev için YBMG geometrisinin bir
hiperküp oldu§unu ve bu hiperküpün s�f�r noktas�na en yak�n kö³e noktas�n�n
(a, ...,a) ve en uzak kö³e noktas�n�n (b, ...,b) oldu§unu varsayal�m. Bu geometride
(b− a) uzakl�klar�n�n çok küçük oldu§u dü³ünülürse YBMG terimlerini bulmak
için öncelikle de§i³ken dönü³ümü yap�lmal�d�r.

xi = (b−a)yi +a 1≤ i≤ N (2.27)

Bu de§i³ken dönü³ümü ile fonksiyonun ba§�ms�z de§i³ken yap�s� a³a§�daki gibi
olur.

f ((b−a)y1 +a, ...,(b−a)yN +a) = [Na+(b−a)(y1 + · · ·+ yN) ]m (2.28)

Örnek için a§�rl�k i³levi bir de§i³mez olarak al�ns�n.

W (x1, ...,xN) =
1

(b−a)N (2.29)

De§i³ken dönü³ümü ve a§�rl�k i³levinin birim tümlevlili§i ön ko³ulu alt�nda
YBMG nin de§i³mez terimi a³a§�daki gibi belirlenebilir.

f0 =
1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN ((b−a)y1 +a+ · · ·+(b−a)yN +a)m

=
1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN (Na+(b−a)(y1 + · · ·+ yN))m

=
1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN

m

∑
k=0

(m
k

)
(Na)k (b−a)m−k(y1 + · · ·+ yN)m−k

=
m

∑
k=0

(m
k

)
(Na)k (b−a)m−kIm−k,N (2.30)

Bu e³itlikteki Im−k,N anlat�m� özyineli bir tümlevdir ve aç�k durumu a³a§�daki
yap�da verilmektedir.

Im,N ≡
1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyN (y1 + · · ·+ yN)m (2.31)

Bu özyineli tümlevi belirlemek için bir çokterimli aç�l�m� ya da yinelemeli bir
yap� kullan�labilir. Birinci seçenekte çoklu terim aç�l�m�ndan sonra yeniden
tümlevleri belirlemek temeldir. Bu çal�³mada ikinci seçene§i kullanmak için
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verilen i³levin de§i³ken dönü³ümü sonras�nda edindi§i yap� çokçok terimli üssü
aç�l�m� ile yeniden yaz�ld�ktan sonra teker teker tümlevlerin al�nd�§� dü³ünülürse
özyineli bir yap� elde edilir. Bunun için de§i³ken dönü³ümü sonras�nda elde edilen
yap�n�n çokçok terimli üssü aç�l�m�

(y1 + · · ·+ yN)m =
m

∑
i=0

(m
i

)
(y1 + · · ·+ yN−1)

i ym−i
N (2.32)

e³itli§i ile sa§lanabilir. S�ral� olarak çokçok terimli üssü aç�l�m� ve tümlev alma
ile eri³ilen özyineli tümlev yap�s� a³a§�da gösterilmi³tir.

Im,N =
m

∑
i=0

(m
i

) 1
m− i+1

Ii,N−1 (2.33)

Ayn� özyineli yap� tek de§i³kenli terimin bulunmas� içinde kullan�l�rsa

fi (yi) =
1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyi−1

1∫

0

dyi+1 · · ·
1∫

0

dyN [Na+(b−a)(y1 + · · ·+ yN) ]m− f0

=
1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyi−1

1∫

0

dyi+1 · · ·
1∫

0

dyN

m

∑
k=0

(m
k

)
(Na)k(b−a)m−k

× (y1 + · · ·+ yN)m−k− f0

=
m

∑
k=0

(m
k

)
(Na)k(b−a)m−k

1∫

0

dy1 · · ·
1∫

0

dyi−1

1∫

0

dyi+1 · · ·
1∫

0

dyN

×
m−k

∑
j=0

(y1 + · · ·+ yi−1 + yi+1 + · · ·+ yN) j ym−k− j
i − f0

=
m

∑
k=0

(m
k

)
(Na)k(b−a)m−k

m−k

∑
j=0
j 6=i

(
m− k

j

)
1

m− k− j +1
I j,N−1

−
m

∑
k=0

(m
k

)
(Na)k(b−a)m−k

m−k

∑
j=0

(
m− k

j

)
1

m− k− j +1
I j,N−1

(2.34)

e³itli§i ile bu i³lev için YBMG nin tek de§i³kenli terimleri bulunabilir.
Verilen çok de§i³kenli i³lev ve YBMG bölgesine yönelik ön ko³ullar bu örne§i
özelle³tirmektedir. Burada YBMG bölgesinin en yak�n kö³e noktas�n�n (a, . . . ,a)

oldu§u varsay�larak YBMG terimlerinin yap�s� olu³turulmu³tur. (bi − ai)

uzakl�klar� e³it olmasa da bu i³lev için özel bir YBMG aç�l�m� olu³turabilir.
(bi − ai) = ui 1 ≤ i ≤ N olmak üzere bu aç�l�m�n de§i³mez terimi ve tek
de§i³kenli terimleri a³a§�daki biçimde anlat�labilir.
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f0 =
1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyN

(
N

∑
k=1

ak +
N

∑
k=1

ukyk

)m

=
1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyN

m

∑
j=0

(
m
j

)(
N

∑
k=1

ak

) j ( N

∑
k=1

ukyk

)m− j

=
m

∑
j=0

(
m
j

)(
N

∑
k=1

ak

) j 1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyN

(
N

∑
k=1

ukyk

)m− j

=
m

∑
j=0

(
m
j

)(
N

∑
k=1

ak

) j 1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyN

m− j

∑
i=0

(u1y1 + · · ·+uN−1yN−1)
i (uNyN)m− j−i

=
m

∑
j=0

(
m
j

)(
N

∑
k=1

ak

) j m− j

∑
i=0

1
m− i+1

Ii,N−1 (2.35)

fl (ul) =
1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyl−1

1∫

0

dyl+1 . . .

1∫

0

dyN

(
N

∑
k=1

ak +
N

∑
k=1

ukyk

)m

=
1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyl−1

1∫

0

dyl+1 . . .

1∫

0

dyN

m

∑
j=0

(
m
j

)(
N

∑
k=1

ak

) j ( N

∑
k=1

ukyk

)m− j

=
m

∑
j=0

(
m
j

)(
N

∑
k=1

ak

) j 1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyl−1

1∫

0

dyl+1 . . .

1∫

0

dyN

(
N

∑
k=1

ukyk

)m− j

=
m

∑
j=0

(
m
j

)(
N

∑
k=1

ak

) j 1∫

0

dy1 . . .

1∫

0

dyl−1

1∫

0

dyl+1 . . .

1∫

0

dyN

m− j

∑
i=0

(u1y1 + · · ·+ul−1yl−1 +ul+1yl+1 + · · ·+uNyN)i uly
m− j−i
l

=
m

∑
j=0

(
m
j

)(
N

∑
k=1

ak

) j m− j

∑
i=0
l 6=i

(
m
j

)
1

m− j− i+1
Ii,N−1ym− j−i

l (2.36)

21



3. UYGULAMA 1

3.1 Çok Değişkenli İşlevlerde Görselleştirme

�kiden çok say�da de§i³ken içeren fonksiyonlar�n görselle³tirilmesi s�k�nt� yarat�r,
çünkü 3 boyutlu gra�klerde bile asl�nda iki de§i³kenli i³levler görselle³tirilebilir.
Bu çal�³man�n konusu olan çok de§i³kenli i³levlere uygulanan yakla³t�r�m�n
sonucunu çizim üzerinde görebilmek için a³a§�daki yöntem izlenmi³tir.

Her bir boyutta 3 dü§ümün oldu§u 3 de§i³kenli bir örgü al�ns�n. Ba§�ms�z
de§i³kenler x1,x2,x3 ile gösterilsin ve bunlar�n alabilece§i de§erler 0, 1, 2 olsun.
Bu durumda herhangi bir dü§üm için ona kar³�l�k gelen x1,x2,x3 de§erlerini s�ral�
bir üçlü olarak alan (x1,x2,x3) gösterilimi (3-tuple) kullan�labilir. Bu durumda
yukar�daki örnek için söz konusu olan üçlü say�s� 27 olmaktad�r ve bu üçlüler,
sözgelimi, a³a§�daki çizelge üzerinden verilen biçimde s�ralanabilir.

1→ (0,0,0) 2→ (0,1,0) 3→ (0,2,0)

6→ (1,0,0) 5→ (1,1,0) 4→ (1,2,0)

7→ (2,0,0) 8→ (2,1,0) 9→ (2,2,0)

10→ (0,0,1) 11→ (0,1,1) 12→ (0,2,1)

15→ (1,0,1) 14→ (1,1,1) 13→ (1,2,1)

16→ (2,0,1) 17→ (2,1,1) 18→ (2,2,1)

21→ (0,0,2) 20→ (0,1,2) 19→ (0,2,2)

22→ (1,0,2) 23→ (1,1,2) 24→ (1,2,2)

27→ (2,0,2) 26→ (2,1,2) 25→ (2,2,2)

(3.1)

Çizelgede 1'den 27'ye dek de§i³en tamsay� de§i³keni i ile simgelenirse bu
de§i³kenin 1 ile 27 aras�nda kalan ve 1 ile 27 de§erlerini de içeren tamsay�
kümesindeki her bir i de§eri bir ba³ka dü§üme kar³�l�k gelecektir. Yani her

22



bir dü§üm tek bir tamsay� ile simgelenmektedir. Bu dü§ümlerin herbirinde, bir
f (x1,x2,x3) i³levinin, de§eri verilmekteyse 1,...,27 küme'si içindeki her bir i de§eri
e³siz biçimde bir f de§erine kar³�l�k gelecektir. Sözgelimi yatay eksende i = 11

de§eri dü³ey eksende f (0,1,1) de§erine kar³�l�k gelecektir. Dolay�s�yla, i, yatay
eksende; kar³�l�k gelen fi de§eri de dü³ey eksende koordinat� betimleyecek ve bu iki
de§er düzlemde bir noktaya kar³�l�k gelecektir. Bu biçimde 27 nokta olu³turmak
ve bunlardan her ard�³�k ikiliyi bir do§ru parças� ile birle³tirerek k�r�k çizgili bir
çizim olu³turmak olanakl�d�r.E§er bu i³ as�l i³lev ile onu yakla³t�ranlar için ayr�
ayr� ama ayn� düzlem üzerinde yap�l�rsa aranan çizim elde edilebilir. Dü§üm
noktas� say�s� ne düzeyde çok olursa kar³�la³t�rman�n o düzeyde iyi nitelikli
olaca§�n� söylemek olanakl�d�r.

3.2 Örnek 1

3.2.1 Köşe Noktası Açılımı

Küçük Ölçeklerde YBMG aç�l�m� ile bir çok de§i³kenli i³leve yap�lan yakla³t�r�m�n
iyile³tirilmesi için algoritmada aç�l�m noktas�nda de§i³iklik yap�labilece§i gibi
YBMG bölgesinin alt küçük ölçekli bölgelerinin say�s�n� artt�r�larak altkesimlerin
ölçe§i azalt�labilir. Algoritman�n bu yap�s�n�n i³lerli§ini göstermek amac�yla
ba§�ms�z de§i³kenlerinin tan�m aral�klar�nda analitik olan i³levler üzerinde
denemeler yap�lm�³, yan�,lg� de§erleri çizelgelerde gösterilmi³ ve elde edilen
yakla³t�r�m�n ba³ar�s� ³ekillerle görselle³tirilmi³tir. �lk denemeler ve gözlemler için
f (x1,x2,x3) = (x1 +x2 +x3)10 i³levini ele alal�m. Bu i³levin içerdi§i çarp�msal yap�
nedeniyle klasik YBMG aç�l�m�na uygulanan kesme ile yakla³t�r�m�n Bölüm 1.1.2

de verilen örnekte oldu§u gibi pek ba³ar�l� bir sonuç vermeyece§i ku³ku götürmez,
fakat Küçük Ölçeklerde YBMG ile yakla³t�r�m�n hangi alt aral�k say�s� için
ba³ar�l� olaca§�n� gözlemlemek gerekir. Bu amaçla i³levin de§i³kenlerinin tan�m
aral�klar� tüm de§i³kenler için [0,1] ve a§�rl�k i³levi W (u1,u2,u3) =

N
∏
i=1

1
ui

, 1 ≤
i ≤ N olsun. Bu durumda de§i³mez terim ile yakla³t�r�m ve de§i³mezlere tek
de§i³kenlilerin eklenmesiyle uygulanan yakla³t�r�m belirlenmeli , ayr�ca elbette ki
sapt�r�m aç�l�mlar�ndan gelen terimlerden de ilk terim eklenirse, ikinci terimler
eklenirse bu yakla³t�r�mlara etkilerinin nas�l olaca§� say�sal sonuçlar ba§lam�nda
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incelenmelidir. Çizelge 3.1 de, ele al�nan çok de§i³kenli i³lev için belirlenen Küçük
Ölçeklerde YBMG aç�l�m�nda farkl� bile³enlere uygulanan kesme ile elde edilen
yakla³t�r�mlar�n yan�lg� de§erleri verilmi³tir. Çizelgelerde Küçük Ölçeklerde
YBMG nin sadece de§i³mez terimi al�narak elde edilen yakla³t�r�m için f0,
de§i³mez terim ve tek de§i³kenli terimlerden ba³layan aç�l�mda uygulanacak olan
kesme ile yakla³t�r�m için ise f0 +

N
∑

i=1
fi(xi) kullan�lacakt�r.

Çizelge 3.1: f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)
10 İçin Yanılgı Değerleri(K.N)

Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0) Yanılgı
(

f0 +
N
∑

i=1
fi(xi))

)

(n = 0) (n = 1) (n = 1)

23 altkesim 8,4.106 8,0.106 7,8.106

103 altkesim 3,1.105 6,3.104 2,4.104

503 altkesim 752,5 83,03 2,55
1003 altkesim 49,02 5,12 4,2.10−2

5003 altkesim 1,781 8,2.10−3 2,8.10−6

10003 altkesim 2,3.10−3 5,1.10−4 4,4.10−8

20003 altkesim 6,1.10−4 3,2.10−5 6,9.10−10

30003 altkesim 1,31.10−5 6,3.10−6 6,03.e−11

Çizelge 3.1 Küçük Ölçeklerde YBMG aç�l�m�n�n f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)
10

i³levi için YBMG bölgesi olan [0,1] aral�§�nda kenarlar� yerle³mi³ küpü, alt
küplere parçalayarak elde edilen YBMG terimleri ile yakla³t�r�m�n sonucunda
bulunan yan�lg� de§erlerini vermektedir. YBMG terimleri altkesimlerde elde
edilirken kullan�lan sapt�r�m aç�l�m� s�f�r noktas�na en yak�n kö³e noktas�na göre
al�nm�³t�r. Çizelge 3.1 ilk dü³ey s�rada altkesim say�s� ile anlat�lan YBMG
bölgesinin say�s� artt�kça ölçe§i s�f�ra yakla³an alt bölge say�s�d�r. Altkesim
say�s� dü³ey s�ras�n�n yan�nda yer alan ilk dü³ey s�rada Küçük Ölçeklerde
YBMG nin de§i³mez terimi ile yakla³t�r�m uygulan�nca elde edilen yan�lg�
de§erleri verilmi³tir ve Cauchy çarp�m�nda sadece ilk terim (n = 0) al�nm�³t�r.
�kinci sütunda ise yine de§i³mez terim ile yakla³t�r�m uygulanmas�sonucunda
yan�lg� de§erleri saptanm�³t�r ve bu yakla³t�r�ma eklenen Cauchy çarp�m�ndan
gelen birinci ve ikinci terimler verilmektedir (n = 1). Son dü³ey s�ra ise tek
de§i³kenli terimlerinde kat�l�m�yla elde edilen yakla³t�r�md�r ve yine Cauchy
çarp�m�n�n (n = 1) de kesilmesi ile elde edilen terimler aç�l�m terimleri olarak
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eklenmi³tir. Çizelge 3.1 de verilen yan�lg� de§erleri üzerinde çözümleme yap�lacak
olursa olanakl� olan en az say�da alt aral�kla yakla³t�r�m yapabilmek için
YBMG aç�l�m�n�n tek de§i³kenli terimlerinin de yakla³t�r�ma eklenmesi ve
sapt�r�m aç�l�mlar�ndan gelen ikinci terimlerin de al�nmas�gerekmektedir. YBMG
aç�l�m�n�n tek de§i³kenli terimlerinin hesaplanmas� ve yakla³t�r�ma eklenmesi
istenmezse, alt aral�k say�s� artt�r�larak sadece de§i³mez terimle yakla³t�r�m
uygulanabilir. Algoritman�n bu özelli§i de§i³mez terim çözümlemesinde de
ortaya ç�kmaktad�r. Yap�lan denemeler bu dü³ünceyi desteklemi³ ve alt bölge
say�s� artt�kça yan�lg� de§erlerinin azald�§�gözlenmi³tir. Küçük Ölçeklerde
YBMG aç�l�m�n�n de§i³mez terimi ile yakla³t�r�m� iyile³tirilmek istenildi§inde
sapt�r�m aç�l�m�na terim eklenebilir. �ekilde 3.1 de 16 dü§üm noktas�için i³levin
gerçek de§erleri ve yakla³t�r�mlar�n de§erleri görselle³tirilmi³tir. Yakla³t�r�mlar
YBMG geometrisinin her bir kenar� 2 altkesime bölünerek, yani f (x1,x2,x3) =

(x1 + x2 + x3)
10 3 de§i³kenli i³levi için tan�m bölgesini 23 = 8 alt bölgeye ay�rmakla

elde edilmi³tir. Ayr�ca her bir alt bölgede sapt�r�m�n aç�l�m�n birli terimleri
eklenerek, yani n = 1 den sonraki terimler kesilerek elde edilen YBMG bile³enleri
bütünle³tirilerek ³ekilde görülen çizimler elde edilmi³tir.

degismez terim yaklastirimi
degismez + tek degiskenlilerle yaklastirim
gercek fonksiyon

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
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Şekil 3.1: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)10 işlevi ve yaklaştırımlar(K.N.)

�ekil 3.1 den aç�kça görüldü§ü gibi YBMG bölgesini 8 parçaya ay�rarak uygun
yakla³t�r�m elde edilememektedir. Mavi ile gösterilmi³ olan f (x1,x2,x3) =

(x1 + x2 + x3)
10 i³levine ait de§erler ve de§i³mez terimle ya da de§i³meze tek
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de§i³kenli terimlerin eklenmesiyle uygulanan yakla³t�r�m sonucu elde edilen
de§erler aras�ndaki aç�k fark alt bölge say�s�n� artt�rarak ölçek küçültmek
gerekti§ini anlatmaktad�r. Bir sonraki yakla³t�r�m uygulamas� için seçilen YBMG
bölgesinin kenar aral�§� olan [0,1] aral�§� 50 altkesime ayr�l�rsa ve yine sapt�r�m
aç�l�mlar�n�n Cauchy çarp�m�na (n = 1) de kesme uygulan�rsa elde edilen de§i³mez
ile yakla³t�r�m�n, de§i³meze tek de§i³kenliler eklenerek elde edilen yakla³t�r�m�n ve
gerçek i³lev de§erleri 27 adet dü§üm noktas� için ³ekil 3.2 de görüntülenmektedir.
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Şekil 3.2: 503 alt bölgede f (x1,x2,x3) = (x1 +x2 +x3)10 işlevi ve yaklaştırımlar(K.N.)

Her ne kadar ba§�ms�z de§i³kenlerin aral�klar�n� 50 altkesime bölerek yap�lan
denemelerde görsel sonuçlar �ekil 3.1 dekinden daha iyi bir yakla³t�r�m
sa§land�§�n� gösterse de, i³lev ve yakla³t�r�m aras�ndaki sapmalar hala gözle
görülebilir niteliktedir. Alt bölge say�s�n� daha da artt�rarak Küçük Ölçeklerde
YBMG terimlerini bütünle³tirip gerçek fonksiyon de§erlerine yakla³t�r�m
yap�labilir. Örne§in aral�klar 500 alt aral�klara bölünürse YBMG bölgesi 5003

altkesime ayr�lm�³ olur. Bu durumda yakla³t�r�m�n ba³ar� gra�§i ³ekil 3.3 te
verilmi³tir. �ekil 3.3 te mavi renkte olan e§ri gerçek i³lev de§erlerinin çizgi ile
birle³tirilmesi, k�rm�z� renkte olan çok de§i³kenli i³leve Küçük Ölçeklerde YBMG
nin de§i³mez terimi ile yakla³t�r�m� , ye³il renkteki de§i³mez ve tek de§i³kenlilerin
toplanmas�yla elde edilen yakla³t�r�m�d�r. �ekilde çok küçük yan�lg�larda olsa
nokta de§erleri neredeyse birebir örtü³mektedir. Algoritman�n genel niteli§i
sayesinde sadece f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)10 çok de§i³kenli fonksiyonu için
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Şekil 3.3: 5003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)10 işlevi ve
yaklaştırımlar(K.N.)

de§il, ba§�ms�z de§i³kenlerin toplam�n�n belirli bir üssü ³eklinde bir yap�ya sahip
bütün i³levler için yakla³t�r�m�n uygun alt bölge ölçekli§inde ba³ar�l� olaca§�
öngörülebilir..

3.2.2 Orta Nokta Açılımı

Yakla³t�r�m� iyile³tirmenin di§er bir yolununda sapt�r�m aç�l�m�n�n uyguland�§�
koordinat� de§i³tirmek olabilece§i kuramsal olarak Bölüm 2.3.3 de aç�klanm�³t�
.Bu kuramsal aç�klaman�n sonuçlarla desteklendi§i yine f (x1,x2,x3) =

(x1 + x2 + x3)
10 i³levi için gösterilebilir.Çizelge 3.2 de f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)

10

için Küçük Ölçeklerde YBMG terimleri orta nokta aç�l�m�na göre belirlendi§inde
elde edilen yakla³t�r�m�n yan�lg� de§erleri görülmektedir. Çizelge 3.2 de
verilen yan�lg� de§erleri Taylor aç�l�m�n�n YBMG bölgesinin orta noktas�na göre
uygulanmas� ve serinin (n = 1) de kesilmesiyle elde edilen YBMG terimlerinin
yakla³t�r�m� ile elde edilmi³tir. Bu çizelgeye (n = 0) da yap�lan kesme ile
elde edilen terimlerin yakla³t�r�m yan�lg�lar� eklenmemi³tir, çünkü orta nokta
aç�l�m�nda sadece de§i³mez terim hesab�nda (n = 0) daki ve (n = 1) deki de§i³mez
terim anlat�mlar� ayn� ç�km�³ ve de§i³mez terim hesapland�§�nda da yakla³t�r�m
sonucuda e³it ç�km�³t�r. Dolay�s�yla (n = 1) kesmesi sonucu bulunan de§i³mez
terim ile yakla³t�r�mdaki yan�lg� de§eri ile (n = 0) kesmesi sonucu de§i³mez terim
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Çizelge 3.2: f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)
10 İçin Yanılgı Değerleri(O.N)

Yanılgı ( f0) Yanılgı
(

f0 +
N
∑

i=1
fi(xi)

)

(n = 1) (n = 1)

23 altkesim 5,3.106 2,1.106

103 altkesim 4,5.104 759,3
503 altkesim 81,21 0,053

1003 altkesim 5,092 8,3.10−4

5003 altkesim 8,1.10−3 5,3.10−8

10003 altkesim 5,1.10−4 8,2.10−10

20003 altkesim 2,98.10−5 3,7.e−10

30003 altkesim 6,01.10−6 6,7.e−13

ile yakla³t�r�mdaki yan�lg� de§erleri ayn�d�r.Bu çizelgede as�l özen gösterilmesi
gereken, orta nokta aç�l�m� ile hesaplanan yakla³t�r�m�n�n kö³e noktas�na göre
olu³turulandan daha üstün yak�nsama niteli§idir. Örne§in 1003 alt çokyüzlü ile
elde edilen yakla³t�r�m� ele alal�m. Bu alt bölge say�s�nda kö³e nokta aç�l�m� ile
elde edilen de§i³mez terimin i³leve yakla³t�r�m�n�n yan�lg�s� 5,12 iken orta nokta
aç�l�m� ile bu sonuç 5,09 olmaktad�r, tek de§i³kenlilerinde eklendi§i yakla³t�r�m�n
iyile³mesi ise çok daha belirgindir. Bu üstünlü§ü görselle³tirmek amac�yla,
sapt�r�m aç�l�mlar�n� YBMG bölgesinin s�f�r noktas�na en yak�n kö³e noktas�na
göre de§ilde bölgenin orta noktas�na göre al�nd�§�nda hesaplanan yakla³t�r�m
de§erleri ve gerçek i³lev de§erleri, 23 alt bölge için ³ekil 3.4 te verilmi³tir.
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Şekil 3.4: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)10 işlevi ve yaklaştırımlar(O.N.)
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�ekil 3.4 ile ³ekil 3.1 deki k�rm�z� (de§i³mez ile yakla³t�r�m) ve ye³il (de§i³mez ve
tek terimlerle yakla³t�r�m) çizgilere bak�lacak olursa, ³ekil 3.4 te orta noktaya göre
aç�l�mla olu³turulan terimlerin kö³e aç�l�m� ile olu³turulanlardan i³lev de§erlerine
(mavi çizgiler) çok daha iyi yak�nsad�§� görülebilmektedir. Alt bölgelerin e³it
ölçekli§inde olu³turulan yan�lg�lardan da bu anla³�lm�³t�r, ancak i³lev de§erleri
ve yakla³t�r�m de§erleri görselle³tirdi§inde orta nokta aç�l�m�n�n bu fonksiyon
için üstünlü§ü çok daha net ³ekilde görülmektedir. Orta nokta aç�l�m� ³ekil 3.2
için kullan�lan alt bölge say�s�nda da denenmek ve görselle³tirilmek istenilirse
yakla³t�r�m�n ba³ar� gra�§i ³ekil 3.5 teki gibi olacakt�r.
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Şekil 3.5: 503 alt bölgede f (x1,x2,x3) = (x1 +x2 +x3)10 işlevi ve yaklaştırımlar(O.N.)

�ekil 3.5 te de§i³mez ve tek de§i³kenlilerin toplanmas�yla elde edilen yakla³t�r�m
gerçek fonksiyon de§erleri ile örtü³tü§ü için ye³il olan yakla³t�r�m e§risi
görünmektedir. Sadece de§i³mezlerle elde edilen yakla³t�r�m de§erlerini gösteren
k�rm�z� e§rinin ise gerçek fonksiyon de§erlerinden sapmalar gösterdi§i aç�kt�r,
bu sapmalar�n giderilmesi ve sadece de§i³mez terimle yakla³t�r�m uygulanmas�
istenilirse alt bölge say�s� artt�r�larak istenilen sa§lanabilir.�ekil 3.6 da gösterilen
e§riler tek bir e§riymi³ gibi görünmektedir. Mavi e§ri seçilen noktalarda gerçek
fonksiyon de§erlerinin görselle³tirilmesiyle olu³turulmu³tur, ayr�ca ye³il(de§i³mez
ve tek de§i³kenliler) ve k�rm�z�(de§i³mezler) e§rilerle gösterilen yakla³t�r�mlarla
neredeyse e³it denilebilecek bir yak�nsama nedeniyle mavi e§riyle çak�³m�³t�r.
Dolay�s�yla 5003 alt bölgede bile fonksiyona yeteri kadar yakla³t�r�m sa§lanm�³t�r.
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Şekil 3.6: 5003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = (x1 + x2 + x3)10 işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)

3.3 Örnek 2

3.3.1 Köşe Noktası Açılımı

Farkl� i³levlerde, üretilen algoritma ile olu³turulan yakla³t�r�m�n ba³ar�s�n�
s�namak amac�yla üstel ve çarp�msal yap�ya sahip olan olan f (x1,x2,x3) =

e(x1+x2+x3) i³levini ele alal�m. �³levin ba§�ms�z de§i³kenlerinin tan�m aral�klar�
için yine [0,1] aral�§�n� göz önüne al�rsak, bu i³lev için yap�lacak olan ölçümler
YBMG bölgesi olan çokyüzlünün hem kö³e noktas�na göre hem de orta noktas�na
göre, i³levin ve a§�rl�k i³levinin aç�l�mlar�yla elde edilen Küçük Ölçeklerde YBMG
terimleri hesab� ile yakla³t�r�mlar�n sonucu olarak ortaya ç�kmaktad�r. Bu
i³leve Küçük Ölçeklerde YBMG aç�l�m�n�n de§ismez terimi ile, de§i³mez ve tek
de§i³kenli terimlerinin toplam� ile yakla³t�r�m uygulanm�³t�r. Bu amaçla önce ele
al�nan çok de§i³kenli i³lev ve a§�rl�k i³levinin aç�l�mlar�ndan gelen ilk terimleri
(Cauchy çarp�m�nda (n = 0) de kesme), daha sonra ikinci terimleri(Cauchy
çarp�m�nda (n = 1) de kesme) al�narak Küçük Ölçeklerde YBMG terimleri
belirlenmi³tir. Çizelge 3.3 te verilen yan�lg� de§erleri f (x1,x2,x3) = e(x1+x2+x3)

ve a§�rl�k i³levi olarak seçilen W (u) =
N
∏
i=1

1
ui

i³levinin YBMG bölgesinin s�f�r

noktas�na en yak�n kö³e noktas�na göre aç�l�m� ile belirlenen Küçük Ölçeklerde
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YBMG terimlerinin yakla³t�r�m� ile elde edilmi³tir. Bu i³lev için en iyi yakla³t�r�m
sadece de§i³mez terimle yap�lmak istenirse 10003 alt bölgeye, tek de§i³kenlilerde
kat�lmak istenirse 5003 alt bölgeye ayr�l�rsa elde edilebilir.

Çizelge 3.3: f (x1,x2,x3) = e(x1+x2+x3) İçin Yanılgı Değerleri(K.N.)

Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0 +
N
∑

i=1
fi(xi))

(n = 0) (n = 1) (n = 1)

23 altkesim 4,49 1.295 0.744
103 altkesim 1,4.10−3 1,7.10−3 1,2.10−4

503 altkesim 2,6.10−5 2,7.10−6 8,9.10−9

1003 altkesim 1,6.10−6 1,6.10−7 1,4.10−10

5003 altkesim 2,6.10−9 2,6.10−10 9,19.e−15

10003 altkesim 1,3.e−10 1,6.e−11 1,4.e−16

f (x1,x2,x3) = e(x1+x2+x3) i³levine uygulanan yakla³t�r�m için verilen yan�lg�
de§erleri ile her ne kadar s�namalar 10003 altkesime kadar yap�lsa da, 5003

altkesimde de yeterince yakla³t�r�m sa§land�§� görülmektedir. Sadece de§i³mez
terimle yakla³t�r�m uygulanan�rsa, bu durumda altkesim say�s�n� artt�rmak daha
ba³ar�l� bir yakla³t�r�m sa§layacakt�r. Uygulanan yakla³t�r�mlar�n gerçek i³lev
de§erlerine ne kadar yakla³abildi§i 3 farkl� altkesim say�s� ve iki farkl� aç�l�m
için görselle³tirilmi³tir. �lk aç�l�m çizelge 3.3 te yan�lg� de§erleri verilen YBMG
bölgesinin s�f�r noktas�na en yak�n kö³e noktas�na göre aç�l�mla elde edilmi³ Küçük
Ölçeklerde YBMG terimleri ile yakla³t�r�mlard�r. 23 altkesimde kö³e noktas�na
göre aç�l�m ile elde edilen Küçük Ölçeklerde YBMG terimlerinden de§i³mez ile,
de§i³mez ve tek de§i³kenlilerin toplam� ile sa§lanan yakla³t�r�mlar ³ekil 3.7 de
gösterilmi³tir. �ekil 3.7 den görüldü§ü gibi, YBMG bölgesinin her bir kenar�n�n
iki altkesime ayr�ld�§�nda, ilk altkesimi gösteren k�s�mda bu i³lev için de§i³mez ile
yakla³t�r�m�n, de§i³mez ve tek de§i³kenlilerle edinilen yakla³t�r�mdan pek bir fark�
yoktur. �kinci bölgede ise tek de§i³kenlilerin yakla³t�r�ma sa§lad�§�katk� daha net
bir ³ekilde görülebilmektedir.

Alt bölge say�s�n�n 203 e ç�kar�lmas�yla yakla³t�r�mda edinilen ba³ar�n�n artt�§�
³ekil 3.8 de gözlemlenebilir. Bu altkesim say�s� ile birebir say�sal örtü³me olmasa
da de§i³mez terime tek de§i³kenlilerin eklenmesiyle elde edinilen yakla³t�r�m,
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Şekil 3.7: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) = ex1+x2+x3 işlevi ve yaklaştırımlar(K.N.)

de§i³mez terimle yakla³t�r�mdan daha üstündür. De§i³mez terimle yakla³t�r�m�
daha da iyi hale getirmek için altkesim say�s� artt�r�labilir.
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Şekil 3.8: 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) = ex1+x2+x3 işlevi ve yaklaştırımlar(K.N.)

Altkesim say�s� 1003 e ç�kar�ld�§�nda elde edilen yakla³t�r�m ³ekil 3.9 ile
görselle³tirilmi³tir. Burada ye³il çizgilerle birle³tirilmi³ noktalar de§i³mezlere
tek de§i³kenlilerin eklenmesiyle elde edilne yakla³t�r�md�r ve ³ekilde gerçek i³lev
de§erleriyle neredeyse bütünüyle örtü³tü§ünden görünmez durumdad�r. Sadece
de§i³mez terimlerle yakla³t�r�m uyguland�§�nda ise çok olmasa da hala belirgin
yan�lg�lar oldu§u gözlenmektedir.
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Şekil 3.9: 1003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = ex1+x2+x3 işlevi ve yaklaştırımlar(K.N.)

3.3.2 Orta Nokta Açılımı

Ele al�nan çok de§i³kenli i³levin ve a§�rl�k i³levinin Taylor aç�l�m�n� YBMG
bölgesinin orta noktas�na göre yap�ld�§�nda elde edilecek YBMG terimleri ile
yakla³t�r�m�n yan�lg� de§erleri çizelge 3.4 te verilmi³tir.

Çizelge 3.4: f (x1,x2,x3) = e(x1+x2+x3) İçin Yanılgı Değerleri(O.N.)

Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0 +
N
∑

i=1
fi(xi))

(n = 1) (n = 1)

23 altkesim 0.811 0.032
103 altkesim 1,6.10−3 2,6.10−4

503 altkesim 2,6.10−6 1,7.10−9

1003 altkesim 1,6.10−7 2,7.e−12
5003 altkesim 2,6.10−10 1,7.e−15

10003 altkesim 1,6.e−11 2,7.e−18

Çizelge 3.4 te verilen de§erler çizelge 3.3 teki yan�lg� de§erleri ile
kar³�la³t�r�ld�§�nda her iki tablodaki (n = 1) de yap�lan de§i³mez terim ile
yakla³t�r�mda orta nokta aç�l�m�n�n yakla³t�r�ma katt�§� iyile³tirme aç�kça
görülmektedir. Çarp�msal bir yap�ya sahip olan bu i³leve hem temel YBMG
aç�l�m� hemde ÇYBMG aç�l�m� ile bu denli iyi bir bir yakla³t�r�m sa§lanamayaca§�
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aç�kt�r. Oysa Küçük Ölçeklerde YBMG ile yakla³t�r�mda altkesimlerin uygun
ölçekli§inde i³lev için en iyi yakla³t�r�m saptanabilir. Küçük ölçeklerde orta
noktaya göre sapt�r�m aç�l�mlar� ile elde edilen yap�ya YBMG uygulamas�
sonras�nda yakla³t�r�mlar�n ba³ar�s� 3.10 − 3.11 − 3.12 numaral� ³ekillerde
verilmi³tir. �ekil 3.10 da YBMG bölgesi 23 altkesime ayr�lm�³ ve altkesimin
orta noktas�na göre Taylor aç�l�mlar�n�n Cauchy çarp�m� (n = 1) de kesilmi³tir.
Asl�nda ba§�ms�z de§i³kenlerin herbirinin tan�m aral�§�n� 2 altkesime bölerek
çok iyi bir yak�nsama zaten beklenmemelidir. Çünkü altkesim say�s� beti§e 1
olarak verildi§inde uygulanan klasik YBMG aç�l�m�d�r. Dolay�s�yla 1 altkesim
yerine 2 altkesim olmas�ndan ötürü sonuçlar, YBMG aç�l�m� ile elde edilen
yakla³t�r�mdan daha iyi de olsa, YBMG aç�l�m� ile elde edilene yak�n ç�kacakt�r.
Dolay�s�yla ³ekil 3.10 da iyi bir yakla³t�r�m gözlenmemektedir. Fakat orta nokta
aç�l�m� ile uygulanan bu yakla³t�r�m�n ³ekli ile ³ekil 3.7 kar³�la³t�r�ld�§�nda, tek
de§i³kenlilerin eklendi§i yakla³t�r�m�n (ye³il çizgilerin birle³tirdi§i noktalar) orta
nokta aç�l�mda k�smende olsa daha ba³ar�l� oldu§u gözlemlenir.
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Şekil 3.10: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) = ex1+x2+x3 işlevi ve yaklaştırımlar(O.N)

Bu aç�l�mla elde edilmi³ Küçük Ölçeklerde YBMG terimleri ile yakla³t�r�mda
altkesim say�s� artt�r�larak herbir altkesimin ölçekleri daha da küçültülürse,
örne§in YBMG geometrisi 203 altkesime ayr�l�rsa yakla³t�r�mdaki ba³ar� gra�§i
³ekil 3.11 de gözlemlenebilir.
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Şekil 3.11: 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) = ex1+x2+x3 işlevi ve yaklaştırımlar(O.N.)

�ekil 3.11 de gösterilen yakla³t�r�mlar�n yan�lg� de§erleri bu altkesim alt�nda
oldukça küçük oldu§undan, ³ekil 3.8 ile pek bir fark görünmemektedir. Yine
de tek de§i³kenlilerin de eklendi§i yakla³t�r�m (ye³il çizgilerin birle³tirdi§i
noktalar) orta nokta aç�l�m�n�n da etkisiyle gerçek i³lev de§erleriyle hemen hemen
örtü³mektedir. De§i³mez terimle yakla³t�r�m� da iyile³tirmek için altkesim say�s�
daha da artt�r�lm�³ ve 1003 e ç�kar�lm�³t�r. �ekil 3.12 de f (x1,x2,x3) = ex1+x2+x3

i³levinin tan�m bölgesi 1003 altkesime ayr�larak, i³leve uygulanan yakla³t�r�m�n
ba³ar�s� görselle³tirilmi³tir.
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Şekil 3.12: 1003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = ex1+x2+x3 işlevi ve yaklaştırımlar(O.N.)
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�ekil 3.9 ile kar³�la³t�r�ld�§�nda yan�lg� de§erleri her iki aç�l�m içinde çok küçük
oldu§undan fark çok net gözlemlenememektedir.

3.4 Örnek 3

3.4.1 Köşe Noktası Açılımı

Farkl� bir i³lev uygulamas�için f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 i³levini ele alal�m.
Bu i³lev için de§i³kenlerin tan�m aral�klar� [0,1] olsun.A§�rl�k fonksiyonu ise yine
W (u) =

N
∏
i=1

1
ui

seçilsin. Bu durumda hem YBMG bölgesinin s�f�r noktas�na en
yak�n kö³e noktas�na, hemde orta noktas�na göre olu³turulan aç�l�mlarla elde
edilen YBMG terimlerinin yakla³t�r�mlar�n�n yan�lg� de§erleri çizelge 3.5 ve çizelge
3.6 da gösterilmi³tir. Çizelge 3.5 te verilen yan�lg� de§erleri Taylor aç�l�m�n�
YBMG bölgesinin s�f�r noktas�na en yak�n kö³e noktas�na göre açmakla elde
edilen YBMG terimlerinin farkl� alt bölge say�lar� ile yakla³t�r�m�nda edinilen
yan�lg�lard�r. En iyi yakla³t�r�m için uygun kesim say�s�n� belirlemek, Taylor
aç�l�m�n�n hangi noktaya göre aç�ld�§� d�³�nda fonksiyonun genel yap�s�nada
ba§l�d�r. Örne§in f (x1,x2,x3) = e(x1+x2+x3) çok de§i³kenli i³levi için sapt�r�m
aç�l�mlar� (n = 1) de kesilerek belirlenen Küçük Ölçeklerde YBMG terimlerinin
de§i³mez ve tek de§i³kenlilerin toplam� ile elde edilen yakla³t�r�m için en uygun
alt bölge say�s� 5003 iken

√
1+ x1 + x2 + x3 i³levi içinse 503 parça yeterlidir .Orta

nokta aç�l�m� kullan�l�rsa uygun alt aral�k say�s� 20 ye kadar dü³ebilmektedir.

Çizelge 3.5: f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 İçin Yanılgı Değerleri(K.N.)

Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0 +
N
∑

i=1
fi(xi))

(n = 0) (n = 1) (n = 1)

2 altkesim 0,02 2,16.10−3 5,5.10−4

10 altkesim 2,9.10−5 2,9.10−6 2,4.10−8

50 altkesim 4,6.10−8 4,6.10−9 1,3.e−12

100 altkesim 2,8.10−9 2,9.10−10 2,13.e−14
500 altkesim 4,6.10−12 4,6.e−13 1,3.e−18

Çizelge 3.5 te farkl� altkesim say�lar� için yan�lg� de§erleri verilen yakla³t�r�mlar�n,
gerçek i³lev de§erlerine olan yak�nl�§� yine 3 farkl� altkesim say�s� için
görselle³tirilmi³tir. �ekil 3.13 te f (x1,x2,x3) =

√
1+ x1 + x2 + x3 çok de§i³kenli
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i³levi için 23 altkesimde sapt�r�m aç�l�mlar�n�n kö³e noktas�na göre uygulanmas�yla
elde edilen yakla³t�r�mlar�n ba³ar�s� görselle³tirilmi³tir. De§i³mez terim ile
yakla³t�r�m (k�rm�z� çizgilerle birle³tirilen noktalar) her ne kadar dü§üm
noktalar�nda i³lev de§erlerine daha yak�n görünse de tek de§i³kenlilerin
kat�l�m�yla elde edilen yakla³t�r�m (ye³il çizgilerle birle³tirilen noktalar) i³levin
gerçek de§erlerinin birle³tirilmi³ yap�s�na daha yak�n bir olu³um sergilemektedir.
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Şekil 3.13: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 işlevi ve
yaklaştırımlar(K.N.)

Bu örnek için kö³e noktas� aç�l�m� alt�nda altkesim say�s� 203 e ç�kar�ld�§�nda
elde edilen yakla³t�r�m ³ekil 3.14 ile görselle³tirilmi³tir. Ele al�nan dü§üm
noktalar�nda de§i³mezle ya da de§i³mez ve tek de§i³kenlilerin toplam�yla elde
edilen yakla³t�r�mlar�n farkl� sapmalar� gözlemlenmektedir. Bu i³lev için 203

altkesimle sadece de§i³mez terimle yakla³t�r�m uygulayarak bile baz� noktalarda
iyi yakla³t�r�m sa§lanabilmektedir.

Altkesim say�s� 1003 e ç�kar�ld�§�nda her iki yakla³t�r�mda gerçek i³lev de§erleriyle
gra�k üzerinde örtü³mektedir. Çizelge 3.5 te verilen yan�lg� de§erleri ³ekil 3.15
ile görsel olarakta desteklenmektedir.

3.4.2 Orta Nokta Açılımı
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Şekil 3.14: 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 işlevi ve
yaklaştırımlar(K.N)
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Şekil 3.15: 1003 alt bölgede f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 işlevi ve
yaklaştırımlar(K.N)
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Çizelge 3.6 da orta nokta aç�l�m�n�n (n = 1) de kesilmesi ile elde
edilen terimlerle hesaplanan yan�lg� de§erleri verilmi³tir.Çizelge 3.5 ile
kar³�la³t�r�ld�§�nda,de§i³mezlere tek de§i³kenlilerin eklendi§i yakla³t�r�m�n yan�lg�
de§erlerinden, çizelge 3.6 daki yakla³t�r�mlarda 203 alt bölgede yeterli yakla³t�r�m
elde edilirken çizelge 3.5 de YBMG bölgesi 503 altkesime bölünürse yeterince iyi
bir yakla³t�r�m elde edilece§i gözlemlenir.

Çizelge 3.6: f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 İçin Yanılgı Değerleri(O.N.)

Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0 +
N
∑

i=1
fi(xi))

(n = 1) (n = 1)

2 altkesim 1,7.10−3 4,5.10−6

10 altkesim 2,9.10−6 3,8.10−10

20 altkesim 1,8.10−7 6,16.e−12

50 altkesim 4,6.10−9 2,5.e−14

100 altkesim 2,9.10−10 3,9.e−16
500 altkesim 4,6.e−13 2,5.e−12

Ba§�ms�z de§i³kenler için verilen aral�klarda ([0,1]) karekök i³levi küçük de§erler
ald�§�ndan, yan�lg� de§erlerininde 23 altkesimden ba³layarak oldukça küçük
ç�kmas� her iki aç�l�m içinde beklenen bir sonuçtur. Bu durumda orta nokta
aç�l�m� için yakla³t�r�m�n kalitesini görmek amac�yla gerçek i³levin ve i³leve
uygulanan yakla³t�r�mlar�n niteli§i ³ekillerle gösterilmi³tir. �lk olarak orta nokta
aç�l�m� ile 23 altkesimde elde edilen Küçük Ölçeklerde YBMG terimleri ile
yakla³t�r�m ³ekil 3.16 da gösterilmi³tir. De§i³mez terim ile yakla³t�r�mdan de§ilse
bile, ye³il renk ile gösterilmi³ olan de§i³mez ve tek de§i³kenlilerin toplam�yla
yakla³t�r�m orta nokta aç�l�m�yla iyile³tirme göstermi³tir.

f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 çok de§i³kenli i³levi için orta nokta aç�l�m�
kullan�larak elde edilen Küçük Ölçeklerde YBMG yakla³t�r�m�nda YBMG bölgesi
203 altkesime say�s�nda yakla³t�r�m�n ba³ar�s�n�n gerçek i³levle kar³�la³t�r�lmas�
için ³ekil 3.17 de görselle³tirilmi³tir. Bu i³levin verilen aral�klarda ald�§� de§erler
ve yakla³t�r�mlar�n yan�lg� de§erleride gittikçe küçüldü§ünden ³ekil 3.14 ile önemli
bir fark gözlenmemektedir.

�ekil 3.18 de f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 i³levine 1003 altkesimde
yakla³t�r�mlar uygulanm�³t�r. Bu altkesim say�s�nda yakla³t�r�m�n ba³ar�s� gerçek
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Şekil 3.16: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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Şekil 3.17: 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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i³lev de§erleri ile yakla³t�r�m de§erlerini gösteren noktalar�n örtü³mesinden
anla³�lmaktad�r.
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Şekil 3.18: 1003 alt bölgede f (x1,x2,x3) =
√

1+ x1 + x2 + x3 işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)

3.5 Örnek 4

3.5.1 Köşe Noktası Açılımı

Bu örnekte Küçük Ölçeklerde YBMG algoritmas�n�n devirli bir i³leve olan
yakla³t�r�m�n�n ba³ar�s�n� görebilmek için f (x1,x2,x3) = sin(β (x1 + x2 + x3))

i³levini ele alal�m.�³levin de§i³kenlerinin aral�klar� [0,1] olsun. A§�rl�k i³levi
YBMG ko³ullar� alt�nda W (u) =

N
∏
i=1

1
ui

olarak al�ns�n. Farkl� β de§erleri için

i³levin frekans aral�§� de§i³ecektir. Dolay�s�yla bu i³leve Küçük Ölçeklerde YBMG
aç�l�m�n�n bile³enleri ile yap�lan yakla³t�r�m�n bu frekans de§i³imine de ba§l�
olaca§� tahmin edilebilir. Bu durumu gözlemleyebilmek için farkl� β de§erleri
için i³levin tan�m bölgesi alt bölgelere ayr�lacak ve elde edilen YBMG terimleri
ile i³leve uygulanan yakla³t�r�m�n yan�lg� de§erlerine bak�lacakt�r.Çizelge 3.7 de
β = 1 de§eri için yap�lan kö³e noktas�na göre aç�lan sapt�r�m aç�l�mlar� ile bulunan
Küçük Ölçeklerde YBMG terimleri ile yakla³t�r�mlar�n sonucunda edinilen yan�lg�
de§erleri gösterilmektedir.

41



Çizelge 3.7: f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3)İçin Yanılgı Değerleri(K.N.)

Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0 +
N
∑

i=1
fi(xi))

(n = 0) (n = 1) (n = 1)

23 altkesim 0,069 0,019 0,016
103 altkesim 1,2.10−4 1,27.10−5 1,12.10−7

503 altkesim 1,9.10−7 1,9.10−8 7,1.e−11

1003 altkesim 1,2.10−8 1,19.10−9 1,12.e−12
5003 altkesim 1,9.e−11 1,9.e−12 7,2.e−17

Bir önceki örnekte oldu§u gibi verilen aral�klarda f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3)

i³levi oldukça küçük de§erler almaktad�r, bu da yakla³t�r�mlardaki yan�lg�lar�n en
küçük altkesim ayr�³t�rmalar�ndan itibaren küçük ç�kmas�na neden olmaktad�r.
23 altkesim say�s�için f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) i³levi için uygulanan
yakla³t�r�mlar�n görsel de§erlendirmesi için ³ekil 3.19 çizilmi³tir. Görüldü§ü
gibi yakla³t�r�mda belirgin bir ba³ar� yakalanamam�³t�r. Bu nedenle altkesim
say�s� 203 e ç�kar�ld�§�nda elde edilen yakla³t�r�mlar�n ba³ar�s� ³ekil 3.20 de
görselle³tirilmi³tir.
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Şekil 3.19: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(x1 +x2 +x3) işlevi ve yaklaştırımlar(K.N)

�ekil 3.20 de aral�klar�n ilk 10 altkesiminde de§i³mez ile yakla³t�r�m oldukça
ba³ar�l� iken di§er altkesimlerde tek de§i³kenlilerle yakla³t�r�m�n ba³ar�s�
gözlemlenmektedir.
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Şekil 3.20: 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) işlevi ve
yaklaştırımlar(K.N.)

E§er f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) i³levi için 1003 altkesimde yakla³t�r�m
uygulan�rsa gerçek i³lev de§erleri ile yakla³t�r�mlar için görselle³tirilen dü§üm
noktas� de§erleri ³ekil 3.21 de görüldü§ü gibi örtü³mektedir. Bu altkesim
say�s�nda yakla³t�r�m�n ba³ar�s�n� yan�lg� de§er çizelgesinde verilen de§erler de
desteklemektedir.
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Şekil 3.21: 1003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) işlevi ve
yaklaştırımlar(K.N.)
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Devirli bir i³lev olan f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) i³levi için orta nokta aç�l�m�
kullanarak ve tan�m bölgesini alt bölgelere ay�rarak elde edilen Küçük Ölçeklerde
YBMG aç�l�m�na kesme uygulanarak elde edilen yakla³t�r�mlardan, de§i³mez
terimden itibaren kesme uygulanmas� ve tek de§i³kenlilerden itibaren kesme
uygulanmas�yla elde edilen yan�lg� de§erleri çizelge 3.8 de verilmi³tir. Çizelge 3.7
deki yan�lg� de§erleri ile kar³�la³t�r�ld�§�nda orta nokta aç�l�m�n�n yan�lg� de§erleri
daha küçüktür.Fakat her iki çizelgede de yan�lg� de§erlerinin oldukça küçük olmas�
görselle³tirmelerde belirgin bir fark ortaya koymamaktad�r.

3.5.2 Orta Nokta Açılımı

Çizelge 3.8: f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3)İçin Yanılgı Değerleri(O.N.)

Yanılgı ( f0) Yanılgı ( f0 +
N
∑

i=1
fi(xi))

(n = 1) (n = 1)

23 altkesim 7,2.10−3 3,3.10−4

103 altkesim 1,9.10−8 1,36.e−12

503 altkesim 1,2.10−9 2,12.e−14

1003 altkesim 6,5.e−10 3,2.e−16

5003 altkesim 1,9.e−12 1,3.e−18

�ekil 3.22 de f (x1,x2,x3) = sin(x1+x2+x3) i³levi için orta nokta aç�l�m� ile bulunan
yakla³t�r�mlar�n yeterlili§i 3 farkl�altkesim say�s�nda s�nanm�³t�r. �lk olarak 23

altkesim al�nm�³ ve bulunan yakla³t�r�m de§erlerinin gerçek i³lev de§erleriyle
kar³�la³t�r�lmas� ³ekil 3.22 de görselle³tirilmi³tir. Yakla³t�r�m yeterince ba³ar�l�
olmamakla beraber ³ekil 3.19 ile kar³�la³t�r�ld�§�nda, tek de§i³kenlilerinde
eklendi§i yakla³t�r�m de§erlerinin olu³turudu§u gerçek i³lev yap�s�na benzerlik
göstermektedir.

Verilen çok de§i³kenli i³lev için altkesim say�s� orta nokta aç�l�m�n�n etkisi alt�nda
203 e ç�kar�ld�§�nda elde edilen bile³enlerin yakla³t�r�m� ³ekil 3.23 de verilmi³tir.
Bu altkesim say�s�nda yakla³t�r�m, yan�lg� de§erlerinin çok küçük olmas�ndan da
anla³�laca§�gibi görsel aç�dan kö³e noktas� aç�l�m�nda ki ayn� altkesim say�s�nda
edinilen yakla³t�r�mdan çok farkl� de§ildir.

f (x1,x2,x3) = sin(x1 +x2 +x3) i³levi için son olarak orta nokta aç�l�m� alt�nda elde
edilen Küçük Ölçeklerde YBMG terimleri ile yakla³t�r�m 1003 altkesim say�s�nda
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Şekil 3.22: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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Şekil 3.23: 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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s�nanm�³t�r. Gerçek i³lev de§erlerine oldukça iyi bir yakla³t�r�m uyguland�§�
³ekil 3.24 te aç�kça görülmektedir. Ku³kusuz ki altkesim say�s� art�r�larak tam
örtü³meyen de§erlerin örtü³mesi sa§lanabilir.
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Şekil 3.24: 1003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N)

3.5.3 Farklı β Değerleri İçin f(x1,x2,x3) = sin(β (x1 +x2 +x3)) İşlevi

f (x1,x2,x3) = sin(x1 + x2 + x3) çok de§i³kenli i³levi devirli bir i³levdir, ve al�nan
i³lev yap�s�nda devirin frekans� β ya farkl� de§erler verilerek de§i³tirilebilir. Farkl�
frekans aral�klar�nda bu i³leve geli³tirilen algoritma ile ne denli iyi yakla³t�r�m
uyguland�§�n� görebilmek için β = 1 d�³�nda, β = 0.05 ve β = 10 de§erleri içinde
s�nama yap�lm�³t�r. Ancak bu de§erler için yan�lg� de§er çizelgeleri yerine,
sadece yakla³t�r�m de§erleri ve gerçek i³lev de§erlerinin görselle³tirildi§i ³ekiller
çal�³maya eklenmi³tir.

3.5.3.1 β = 0.05 İçin

Bundan önceki 4 farkl� örnekte orta nokta aç�l�m� ile elde edilen terimlerin
yakla³t�r�m� kö³e noktas� aç�l�m� ile elde edilenlerle yak�n ba³ar�da ya da üstün
ç�km�³t�r. Ayr�ca devirli fonksiyonlarda frekans aral�§� büyüdükçe orta nokta
aç�l�m� ve kö³e noktas� aç�l�m� aras�nda net bir fark olmad�§� gözlenmi³tir.
Dolay�s�yla β = 0.05 ve β = 10 de§erleri için yap�lan bu s�namalarda iki aç�l�mdan
sadece orta nokta aç�l�m� kullan�lacakt�r. Frekans aral�§�n�n algoritman�n
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ba³ar�s�n� ne denli etkiledi§ini görmek amac�yla f (x1,x2,x3) = sin(0.05(x1 + x2 +

x3)) i³levini ele alal�m. �lk yakla³t�r�m 23 altkesim say�s�nda uyguland�§�nda, ³ekil
3.25 te orta nokta aç�l�m� ile elde edilen Küçük Ölçeklerde YBMG bile³enlerinin
sa§lad�§� yakla³t�r�mlar, gösterilmi³tir. Sapt�r�m aç�l�mlar�n�n birli terimleri
eklenmi³ yani Cauchy çarp�m� (n = 1) de kesilmi³tir.
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Şekil 3.25: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(0.05(x1 + x2 + x3)) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)

�ekil 3.25 incelenecek olursa de§i³mez ile yakla³t�r�m� ifade eden k�rm�z� çizgideki
noktalar her ne kadar ilk aral�k için gerçek i³lev de§erlerine (mavi çizgi) yak�n gö
rünse de, i³lev yap�s�na yakla³an tek de§i³kenlilerle yakla³t�r�md�r. �ekil 3.26 da
ise altkesim say�s� 203 e ç�kar�lm�³ ve yakla³t�r�m de§erleri, gerçek i³lev de§erleriyle
birlikte görselle³tirilmi³tir.

�³levin ba§�ms�z de§i³kenlerinin tan�m aral�§� olarak belirlenen [0,1] aral�§�nda
i³levin ald�§� de§erler çok küçük oldu§undan, yakla³t�r�mda tek de§i³kenlilerin
etkisi ³ekilde belirgin bir biçimde gözlenememektir. Ancak yakla³t�r�mlar�n
yeterince iyi olmad�§� da ayn� indisli noktalar�n ö rtü³memesinden
anla³�lmaktad�r. Bu nedenle altkesim say�s� 1003 e ç�kar�larak yakla³t�r�m
uyguland�§�nda ³ekil 3.27 de görselle³tirilmi³ sonuçlar elde edilir.

�ekil 3.27 de gerçek i³lev de§erleri ile yakla³t�r�m de§erleri tam olarak
örtü³mektedir. Bu altkesim says� alt�nda f (x1,x2,x3) = sin(0.05(x1 + x2 + x3))
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Şekil 3.26: 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(0.05(x1 + x2 + x3)) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N)
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Şekil 3.27: 1003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(0.05(x1 + x2 + x3)) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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i³levinin Küçük Ölçeklerde YBMG aç�l�m� ile her iki yakla³t�r�m�da yeterince
ba³ar�l�d�r.

3.5.3.2 β = 10 İçin

f (x1,x2,x3) = sin(10(x1 + x2 + x3)) çok de§i³kenli i³levi için 3 farkl� altkesim
say�s�nda orta nokta aç�l�m� ile elde edilen Küçük Ölçeklerde YBMG terimleri
ile yakla³t�r�m uyguland�§�nda, yakla³t�r�m�n ba³ar�s�n�n ne derece iyi oldu§u
çizilen ³ekillerle gözlemlenmi³tir. �ekil 3.28 de altkesim say�s� 23 olarak al�nm�³t�r
ve yakla³t�r�m sonuçlar�n�n bu altkesim say�s�nda gerçek i³lev de§erlerine
yakla³amad�§� görülmektedir. Bu nedenle altkesim say�s� 203 e ç�kar�lm�³t�r ve bu
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Şekil 3.28: 23 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(10(x1 + x2 + x3)) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)

altkesim say�s�nda yakla³t�r�m sonuçlar�ndaki iyile³me ³ekil 3.29 da görülmektedir.
Fakat yine bir çok noktada gerçek i³lev de§erlerine uzak sonuçlar elde edilmi³tir.
Altkesim say�s� artt�r�larak herbir alt bölgenin ölçekli§i daha da küçültülmelidir.

�³lev için uygulanan yakla³t�r�m� daha etkin bir hale getirmek için s�ras�yla 1003

ve 2003 altkesim say�s�nda yap�lan s�namalarda 2003 altkesim say�s�nda ³ekil
3.30 da oldu§u gibi yeterli yakla³t�r�m sa§lanabilece§i gözlemlenmi³tir. Küçük
say�sal sapmalar�n bir sonucu olarak örtü³meyen noktalar ise altkesim say�s�n�
daha da artt�rarak ayn� sonucun elde edilmesiyle örtü³ebilir. Bu durum asl�nda
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Şekil 3.29: 203 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(10(x1 + x2 + x3)) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)

altkesimlerin uygun ölçekli§inin ya da say�s�n�n i³levin yap�s� ile birebir ili³kili
oldu§unu anlat�r. Çünkü sinüs i³levi çal�³malar�nda β = 0.05 için 1003 altkesim
say�s� yeterli yakla³t�r�m için uygun iken, β = 10 katsay�s� için yeterli yakla³t�r�m
2003 altkesim say�s�n� da artt�rarak elde edilebilir.
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Şekil 3.30: 2003 alt bölgede f (x1,x2,x3) = sin(10(x1 + x2 + x3)) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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4. UYGULAMA 2

Çok de§i³kenli i³levler için Küçük Ölçeklerde YBMG aç�l�m� ile yakla³t�r�m
UYGULAMA 1 de 3 de§i³kenli i³levler için denenmi³ ve yakla³t�r�m�n ba³ar�s�
incelenmi³tir. Bu bölümde ise 5 de§i³kenli 2 farkl� i³lev için yeterli yakla³t�r�m
bulunana kadar altkesim say�s� artt�r�larak incelenecektir.

4.1 Örnek 1

Daha önce 3 de§i³kenli i³levler ele al�nm�³ ve üretilen algoritma ile yakla³t�r�m�n
ba³ar�s� yan�lg� çizelgelerinde ve ³ekillerde gözlemlenmi³tir, fakat daha fazla
de§i³kene sahip i³levlerle de ayn�ba³ar�elde edilebilir. Asl�nda N do§al say�s�ne
olursa olsun, algoritman�n uyguland�§� sistem k�s�tlar�yla verilen aral�klarda
analitik olan tüm i³levler için yöntem ba³ar�l�d�r. Bu genel yap� 5 de§i³kenli
i³lev örnekleriyle de gösterilebilir. f (x1,x2,x3,x4,x5) = e(x1+x2+x3+x4+x5) i³levi ele
al�ns�n. Daha önceki uygulamada ç�kan sonuçlarla orta nokta aç�l�m�n�n kö³e
nokta aç�l�m�na göre ayn� ya da daha fazla yakla³t�r�m sa§lad�§� görülmü³tür.
Dolay�s�yla bu uygulamada orta noktaya göre al�nm�³ sapt�r�m aç�l�mlar�
ile elde edilen Küçük Ölçeklerde YBMG aç�l�m�n�n terimleri ile yakla³t�r�m
sonuçlar� verilecektir. Ele al�nan i³lev için de§i³kenlerin tan�m aral�klar� [0,1]

ve YBMG a§�rl�k i³levi W (u) =
5
∏
i=1

ui olsun. Bu durumda YBMG bölgesi

öncelikle 25 altkesime ayr�ls�n. �ekil 4.1 de yatayda eksende indisleri verilen
noktalarda hesaplanan i³levin gerçek de§erleri ve uygulanan yakla³t�r�m de§erleri
görselle³tirilmi³tir.

�ekil 4.1 de tek de§i³kenlilerle yakla³t�r�m gerçek i³lev de§erlerine yak�n olsa da
yeterli yakla³t�r�m sa§lanamad�§� görülmektedir. Bu durumda altkesim say�s� 205

e ç�karar�ld�§�nda elde edilen sonuçlar ³ekil 4.2 de görülebilir.

Yakla³t�r�m�n iyile³ti§i ³ekil 4.2 de görülmektedir, fakat ayn� indisli noktalarda
gerçek i³lev de§erleriyle yakla³t�r�m de§erleri hala yeterince yak�n de§ildir. 2005
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Şekil 4.1: 25 alt bölgede f (x1,x2,x3,x4,x5) = e(x1+x2+x3+x4+x5) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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Şekil 4.2: 205 alt bölgede f (x1,x2,x3,x4,x5) = e(x1+x2+x3+x4+x5) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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altkesim say�s�nda uygulanan Küçük Ölçeklerde YBMG yakla³t�r�m� ile sonuçlar
³ekil 4.3 te verilmi³tir.
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Şekil 4.3: 2005 alt bölgede f (x1,x2,x3,x4,x5) = e(x1+x2+x3+x4+x5) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)

5 de§i³kenli f (x1,x2,x3,x4,x5) = e(x1+x2+x3+x4+x5) i³levi için 2005 altkesimin
oldukça ba³ar�l� bir yakla³t�r�m için uygun bir altkesim say�s� oldu§u ³ekil 4.3
te görülmektedir. Bu uygulamadaki örnekler için yan�lg� çizelgesi verilmemi³tir,
ancak çok küçük yan�lg�lar (s�f�ra yak�n) olaca§� tahmin edilebilir. Böylelikle 5
de§i³kenli bir i³lev için de algoritma ile uygulanan yakla³t�r�m�n ba³ar�s� görsel
ö§elerle anlat�lm�³t�r.

4.2 Örnek 2

�lk örnekte 5 de§i³kenli i³lev olarak çarp�msal ve üstel bir yap�ya sahip
olan f (x1,x2,x3,x4,x5) = e(x1+x2+x3+x4+x5) i³levi için uygulanan yakla³t�r�mlar�n
niteli§i ve ba³ar�s� incelenmi³tir. Ele al�nan ikinci i³lev devirli bir i³lev
olan f (x1,x2,x3,x4,x5) = cos(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) olsun. Bu i³lev için
YBMG bölgesinde (tüm de§i³kenler için [0,1] tan�m aral�§�al�nm�³t�r) yeterli
yakla³t�r�m sa§lanana dek altkesim say�s�artt�r�lm�³ ve elde edilen yakla³t�r�m
sonuçlar�görselle³tirilmi³tir. �lk olarak YBMG bölgesinin bütünü d�³�nda en
küçük alt kesim say�s� olan 25 ü ele alal�m. Bu altkesim say�s�nda elde edilen
yakla³t�r�m de§erleri ve gerçek i³lev de§erleri belirlenen noktalarda hesaplanm�³ ve
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³ekil 4.4 te verilmi³tir. Ele al�nan i³lev için 25 altkesim say�s�nda hem de§i³mez ile
yakla³t�r�m, hemde tek de§i³kenlilerin eklenmesiyle elde edilen yakla³t�r�m yeterli
olmam�³t�r. Altkesim say�s� 205 e ç�kar�larak elde edilen yakla³t�r�m sonuçlar� ise
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Şekil 4.4: 25 alt bölgede f (x1,x2,x3,x4,x5) = cos(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)

³ekil 4.5 te görüldü§ü gibi gerçek i³lev de§erlerine oldukça yak�nd�r, fakat yinede
yakla³t�r�m iyile³tirilebilir.
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Şekil 4.5: 205 alt bölgede f (x1,x2,x3,x4,x5) = cos(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N.)
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�ekil 4.6 da f (x1,x2,x3,x4,x5) = cos(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) i³levi için 2005

altkesimde uygulanan yakla³t�r�mlar�n belirli noktalardaki de§erleri ve gerçek
i³lev de§erleri görülmektedir. Böylece bu i³lev için YBMG bölgesi 2005 altkesime
bölündü§ünde yeterli yakla³t�r�m sa§land�§� ³ekil 4.6 dan görülebilmektedir.
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Şekil 4.6: 2005 alt bölgede f (x1,x2,x3,x4,x5) = cos(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) işlevi ve
yaklaştırımlar(O.N)
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5. SONUÇ

Çal�³man�n temel amac� YBMG tan�m bölgesinin ölçe§i küçüldü§ünde bir çok
de§i³kenli i³leve yakla³t�r�m�n niteli§ini incelemektir. Bu amaç do§rultusunda
YBMG tan�m bölgesi ölçe§i gittikçe küçülen altkesimlere ayr�larak incelemeler
yap�lm�³, her bir altkesimde çok de§i³kenli i³levin ve a§�rl�k i³levinin
anlat�mlar� için sapt�r�m aç�l�mlar�kullan�larak YBMG aç�l�m�n�n bile³enleri
yeniden belirlenmi³tir. Bu biçimde olu³turulan aç�l�mda "Küçük Ölçeklerde
YBMG" olarak isimlendirilmi³tir.

Çal�³ma süresince iki farkl� aç�l�m kullan�lm�³t�r. Küçük Ölçeklerde YMBG
bile³enleri belirlenirken ilk olarak çok de§i³kenli i³lev ve a§�rl�k i³levi için
YBMG tan�m bölgesinin s�f�r noktas�na en yak�n kö³e noktas�na göre sapt�r�m
aç�l�m�kullan�lm�³t�r. Daha sonra yap�lan irdelemelerde s�f�r noktas�na göre
aç�l�m�n daha ba³ar�l� oldu§u dü³ünülmü³ ve çal�³maya Küçük Ölçeklerde
YBMG bile³enlerinin bu sapt�r�m aç�l�m�n� kullanarak belirlenmesi de eklenmi³tir.
YBMG tan�m bölgesi daha küçük altkesimlere ayr�ld�ktan sonra herbir
altkesimde bulunan YBMG bile³enlerine uygulanan kesmeler birle³tirilmi³ ve
"Bütünle³tirilmi³ Küçük Ölçekli YBMG" yakla³t�r�m� elde edilmi³tir.

Bütünle³tirilmi³ Küçük Ölçekli YBMG farkl� yap�ya sahip i³levler 3 de§i³kenli
ve 5 de§i³kenli üzerinde s�nanm�³t�r. Uygulama-1 deki örneklerde her
iki sapt�r�m aç�l�m�n�n kullan�lmas�yla elde edilen bile³enlerin yakla³t�r�mlar�
incelenmi³ ve orta nokta aç�l�m�n�n üstünlu§ü gözlenmi³tir. Bu çal�³ma için
de§i³mezle, de§i³mez ve tek de§i³kenli terimlerin toplamlar�yla elde edilen
yakla³t�r�mlar belirlenmi³tir. Bu yakla³t�r�mlar�n de§erleri i³levlerin gerçek
de§erleriyle kar³�la³t�r�lm�³, yan�lg� çizelgelerinde de alt kesim say�s� artt�kça
yan�lg� de§erlerinin azald�§� görülmü³tür. Çizilen ³ekiller do§rultusunda
yaln�zca de§i³mezle yakla³t�r�m uygulanabilmesinin Bütünle³tirilmi³ Küçük
Ölçekli YBMG ile mümkün olaca§� anla³�lm�³t�r. Bu verilen çok de§i³kenli i³levin
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tan�m bölgesinde analitik olma ko³ulu alt�nda YBMG bölgesinin uygun say�da
altkesime ayr�lmas�yla sa§lanabilir ve YBMG aç�l�m� için çok önemli bir bulgudur.

Bu çal�³mada elde edilen sonuçlar �³�§�nda, YBMG aç�l�m�na sonlu farklar yöntemi
gibi bir yön verilmi³tir ve bir say�sal yöntem olarakta i³lerli§i gösterilmi³tir.
Yap�lan bu çal�³malar�n ard�ndan Bütünle³tirilmi³ Küçük Ölçekli YBMG bir
yakla³t�r�m yöntemi olarak ortaya ç�km�³ ve bundan sonraki çal�³malarda da
yönteme katk� sa§layacak ya da yöntemin katk� sa§layaca§� bilgiler ve bulgular
üzerinde çal�³�lacakt�r.
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