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ONSOZ

Bu calismada, Chebyshev 6n kosullu conjugate gradient yoOnteminin paralel
uygulamasi incelenmis olup, algoritmanin 6lg¢eklenebilirligi ve performansi detayli
testlerle verilmistir.

Calismam boyunca tecriibe, bilgi, yorum ve yardimlariyla bana destek olan Prof.Dr.
Serdar Celebi’ye tesekkiir ederim.
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IKi BOYUTLU KARTEZYEN TOPOLOJIiSI KULLANILARAK
CHEBYSHEV ON KOSULLU CONJUGATE GRADIENT YONTEMININ
PARALELLESTIRLMESI

OZET

Ax = b yapisindaki lineer denklem takimlarmin ¢oziimii, sosyal bilimleri de
kapsayan ¢aligmalar dahil olmak iizere hemen her bilim ve miihendislik probleminde
gerekmektedir. Problem, lineer olmayan bir problemin yada diferansiyel denklem
takimlarinin ¢oziimii asamasinda ortaya ¢ikabilir. Lineer denklem takimlarinin
¢oztimil i¢in siklikla kullanilan yontem LU ayristirmali dogrudan ¢oziim yontemleri
olmustur. Bu konu yeter seviyede olgun olup hakkinda ¢ok sayida hazirlanmis yayin
bulunmaktadir.

Coziim icin kullanilan diger alternatif, yinelemeli yontemlerdir. Bu kategoride,
pozitif tanimli lineer sistemlerin ¢éziimil i¢in yaygin olarak kullanilan yontem CG’
dir. LU ayristirmasina dayanan dogrudan ¢oziim ydntemleri yerine, yinelemeli
yontemlerin ¢esitli hizlandirma teknikleri ile beraber 6zellikle paralel ortamlarda
kullanilmasi biiyiik boyutlu lineer sistemlerin ¢ézlimii i¢in tercih edilen bir yoldur.
Hizlandirma, 6n kosullama olarak adlandirilmaktadir. Cogu zaman eldeki lineer
sistemin katsayilar matrisinin tam olmayan ayristirmasi CG yontemini hizlandirmak
i¢in kullanilir,

Bu c¢alisma, lineer denklem sistemlerinin katsayilar matrisinin yaklasik tersini
almakta kullanilan bir 6n kosullayicinin CG yontemi ile beraber paralel ortamda
uygulanmasi ile elde edilen sonuglarini sunmaktadir. On kosullayici, matris degerli
Chebyshev polinomlarinin lineer kombinasyonundan elde edilmektedir. Paralel
hesaplama agisindan dogrudan ¢6ziim yontemlerinin ve LU tipinde 6n kosullayicilar
kullanan yinelemeli yontemlerin paralellestirilmesinde ciddi sinirlamalar bulunurken
Chebyshev 6n kosullayici paralel isleme oldukca yatkindir.

Bu c¢alismada ilk olarak yinelemeli yontemlere, lineer denklem sistemlerinin
¢ozlimiinde kullanilan temel yaklasimlar tanitilarak kisa bir giris yapilmaktadir.
Onerilen ydntem teorik olarak tanitilirken, yapilan cesitli testlerin sonuglari ydntemin
verimliligini betimlemek i¢in verilmektedir. Bunun ardindan algoritma seviyesinden
koda dontstiiriilen yontem paralel programlamada kullanilan ileri programlama
teknikleri araciligit ile optimize edilerek mevcut platformda testleri
gerceklestirilmektedir. Elde edilen sonuglar, ¢izelge ve sekillerle gerekli yorum ve
karsilastirmalar da eklenerek sunulmaktadir.
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PARALLELIZATION OF CHEBYSHEV PRECONDITIONED CONJUGATE
GRADIENT METHOD USING TWO DIMENSIONAL CARTESIAN
TOPOLOGY

SUMMARY

Solution of linear set of equations, Ax = b, is indispensable in almost every science
and enginerring problem, including social studies. The problem may arise as part of
the solution phase of a non-linear problem or solution phase of a set of differential
equations. The usual practice for the solution of linear sets of equations has been LU
factorization based direct methods. The subject is mature enough and there are
enormous amount of publications on the subject.

The other alternative for the solution is iterative methods. In this category, for
symmetric positive definite linear systems a widely used iterative method is CGM.
Use of iterative methods in conjuction with some acceleration techniques, instead of
LU factorization based direct methods is now a preferred way of solving large scale
linear equations, especially in parallel environments. The acceleration is called
preconditioning. Most of the time an incomplete LU (ILU) factorization of the
coefficient matrix of the linear system at hand is used to accelerate CGM.

This work presents the results of an implementation of CGM in a parallel
environment with a newly published preconditioner, an approximate inverse of
coefficient matrix of linear equations to be solved. Preconditioner is obtained from a
linear combination of matrix-valued Chebyshev polynomials. On the parallel
computation aspect, there are serious limitations in parallelizing the direct solution
methods and iterative methods that use LU type preconditioners while Chebyshev
preconditioner is considerably amenable to parallel processing.

In this work, initially, a brief introduction to iterative methods is presented
designating the principal approaches to the solution of linear systems. The proposed
method is introduced theoretically while several test results are given in order to
show the effectiveness of Chebyshev preconditioner. After that, test environment and
necessary tools to implement the proposed method are introduced in detail.
Advanced programming techniques in parallel environment are stated as depending
on programming interface. As a conclusion, all test results are presented in
corresponding tables and figures by adding comments and comparisons.
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1. GIRIS

Ax = b yapisindaki lineer denklem takimlarinin ¢6ziimii, sosyal bilimleri de
kapsayan ¢aligmalar dahil olmak iizere hemen her bilim ve miihendislik probleminde
gerekmektedir. Problem, lineer olmayan bir problemin yada diferansiyel denklem
takimlarinin ¢oziimii asamasinda ortaya ¢ikabilir. Lineer denklem takimlarinin
¢oztimil i¢in siklikla kullanilan yontem LU ayristirmali dogrudan ¢oziim yontemleri
olmustur. Bu konu yeter seviyede olgun olup hakkinda ¢ok sayida hazirlanmig yayin

bulunmaktadir [1].

Coziim i¢in kullanilan diger alternatif, yinelemeli yontemlerdir. Bu kategoride iki
simiflandirma vardir; Gauss-Siedel, Jacobi ve SOR vb. gibi nokta (duragan)
yontemler ve bu caligmada ilgilenilen Krylov alt uzay:1 temelli azaltma yontemleri.
Krylov alt uzayr temelli yinelemeli yontemlerde kendi iginde iki ayri durum igin
analiz edilebilir; simetrik pozitif tanimli lineer sistemler ve simetrik olmayan
muhtemelen tanmimsiz genel lineer denklem sistemleri. ki igin en yaygm kullanima
sahip olan yontem CG olup [2,3] ikincisi i¢i siklikla tercih edilen yontem GMRES’
dir [4].

CG yontemini kullanmanin hesaplama siiresini bilylik boyutlu problemler i¢in, LU
ayristirmasina  dayali dogrudan ¢oziim yontemlerine oranla azalttifi ¢esitli
calismalarda rapor edilmistir [5,6]. Dolayisiyla, LU ayristirmasina dayanan dogrudan
yontemler yerine, yinelemeli yontemlerin gesitli hizlandirma teknikleri ile beraber
Ozellikle paralel ortamlarda kullanilmasi biiyiik boyutlu lineer sistemlerin ¢oziimii
icin tercih edilen bir yoldur. Hizlandirma, 6n kosullama olarak adlandirilmaktadir.
Cogu zaman eldeki lineer sistemin katsayilar matrisinin tam olmayan ayristirmasi
CG yéntemini hizlandirmak icin kullanilmaktadir [7,8]. On kosullama, katsayilar
matrisinin 6z deger gruplarinin indirgenmesi olarak kabul edilebilir. Bununla birlikte,
hizlandirmanin ~ verimliligini artirmak i¢in katsayillar —matrisinin  yeniden
diizenlenmesi gerekebilir. Yapilan cesitli caligmalar yeniden diizenlemenin CG

yonteminin yakinsama hizini etkiledigini onaylamaktadir [9,10].



Bu c¢alisma, ¢oziilecek lineer denklemlerin katsayilar matrisinin yaklasik tersini
almakta kullanilan bir 6n kosullayicinin, CG yontemi ile beraber paralel ortamda
uygulanmas: ile elde edilen sonuglar1 sunmaktadir. On kosullayici, matris degerli
Chebyshev polinomlarinin lineer kombinasyonundan elde edilmektedir [1]. Paralel
hesaplama agisindan dogrudan ¢6ziim yontemlerinin ve LU tipinde 6n kosullayicilar
kullanan yinelemeli yOntemlerin  paralellestirilmesinde ciddi  sinirlamalar
bulunmaktadir. Paralellestirmedeki bu kisitlamalar ardisik sekilde gerceklestirilen
ileri ve geri yerine koymalar ve lineer denklemlerin yeniden diizenlenmesinden
kaynaklanmaktadir. Dolayistyla bu noktada iyi bir 6n kosullayicinin sahip olmasi

gereken Ozellikleri siralamak gerekirse
e Olusturulmasi ve uygulamasi kolay olmali.

e Katsayilar matrisinin spektrumunu, kullanilacak yontemin yineleme

sayisini azaltacak sekilde degistirmeli.
e Paralel hesaplamaya uygun olamali.

e Onkosullayicinin hesaplama maliyeti miimkiin olan en diisiik

seviyede kalamali.

Yapilan bu tanimlamalara Chebyshev 6n kosullu CG yontemi tam olarak karsilik
verebilmektedir ¢linkii 6n kosullayicinin hesaplanmasinda yerine koyma yada matris
diizenlenmesi kullanilmamaktadir. Bu baglamda yontemin tanitimi i¢in, ilk olarak
yinelemeli yontemlere, lineer denklem sistemlerinin ¢oziimiinde kullanilan temel
yaklagimlar tanitilarak kisa bir giris yapilmaktadir. Onerilen ydntem teorik olarak
tanitilirken yapilan ¢esitli testlerin sonuglari, yontemin verimliligini gdstermek igin
verilmektedir. Bunun ardindan, mevcut test ortaminda ileri paralel programlama
tekniklerine uygun olarak yapilan kodlama, sistem topolojisinin belirlenmesi ve
kodun sistem iizerindeki performansmni artirmaya  yonelik uygulanan
optimizasyonlar, farkli problem boyutlar1 i¢cin detayli ve karsilastirmali olarak

verilmektedir.



2. YINELEMELi YONTEMLER

Yinelemeli Ydntem terimi, bir lineer denklem sisteminin her bir adimda daha dogru
¢Ozlimiinii elde etmek i¢in kullanilan ardisik yaklasim tekniklerinin tiimiine karsilik
gelmektedir. En genel kapsami ile iki ana baslik altinda toplanabilir: duragan
yontemler daha eski anlagilmasi ve uygulamasi daha kolay olmak ile birlikte
verimliligi diisiik olan ydntemler smifin1 olusturmaktadir. Duragan olmayan
yontemler birincisine gore daha yeni olup analizleri agisindan daha zor ama

performanslari ve elde edilen sonuglar agisindan daha tutarlidirlar.

Bir yinelemeli yontemin yakinsama orani biiyiikk oOlgiide katsayilar matrisinin
spekturumuna (6z degerlerinin dagilimi) baghdir. Bu yiizden yinelemeli yontemler,
katsayilar matrisinin spektrumunu ¢6ziim i¢in daha uygun bir yapiya doniistiirecek
dontiisiim (transformasyon) matrisleri kullanirlar. Bu transformasyon matrislerine 6n
kosullayict adi verilir. Tyi bir 6n kosullayict yinelemeli ydntemin yakinsamasini
tyilestirmeli, olusturma ve uygulama asamalarinda yapilacak islemler acisindan
yiiksek maliyetli olmamalidir. Bir 6n kosullayici kullanmaksizin yinelemeli

yontemlerin yakinsamamasi kuvvetli bir ihtimaldir [11,12,13,14].

2.1 Yontemlere Genel Bakis

Yaygin olarak kullanilan yinelemeli yontemler asagidaki sekilde verilebilir
e Duragan yontemler,

o Jacobi yontemi her bir degiskeni yerel olarak diger degiskenlere gore
¢dzme mantigina dayanmaktadir. Yontemin her bir yinelemesi her bir
degisken icin bir kez ¢oziim yapmayi gerektirmektedir. Yontem
anlagilmas1 ve uygulamast bakimindan kolay olmakla birlikte

yakinsamasi yavastir.

o Gauss-Seidel yontemi Jacobi yontemine benzemekle birlikte tek farki
stirekli olarak giincellenmis degerleri kullanmasidir. Eger Jacobi

yakinsiyor ise, Gauss-Seidel yontemi Jacobi’den hizli yakinsayacaktir.



o SOR yontemi bir dis degerleme (ekstrapolasyon) (w) parametresi
tanimlanarak Gauss-Seidel metodundan tiiretilebilir. Bu parametrenin
optimal secilmesi durumunda SOR Gauss-Seidel’dan daha hizl

yakinsayabilir.

o SSOR yo6nteminin SOR’a bir istlinliigli olmamakla birlikte duragan

olayan yontemlerde dnkosullayici olarak kullanilabilir.
e Duragan olmayan yontemler,

o Conjugate Gradient (eslenik gradyan) yonteminin ismi, yontemin
ardigik olarak eslenik (yada dikey) vector dizileri {iretmesinden
gelmektedir. Bu vektdrler yinelemelerin rezidiilerini (farklarini)
olusturmaktadir. Ayn1 zamanda bu vektorler minimizasyonu lineer
sistemin ¢Oziimiine esit olan, ikinci derecede bir fonksiyonun
gradyanlarint teskil etmektedir. Conjugate Gradient katsayilar
matrisinin pozitif tanimli olmas1 durumunda, yanlizca sinirh sayida
vektoriin saklanmasi ve kullanilmasini gerektireceginden oldukga

verimli bir yontemdir.

o Minimum Residual (MINRES) ve Simetrik LQ (SYMMLQ)
yontemleri simetrik ama tanimsiz katsayilar matrisi durumu i¢in CG
metoduna alternatif olarak goriilebilir. SYMMLQ, eger katsayilar
matrisi pozitif tanimli ise CG ile aym yineleme c¢oziimlerini

uretecektir.

o Normal Denklemler icin Conjugate Gradient (CGNE ve CGNR)
yontemlerinden, CGNE, (AAT)y = b sistemini y i¢in ¢dzer ve x =
ATy igin ¢oziimii hesaplar. CGNR, (ATA)x = b sistemini ¢oziim
vektorii x igin b = ATb kosulu altinda ¢ozer. Eger katsayilar matrisi
A simetrik ve tekil degil ise normal denklem matrisleri AAT ve ATA
pozitif tanimli olacaktir ve CG yontemi uygulanabilecektir. Normal
denklem matrislerinin spektrumu, A matrisininkinden ydntemin
islerligi agisindan daha kotii olabileceginden yakinsamada yavag

olabilir.

o Genellestirilmis Minimal Rezidii (GMRES) yontemi, MINRES’ de

oldugu gibi bir dikey vektorler dizisi hesaplar ve en kiiclik kareler



yardimiyla bunlar1 bir araya getirip ¢6ziimii ve gerekli giincellemeleri
gerceklestirir. Bununla birlikte MINRES (ve CG)’ den farkli olarak
tiim vektor dizisinin saklanmasini gerektirir ve buda biiyiik miktarda
depolama alanm1 kullanilmasin1 zorunlu kilar. Bu sebepten otiirii
GMRES yonteminin tekrar baslatmali versiyonu tercih edilir. Tekrar
baglatmal1 versiyonunda, hesaplama ve depolama giderleri iiretilecek
vektorlerin sayis1 onceden belirlenen bir degerde sabitlenerek azaltilir.
Bu yontem oOzellikle genel simetrik olmayan matrisler i¢in oldukga

kullanisghdir.

BiConjugate Gradient (BiCG) yontemi, biri orjinal katsayilar
matrisi A digeri de AT’ ye bagl olmak iizere iki ayr1 CG vektor dizisi
olusturur. Her bir vektor dizisini kendi icinde dikeylestirmek yerine,
diziler karsilikl1 olarak birbirleriyle diklestirilirler. Bu yontem CG’ da
oldugu gibi smirh veri depolamasina ihtiyag duymaktadir. Ozellikle
katsayilar matrisinin simetrik ve tekil olmadigi durumlarda bu yontem
faydali olabilir. Bununla birlikte yakinsamanin diizensiz olmasi ve
yontemin beklenen sonuca ulasmadan durma ihtimali vardir. BiCG
yontemi her bir yinelemede katsayilar matrisi ve devrigi ile ¢arpma

islemi gerceklestirir.

Quasi Minimal Rezidii (QMR) yontemi, BiCG rezidiilerine en
kiiciik kareler ¢0ziimii uygular ve bdylece BiCG yoOnteminin
basarisizlia ugramasini engelleyebilir. Diger taraftan hata ve rezidii
degerlerinde herhangi bir minimizasyon yapmaz yani ¢ogu zaman
BiCG yonteminin iterasyon sayisinda bir azalmaya dolayisiyla bu

yontemin hizli calismasina bir katkis1 olamayacaktir.

Karesellestirilmis Conjugate Gradient (CGS) yontemi, A ve AT
matrisleri i¢in kullanilan giincelleyici islemleri ayni vektorlere
uyugulayan BiCG ydnteminin degistirilmis bir seklidir. . Ik bakista
bu yaklasim yakinsama oranini ikiye katliyormus gibi goriilebilir ama
pratikte yakinsama BiCG metodunda oldugundan daha az giivenilir
olabilir. Bu ydntemin uygulamadaki en biiyliik avantaji katsayilar

matsiri ile devriginin ¢arpimini gerektirmemesidir.



o Kararhlastirilmis BiConjugate Gradient (Bi-CGSTAB) yontemi,
CGS’ de oldugu gibi BiCG yonteminin degistirilmis bir halidir ama
CGS yonteminden daha iyi bir yakinsama elde etmek icin AT igin

farkli giincellemeler kullanilir [11,13,14].

2.2 Yontemlerin Hesaplama Analizleri

Bir lineer sistemin verimli ¢Oziimii dogrudan, segilecek yinelemeli yontemin
uygunluguna baghdir. Bununla birlikte, varsayimlar ve hesaplamada kullanilacak
araglar ve bunlarin hesaplama yapilacak programlama yontemlerine uygunlugu da
oldukca onemlidir. Bu nokta 6zellikle paralel hesaplama agisindan ayri bir 6neme

sahiptir [11,12].

Bu ozellikler dikkate alindiginda yinelemeli yontemlerin dogrudan ¢6ziim
yontemlerinden farkli oldugu ortaya ¢ikar. Dogrudan yontemlerin performansi biiyiik
Olciide yapilacak matris ayristirmasina baghdir. Bu isleme yinelemeli yontemlerde
ihtiyag duyulmamakta (6n kosullayicilarin olusturulmasi sathasi disinda) ve buna
bagli olarak matrislerler yapilan pek ¢ok alt isleme gerek kalmamaktadir. Bu islemler
giinlimiiz bilgisayar platformlarinda yiiksek performanslar ile gergeklestirildiginden,
dogrudan yontemlerden daha diisiik flop oranlarini yinelemeli yontemler igin
beklemek yanlis olacaktir (Dongarra ve Van der Vost [15] bu konuyla ilgili pek ¢cok

deneysel sonu¢ vermektedir).

Bunlara ilave olarak, yinelemeli yontemler uygulama acisindan dogrudan
yontemlerden daha kolay olduklari i¢in ve depolanmasi zorunlu olan tam bir matris
ayristirmasi gerektirmediklerinden dogrudan yontemlerde ¢alisilan sistemlerden daha
biiyiikleri ile ¢alisabilirler. Secilecek yinelemeli yontem i¢in gbz oniinde tutulmasi

gereken onemli hususlar agagidaki sekilde iki ana baslik altinda toplanabilir;

e Matris 6zellikleri: Tanimlanan yontemlerin hepsi biitliin problem tipleri i¢in
calismazlar dolayisiyla matrisin 6zellikleri yinelemeli yontem se¢imi i¢in ana

kriter olmalidir.

e Hesaplama teknikleri: Farkli yontemler probleme bagli farkli hesaplama

teknikleri ve tizerinde ¢aligsilacak mimariye uygun tercihler gerektirir.



Cizelge 2.1: i. yineleme i¢in yapilan islemlerin 6zeti.

Yo6ntem Ic SAXPY Matris  Onkosullayici
Carpim Vektor Coziimi
Carpimi
JACOBI 12
GS 1 12
SOR 1 12
CGM 2 3 1 1
GMRES i+1 i+1 1 1
BIiCG 2 5 1/1 1/1
QMR 2 8+4P 1/1 1/1
CGS 2 6 2 2
Bi-CGSTAB 4 6 2 2

Cizelge 2.1 tanimlamasi yapilan yontemlerin her bir yineleme adiminda gerek
duydugu hesaplamalarin 6zetini vermektedir. “x/y” ifadesinde “x” matris ile yapilan
carpimi  “y” matrisin kendi transpozu ile yapilan c¢arpimi ifade etmektedir.
Cizelge’de kullanilan “a” 0 yoOntemin gergek bir matris-vektor c¢arpimi
gerceklestirmedigi yada Onkosullayic1 ¢oziimii yapmadigit ama yapilan islem
sayisinin bir matris-vektor carpimina esit oldugunu ifade eder. “»” ilgili yontemin

gercek SAXPY islemleri ile birlikte vektor Olgeklemeleri gergeklestirdigini
belirtmektedir.

Yapilan bu tespitler 151¢inda her bir yontemin hesaplama karakteristigini agagidaki

sekilde ifade edebiliriz;
1. Jacobi Yontemi

a. Kullanilmast ¢ok kolay olmak ile birlikte eger matris kosegeni baskin
degil ise bu yontemin yinelemeli yontemlere bir giris yada duragan
olmayan yontemler i¢in bir 6n kosullayici olarak kabul etmek yerinde

olacaktir.
b. Paralellesitirilebilmesi 6nemsizdir.
2. Gauss-Seidel Yontemi
a. Jacobi yonteminden hizli duragan olmayan yontemlere gore yavastir.
b. Kosegen baskin yada pozitif tanimli sistemlere uygulanabilir.

c. Parallestirme oOzellikleri katsayilar matrisinin yapisina baghdir.

Bilinmeyenlerin farkli sekillerde diizenlenmesi paralellestirmenin



3. SOR

C.

verimini artirabilir. Cok gruplu diizenlemeler tam bir paralellestirme

saglayabilir.

SOR yonteminde ekstrapolasyon (w) degeri 1 segilerek elde edilebilen

ozel bir durumdur.

Gauss-Seidel’in yakinsamasini hizlandirir (w > 1) ve yine Gauss-
Seidel’in  basarisizliga  ugradigi  durumlarda  yakinsayabilir
O<w<1).

Yakinsama hiz1 w’ ya baghdir. w i¢in secilecek optimum deger belli
kosullar altinda Jacobi iterasyon matrisinin spektral yar1 ¢apindan

tahmin edilebilir.

Paralellestirme 6zellikleri Gauss-Seidel ile aynidir.

4. Conjugate Gradient (CG)

a.

Simetrik pozitif tanimli sistemlere uygulanabilir.

b. Yakinsama hizi matrisin kosul sayisina baglidir; eger baskin 6z

degerler birbirlerinden yeterince iyi ayrilmislarsa siiper dogrusal

yakinsama elde edilebilir.

Cc. Paralel ortamda i¢ carpimlar sekronizasyon noktalar1 olarak
goriilebilir.
d. Paralel Ozellikleri katsayillar matrisinden bagimsizdir ve 6n
kosullayicinin yapisina baghdir.
5. GMRES

a. Simetrik olmayan matrislere uygulanabilir.

b. GMRES sabit sayidaki yineleme adimi sayisi i¢in en kii¢iik rezidiiyti

C.

elde edebilir ama bu adimlar hesaplama ag¢isindan olduk¢a pahalidir.

Her bir yineleme icin artan depolama ihtiyaci ve hesaplama islerini
azaltmak i¢in tekrar baglatma zorunludur. Bunun yapmak A matrisi ve
sag yan vektoriine baglhdir ve yapilacak diizenlemeler yetenek ile

deneyimi zorunlu kilar.



d.

e.

GMRES yanlizca katsayilar matrisi ile vektor ¢arpimini gerektirir.

Ic carpilmarin sayis1 yeniden baslatma noktasma kadar yineleme

sayistyla dogrusal olarak artar.

6. BiConjugate Gradient (BiCG)

a.

b.

7. QMR

€.

Simetrik olmayan matrislere uygulanabilir.

Katsayilar matrisi ve transpozu ile vektdr ¢arpimlarini gerektirir. Bu,
yontemin en biiylik handikaplarindan biridir ¢iinkii matrisin bir
operator olarak verildigi durumlarda uygun bir transpoz operatorii

bulmak miimkiin olmayabilir.

Paralellestirme 6zellikleri CG ydnteminkine benzerdir; iki matris-
vektor carpimi (ve on kosullama adimlar1) bagimsizdir ve kolaylikla

paralellestirilebilir.

Simetrik olmayan matrislere uygulanabilir.

BiCG yonteminin diizensiz yakinsama ve bozulma davranislarini

engellemek maksadi ile dizayn edilmistir.

Eger BiCG bir adimda belirgin islem yapiyor ise QMR’ da aym
sonuglart ayn1 adimda elde eder. Ama BiCG gecici olarak durdugu
yada 1raksadigt zaman QMR her ne kadar yavas olmakla birlikte,

rezidiileri azaltmayi stirdiirebilir.

Her bir adimdaki hesaplama maliyeti BiCG ile benzer olmakla
beraber az da olsa farklilik gostermektedir, matrisin transpozu ile

vektor carpimini gerektirir.

Paralellestirme 6zellikleri BiCG ile aynidir.

8. Karesellestirilmis Conjugate Gradient (CGS)

a.

b.

Simetrik olmayan matrislere uygulanabilir.
Yakinsama (yada iraksama) BiCG’ den yaklasik iki kat daha hizlidir.

Yakinsama davranisi ¢ok defa, giincellenmis rezidiilerde dogruluk

kaybina yol acabilecek derecede diizensiz olabilir.



d. Her bir yinelemedeki hesaplama maliyetleri BiCG ile benzer olmakla

birlikte yontem matris transpozu gerektirmez.

e. BiCG’den farkli olarak, iki matris-vektor carpimi bagmsiz degildir
dolayisiyla parallel ortamdaki sekronizasyon noktasi sayisi daha

biiyiiktir.
9. Kararlastirilmig BiCG (Bi-CGSTAB)
a. Simetrik olmayan matrislere uygulanabilir.

b. Her bir yinelemedeki hesaplama maliyeti BiCG ve CGS ile benzer

olmakla beraber yontem matris transpozu gerektirmez.

€. CGS’ nin diizensiz yakinsama yapisindan kaginirken yakinsama hizin
koruyan alternatif bir yontemdir. Bununla birlikte ¢ogu defa

giincellenmis rezidiilerde dogruluk kaybuiyla karsilasmak miimkiindiir.

Cizelge 2.2 : i. yineleme igin depolama gereksinimleri.

Yo6ntem Depolama
Gereksinimi

JACOBI matris+3n

SOR matris+2n

CGM matris+6n

GMRES matris+(i+5)n

BiCG matris+10n
CGS matris+11n
Bi-CGSTAB matris+10n
QMR matris+16n

Cizelge 2.2 her bir yontem i¢in ihtiya¢ duyulan depolama miktarin1 vermektedir (6n
kosullayict olmaksizin). Bu g¢izelgeye orjinal sistem Ax = b’ nin skalerlerin

depolanmas1 eklenmistir. N matrisin boyutuna karsilik gelmektedir [11].

2.3 Conjugate Gradient Yontemi (CG)

Conjugate Gradient yontemi en eski ve en iyi bilinen, pozitif tanimli dogrusal
simetrik sistemlerde verimli olabilen duragan olmayan yinelemeli bir yontemdir.
Yontem, yinelemelerin vektor dizilerini (¢6ziime ardisik yaklagim), yinelemelerdeki
rezidiileri ve yinelemeleri giincellemekte kullanilan arama dogrultularimi {ireterek
ilerler. Bu dizilerin uzunluklarmin biiyilk olmasina ragmen az sayida vektdriin

bellekte tutulmasi yeterli olacaktir [2,3,11,12].
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2.3.1 Krylov Alt Uzayr

Basit yinelemeli yontemler her bir yineleme adiminda asagidaki 6z yineleme

formunu kullanirlar;

Xig1 =X+ M7 (b —Ax) = x; + M™'n (2.1)
[k adimdan baslayarak
X0

x1 = xo + (M~ 'rp)
X, =x1+ M) =xg + M~ + M~Y(b — Axy — AM 1)

= xO + ZM_er - M_lAM_er

Bu ifade
X1 € xXg + span{M 11y, ML AM™'r) ... (M71A) Y (M)} (2.2)

olarak tanimlanabilir. K'(4;7,) == span{ry, Ary ... A" 1y} alt uzayt A matrisi ve
baslangic rezidiisii r;,” a karsilik gelen i boyutlu Krylov uzay: olarak adlandirilir. Her
hangi bir yinelemeli yontem ile hesaplanan x;, x5 + K{(M~*A; M~'ry)’ nin

elemanidir [11,12].

2.3.2 CG Yontemi Kuram

Eger A matrisi A = AT ve x>0 igin xTAx > 0 sartlarim saglhyor ise simetrik
pozitif tanimli matris olarak adlandirilir. Bu sart CG yOnteminin tiiretilmesi ve

caligmasi agisindan en 6nemli 6zelliktir.

[k yaklasim olarak ||x — x;||, minimize edecek x; € K*(A,7,) vektorii segilsin. Tlk
yinelemedeki x; vektori, ||[x — xq]|, minimum yapmak kaydiyla segilecek bir «

sabiti ile x; = a4y yapisinda yazilabilir. Bu da
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lx — x1 113 = (x — aoro)T(x — agry) = xTx — 2agrd x + adrir, (2.3)

olarak tanimlanabilir. Eger a, = rd x/r{7, olursa, (2.3)’ de verilen norm minimize
edilecektir. Ama x bilinmedigi i¢in bu se¢im belirlenemeyecek dolayisiyla bu
yaklasim faydali bir yontem olmaktan uzak kalacaktir. Bununla birlikte Ax = b
bilindiginden dolay1 A’ ya sahip bir i¢ ¢carpim kullanmak a, hesaplamaya yardimci

olacaktir.

A i¢ garpm (y,2z), = yTAz ve A norm da |lyll, =/ (¥,¥)4 = /yTAy seklinde
tanimlansin. Yukarida belirtildigi iizere A matrisi pozitif simetrik tanimli olmanin
sartlarin1 sagliyor ise (...)4 ve ||.|l4 i¢ carpim ve norm ile ilgili tim 6zellikleri

saglayacaktir. ||x — x;||, minimum yapacak x; elde etmek i¢in

lx — x, |13 = xTAx — 201 Ax + agr{ Ar, (2.4)

ay =1¢ Ax /1 Ary = vl b /vl Ary segilmelidir. Buradan goriilecegi gibi yeniden
tanimlanan i¢ carpim kolaylikla ¢oziilebilecek bir minimizasyon problem ortaya

koymustur. Sonraki iterasyonlarda hesaplanacak x;

X —Xx;i|ll4 = min X —
I illa chi(A;ro)” Vlla (2.5)

formundan yararlanilarak elde edilir. Bu minimizasyon probleminin ¢oziimii
Conjugate Gradient yonteminin kendisini teskil eder. Sekil 2.1° de goriildigi gibi A
matrisi, x;, ve 71 vektorlerine ek olarak p, vektoriiniin bellekte saklanmasi yeterli
olacaktir. Buna ilave olarak bir onceki yinelemede kullanilan vektorlerin iizerine
ondan sonra gelen yinelemede yazilabilir. Bu algoritmada r;, degeri r,_; den r, =
Tx_1 — axAp, denklemi kullanilarak hesaplaniyor. Bunun sebebi 1, = b — Axy,
hesaplayarak fazladan bir matris vektor ¢arpimina engel olmak. Bazi uygulamalarda
CG algoritmasindan elde edilen giincellenmis rezidlii gercek degeri olan b — Ax;
ifadesinden yuvarlama hatalarindan dolay1 bir hayli sapabilmektedir. Bundan dolay1
giincellenmis rezidii i¢in durma kriteri saglandiktan sonra gercek ve giincellenmis
rezidii normlarinin karsilagtirilmasinda fayda vardir. Bu durumda eger gercek rezidii,
durma kriterini saglamaz ise CG yonteminde bulunan x; baslangi¢ vektorii olarak

secilerek yeniden baslatilmalidir.
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k=(); rp=0:rg="0 haslat
while re =1 do durdurma kriteri
E=k<+1 k vineleme sayvisi
iftk=1do
oL =Ty
else
. - . o
= 1—— P arama dogrultu vektorii
Pk = Tk—1 + FxPr—1 Pe—1'1 px’ va giincellivor.
end if
i .
Ty Th=1
Cc,'"\- — B -I
P A
T = Tk—1 =+ OkPh vinelemeyi giincelle
e = Teop — oAy rezidiivil giincelle
end while

Sekil 2.1: Conjugate Gradient yonteminin algoritmasi.

Teoride CG yontemi sonlu bir yontemdir. n. yinelemeden sonra Krylov alt uzayr R™
esit olacaktir. ||[x — y||, ifadesi K™(A;r,) = R™ lizerinde minimize edildiginden
norm sifira esit x, = x olacaktir. Bununla birlikte pratikte bu 6zellik iki sebepten
dolayr kullanilmaz; birincisi pek ¢ok uygulamada n cok biiyiikk oldugundan n
yineleme yapmak uygun degildir, ikinci olarak n kiiciik bile olsa yuvarlama hatalari

vektorlerin hatali hesaplanamasina neden olabilir.

(2.5) den ve K*(4;1y) € K*¥*1(4;7°) ifadesinden anlasilabilecegi gibi ||x — x| 4
dizisi azalan bir dizidir ve ||x — xp41lla < |llx — x4 || 4 bi¢iminde diisiinmek yanlis
olmayacaktir. Pratikte, X bilinmedigi i¢in ||x — xi||4 hesaplamak kolay degildir.
Rezidi normu ||rill, = |[x — x|l ;r, olarak verilir ve bu dizinin azalan olmasi

gerekmez. Uygulamada ||7y41||2 degeri ||7%||,’ den daha biiyiik olabilir.

Bu CG yonteminin 1raksadigi anlamma gelmez. ||ri|l, = ||Ax, — bl <

VAl x — xi|l4 esitsizligi ||7]l, ¢ nin /||A]l2]lx — x| 4 azalan dizisinden daha
kiiciik oldugunu gosterir dolayisiyla belli bir yineleme sayisindan sonra rezidii normu

tekrar azalacaktir.

Sekil 2.1’ e bakildiginda B; ve «;’ y1 hesaplayan iki oran goriilmektedir. Eger
bunlardan birisinin paydasi sifir’a esit ise CG yontemi duracaktir. 5 paydasinin sifir

olmasi durumu igin 7;7_,7,_, = 0 dolayistyla 7,_, = 0 Ve x4_, = x olacaktir bu da
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lineer sistemin ¢oziildiigii anlamina gelir. a paydas: pfAp, = 0 dolayisiyla p;, = 0
durumunda sifir olur. span{py, ... ,px} = span{ry, ... ,7x—1} = K¥(4;71,) oldugu
gdz Oniline alimirsa 13,_; = 0 olacak dolayisiyla sistem tekrar ¢oziime ulasmis

olacaktir [2,3,11,12].

2.3.3 CG Yonteminin Yakinsama Analizi

Yinelemeli yontemlerin yakinsamalari ile ilgili dogru tahminler yapabilmek i¢in ¢ok
zor olmakla birlikte, kullanigh siir degerler elde etmek miimkiindiir. CG yontemi
icin, hata degerinin smirlart A matrisinin spektral kosul sayist k, kullanilarak
belirlenebilir. Eger Ap,40 V€ Apin simetrik pozitif tanimli A matrisinin sirasiyla en
biiyiik ve en kiigik 6z degerleri ise A’ nin spektral kosul sayist k,(A4) =

Amax(A)/ Amin(A) olacaktir. Eger Ax = b dogrusal sisteminin tam ¢ozimi X ise

a = (WK, — 1)/, + 1) olmak lizere;

lx; — x4 < Zai||x0 —xlla (2.6)

seklinde ifade edilebilir. (2.6)’ dan goriilebilecegi gibi € hata degerini azaltmak igin
yapilacak yineleme sayisi v/k, ile orantilidir. Diger taraftan eger A matrisinin baskin
0z degerleri birbirlerinden yeteri derecede ayrik ise super lineer yakinsama elde
edilebilir, bunun anlam1 yakinsama hizinin her yinelemede bir 6ncekine gore artmasi
demektir. Bu olgu CG yonteminin Oncelikle baskin 6z degerlere ait 6z vektorlerin
dogrultusundaki hata bilesenlerini yok etmeye egilimli olmasiyla aciklanabilir. Bu
bilesenler elendikten sonra yontem bu 6z degerler sistemde mevcut degilmiscesine
devam eder. Dolayisiyla bu yakinsama oraninin daha kiigiik bir kosul sayisina sahip
bir indirgenmis sisteme bagli oldugu disiiniilerek ¢oztim degerlendirilebilir

[2,3,11,12].
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3. ON KOSULLAYICILAR

On kosullayic1 yontemlerin yakinsama hizi katsayilar matrisinin  spektral
Ozelliklerine baghdir. Bu yiizden lineer sistemi ayni ¢oziime sahip ama hesaplama
verimliligi a¢isindan daha uygun spektral Ozelliklere sahip diger bir sisteme
doniistiirmek tercih edilen bir yoldur. On kosullayici bu tip doniisiimleri

gergeklestirmekte kullanilan matrislere verilen isimdir [11,12].

Ornegin, katsayilar matrisi A’ ya yaklasik esit bir M matrisi lineer sistemi M~*Ax =
M~1b seklinde doniistiirdiigiinde gercek sistem Ax = b ile ayni ¢dziime sahip
olmasma ragmen kendi katsayilar matrisi M~1A> nmn spektral 6zellikleri ¢oziim

acisindan daha uygun olacaktir.

On kosullayict segimi asamasinda iki yontem izlenebilir; birincisi A’ ya yaklasik ve
sistemi A ile oldugundan daha kolay ¢6zecek bir M matrisi segmek yada ikinci olarak
sadece M ile carpim gerektirecek A™1’ e yaklasik olarak esit bir M matrisi segmek.
On kosullayic1 yontemlerin biiyiik gogunlugu birinci kategoriye girmek ile birlikte bu
calismada ikinci yontem ile c¢alisilacak bir ©6n kosullayict secilmektedir

[11,12,13,14].

3.1 On kosullayicilarin Hesaplama Analizleri

Yinelemeli yontemlerde kullanilan 6n kosullayicilar olusturulma ve her bir
yinelemedeki uygulanmalar1 agsamasinda fazladan hesaplama gerektirdiklerinden bir
secim yapmadan Once neden olacaklari hesapalama maliyetleri ile yakinsamada
kazandiracaklar1 hiz arasinda verimlilik agisindan bir analiz ve tercih yapilmalidir.
Baz1 6n kosullayicilar az yada hi¢ kurulum asamasi gerektirmezken (6rnegin SSOR
on kosullayicilar) bazilar1 da 6rnegin tam olmayan ayristirmalarda oldugu gibi hatir1
sayilir sayida islem yapmayi zorunlu kilmaktadir. Sayisal terimlerde yapilan is tek
bir yineleme ile karsilastirilabilir olsa da, o6n kosullayicinin uygulamasi
paralellestirilebilir olmakla birlikte olusturulmasi olmayabilir. Bu gibi durumlarda

baslangi¢c maliyeti yinelemeler {izerinden yada aym1 6n kosullayicinin birden ¢ok
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lineer sistemde kullanilmasiyla kargilanmalidir.Pek ¢cok 6n kosullayict kullanildiklar:

uygulamalarda degiskenlerin sayisi ile orantili is yaparlar.

Bu, 6n kosullayicilarin her bir yinelemede yapilan isi sabit bir ¢arpanla c¢arptiklar
anlamina gelir. Degistirilmis tam olmayan ayristirmalar ve multigrid teknikler bu

sakincalar1 asmakta faydali olabilir [11,12].

Biitiin bunlarla birlikte parallel makinelerde elde edilecek performanslar halen
kullanilmakta olan pek cok 6n kosullayicida oldukga yetersiz kalmaktadir. Bunun
nedeni kullanilan bu geleneksel 6n kosullayicilarin parallestirilmesinin verimli
olmayan genis seri parcalar icermesidir. Ozet olarak sdylemek gerekirse secilecek bir

on kosullayicinin sahip olmasi gereken 6zellikler
e Olusturulmasi ve uygulamasi kolay olmali.

e Katsayilar matrisinin spektrumunu, kullanilacak yontemin yineleme sayisini

azaltacak sekilde degistirmeli.
e Paralel hesaplamaya uygun olmali.

e On kosullayicinin hesaplama maliyeti miimkiin olan en diisiik seviyede

kalmali.

seklinde siralanabilir. Iste yapilan bu calismada yukarida bahsedilen kriterlere
karsilik verebilecek yeni bir 6n kosullayici’nin parallel uygulamasi iizerinde

caligilmistir.

3.2 Chebyshev On Kosullayic

3.2.1 Chebyshev Polinomlari ve Sayilarin Yaklasik Tersi

Sayisal degerli ortogonal Chebyshev polinomlari

To(z) =1,T,(z) =z

Tw(z) = 22Ty _1(z) — Ty_5(2), k=23.. (3.2

0z yinelemeli formu kullanilarak hesaplanabilir. Sekil 3.1 de farkli derecelerde ki
Chebyshev polinomlarini gormek miimkiin. Polinomlar |T;(z)| < 1 ozelligine sahip

olup aslinda z € [—1,1] bolgesinde -1 ve 1 degerleri arasinda salinim yapmaktadir.
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0<a<y<pf araligindaki Yy sayilarinin tersi, polinomlarin lineer bir

kombinasyonu

k=00
C
y =g+ z ¢ Te (2) (3.2)
k=1

yakinsaklik serisi kullanilarak hesaplanabilir. Burada z = ﬁ[y—%] olup y

degerlerini [—1,1] araliginda degistirir. [, B] aralig1 i¢in (3.2)’ de verilen ¢y

katsayilar

_ _1-ya/B 33
=== = ——— (3.3)
Jap 1+ a/p
ifadesinden hesaplanabilir.
1.5 . 1.5
1 1
0.5 0.5
E ) E )
T U
-0.5 -0.5
-1 -1
-1.5 ' -5 : -
-5 =1 =05 0 05 1 15 -5 =1 =05 0 05 1 15
z z
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
E ) E )
@ u = u
-0.5 -0.5
-1 -1
-1.5 -15
-5 =1 =05 0 05 1 15 -5 =1 =05 0 05 1 15
z z

Sekil 3.1 : Sekizinci dereceye kadar Chebyshev polinomlar1 T;(z).
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(3.2) y sayilarinin tersinin tam olarak hesaplar. Bununla birlikte yukaridaki aralikta
verilen sayilarin yaklasik tersleri Chebyshev polinomlarinin dereceleri kiigiiltiilerek
elde edilebilir. Sayilarin yaklagik terslerini elde etmek icin kullanilan farkli

derecelerdeki Chebyshev polinomlarinin kullanimi Sekil 3.2” de gosterilmektedir.

Sekil 3.2° deki Cheb(y,r)’nin anlami y sayisinin tersinin r. dereceye kadar olan
Chebyshev Polinomlar1 kullanilarak elde edildigidir. Sekilden goriilebildigi gibi
kiigiik araliktaki sayilarin (sol {ist ¢izim) yaklasik tersleri polinom derecesi 3’e kadar
iyl sonug¢ vermektedir. Sayilarin ve yaklasik terslerinin ¢arpiminin birim degerden
sapma miktart %25’ den daha azdir (sag ist ¢izim). Eger polinom derecesi artirilir
ise beklenildigi gibi yaklasim iyilesecek ve sapma %2’ den daha az olacaktir
(ortadaki ¢izimler). Bununla birlikte sayr araligi genisletildiginde, polinom
derecesinin 7 olmasina ragmen yaklasik ters degerleri iyi olmamakta ve sapma
%2000’ nin iizerine ¢ikabilmektedir (alt ¢izimler). Su andan itibaren say1 araligini

olusturan en biiyiik sayinin en kii¢iige oranina kosul sayist denilecek ve S/« ile

ifade edilecektir [1].

y ' Cheb(y,3)
E;

(==

(=]

[ %]
e
=]
o
—
]

y | .Cheb(y,7)
E;

(==

=
[ %]
e
=]
o
—
]

y '.Cheb{y,7)
:::;

[}
=
Ln

e Tat] 400 600 ann 1000 0 e Tatsl 400 B00 anan 1000

LU = iy

(=]

y degerleri y degerleri

Sekil 3.2 : Chebyshev polinomlar1 kullanarak bir sayinin tersi ve hata degerleri.

18



Sekil 3.3° de biiyiik say1 araliklar1 igin (biiyilk kosul sayisi) 25. dereceye kadar
Chebyshev polinomlar1 ile hesaplanmis yaklasik ters degerlerinin sapmalari
goriilebilir. Sapmalar diizgiin bir yiizey olusturmaktadir. Beklenildigi gibi polinom
derecesi artirildiginda sapma degerleri diismektedir. Bununla birlikte 10000 ve {izeri
gibi ¢ok biiyiik kosul sayilarinda polinom derecesi 25 dahi olsa sapma degerleri gok
biiylik olmaktadir. Amag spektrumu [a, f] araliginda bulunan A matrisinin yaklagik
tersini hesaplamak. Bu yiizden a ve f degerleri matrisin en biiylik ve en kiiclik 6z
degerleridir. Sayilarin yaklagik tersleri heasplanirken olusan hata degerleri A
matrisinin yaklagik tersinin hesaplanmasinda olusacak hata degerini tahmin etmede
kullanilabilir. Bir operator olarak kullanilan herhangi bir matrisin 6z degerleri ile
tamamiyla karakterize edilebilmesi baslangi¢c noktasi olarak sayilarin tersi iizerinde

yogunlasilmasinin nedenini teskil etmektedir.

Sekil 3.2 ve 3.3’ den goriilecegi gibi araliin en sag tarafinda sapma en kotli degerini
almaktadir. Bu, say1 araligimmin en biiyiik elemani olan B’ ya yakin degerlerdeki
sapmanin en kii¢iik eleman olan a’ ya gore daha biiyiikk oldugunu ifade etmektedir.
Burada Onemli olan husus sapmanin biiyiikk oldugu noktalardaki degerlerini
azaltabilecek bir alternatif gelistirmek. (3.3)’ de belirtildigi sekliyle Gergek «
degerini kullanmak yerine yine [, ] araliginda kalacak daha biiyiik §/n degeri
kullanilsin. Bu durumda elde edilecek n = B/a degeri yapay kosul sayisi olarak

tanimlanacak. Ornegin, « = /25 durumunda yapay kosul sayis1 25 olacaktir.

100~
80~

80

Sapma

405

0 -x :
10000 T : o
8000 T :
}'\-_\_H_ i
4000 e

2000

3 20
) 15

10
Durum Sayisi Chebyshev Derecesi

Sekil 3.3 : 25. dereceye kadar Chebyshev polinomlar1 kullanilarak elde edilen
yaklasik sayi terslerinin sapma degerleri.
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Sekil 3.4, 1 ile 100 arasindaki sayilarin yapay kosullama sayisina karsit olan
davranigin1 gostermektedir. Sekilden goriilebildigi gibi yapay kosul sayisi kiigiiliirken
say1 araligiin sag yanindaki sapma degerleri de kiiclilmekte ve sol yandaki sapma
degerleri de hi¢ bir sekilde baslangic (@ = 1) degerinden koti olmamaktadir.
Dolayisiyla buradan ¢ikarilacak sonug, [, ] araligindaki sayilarin yaklagik tersi
bulunurken (3.3)’ de kullanilan « degeri araliktaki ilk sayiya esit alinmalidir. Burada

onemli nokta en kiiciik sapmayi1 verecek en iyi yapay kosul sayisini se¢gebilmektir.

Bu hususla ilgili [1]° de farkli dagilimlara sahip say1 araliklarinda yapilmis olan
istatiksel calismalarin sonuglarin1 gérmek miimkiin. Lineer ve logaritmik dagiliml

araliklarda elde edilen deneysel sonuglar asagidaki sekilde 6zetlenebilir;

e Logaritmik dagilimli sayilar i¢in en iyi yapay kosul sayisi kullanilan en

biiyiik polinom derecesinin 5 katidir.

e Lineer dagilimli sayilar i¢in en iyi yapay kosul sayisi |. | en kiigiik tamsay1y1

gostermek tlizere | (En biyiik polinom derecesi)| - 5 ile ifade edilebilir.

=1, B =Kosul Sayisi o= RS0

Sapma

0 20 40 &0 8d 100 a 20 40 60 80 100

Sapma

0 20 40 i) ad 100 a 20 40 il 80 100

y Degerleri y Degerleri

Sekil 3.4 : Sayilarin sapma degerlerinin yapay kosul sayis1 ile degisimi.
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Omegin, logaritmik dagilimli sayilarla 3. dereceye kadar olan polinomlar
kullanildiginda en iyi yapay kosul sayist 15 olacak ve boylece a degeri £/15 olarak
tanimlanabilecek. Yine yukarida belirtildigi gibi lineer dagilimli sayilarda ayni
polinom derecesiyle a = /5 olacak. Buraya kadar anlatilanlardan ¢ikarilabilecek
sonu¢ A matrisinin yaklasik tersi almirken olacak. Buraya kadar anlatilanlardan
cikarilabilecek sonu¢ A matrisinin yaklasik tersi alinirken a degeri en iyi yapay kosul
sayisina esit alimirken [ degeri A matrisinin en biiyiikk 6zdegerine esit olarak

secilebilir [1].

3.2.2 Chebyshev Polinomlari ile Matrislerin Terslerinin Hesaplanmasi

Denklem (3.2) spektrumu [a, 8] araliginda olan A matrisi igin

k=00
C
At = 501 + z T (2) (3.4)
k=1

seklinde yazilabilir. Burada

e ] (35

ve | birim matristir. @ yapay kosul sayisi olup 8 degeri matrisin yaklagik en bilyiik 6z
degerine karsilik gelir ve kuvvet yontemi (power method) ile hesaplanabilir. Z
matrisi A’ nin spektrumunu [—1,1] araligina yerlestirir. To(Z) =1 ve T,(Z) =Z
olmak tizere T;(Z) matris degerli Chebyshev polinomudur ve daha biiyiik dereceli
polinomlar (3.1) kullanilarak hesaplanabilir. Buradaki ama¢ A matrisinin yaklasik
tersini bulmak oldugundan (3.4)’ deki k ¢ok kiigiik degerlerde durdurulabilir. Sekil

3.6’ da bu yontem ile ilgili algoritma goriilebilir.

Sekil 3.5 de n =100 ve n =500 i¢in 6z degerleri lineer (sol ¢izimler) ve
logaritmik (sag c¢izimler) dagilimli matrislerin yaklasik tersleri ile kendilerinin
carpiminin kosul sayisinin Chebyshev polinom derecesi ile degisimi goriilmektedir.
Tiim ¢izimlerden de anlagilabilecegi gibi Chebyshev polinom derecesi artirildikca
kosul sayisi beklenen deger olan 1’ e yaklagsmakta. M~! yaklasik matris tersi CG
yontemi i¢in 6n kosullayici olarak kullanilacagindan yapilan bu tespit 6n kosullu CG

yonteminin analizi ve yakinsamasi agisindan ¢ok onemlidir.
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Dagrusal Spaktrum Logaritmik Spektrum

AN . —e A0

104 JUdld T
000 .
g 5
b 00 :
< :
= 4000 :
= :
Z :
2 :
2000 ceree
15 0 5 0 15
. x10°
25
2

..'{ 1.5}
=
= 1b
=1
=
Z

0.5}

0 5 10 15 0 5 10 15
Chebyshev Daracasi Chebyshav Darecesi

Sekil 3.5 : Matrisin ve yaklasik tersinin ¢arpiminin, kosul sayisi ile Chebyshev
polinom derecesinin degisimi.

Sekil 3.5 de n =100 ve n =500 i¢in 6z degerleri lineer (sol ¢izimler) ve
logaritmik (sag c¢izimler) dagilimli matrislerin yaklasik tersleri ile kendilerinin
carpiminin kosul sayisinin Chebyshev polinom derecesi ile degisimi goriilmektedir.
Tiim ¢izimlerden de anlagilabilecegi gibi Chebyshev polinom derecesi artirildikca
kosul sayis1 beklenen deger olan 1’ e yaklagsmakta. M~! yaklasik matris tersi CG
yontemi i¢in 6n kosullayict olarak kullanilacagindan yapilan bu tespit 6n kosullu CG
yonteminin analizi ve yakinsamasi agisindan ¢ok 6nemlidir. Eger polinom derecesi
cok biiyiik secilip M™1-A =1 olarak elde edilirse 6n kosullu CG yontemi tek
yinelemede sonuca ulasacaktir. Bununla birlikte dikkat edilirse Chebyshev polinom
derecesinin her bir artirilisi fazladan bir matris-matris ¢arpimini gerektirecek ve
dolayisiyla ¢ok biiyiik polinom dereceleri i¢in 6n kosullayici matrisinin olusturma
maliyeti CG metodunun kendisinden daha biiyiik olacaktir. Buradan c¢ikarilmasi
gereken sonug¢ Chebyshev polinom derecesini 6Ozellikle ¢ok biiyiik boyutlu
sistemlerde miimkiin oldukga kii¢iik tutmanin yontemi hesaplama maliyeti agisindan

oldukca verimli kilacagidir.
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k=r polinom derecesi
I=PM(A) en biiviik dzdeger
ith>2
o= 3/(3k)
elze
a=3/5
end if
Z = ?E_ 11 = '?.__,ﬁ f: Z matrisini olustur
TolZ)=1
nZ)=7
ith<?2
else )
Al = S
tor k=2:r
T(Z) = 22T r(Z) = The—a( Z)
AT =T Tkl Z)
end for
end if

Sekil 3.6 : Chebyshev yontemi ile matrisin tersinin alinmasi ile ilgili algoritma.
3.3 On Kosullu CG Yéntemi

Bolim 2.3.3° de belirtildigi gibi CG yonteminin yakinsama hizi A matrisinin 6z
degerlerine baglidir. Spektral kosul sayist ky(A) = Aax(A)/Amin(A) hatanin
derecesini belirleyecektir. Dolayisiyla burada iizerinde yogunlasilacak nokta Ax = b
sistemini 6z deger dagilimi yakinsamayr daha da hizlandiracak bir yapiya
kavusturmak. Bu yaklagim sekline onceki boliimlerde agiklandigi gibi lineer sistemin
on kosullanmas1 denmektedir. On kosullu CG ydnteminin temelini olusturan fikir CG
yontemini doniistiiriilmiis Ax = b sistemine uygulamaktir. Burada A = M~'4 ve

b = M~'b’ dir. Sonugta elde edilecek algoritma Sekil 3.7° deki gibi olacaktir.

Hesaplama yiikii acisindan 6n kosullu CG yontemi, CG yonteminden farkli olarak
her bir adimda fazladan bir matris vektor carpimimi zorunlu kilacaktir

[3,11,12,13,14].
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L=
while

end while

re = 0 do
Zp = Ar Tk
1 1, 1
kK=Rk=+1
tk=1do
L=z
else
1 — M1k =1
k=T
Pr = Zk—1 + FiPr-
end it
o
M= Zh=1
ik, = ——
Py, Ape
Ty = T

baslat

durdurma kriteri
dnkosullama

k vineleme savis1

py arama dogrultu vektdrii

Tp_1'1 1" va gincellivor.

vinelemeyi giincelle
rezidiivii giincelle

Sekil 3.7 : On kosullu Conjugate Gradient yonteminin algoritmasi.
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4. ON KOSULLU CG YONTEMININ PARALEL PROGRAMLANMASI

Sayisal modelleme, bilimsel simiilasyon ve miihendislik problemleri cogu kez
hesapalama acisindan ¢ok biiyiik hizlar gerektirirler ¢iinkii bu tip calisma alanlari
bliyiik miktardaki veri iizerinde gegerli sonucu elde edebilmek icin pek ¢ok islemin
defalarca yinelenmesini zorunlu kilar. Dolayisiyla hesaplamalarin kabul edilebilir bir
zaman araliginda tamamlanmast verimlilik adina biliylik 6neme sahiptir. Bu
baglamda hesaplama hiz ve verimliligini artirma yollariin basinda ayni problem
tizerinde ¢alisan birden ¢ok islemcili sistemler kullanilmas1 gelmektedir. Bu gibi bir
durumda problem pargalara ayrilarak her birinin ¢6ziimii farkli bir islemci tarafindan
gerceklestirilir. Bu tip yapilar i¢in gergeklestirilen program yazma islemine parallel

programlama denmektedir.

Mevcut yontemin paralel programlanmasi igin, UYBHM dahilinde bulunan Anadolu
isimli sunucu lizerinde her biri 2 core’ dan olusan 256 islemci kullanilmistir.
Yontemin paralel algoritmasi ve kodlamasi, tiim islemcilerin 2 boyutlu bir mesh
teskil edecegi sekilde tasarlanip gerceklestirilmistir. Kod C dilinde ve platforma 6zel
olarak optimize edilmis MPI kiitiiphaneleri kullanilarak yazilmistir. Kodlama ve
performans analizleri degerlendirilerek, programlama dili ve platforma 6zel cesitli

optimizasyon teknikleri kullanilarak hatir1 sayilir iyilestirmeler elde edilmistir.

4.1 Fonksiyonlar ve Hesaplama Cekirdekleri

Yapilan bu ¢alisma kapsaminda, CPCG (Chebyshev On Kosullu Conjigate Gradient )
algoritmasi ve kod uygulamasi Sekil 4.1 de goriilecegi iizere 3 ana fonksiyondan
olusmaktadir. main() icersinde problem verilerinin disaridan okunmasini ardindan
chebyshev() fonksiyonu gagrilir. chebyshev() oncelikle power_method() c¢agirarak
katsayilar matrisinin en biiylik 6z degerinin yaklasik bir degerini hesaplar. Bunun
ardindan chebyshev(), 6n kosullayici olarak kullanilacak katsayilar matrsinin
yaklasik tersini hesaplar ve bunu PC_gradient() fonksiyonuna gegirerek PCG

yonteminin ¢oziimii gerceklestirmesini saglar.
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main ()

\ 4

A\ 4

power_method ()

chebyshev ()

Y

Matrix Matrix()
matrix minus scalar()
matrix scalar()
matrix plus_scalar ()
matrix minus matrix()
matrix plus matrix ()

PC_gradient()

A

vector norm()

find max ()
normalize vector ()
Matrix Vector ()

alpha
beta

vector norm()

Matrix Vector ()
vector minus_ vector ()
* vector plus vector ()
vector scalar ()
matrix scalar ()

direction vectors

et
*

PN RN R
L_l'_l.'_l.t_l_'_t_l
F e W

* ok

Sekil 4.1 : CPCG yonteminin fonksiyon ve hesaplama ¢ekirdekleri.

Sekil 4.1° de her bir fonksiyonun cagirdigi hesaplama cekirdekleri goriilebilir. Bu
cekirdek fonksiyonlarinin karsisinda ifade edilen [ ] icersindeki degerler, o
fonksiyonun kodun kosmas siiresince kag¢ kez cagrildigini gostermektedir. i degeri
power_method() yada PC_gradient() yineleme sayilarina karsilik gelirken k degeri
chebyshev() fonksiyonu tarafindan kullanilan Chebyshev polinom derecesini

gostermektedir. Yaninda * ile ifade edilen cekirdek fonksiyonlar, o fonksiyonun

mevcut kod icersinde paralellestirildigi anlamina gelmektedir.
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4.2 2 Boyutlu Mesh Topolojisi

Problemin mevcut sistem tizerindeki uygulamasi, mevcut islemcilerin MPI arayiizii
kullanilarak iki boyutta kartezyen yapisinda gruplandirilmaktadir. 2 boyutlu yapinin
kullanilmasi, iizerinde ¢alisilacak olan A katsayilar matrisi ve b sag yan vektoriiniin

bu yapiya uygun olarak blok’lar halinde ayristirllmasini zorunlu kilar.

4.2.1 Tek Boyutlu ve Iki Boyutlu Ayristirma

Tek boyutlu ve iki boyutlu topolojilerin iletisim maliyetlerini karsilastirmak igin
tizerinde ¢alistigimiz NxN boyutlu problemi goz oniine alalim. Tek boyutlu yapida,
problemi n adet igslemciye dagitmak i¢in bir boyutu N diger boyutu N/n olan bir
ayristirma gergeklestirilir. iki boyutlu yapida ise problem her bir boyutu N/n olan

pargalara ayristirilir.

m byte boyutlu bir veriyi yollayabilmek i¢in gerekli olan zamani en basit sekliyle
Teomm = S + rm olarak tanimlayabiliriz. Burada s gecikme zamani yani; iletisimi
baslatmak i¢in gegen zaman, r ise 1 byte veri yollamak icin ihtiya¢ duyulan zaman
olarak tanimlanabilir. Biiyilk boyutlu mesajlarda veriyi yollamak igin harcanak
zaman gecikme zamanina kiyasla ¢ok biiylik olacagi icin T.ppm = rm  seklinde

verilebilir.

Kendi komsusuyla veri alig verisi yapan bir islemciyi goz Oniine alacak olursak
iletisim maliyeti tek boyutlu topoloji i¢in T,omm = 4(s + rN) olarak verilirken iki
boyutlu topolojiler i¢in Tpppmm = 4(5 +rN/ \/ﬁ) olacaktir. Buradan goriilecegi lizere
iki boyutlu topolojilerde islemci sayis1 artirildikga iletisim maliyeti azalacaktir,

dolayisiyla iki boyutta ayristirma tek boyutu nazaran daha verimli olacaktir.

4.3 Hesaplama Cekirdeklerinin Paralel Programlanmasi

Sekil 4.1 de goriilen hesaplama ¢ekirdeklerinden problemin verimliligi ve
karakteristigi agisindan en baskin olan 2 tanesi Matrix_Matrix() ve Matrix_Vector()
fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlar sirasiyla matris-matris ve matris-vektor
carpimlarint gergeklestirir ve tiim kodun c¢alisma zamanimin yaklasik %90’ nim

harcamaktadir.
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Sekil 4.2° de nxn biiyiikliikte 2 boyutlu mesh toplojisine gore dagitilmis islemcilerin
koordinatlar1 goriilmektedir. Programlama teknigi acisindan her bir islemci
koordinatlari ile tanimlanip birbirleri ile iletisime bu koordinatlar vasitasi ile

gecmektedirler.

Kodun islemciler iizerinde ¢alismaya baslamasi ile birlikte A katsayilar matrisi Sekil
4.2’ deki islemci gruplarina, matris iizerinde karsilik gelen bloklar dagitilacak sekilde

bir ayristirma gergeklestirilir.

p(0,0) | p(0,1) p(0,n)
p(1,0) | p(1,1) p(l,n)
p(n,0) | p(n,1) p(n,n)

Sekil 4.2 : 2 boyutlu mesh topolojisine gore dagitilmis n adet islemci.

A matrsinin islemcilere bloklar halinde dagitilmasindan itibaren, tiim hesaplama
tamamlanana kadar bu bloklar Sekil 4.1° de goriilen paralel hesaplama cekirdekleri

tarafindan kullanilir.

N
Blok(0,0) | Blok(0,1) Blok (0, n)
p(0,0) p(0,1) p (0, n)
Blok(1,0) | Blok(1,1) Blok (1, n)
p(1,0) p(l,1) p(l,n)
Blok (n,0) | Blok(n,1) Blok (n, n)
p(n,0) p(n,1) p(n,n)
v
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Sekil 4.3 : NxN boyutlu matrsin 2 boyutlu mesh topolojisine gore ayrismasi.



Sekil 4.3 de katsayilar matrisinin 2 boyutlu mesh topolojisine gore nasil
ayristirilldigi goriilebilir. Her bir islemci ilgili matris blok verisini tiim islemler i¢in
kullanacaktir. Her bir blok, boyutu (N/n)x(N/n) olan matris pargalarini ifade
etmektedir. CPCG algoritmasinin ¢alismasi boyunca islemciler tizerinde dagitilan

katsayilar matrisinin bloklar1 degismeden local olarak saklanacaktir .

4.3.1 MPI ile iki Boyutlu Mesh Topolojisinin Olusturulmasi

Yapilan caligmada kullanilan ana hesaplama c¢ekirdegi olan Cannon matris
carpiminin karakteristigi geregi, mevcut islemciler kullanilarak iki boyutlu kare mesh
olusturulmaktadir. Bu maksatla Init_Mesh(MESH_DATA *grid) isimli bir
ilklendirme fonksiyonu kullanilmaktadir. Bu fonksiyon MPI kiitliphaneleri i¢ersinde
tanimli olan MPI_Cart_create ve MPI_Cart_coords fonksiyonlarini ¢agirmaktadir.
Bu fonksiyonlara sirasiyla periods (tekrar sayisi) ve dimensions (boyut) boyut
degiskenleri gercirilmekte ve algoritma tarafindan kullanilmasi i¢in coordinates

(koordinat) degiskeni dondiirtilmektedir.

Bu fonksiyonunu tiim islemciler tarafindan ilklendirilmesi ile birlikte her bir islemci
Sekil 4.2°de goriilen yapi icersinde 2 boyutlu topoloji tizerinde kendi  koordinatlarini
elde eder. Boliim 4.3° de tanmimlandig tizere ikili koordinatlara sahip islemciler Sekil
4.3> de gosterildigi gibi kendi koordinat degerlerine karsilik gelen blok veri
yapilarint  MPI_double veri tipi ile yerellerinde saklarlar. Bu saklanan blok veri
degerleri algoritmanin sonraki agamalarinda, satir ve siitun grup islemciler tarafindan
kendi aralarinda, koordinat olarak gelen bir sonraki islemciye kaydirilarak blok veri

transferini gerceklestirirler.

4.3.2 2 Boyutlu Mesh Topolojisi Uzerinde Cannon Matris Carpim

Cannon algoritmasi, Sekil 4.3’ de oldugu gibi 2 boyutlu mesh topolojisine gore
dagitilmis islemcileri matris carpimina girecek A, B ve sonu¢ matrisi olan C’yi

bloklar halinde tutmak i¢in kullanir.
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Sekil 4.4 : 3x3’luk mesh topoloji i¢in Paralel Cannon algoritmast.

Eger matris boyutlart NxN ve islemci sayis1 p ise ayristiritlan matrislerin blok
boyutlari (n/ﬁ)x(n/ﬁ) olacaktir. Mesh tizerindeki Pi,j islemcisine sirasi ile
Ai,j, Bi,j ve Ci,j blok matrisleri yerlestirilecektir. Sekil 4.4° de goriilen ilk
gruplamadan sonra algoritma ﬁ adim c¢alisacaktir. Her bir adimda islemciler, Sekil

4.4’ de oldugu gibi carpima giren matrislerin yerel bloklarini, A matrisine ait olan sol
B matrisine sahip olanlar st taraftaki komsu islemcilere yollanacak sekilde ilerlerler

[15].

Yapilan bu isleme kaydirma adi verilmektedir. Islemciler her bir adimda kaydirma
islemini gergeklestirmeden once, Yyerellerinde bulunan sonuc matrislerini, matris
bloklarina seri matris-matris ¢arpimi uygulayarak hesaplarlar. Elde edilen sonug

local Ci, j matrisi lizerinde tututulur.
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Her bir adim sonunda elde edilen sonug Ci,j yerel matrisi tizerine kiimiilatif olarak
eklenir. Tiim adimlar hesaplandiktan sonra islemciler iizerinde sonu¢ matris C’nin

bloklar1 bir sonraki algoritma adiminda kullanilmak tizere saklanir.

Yapilan caligmada kullanilan Cannon matris ¢arpimini gerceklestiren fonksiyon;
void Matrix_Matrix(double *a, double *b, double *c, int n, MESH_DATA *grid)

olarak kullanilmaktadir. Burada a ve b ¢arpima giren matris bloklar1 yani Ai,j ve
Bi,j’ dir. ¢ sonu¢ matris Ci,j olarak sonraki islemlerde kullanilmak iizere
saklanmaktadir. MESH_DATA *grid Sekil 4.2’ de tanimlanan topolojiyi kullanilmak
tizere ¢ekirdek fonksiyona gecirmek icin kullanilir. En son adimdan sonra blok
matrsiler orjinal yerlerine tekrar gelmis olurlar. Bu, diger parallel ¢ekirdek

fonksiyonlarin dogru matris bloklarini kullanabilmesi i¢in 6nemlidir.

4.3.3 2 Boyutlu Mesh Topolojisi Uzerinde Matris-Vektor Carpim

2 boyutlu matris-vektor ¢arpimi, Sekil 4.3 deki mesh topolojiyi kullanir. Sekil 4.5’
de goriildiigii iizere 2 boyutlu matris-vektdr carpiminda, n matris ve vektér boyutunu
p ise igslemci sayisini ifade etmek {izere Oncelikle sag yan vektorii b, 2 boyutlu grid
lizerine yerlestirilmis islemcilere, kdsegen lizerinde bulunanlara yollanacak sekilde
parcalanarak dagitilmaktadir. Kosegen islemcileri P;; i =1,2,3,..., \/5 olarak

tanimlanabilir [15].

Kosegen tlizerinde bulunan islemciler kendilerine gelen vektor bloklarini yerel olarak
sakladiklar1 matris bloklar ile ¢arpip elde edilen sonuglari yerellerinde sakladiklar
sonu¢ vektoriine yazarlar. Kosegen lizerinde bulunan islemciler kendilerine gelmis
olan vektor bloklarin1 bir sonraki adimda MPI_Bcast() fonksiyonunu kullanarak
kendi siitiinlarinda bulunan biitiin islemcilere dagitirlar. Islemciler aldiklar1 bu vektor
bloklarmi yerel matris bloklar1 ile carpip elde ettikleri sonuglar1 yerel vektor

bloklaria yazarlar.

Tim islemciler hesaplamalarini tamamladiktan sonra yerel sonug vektorlerini
toplanmak tizere kendi satirlarinda bulunan ve P;y i = 1,2,3, ,\/5 olarak ifade

edilebilen birinci siitun islemcilerine yollarlar. Boylece sonug¢ vektorii yerel olarak

birinci siitun islemcilerinde sonraki adimda bir araya getirilmek {izere saklanir.
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Sekil 4.5 : 2 boyutlu paralel matrsi-vektor carpimi.
Yapilan caligmada kullanilan, matris-vektor carpimini gergeklestiren fonksiyon;

void Matrix_Vector(double *a, double *b, double *x1_block, int n, MESH_DATA
*grid)

Fonksiyonda kullanilan degiskenlerden; a carpima giren matris blok’u b ¢arpima
giren vektor ve x1_block sonu¢ vektor bloku olarak tanimlanmaktadir. n ¢arpimi
gerceklestirilen sistemin boyutu ve MESH_DATA *grid Sekil 4.2’ de tanimlanan

topolojiyi, kullanilmak tizere ¢ekirdek fonksiyona gegirmek i¢in kullanilir.

4.3.4 CPCG Uygulamasinda Kullamlan Diger Hesaplama Cekirdekleri

Sekil 4.1° de goriilen fonksiyonlar tarafindan kullanilan g¢ekirdek fonksiyonlarin
detayli listesi Cizelge 4.1° de goriilebilir. Cizlege 4.1° de goriilen ve paralel
uygulamasi olmayan fonksiyonlarin kullandig1 degigkenler ayristirllmamaig vektorler
olup, tiim islemciler tarafindan c¢agrilip kullanilirlar. Paralel uygulamasi olan

fonksiyonlarin hepsi, olusturulmus olan 2 boyutlu mesh topolojisini kullanarak
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calisirlar ve kendilerine gecirilen matris ve vektorlerin hepsi, Sekil 4.3” de goriilen

yaptya gore ayrigtirilmig blok formatindaki verilerdir.

Cizelge 4.1’ de ifade edilen hesaplama ¢ekirdek fonksiyonlar1 daha onceden
belirtildigi ve uygulamali olarak gosterilecegi gibi tiim uygulama islem zamaninin

sadece %10’ nun teskil etmektedirler.

Cizelge 4.1 : CPCG uygulamasinda kullanilan tiim hesaplama ¢ekirdekleri.

Cekirdek Fonksiyon Adi Paralel Fonksiyon Degiskenleri
Kullanim
double *vector,
find max () Yok double *result, int
size
double *vector,
vector norm() Yok double *result,

int size

double *vector,
normalize vector() Yok double wvalue,
int size
double *vector a,
double *vector b,
double *result,
int size
double *vector a,
double *vector b,
double *result,
int size
double *vector,
double *result,
double scalar,
int size
double *matrix,
double *result,
double scalar,
int size
double *matrix,
Var QOublg sca}ar,
int size, 1nt Row,
int Col, int rank
double *matrix,
double scalar,

vector minus_vector () Var

vector plus vector () Var

vector scalar () Var

matrix scalar() Var

matrix plus scalar ()

matrix minus scalar () Var ) . .
— — int size, 1nt Row,
int Col, int rank
double *matrix a,
. . . le * i
matrix minus matrix() Var double *matrix Db,

double *result,

int size

double *matrix a,
double *matrix b,

Var double *result,

int size

matrix plus matrix()
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5. CPCG YONTEMININ PARALEL UYGULAMASI

Bu boliimde, iizerinde calisilan yontemin uygulamasini gergeklestirmek tizere 4
farkl1 boyutta deneysel problem tipi secilmistir; 2048, 4096, 8192 ve 12800. Bu
problemler Chebyshev derecesi k = 2 olacak ve iterasyon hata degerleri ¢ = 0.01

ile limitlenecek sekilde uygulama kodu ¢alistirilmastir.

5.1 Paralel Uygulamanin Performans Degerlendirmesi

Sekil 5.1° de 8192 boyutlu problemin 1 ve 4 islemci ile yapilan uygulamasi
goriilmektedir. Baskin hesapalama cekirdegi olarak matris-matris carpimi tiim

uygulamanin CPU zamaninin yaklasik %90’ nin1 domine etmektedir.

i §0ms 160005 4000 s s 400005
41005 12000 s B s 00

Sekil 5.1 : 8192 boyutlu problemin 1 ve 4 islemcili CPU zamanlar1.

Sekil 5.2° de performans karsilagtimasi yapabilmek maksadi ile kullanilacak olan
hizlanma degerleri goriilebilmektedir. Hizlanma degerini Ty = T; /T, olacak sekilde
ifade edebiliriz. Burada T; kodun tek bir islemci iizerinde kostugunda harcanan CPU
zamani olmakla birlikte, T, islemci sayis1 n oldugu zaman 6l¢iilen CPU zamanini

gostermektedir.
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Sekil 5.2 : 8192 boyutlu problemin 4 islemcili hizlanma degerleri.

Sekil 5.2° de goriilebildigi gibi, CPCG ydnteminin baskin hesaplama ¢ekirdegi olan
matris-matris ¢arpiminin hizlanma degerinin 4 islemci i¢in yaklasik olarak 3’ diir.
Sekil 5.3” de islemci sayis1 64° e ¢ikararak yapilmis bir test sonucu goriilmektedir.
Test sonucu detayli olarak incelendiginde anlasilacagi gibi islemci sayisinin
artirtlmasiyla birlikte sekilin bas tarafinda goriilen, dosya okuma ve verilerin
dagitilmas1 i¢in harcanan iletisim zamanin artmasina ek olarak ozellikle matris-
matris c¢arpimi  ve iterasyon donglleri icindeki islemciler arasi iletisim
zamanlariminda arttigi fark edilebilir (Kirmizi yada koyu renkler MPI iletisim
fonksiyonlarmin harcadigi CPU zamanlarin1 gostermekte ve Mavi yada acik renkler

uygulamalar tarafindan harcanan CPU zamanlaridir).
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Sekil 5.3 : 8192 boyutlu problemin 64 islemci ile elde edilen CPU zamanlar.
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5.2 CPCG Yonteminin Paralel Kodunun Optimize Edilmesi

Boliim 5.1° de yapilan ilk test sonuglarindan goriildiigii tizere, problemin ¢éziimiinii
gerceklestiren parallel kodun bir takim optimizasyonlara ihtiyact bulunmaktadir.
Ozellikle MPI iletisim fonksiyonlar1 tarafindan kodun belli bélgelerinin
bloklandigin1 ve iletisim maliyetinin ¢ok yiiksek oldugunu fark etmekteyiz. Bunlara
ek olarak baskin hesaplama g¢ekirdegi olan matris-matris ¢arpiminin harcadigi CPU

zamani optimize edip iyilestirmek miimkiin olmaktadir.

5.2.1 Veri Dosyasinin Okunma ve Dagitilmasimin Optimize Edilmesi

Problemin ¢oziimiinde kullanilacak katsayilar matrisi ve sag yan vektorii koddan
bagimsiz olarak bir veri dosyasinda tutulmaktadir. Yapilan ilk testlerde kullanilan
kod icersinde, bu veri dosyasi root olarak adlandirilan islemci tarafindan okunup,

ayristirilip grid iizerinde bulunan tiim islemcilere dagitilmaktadr. ilgili kod pargast,
if (grid->myrank==0){
I* Root islemci kendi blokunu alir */
for(i=0;i<Block_size;i++)
for(j=0;j<Block_size;j++)
A _Block[i*Block_size + j] = matrix[stride*i+j];
/* Root islemci yerel bloklart diger islemciler dagitir™/
for(i=1;i<grid->npes;i++)
MPI_Send(&matrix[displs[i]], 1, blockmatrix, i ....);
/* Islemciler kendi blokllarint alir */
Yelse{
MPI1_Recv(A_Block, Block_size*Block_size, MPI_DOUBLE....);
} /> EndIf */

olarak verilebilir. Bu kod parcasindan anlasilacagi gibi problem boyutu arttikca
ayristirilacak veri boyutu artacak buda iletisim zamanlarini artiracaktir. Biitiin
bunlara ek olarak veri transferi i¢in kullanilan MPI_Send ve MPI_Recv

fonksiyonlar1, root islemci ayristirma ve dagitma islemini bitirene kadar diger
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islemcileri bloklayacaktir. Sekil 5.4’ de (alt resim) baslangi¢ siirecinde 0 numarali

root islemci disindaki diger islemcilerin bloklandig1 goriilebilinir.

Verimliligi artirmak adina bu problemi asmak i¢in islemcilerin kendi veri bloklarini
es zamanli olarak okumasini saglamak hatir1 sayilir bir iyilestirmeye neden olacaktir.
Bunun i¢in MPI kiitiiphanesi i¢inde bulunan FILE I/O fonksiyonlarini kullanarak
vektorel veri tanimlamasi yapilacaktir. Asagida bu optimizasyonu igeren kod pargasi

gortiilebilir,
I* Dosya a¢ */
mode = MP_MODE_RDONLY;

MPI_File_open( MPI_COMM_WORLD, file_name, mode, MP1_INFO_NULL,
&fth_A);

/* A blok oku */
offsetA = MPI_OFFSET_ZERO;

MPI_File_read_at_all( fh_A, offsetA, A_Block, B_Matrix_size, MPI_DOUBLE,
&status );

[* Dosya kapat */
MPI1_File_close( &fh_A);

Bu optimizasyon ardindan tiim islemciler es zamanli olarak veri dosyasina ulasip

kendi matris blok verilerini dosya i¢ersinden alacaklardir.

Sekil 5.4’ de optimizasyondan once (alt resim) ve optimizasyondan sonra (iist resim)
test edilmis veri okuma CPU zamanlar1 goriilebilir. 8192 boyutlu problem i¢in 64
islemci kullanildiginda yaklasik 20 kat daha hizli veri okuma gergeklestirilmistir.
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Sekil 5.4 : Optimizayon oncesi ve sonrasi veri dosyasit okuma hizlari.

5.2.2 Cannon’ un Bloksuz Uygulamasi ile Optimizasyon Yapilmasi

Yapilan ilk test caligmalarinda Cannon algoritmasinin uygulamasinda B6lim 4.3.1°
de anlatilan islemciler arasi matris bloklarinin kaydirilmasi ig¢in bloklu iletisim
fonksiyonu olarak adlandirilan MPI_Sendrecv_replace ¢agrisi kullanilmigtir. Bu
Sekil 5.4’ de goriildiigii gibi islemcilerin bloklanmasina ve iletisim tamamlanincaya

kadar bir sonraki islemciyi beklemesine neden olmaktadir. Tlgili kod parcasi
/* Ana hesaplama déngiisii */
for (i=0; i<grid->proc; i++) {
MatrixMultiply(nlocal, a, b, ¢); /*c=c+a*b*/
/* A matris blokunu bir sola kaydwr */

MPI_Sendrecv_replace(a, nlocal*nlocal,
MPI_DOUBLE,leftrank,1,rightrank,1,grid->comm_2d, &status);

/* B matris blokunu bir yukar: kaydir */

MPI_Sendrecv_replace(b, nlocal*nlocal, MPI_DOUBLE,uprank, 1, downrank, 1,
grid->comm_2d, &status);

}

/* Kod parcast burada sonlanwr */
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olarak verilebilir. islemcilerin bloklanmasina neden olan bu yapiy1 degistirmek igin
MPI bloksuz iletisim fonksiyonlar1 olan MPI_Isend ve MPI_lrecv ¢agrilar
kullanilabilir. Boylece bir islemci yaptigi hesaplamalara devam edebilmek igin

digerlerini beklemek zorunda kalmayacaktir. lgili kod parcasi
I* Ana hesaplama diongiisii */
for (i=0; i<grid->proc; i++) {
MPI_Isend(a_buffers[i%2], nlocal*nlocal, ....);
MPI_Isend(b_buffers[i%2], nlocal*nlocal, ....);
MPI_lrecv(a_buffers[(i+1)%2], nlocal*nlocal, ....);
MPI1_lrecv(b_buffers[(i+1)%2], nlocal*nlocal, ....);
[* c=c+a*b */
MatrixMultiply(nlocal, a_buffers[i%2], b_buffers[i%2], c);
for (j=0; j<4; j++)
MPI_Wait(&reqgs[j], &status);
}
/* Kod parcast burada sonlanwr */

olarak verilebilir.

Sekil 5.5 de optimizasyondan 6nce bloklu (alt resim) ve optimizasyondan sonra
bloksuz (iist resim) test edilmis Cannon uygulama CPU zamanlar1 goriilebilir. 8192
boyutlu problem i¢in 64 islemci kullanildiginda bloklu yapiya nazaran bloksuz
yapmin islemcilerde beklemeye neden olmadigi goriilebilir (Kirmizi yada koyu

renkli bolgelerin yok oldugunu gézlemlemek yeterli).
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Sekil 5.5 : Optimizasyon 0ncesi ve sonrast Cannon matris ¢carpimi MPI iletisimi.
5.2.3 Seri Matris Carpiminda Cache Optimizasyonu (Base) Yapilmasi

C programlama dilinde diziler bellekte satir satir depolanip cache’den de o yapidan
cekilmektedir. Yapilan ilk testlerde Cannon algoritmasi tarafindan kullanilan seri
matris ¢arpimi i¢in i¢-ige gerg¢irilmis klasik [ijk] dongii yapis1 kullanilmisti. Bu her
bir yinelemede sonu¢ matrisinin bir elemaninin hesaplanabilmesi i¢in B’nin her bir
satirinin bastan taranip cache’den c¢ekilmesini zorunlu kilar. Sekil 5.6° da bunu

gbrmek miimkiindiir.

/* i3k */
for (i=0; i<n; i++) {
for (3=0; j<n; j++) { )
sum = 0.0; (i)
for (k=0; k<n; k++) (i,*) *
sum += a[i] [k] * b[k][j]; A B C
c[i][j] = sum; | | |

Sekil 5.6 : ijk dongii yapisinda matris ¢arpimi.

Dongili yapisinda yapilacak ufak bir degisikle, dongiilerin her seferinde matris
satirlarin1 taramadan verileri cache’den ¢ekmeleri miimkiin olacaktir. Sekil 5.7° de

[ikj] yapisina gore derlenmis dongii yapisi goriilebilir.
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/* ikj */
for (i=0; i<n; i++) {
for (k=0; k<n; k++) {
r = a[i] [k]; (i,k) (k")
for (j=0; j<n; j++)
c[i] [j] += r * b[k] []]’/

Sekil 5.7 : ikj dongii yapisinda matris ¢arpimiu.

Dongli degisikligi yapildiktan sonra mevcut test oratimi iizerinde farkli boyuttaki
matrisler ile bir performans test ¢alismasi yapilmistir. Sekil 5.8 de bu test
caligmasinin sonuglar1 goriilebilir. Buna gore ikj dongii yapist ijk’ye gore CPU time
verimliligi acisindan daha iyi oldugu goriilebilir. Ozellikle matris boyutu
artirtldiginda her iki uygulama arasindaki performans farkinin ciddi derecede

acildigini gérmek miimkiindiir.

Execuion Time
[WE)
T
i

0 =g

i B .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 5000
Size Of Matrix

Sekil 5.8 : ijk (mavi) ve ikj (yesil) dongili yapisindaki matrsi ¢arpimlari.

Sekil 5.9° da optimize edilmis yeni dongili yapisiyla gerceklestirilmis Cannon matris
carpimu ile ilgili test sonuglar1 goriilmektedir. Bu sekilde 8192 boyutlu problemde
optimizayondan Onceki parallel matris ¢garpimi CPU zamani maliyetinin optimizayon
sonrast olan degerlere orani goriilmektedir. Optimizasyon sonrasit 64 islemci i¢in

CPU zamani olarak yaklasik 8 kat iyilestirme saglanmustir.
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Sekil 5.9 : Optimizayon Oncesi / sonrast Cannon CPU zaman oranlari.
5.2.4 Seri Matris Carpiminin Bloklu Optimize (Tuned) ve BLAS Uygulamasi

Bu optimizasyonu uygulamada kullanilan temel yaklasim C = C + A * B seklinde
gerseklestirilecek matris ¢arpimi igin 3 seviyeli bellek yapisina; register, L2 ve L3’ e
en uygun boyutta olacak ve yapilacak islemi verimli kilacak blok yapisinin

bulunmasidir.

Register bloklama islemi bize C matrisini en alt seviyede bellek blokuna nasil
yerlestirildigini yada dizildigini ifade etmektedir. Ornegin 2x2 boyutlu register
blokunun manasi, C matrisini 2 satir ve 2 siitundan olusan pargalar seklinde
hesaplayacagimiz anlamima gelmektedir. EK A.1 “ de bu hesaplamay: ger¢eklestiren
kod pargasi bulunabilir. Yapilan ¢alisma kapsaminda 1x1° de 8x8 parga boyutuna
kadar performans testleri gerceklestirilmistir. Test sonucglari en verimli blok parca

boyutunun 3x2 oldugunu gostermektedir.

Ikinci asama olarak L2 ve L3 cache’ler icin en iyi blok sayisin1 secmek gelmektedir.
Bunun i¢in L3 cache i¢in en dista bulunan dongii bloku 4 den 1024°e, L2 cache i¢in
icte bulunan dongii bloku 4’den L3’e olacak sekilde testler gergeklestirilmistir. Elde
edilen sonuglar 512x256 blok yapili sistemin en iyi sonug verdigi yoniinde olmustur.
Elde edilen bu optimize versiyona Tuned adi verilmistir. Fonksiyon tuned_mm
(L3,L2,M, A, B, C) ismi ile adlandirilmis olup sirasiyla L3 blok, L2 blok, A matrisi,

B matrisi ve C matrisi degerlerini almaktadir.

Bir diger test fonksiyonu olarak BLAS 3. seviye hesaplama fonksiyonlarindan olan

cblas_dgemm kullanilmustur.
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Sekil 5.10 : Seri matris carpimi Base, Tuned ve BLAS performans degerleri.

Sekil 5.10° da 3 farkli optimizasyon sonrasi elde edilen matris ¢arpim sonuglarinin
performans degerleri goriilebilir. Matris boyutu 1000’ e kadar yapilan testlerde en iyi
performans’in beklenildigi gibi platforma yonelik optimize edilmis olan BLAS
fonksiyonundan elde edildigini gorebiliriz. Bloklu matris optimizasyonu yapilan
versiyonun verimliliginin standart c¢arpim ydntemine gore oldukca iyilestigini

gbzlemlemek miimkiin.

5.2.5 Bloklu Calisan Tiim MPI Cagrilarinin Optimize Edilmesi

power_method() ve PC_gradient() fonksiyonlar1 tarafindan yinelemeler iginde

cagrilan bloklu MPI yapilar1 bloksuz ¢agrilarla degistirilebilinir. Ornegin,
MPI1_Reduce(el Local, &el, 1, MPI_DOUBLE, ...);
MPI_Bcast(&el, 1, MPI_DOUBLE, 0, ...);

kod pargasi yineleme dongiileri icersinde farkli degerlerin tiim islemciler lizerinde

giincellenmesi i¢in kullanilmaktadir. Bu yapiy1 ayni degerleri giincellemek igin,
MPI1_Allreduce(el_Local, &el, 1, MPI_DOUBLE, ..... );

cagristyla degistirdigimizde, veri iletisim verimliligine yonelik 6nemli bir degisiklik

yapilmis olur.
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Sekil 5.11 : MPI kolektif ¢agrilarinnin, optimizasyonlar 6ncesinin sonrasina orani.

Yapilan biitiin bu optimizasyon degisikliklerinin uygulamaya olan yansimasi Sekil
5.11” de verilmektedir. 8192 boyutlu problemde optimizasyonlar sonrasi 64 islemci
icin, tiim MPI iletisim ve kolektif cagrilarinda ortalama olarak CPU zamaninda

161.946/64 = 2.5 kat iylestirme saglanmustir.
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6. SONUCLAR VE TARTISMA

Boliim 5° de detayli olarak gergeklestirilen optimizasyon islemlerinden sonra farkli
boyutlardaki problemler test edilmistir. Ilk olarak Base olarak tanimladigimiz dongii
degisimi ile optimize ettigimiz seri matris ¢arpim fonksiyonunu kullanarak test
sonuclar1 elde edilmistir. Daha sonra Tuned ve BLAS versiyonlar igin test sistemler
kurulup detayli performans analizleri yapilmistir. Tiim testler icin CPCG yonteminde
on kosullayic1 polinom derecesi 2, gili¢ yontemi iterasyon sayist 50, CG yontemi

iterasyon sayisi olarak 450 segilmistir.

6.1 Test Sonuglar:
6.1.1 Temel Optimizasyon Test Sonuclari

Bu test i¢in Bolim 5’de tanimlanan tiim optimizasyonlar kullanilmis olup Cannon
algoritmasinda kullanilan seri matris carpim fonksiyonu i¢in Base optimize
fonksiyon kullanilmistir. Cizelge 6.1’ de CPCG yonetminin farkli problem
boyutlarinda, 2 boyutlu mesh topolojisinde 256 islemciye kadar yapilan testlerinin

CPU zamanlar gortilebilir.

Cizelge 6.1 : Problem boyutu ve islemci sayisina karst CPU zamanlari.

2048 4096 8192 12800

1 136 1071 7731 31821

4 38 285 2034 8159
16 11,75 85 577 2305
64 356 25 154 600
256 521 40 64 178

Cizelge 6.2 : Problem boyutu ve islemci sayisina karst hizlanma degerleri.

2048 4096 8192 12800

1 10 10 1.0 1.0

4 35 375 3.8 3.9
16 115 126 134 138
64 04 428 502 53.0
256 0.2 26.7 1201 178.2
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Cizelge 6.2° de bu CPU zamanlarina karsit gelen hizlanma degerleri goriilebilir.
Yapilan caligma sonuglar1 Sekil 6.1 ve Sekil 6.2° de bir araya getirildiginde
goriilecegi gibi problem boyutu ¢ok kiiciik oldugunda parallel algoritma biiyiik
islemci sayilarinda dlgeklenirligini kaybetmektedir. Bunun sebebi islemciler arasinda
transfer edilecek veri mikarinin ¢ok sayidaki islemci arasinda dondiiriilecek kadar
bliyiik olmamasi. Problem boyutu artirildik¢a islemciler iizerindeki blok veri
boyutlar biiyiimekte ve bunun sonucu olarak islemci sayisinin artirilmasiyla orantili

olarak olgeklenebilirligi ve hizlanma degerleri de artis gostermektedir.

Prablern Boyutu 2048
L O O T R .
£
% m —
5_ ......................................................................................................................................................................... -
: | | | L
100 150 a0 Pl
[elemei Sayisi
Prablern Buyutu 405
il i i
s o T s e — e
L S T R s SIS 1
8 ‘
e T AT R 1 -
[ S R -
0 \ \ \ | \
0 il 100 140 | il
elemci Sape

Sekil 6.1 : 2048 ve 4096 problem boyutlari i¢in hizlanma degerleri.
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Sekil 6.2 : 8192 ve 12800 problem boyutlari i¢in hizlanma degerleri.

Sekil 6.1° de verilen grafikte hesaplanan sistem boyutlari sirasi ile 2048 ve 4096’ dir.
Belli bir islemci sayisinin iizerine ¢ikildiginda hizlanma degerinin biiyiik bir diistise
gectigi goriilmektedir. Yukarida da deginilmeye c¢alisilan bu saptamanin nedenleri
Sekil 6.3’ de daha net olarak gézlemlenebilir. 2048 boyutlu problemin 64 islemci ile
(ist resim) elde edilen sonuglarmmin 4 islemci ile (alt resim) elde edilenlerle
karsilagtirillmast  bu resimde goriilebilir. CPU iizerinde kosan uygulamanin
performansinda 8 kat bir iyilesme gozlenirken islemciler arasi iletisimi gerceklestiren

MPI kolektif cagrilarinin 243 kat kotiilestigini gozlemleyebiliyoruz.
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Sekil 6.3 : 2048 boyutlu sistemin 4 ve 64 islemcili test sonuglari.
6.1.2 Gelismis Test Sonuclar:

Bu boliimde Cannon matris c¢arpimi i¢inde ¢agrilan seri ¢arpim fonksiyonunun
Tuned ve Blas versiyonlar1 kullanilmistir. Diger optimizasyon teknikleri Boliim 5°de
anlatildigr sekli ile uygulanmistir. Sonuglar Mflop ve hizlanma degerleri cinsinden
detayli olarak verilmektedir. Test 256 islemciye kadar 2 boyutlu mesh topolojisi
kullanilarak gerceklestirilmistir. Performans degerleri tek bir islemciye karsilik gelen

ortalama degerler olarak verilmektedir.
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Sekil 6.4 : 3520 ve 7040 boyutlu problemin 256 islemci ile performans degerleri.
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Sekil 6.4 ve Sekil 6.5 de CPCG yontemi i¢in 3520, 7040 ve 14080 boyutlu
problemlerin 256 adete kadar islemciler ile yapilan testlerinin performans sonuglari
goriilebilir.

Problem boyutu arttik¢a islemciler iizerinde kosan kodun performans degerlerininde
arttigint gorebilmekteyiz. Sekillerde verilen performans degerleri tek bir islemci
tizerinde kosulan kodun ortalama performans degerinin teorik en biiyiik performans

degerine oranin % olarak gdstermektedir.
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Sekil 6.5 : 14080 boyutlu problemin 256 islemci ile performans degerleri.

Cizelge 6.3° de CPCG yonteminin 3520, 7040 ve 14080 boyutlu problemler i¢in

Tuned ve Blas optimizasyonlarin CPU zamanlar1 goriilebilir.

Cizelge 6.3 : CPCG yonteminin Tuned ve BLAS optimize CPU zamanlart.

Tuned BLAS
3520 7040 14080 | 3520 7040 14080
1 99 510 3784 83 374 2448
4 48 216 1287 43 183 731
16 16 52 273 13 49 209
64 7 13 79 6 11 63
256 18 4.6 21 15 3.6 14

Cizelge 6.4° de CPCG yonteminin Cizelge 6.3 de verilen CPU zamanlarina karsilik

gelen hizlanma degerleri verilmektedir.
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Cizelge 6.4 : CPCG yonteminin Tuned ve BLAS optimize hizlanma degerleri.

Tuned BLAS
3520 7040 14080 | 3520 7040 14080
1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
4 2.06 2.36 3.10 1.93 2.04 3.34
16 6.18 9.80 13.86 6.00 763 11.71
64 14.14 39.23 47.89 13.83 34.00 38.85
256 5,50 110.86 180.10 5.53 103.88 174.85

Sekil 6.6’ da detayli olarak hizlanma deger grafikleri biitiin problem boyutlari igin
goriilebilir. Problem sayisi arttikga problemin dlgeklenilebilirliginin arttigi acikga

goriilmektedir.

3520 boyutl problem
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Sekil 6.6 : CPCG yonteminin test problemleri i¢in hizlanma degerleri.

6.2 Algoritma Analizi

Test sonuglarin1 daha iyi analiz edebilmek i¢in oncelikle CPCG yonteminin daha
ayrintili incelemekte fayda var. CG ydnteminin zaman ihtiyaci (time complexity), n
problemi teskil eden matris boyutunu ve k durum sayis1 gostemek iizere O (vkn?)
olarak verilmektedir. Yine ayn1 ydntem i¢in bellek ihtiyaci (space complexity) O(n?)

olarak tanimlanabilir [3].
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Verilen degerlerden goriildiigii iizere CG yonteminin baskin hesaplama g¢ekirdegi
olan matris-vektor ¢carpimi bu ihtiyaglari tanimlamaktadir. Yine ayni yaklagimla 6n
kosullayici Chebyshev’ in baskin hesaplama ¢ekirdeginin matris-matris ¢arpimi
oldugu géz 6niine alindiginda zaman ve bellek ihtiyaci siras1 ile 0(n®) ve 0(2n?)
olarak verilebilir. Genel anlami ile yontem, depolama gerkeksinimi olarak klasik seri
bir kod’da tam bir A katsayilar matrisi ve b sag yan vektoriiniin bellek tizerinde
saklanmasini gerektirir. Ama bu c¢alismada ayrintilandirilan ve Boliim 4’ de detayli
olarak anlatilan paralel programlama teknigi ile islemci sayis1 artirildik¢a problem
icin kullanilmasi gereken islemci bagina bellek miktar1 azalmaktadir. Eger matris

boyutlart NxN ve islemci sayist p ise ayristiritlan matrislerin blok boyutlar
dolayisiyla her bir islemci diigiimiinde depolanacak veri miktari (n/ \/E)x(n/ \/5)

olacaktir. Ayni yaklasim saklanacak olan sag yan vektorii iginde diistiniilebilir.

6.2.1 Amdahl Kanunu ve Verimlilik

Amdahl kanunu genel itibari ile, belli bir kismi paralellestirilmis bir algoritmanin

ulasabilecegi en yiiksek hizlanma degerini tanimlamakta kullanilabilir. Pratikte bu

degeri yaklagik olarak bulabilmek i¢in; S, = ﬁ formiilii kullanilabilir.
TN

Burada P algoritmanin paralellestirilebilen kisminin islem zamani olarak yiizdesi
olup (1-P) seri kismin islem zamani yiizdesi olarak ifade edilir. N islemci sayisina
karsilik gelir. Bu c¢aligmada kullanilan ve Cizelge 4.1’ de detayli olarak verilen
cekirdek fonksiyonlar icersinde paralel uygulamas: olmayan fonksiyonlar detayli
olarak goriilebilir. Mevcut algoritma iizerinde Amdahl kanununu uygulayabilmek
icin paralel uygulamasi olmayan ¢ekirdek fonksiyonlarin toplam zamanin tiim islem
zamanina orani alinarak P degeri bulunabilir. Sekil 6.7° de 3520 ve 14080 boyutlu
problemler i¢cin Amdahl teorik tepe hizlanma degerleri ile testler sonucunda elde

edilen degerler karsilastirilmistir.
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Sekil 6.7 : 3520 ve 14080 boyutlu problemler i¢in Amdahl karsilastirmasi.

Sekil 6.7’ de problem boyutu artirildikca Amdahl teorik degerlerine yaklasildigi

gbzlemlenebilmektedir.

Verimlilik agisindan analiz etmek istersek; E, = S,/p formiili ile ifade etmek

mumkiindiir. Burada S, p islemciye karsilik gelen hizlanma degerini gostermektedir.
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Teorik olarak E, < 1 olacaktir. 1’ e esit olma durumu algoritmanini miikemmel
sekilde paralel programlamaya uygun oldugunu ifade edecektir. Sekil 6.8 de

strastyla 3520, 7040 ve 14080 boyutlu problemlerin verimlilik degerleri grafik olarak
analiz edilebilir
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Sekil 6.8 : Farkli problem boyutlar1 i¢cin CPCG algoritmasinin verimliligi.

Sekil 6.8 de goriilebilecegi gibi algoritmaya verilen problem boyutu biiyiidiikce

paralel olarak ¢alisan kodun verimliligide artmaktadir.

6.3 Tartisma

Bir ¢ok miihendislik disiplinine ait problemler biiyik boyutlu Ax = b denklem
sistemlerinin ¢oziimiinii gerektirmektedir. Bu denklemlerin ¢6ziimii icin geleneksel
seri kodlarin kullanilmas1 islem hizi, zamani, performansi ve islemin
Olgeklenebilirligi agisindan problem teskil etmektedir. Bu handikaptan kurtulabilmek
icin paralel programlama biiyiik boyutlu problemler i¢in verimli bir yol olarak kabul
edilebilir. Bu baglamda yapilan bu ¢alismada CG yontemi igin Chebyshev on
kosullayicisinin parallel uygulamasit tanmitilmistir. Problem boyutu artirildikca

yontemin 6l¢eklenebilirliginin iyilestigi gosterilmistir.

Yine problem boyutunun artirilmasi ile birlikte, uygun optimizasyon arag¢ ve

yontemleri kullanilarak, yontem i¢in kullanilan paralel kodun performans degerinin
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arttig gosterilmistir. On kosullu CG yontemi matris-vektdr ¢arpimi, i¢ ¢arpim ve
vektor gilincellemesi gibi basit vektor islemleri gerektirdiginden paralel islem igin

oldukca uygundur .

Boliim 3’ de detayli olarak anlatildig1 iizere Chebyshev 6n kosullayicis1 CG yontemi
ile birlikte kullanildiginda iterasyon sayisint Onemli Olclide azaltmaktadir.
Dolayisiyla Chebyshev o6n kosullayicisinin CG  yonetmi ile birlikte paralel
programlama ortaminda kullanilmasinin ¢ok iyi derecede ol¢eklenilebilir oldugu
cesitli seviyelerde optimize edilmis kodun ¢alistirilmasi ile Cizelge 6.2, Cizelge 6.4,
Sekil 6.1, Sekil 6.2 ve Sekil 6.6’ da gosterilmistir.

Bu c¢alisma aymi zamanda paralel program gelistirme esnasinda karsilasilan
optimizasyon problemleri {lizerine yogunlagmis ve daha verimli bir paralel kod
yazilabilmesi i¢in yapilmasi gereken degisiklikleri deneysel olarak gergeklestirip

bunlart mevcut kod iizerine uygulamistir.

Yapilan g¢aligmalart elde edilen sonuclar agisindan 6zetlemek gerekirse, Ax = b

formundaki lineer sistemleri parallel bir ortamda ¢ozerken;

e Dogrudan ¢oziim yontemleri yerine (Gauss, LU ayristirma vb.) ozellikle

bliyiik boyutlu sistemler i¢in yinelemeli yontemleri kullanmak gerekebilir.

e On kosullayici olarak LU ayristirmasma dayanan yontemler yerine, matris-
matris c¢arpimina dayanan (bu calismada matris degerli Chebyshev o6n
kosullayicist verilmistir) 6n kosullayicinin, parallel ortamdaki avantajlarindan

dolay1 kullanilmas1 gerekebilir.

e Chebyshev 0n kosullayicisinin derecesinin artirilmasiyla toplam CPU
zamanininda artmasina ragmen, 6n kosullu CG yonteminin yineleme sayisi
kayda deger bir derecede azalmaktadir. Bundan dolayi, eger 6n kosullayici
farkli sag yan vektorleri icin defalarca kullanilacaksa (6rnegin farkli sinir
degerler i¢in diferansiyel denklemler) biiyiik dereceli Chebysev on
kosullayicisin1 hesaplamak ve bu problemler i¢in defalarca kullanip toplam
CPU zamanindan kazanmak verimli olacaktir (bizim ¢alisgmamizda polinom
derecesi 2 secilip tek matris-matris ¢carpimi yapilmistir). Eger 6n kosullayici

bir kez kullanilacaksa Chebyshev polinom derecesi ufak olmalidir.
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EKLER

EK A.1: 2x2 Register Bloklu Matris Carpim Kod Pargasi
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EKA1

void reg_2x2 (const int bck, const int N, const double *A, const double *B, double

*O){

inti, j, k;

int bi, bj, bk;

int loop1, loop2, loop3;

intr = 2; /* register blok satir sayis1 */
intc = 2; /* register sutun satir sayist */
loopl = N/r;

loop2 = N/c;

loop3 = N; /* matris boyutu */

for (bi=0; bi<loopl; bi++) {
i = bi*r;
const register double *Ai_ = A + i*bck;
for (bj=0; bj<loop2; bj++) {
j = bj*c;
const register double *B_j = B + j*bck;
register double cij_1 = C[((j+0)*bck)+i+0];
register double cij_2 = C[((j+0)*bck)+i+1];
register double cij_3 = C[((j+1)*bck)+i+0];
register double cij_4 = C[((j+1)*bck)+i+1];
for (k=0; k<K; ++Kk) {
cij_1 +=Ai_[k+0*bck]*B_j[k+0*bck];
cij_2 += Ai_[k+1*bck]*B_j[k+0*bck];
cij_3 += Ai_[k+0*bck]*B_j[k+1*bck];
cij_4 += Ai_[k+1*bck]*B_j[k+1*bck];
Y/*En i¢ Dongii Sonu */
C[((G+0)*bck)+i+0] =cij_1;
CI((+0)*bck)+i+1] =cij_2 ;
CI((G+21)*bck)+i+0] =cij_3;
CI((+1)*bck)+i+1] =cij_4;
}
Y*En dig Dongii Sonu */

}*Fonksiyon Sonu */
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