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OZET
ESNEK IDEAL TOPOLOJIK UZAYLAR UZERINE
TURANLI, Elif

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmant: Prof. Dr. Oya BEDRE OZBAKIR
Agustos 2015, 69 sayfa

Bu tez esas olarak yedi boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde tez konusu tanitilmisg, ikinci boliimde ise tezin anlagilabi-
lir olmasi i¢in esnek kiimeler ve esnek topolojik uzaylar tizerine bilgi verilmistir.

Uciineii boliimde esnek ideal, esnek yerel fonksiyon ve x—esnek topoloji
ile ilgili temel tanim ve teoremleri icermektedir. Ayrica esnek topolojik uzay
ile esnek idealin uyumlulugu verilerek, bu konu ile ilgili baz1 karakterizasyonlar
aragtirilmigtir.

Dérdiincii béliimde esnek I- —kompaktlik kavrami verilmis ve bu kavramin
bazi Ozellikleri caligilmigtir. Ayrica esnek ideal topolojik uzaylarda x—esnek
baglantili kiimeler, x—esnek ayrik kiimeler ve x,—esnek baglantili kiimeler
incelenmig ve bunlarin birbirleriyle iligkileri ¢aligilmigtir.

Beginci boliimde esnek I —regiiler uzaylar ve esnek I—normal uzaylar ele
alinarak ozellikleri incelenmigtir.

Son boliimde ise esnek ideal topolojik uzaylarda esnek I —parakompaktlik
kavrami tanimlanarak bunlara ait temel teoremler ve sonuclar elde edilmigtir.
Ayrica esnek I —parakompakt uzaylar alt uzaylarda da incelenmistir. Son

olarak bu uzaylara ait karsit 6érneklerle ¢aligma desteklenmistir.

Anahtar Sozciikler: Esnek ideal, esnek yerel fonksiyon, x—esnek
topoloji, uyumlu esnek ideal, esnek I —kompaktlik, x—esnek ayriklik, x—esnek
baglantililik, x,—esnek baglantililik, esnek I —regiilerlik, esnek I —normallik,

esnek 1- —parakompaktlik. .
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ABSTRACT
ON SOFT IDEAL TOPOLOJICAL SPACES
TURANLI, Elif

MSc in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Oya BEDRE OZBAKIR
August 2015, 69 pages

This thesis essentially consists of seven chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced, in the second
chapter, basic knowledges on soft sets and soft topological spaces are provided
in order to make understandable the reading of the thesis.

In the third chapter, basic definitions and fundamental theorems related
with soft ideal, soft local function and x—soft topological spaces are included.
Moreover the notion of compatibility of soft ideals with the soft topologies is
introduced and some characterizations concerning this topic are investigated .

In the fourth chapter, the definition of soft I —compactness and some
properties of this concept are studied. Besides, x—soft connected sets, x—soft
seperated sets and x,—soft connected sets in soft ideal topological spaces are
examined and their properties and their relations with each other are studied.

In the fifth chapter, soft I —reguler spaces and soft I—normal spaces are
handled and their properties are examined.

In the final chapter, the concept of soft I —paracompactness is defined on
soft ideal topological spaces and then related fundamental theorems and results
are obtained. Also, soft I —paracompact spaces are examined on subspaces.

Finally, this work is supported by counter examples to this spaces.

Key Words: Soft ideal, soft local function, x—soft topology, compatible
soft ideal, soft I —compactness, x—soft seperated, x—soft connected, x,—soft

connected, soft I —regularity, soft I —normality, soft I —paracompactness.
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1 GIRIS

Kesinlik olmayan ve belirsizlik igeren problemlerin matematiksel olarak
ifade edilmesinin, klasik mantik yaklagimiyla miimkiin olmadig1 anlagildiktan
sonra bilim insanlari yeni teori arayisi i¢ine girmislerdir. Bilim ve teknolo-
jideki geligmeler, ekonomi, miihendislik gibi alanlarda kargilagilan karmagik
problemler, kesinlik ilkesinin yetersiz kaldigi bilimsel tasarimlar bu arayist
zorunlu kilmigtir. Bu tiir belirsizlikleri agmak igin ilk olarak 17. yiizyil
baglarinda Pascal ve Fermat belirsiz bir durumu ele alarak matematiksel
olarak olasilik kuramini ortaya atmiglardir. Daha sonra belirsizlik iizerine
bir¢ok caligma yapilmigtir. Yapilan caligmalar arasinda, 1965 yilinda Zadeh
tarafindan tamitilan modern mantik altindaki bulanik kiimeler teorisi, tibbi
teshisler, karar analizleri gibi bircok bilimde uygulama alani bulmustur. Bu
alanda, 1982 yilinda Pawlack tarafindan yaklagimli (Rough) kiime teorisi,
1993 yilinda Gau ve Buehrer tarafindan Vague kiimeler ve 1994 yilinda da
Atanassov tarafindan aralik matematigi tanimlanmistir. Fakat bu kavramlar
yapisal zorluklara sahiptir ve baz alanlara uygulamada yetersiz kalmiglardir.
Ozellikle agir1 derecede kisisel olan iiyelik fonksiyonlarmm olusturulmasi icin
genel bir yontem vermek zordur. Bu zorlugun sebebi, parametrelendirme

araclarinin yetersiz kalmasindan kaynaklanabilir.

Bu yapisal zorlugun tistesinden gelmek igin 1999 yilinda Molodtsov, esnek
kiimeler kavramini belirsizlik modeli olarak ortaya atmigtir ve geligtirmigtir.
Molodtsov esnek kiime teorisini, stirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar,
oyun teorisi, iglem aragtirmalari, Riemann integrasyonu, Perron integrasyonu,
olasilik, olgiim teorisi gibi alanlarda basarili sekilde kullanmigtir. Esnek kiime
islemlerinin verilmesinden sonra esnek kiime teorisinin uygulama alanlar1 gide-
rek artmistir. Maji 2002 yilinda karar verme problemleri i¢in ilk uygulamayi,
esnek kiimeler teorisini kullanarak vermigtir. 2003 yilinda bu caligmasina
ek olarak esnek alt kiime ve bir esnek kiimenin tiimleyeni kavramlarini
tanmimlamigtir. 2005 yilinda Pei ve Miao bu caligmalar 15181 altinda esnek

kiimeler ve bilgi sistemleri arasindaki iligkiyi incelemisglerdir.



X kiimesi tizerinde ki esnek kiimelerin bir koleksiyonu olan 7 esnek
topolojisi, 2011 yilinda Shabir ve Naz tarafindan tanimlanmistir. Ayrica esnek
topolojik uzayda esnek acgik ve esnek kapali kiimeler, esnek alt uzay, esnek
kapanig, esnek noktanin esnek komsulugu, esnek ayirma aksiyomlari, esnek
regiiler ve esnek normal uzay kavramlarini olusturmuslardir. Bu caligmalarin
ardindan bircok aragtirmaci genel topolojik uzayin sonuglarini esnek topolojik
uzaylara tagimaya ¢aligmistir. Ayni yil Hussain ve Ahmad esnek i¢, esnek dig ve
esnek sinir tizerine, Kharal ve Ahmad ise esnek simiflar tizerinde esnek doniigiim
kavrami iizerine ¢aligmalarda bulunmuslardir. Bundan sonra Aygiinoglu ve
Aygiin, Nazmul ve Samanta, Zorlutuna, Rong, Lin, Ali ve digerleri esnek

topolojik uzaylarin onemli 6zelliklerini ¢aligmaya devam etmislerdir.

Kandil 2013 yilinda esnek kiimeler iizerinde sonlu toplamsallik ve
kalitimsallik 6zelliklerine gore kapali bir aile olan esnek ideal kavramini ortaya
atmigtir. Daha sonra H.I. Mustafa ve F.M. Sleim esnek ideal topolojik uzaylarin
farkli modelleri iizerine ¢aligmiglardir. 2014 yilinda S.A. El-Sheikh esnek ideal

yardimiyla esnek siirekliligi incelemistir ve yeni ozellikler elde etmistir.

Bu tezde esnek topolojik uzay, esnek ideal topolojik uzay ve esnek
yerel fonksiyon kavramlari tamtildi. Bunlara ait baz o6zellikler incelendi.
Ayrica esnek yerel fonksiyonlar yardimiyla esnek topolojik uzaydan daha
ince olan x—esnek topolojik uzay elde edilerek bu yapi i¢in temel tanim ve
teoremlere yer verildi. Daha sonra esnek ideal topolojik uzaylarda regiilerlik
ve normallik kavramlari incelenerek yine bu uzayda baglantililik ve kompaktlik
iizerine calisildi. Yapilan ¢aligmalara ek olarak esnek ideal topolojik uzaylarda
parakompaktlik kavrami tamimlanarak bu kavrama ait temel teoremler ve

sonuclar verildi.



2 ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde ilk olarak 1999 yilinda Molodstov tarafindan tanitilan esnek
kiime tanimi ve bu kavrama ait bazi temel ozellikler verilecektir. Daha sonra
2011 yilinda Shabir ve Naz tarafindan ele alinan esnek kiimeler tizerindeki
topolojik yap1 kavramindan bahsedilecek ve bu kavrami iceren bazi temel

teoremlere yer verilecektir.

2.1 Esnek Kiimelere Ait Temel Kavramlar ve Ozellikleri

Tanmim 2.1. (Molodtsov, 1999) X bostan farkli evrensel kiime,
P(X), X kiimesinin kuvvet kiimesi, FE parametre kiimesi ve E7, E nin bogtan

farkl: alt kiimesi olmak tizere X tizerindeki esnek kiime
F:FE — P(X)

dontigiimii ile verilir ve (F, Ey) ikilisi olarak gosterilir.

Bagka bir sekilde ifade edilecek olursa, X tizerindeki bir esnek kiime,
evrensel X kiimesinin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir ailesidir. e € E
olacak sekilde F(e) kiimesi (F, E) esnek kiimesinin e—yaklagim kiimesi olarak

adlandirilir.

Tez boyunca X bogtan farkli evrensel kiime, E parametre kiimesi ve
Ey, Ey C E olacaktir. Ayrica, SS(X)g ile X iizerindeki tiim esnek kiimelerin

kiimesi gosterilecektir.

Ornek 2.2. X = {1, 9, 3, 24, x5, 6} liniversitelerin kiimesini,
E = {yabana dilde hazirlik programi, barmma imkani, burs imkani, spor
salonu, mezuniyet sonrasi ig istihdami} = {ey, es, e3, €4, €5} parametreler kiime-
side tniversitelere gelecek olan oOgrencilerin yararlanabilecekleri o6zellikleri

gostersin. Ej={ey,eq,63,65} C E olmak iizere (F,E;) esnek kiimesi bu



iiniversitelerin sahip oldugu ozellikleri gosterir.

F: B — P(X)

F(yabanci dilde hazirhik programi) = {zq,x3, 24}

‘w1, x3, T4 Universiteleri yabanci dilde egitim programi verir.’

F(barmma imkam) = {x3, 24}

‘r3 ve x4 Universiteleri barinma imkani saglar.’

F(burs imkan1) = {x9, x3, 25}

‘r9, T3, T5 Universiteleri burs imkani saglar.’

F(mezuniyet sonrasi ig istihdami) = {z3}
‘rs Universitesi mezuniyet sonrasi ig istihdami saglar.’

Bu durumda, (F, E;) esnek kiimesi

(F, Er) = {(ex, {21, 3, 24}), (e2, {3, 24}), (€3, {w2, 23, 25}), (€5, {x3}) }

seklinde gosterilir.

Tanmim 2.3. (Maji et al., 2003) E;, Es, E nin bogtan farkli alt kiimesi
olacak sekilde (Fi, Ey), (Fy, F2) € SS(X)g olsun. Eger,

(i) Ey C By ve

(ii) Her e € F; igin Fi(e) C Fy(e)



durumlar1 saglanmiyorsa (F, E), (Fy, Es) esnek kiimesinin esnek alt kiimesidir

denir ve (Fy, Ey)C(Fy, E,) ile gosterilir.

Tanim 2.4. (Maji et al., 2003) (Fi,FE), (Fy,Ey) € SS(X)g
olsun. Eger (Fi, Ey), (Fs, Es) esnek kiimesinin esnek alt kiimesi ve (Fy, Es),
(F1, E7) esnek kiimesinin esnek alt kiimesi ise (Fy, Ey) esittir (Fy, Ey) denir ve

(Fy, Ey) = (Fy, Ey) ile gosterilir.

Tanim 2.5. (Ali et al., 2009) (F,E) € SS(X)g olsun. (F,FE)
esnek kiimesinin (F, E)¢ geklinde gosterilen tiimleyeni (F, E)¢ = (F¢ E) ile

tanimlanir. Burada,

Fe:E — P(X)
e — Fe(e) = X — F(e)

seklindedir ve F€¢, F' dontigimiiniin esnek tiimleyen doniigiimii olarak ad-

landirilir.
Tanimdan hareketle, ((F, E£)¢)¢ = (F, FE) oldugu agikga goriiliir.

Tamim 2.6. (Shabir and Naz, 2011) Evrensel X kiimesi tizerinde
(F1, E) ve (Fy, E) esnek kiimelerinin (£}, E)—(Fy, E) ile gosterilen fark: (H, E)
esnek kiimesidir. Burada (H, E), her e € E i¢in H(e) = Fi(e) — Fy(e) olacak

sekilde tanimlanir.

Tanim 2.7. (Maji et al., 2003) (F,E), X {izerinde bir esnek kiime
olsun. Her e € F i¢in F(e) = () oluyorsa (F, E) ye bog esnek kiime denir ve 0

ile gosterilir.

Tanim 2.8. (Shabir and Naz, 2011) Y, X kiimesinin bogtan farkh
bir alt kiimesi olmak tizere her e € F i¢in Y (e) = Y saglamiyorsa (Y, F) esnek

kiimesi Y ile gosterilir.



Benzer sekilde (X, FE) esnek kiimesi X ile gosterilecektir. X esnek

kiimesine mutlak esnek kiime denir.

Yukaridaki tanimlar dikkate almdiginda (X)¢ = 0 ve (§)° = X oldugu

agiktir.

Tanim 2.9. (Maji et al., 2003) (Fi, E1) ve (F3, Ey), X iizerinde iki
esnek kiime olsun. (Fy, Ey) ve (Fy, Es) esnek kiimelerinin birlegimi olan (H, A)
bir esnek kiimedir. A = E; U Ey olmak tizere (H, A) esnek birlegim kiimesi her

e € A icin,

Fl(e), e € (El—Eg)
H(e) = Fyle), e € (Ey— Ey)
Fl(e)UF2(€>, e c <E1UE2)

seklindedir ve (H, A) = (Fy, E))U(Fy, Ey) ile gosterilir.

Tanmim 2.10. (Feng et al., 2008) (Fi, Ey) ve (Fy, Es), X tizerinde iki
esnek kiime olsun. (Fy, Ey) ve (Fy, E5) esnek kiimelerinin kesigimi olan (K, B)
bir esnek kiimedir. Burada B = E; N By olmak iizere (K, B) esnek kesigim

kiimesi her e € B igin,

K(e) = Fi(e) N Fy(e)

seklindedir ve (K, B) = (Fy, E))N(Fy, E,) ile gosterilir.

Onerme 2.11. (Shabir and Naz, 2011) (Fy, E) ve (F, E), X iizerinde
iki esnek kiime olsun. O zaman asagidaki ifadeler saglanir.

() ((Fi, E)O(Fy, E))° = (Fy, EYT(Fy, B

(i) ((Fy, E)N(Fy, E))¢ = (Fy, E)°U(Fy, E)°.

Tanim 2.12. (Zorlutuna et al., 2012) I sabit indeks kiimesi olmak
tizere SS(X)g nin bogtan farkh bir alt ailesi L = {(F;, E) : ¢ € I} olsun.



(i) L nin birlesimi olan (H, A) bir esnek kiimedir. Burada (H, A), her
e € E igin H(e) = {J,c; Fi(e) seklindedir.

(ii) L nin kesigimi olan (K, B) bir esnek kiimedir. Burada (K, B), her
e € F icin K(e) =(;c; Fi(e) seklindedir.

Tanim 2.13. (Shabir and Naz, 2011) 7 , evrensel X {izerinde, sabit
E parametreler kiimesi ile birlikte esnek kiimelerin bir koleksiyonu olsun.
Agagidaki Ozellikleri saglayan 7 C SS(X)g ailesine X iizerinde bir esnek
topoloji denir.

(i) X,0er.

ii) 7 ailesine ait her sayida esnek kiimenin birlegimi 7 ailesine aittir.

(iii) 7 ailesine ait her sonlu sayida esnek kiimenin kesigimi 7 ailesine aittir.

X, 7, FE) tgliisii X tizerinde bir esnek topolojik uzay olarak adlandirilir.

Onerme 2.14. (Shabir and Naz, 2011) (X, 7, E), X iizerinde esnek
topolojik uzay olsun. O zaman, her e € E i¢in 7. = {F(e) : (F,E) € 7}, X

lizerinde bir topoloji tanimlar.

Tanim 2.15. (Shabir and Naz, 2011) (X, 7, F) esnek topolojik uzay
olsun. 7 ailesinin tiyeleri X tizerinde esnek T—acik veya kisaca esnek acik kiime

olarak adlandirilir.

Tanim 2.16. (Shabir and Naz, 2011) (X, 7, F) esnek topolojik uzay
olsun. X itizerinde (F, E') esnek kiimesinin relatif tiimleyeni (F, £')¢, esnek agik
kiime ise (F, E) esnek kapal kiimedir denir.

Tez boyunca, X iizerinde tiim esnek acik ve esnek kapali kiimelerin

kiimesi sirasiyla OS(X) ve C'S(X) ile gosterilecektir.

Tanim 2.17. (Shabir and Naz, 2011) (X, 7, E) esnek topolojik
uzay ve (F,E) € SS(X)g olsun. (F, E) esnek kiimesini igeren, esnek kapali

kiimelerin esnek kesigimi (F, E') nin esnek kapanigi olarak adlandirilir, yani;

c((F,E)) = ﬁ{(H, E): (H,E) esnek kapali ve (F, EYC(H, E)} dur.



Tanim 2.18. (Zorlutuna et al., 2012) (X, 7, E) esnek topolojik uzay
ve (G,E) € SS(X)g olsun. (G, E) esnek kiimesinin icerdigi, esnek agik

kiimelerin esnek birlesimi (G, E') nin esnek i¢i olarak adlandirilir, yani;

int((G,F)) = O{(H, E): (H, E) esnek acik ve (H, E)C(G, E)} dur.

Tanim 2.19. (Aygiinoglu and Aygiin, 2012; Nazmul and Sa-
manta, 2013) (X, 7, FE) esnek topolojik uzay ve 7 nun bir alt ailesi B olsun.
Eger 7 nun her bir elemani1 B nin elemanlarinin esnek birlesimi seklinde ifade

edilebiliyorsa B sinifina 7 esnek topolojisi icin bir esnek bazdir denir.

Onerme 2.20. (Demir and Ozbakir, 2014) B C SS(X)g olsun. Eger
asagidaki ozellikler mevcutsa B ailesine X tizerinde bir esnek topoloji igin esnek
bazdir denir.

(i) X, B nin elemanlarmim esnek birlegimidir.

(ii) (F, E), (G, E) € Bve z.&(F, E)YN(G, E) i¢in 2. (H, E)C(F, E)N(G, E)
olacak gekilde (H, E) € B vardur.

Tanim 2.21. (Das and Samanta, 2013; Lin, 2013) (F, E) € SS(X)g
olsun. F(e) = {x} ve her bir ¢’ € E — {e} i¢gin F(¢') = () olacak sekilde x € X
ve e € E oluyorsa X kiimesine ait (F, E) esnek kiimesi, esnek nokta olarak
adlandirihr ve (F, E) esnek kiimesi z. ile gosterilir.

Tez boyunca, X fizerindeki tiim esnek noktalarin ailesi ve x. esnek

noktasini igeren esnek agik kiime sirasiyla, SP(X)g ve O,, ile gosterilecektir.

Tanim 2.22. (Das and Samanta, 2013) z. esnek noktasi (F, E)
esnek kiimesi olacak gekilde alahm. e € E parametresi icin, F'(e) C G(e) ise .

esnek noktast (G, E) esnek kiimesine aittir denir ve z.€(G, E) ile gosterilir.

Onerme 2.23. (Das and Samanta, 2013) X iizerindeki her (F, F)
esnek kiimesi kendisine ait tiim esnek noktalarin esnek birlesimi seklinde

yazilir, yani;

(F, E) = Uxeé(F,E)xe



Onerme 2.24. (Das and Samanta, 2013) (F}, E), (F, E) € SS(X)g
ve . € SP(X)g olsun. O zaman bir x. esnek noktasi i¢in agagidaki ifadeler
saglanir.

(i) x.€(Fy, E) olmast igin gerek ve yeter kosul xe%(Fl, E)¢ olmasidir.

(ii) 2.€(Fy, E)U(Fy, E) olmasi icin gerek ve yeter kosul z.€(F, E) veya
1.€(Fy, E) olmasidir.

(iil) z.€(Fy, B)N(Fy, E) olmas icin gerek ve yeter kosul z.€(F, E) ve

1.€(Fy, E) olmasidir.

Tanim 2.25. (Das and Samanta, 2013) z. , y» € SP(X)g olsun.
e =¢€ vexr =yise x, esit yo dir. O zaman, x. # y. ise v # y veya e # €

saglanir.

Tanim 2.26. (Zorlutuna et al., 2012) (X, 7, E) esnek topolojik uzay
ve (G, E) € SS(X)g olsun. z.€(H, E)C(G, E) olacak sekilde bir (H, F) esnek
agik kiimesi varsa (G, E) esnek kiimesine x,€SP(X)g esnek noktasinin esnek

komsulugu denir.

Tanim 2.27. (Zorlutuna et al., 2012) (X, 7, E) esnek topolojik uzay
ve (G, E) € SS(X)g olsun. (F,E)C (H, E)C (G, E) olacak sekilde bir (H, E)
esnek agik kiimesi varsa (G, E) esnek kiimesine, (F, E') esnek kiimesinin esnek
komgulugu denir. z, esnek noktasinin esnek komguluk sistemi N, (z.), z. esnek

noktasiin tiim esnek komsuluklarinin bir ailesidir.

Teorem 2.28. (Rong, 2012) (X, 7, E) esnek topolojik uzay ve z, €
SP(X)g olsun. x.€ cl((F,E)) olmasi igin gerek ve yeter kosul x. esnek
noktasimin her esnek komgulugunun (F, ) ile kesigiminin bog esnek kiimeden

farkli olmasidir.

Tamim 2.29. (Shabir and Naz, 2011) (F,E) € SS(X)g ve Y, X
kiimesinin bogtan farkl alt kiimesi olsun. O zaman Y tizerindeki (F, F) esnek
kiimesi, her e € F igin, Fy(e) = YNF(e) ile tanimlanir ve (Fy, F) ile gosterilir.
Baska bir sekilde ifade edilecek olursa (Fy, E) = YA(F, E) seklindedir.
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Tanim 2.30. (Nazmual and Samanta, 2012) X iizerinde (X, 7, F)

esnek topolojik uzay ve (F, E) € SS(X)g olsun. O zaman,

Tre) = {(G, E)N(F,E): (G,E) € 7}

(F, E) tizerinde T topolojisinin esnek relatif topolojisi olarak adlandirilir ve

((F, E), 7rp), E), (X, 7, E') uzaymn esnek alt uzayidir denir.

Teorem 2.31. (Shabir and Naz, 2011) (Y,7v,FE), (X, 7, FE) esnek
topolojik uzaymin esnek alt uzay1 ve (F,E) € SS(X)g olsun. Bu durumda
asagidakiler vardir.

(i) (F,E), Y de esnek acik kiime ve Y € 7 ise (F, E) € .

(ii) (F,E) esnek kiimesinin Y de esnek agik olmasi i¢in gerek ve yeter
kogul bir (G, E) € 7 i¢in (F, E) = YA(G, E) olmasidir.

(iii) (F, E
kosul bir (H, F

esnek kiimesinin Y de esnek kapali olmasi i¢in gerek ve yeter

)
) esnek kapali kiimesi icin (F, E) = YA(H, E) olmasidur.
Tanim 2.32. (Aygiinoglu and Aygiin, 2012) (X, 7, E) esnek to-
polojik uzay olsun. (X, 7, F) uzaymin esnek acik kiimelerinden olusan U
= {(U,E) : i € A} ailesi OieA(Ui7E) — X kosulunu saghyorsa U ailesine
X in esnek acik oOrtiisii denir.
X in U esnek acik ortisinin V alt ailesi de X in bir esnek acik

ortiisii oluyorsa V ailesine U ailesinin bir esnek alt ortiisii denir.

Tanim 2.33. (Zorlutuna et al., 2012) (X, 7, E) esnek topolojik uzay
olsun. X in her U esnek agik Ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa (X, 7, F) ye

esnek kompakt uzay denir.

Tanim 2.34. (Rong, 2012) (X, 7, FE) esnek topolojik uzay, (K, FE)
esnek kapali kiime ve xe%(K,E) olsun. z.€(Fy,E), (K,E) C (Fy,E) ve
(Fy, EYN(Fy, E) = 0 olacak sekilde (F1, E), (Fy, E) esnek agik kiimeleri varsa

(X, 7, E) ye esnek regiiler uzay denir.
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Tamim 2.35. (Rong, 2012) (X, 7, E) esnek topolojik uzay, (K, E) N
(Ky, E) = 0 olacak sekilde (K, E) ve (Kj, E) esnek kapali kiimeler olsun.
(K1, EYC(F, E), (Ks, BE)C(Fy, E) ve (Fy,E)(Fy, E) = § olacak sekilde
(F1, E) ve (Fy, E) esnek agik kiimeleri varsa (X, 7, F) uzayma esnek normal

uzay denir.

Tanim 2.36. (Rong, 2012) (X, 7, F) esnek topolojik uzay olsun. X in
her U esnek agik ortiisiiniin sayilabilir alt 6rtiisti varsa (X, 7, F) uzayma esnek

Lindelof uzay denir.

Tanim 2.37. (Kandil et al., 2014c) (X, 7, E) bir esnek topolojik uzay
olsun. Her e € F igin F(e) N G(e) = 0 ise (F, E) ve (G, E) ayriktir denir.

Tanim 2.38. (Lin, 2013) (X, 7, E) esnek topolojik uzay olsun. X
iizerinde bir esnek ayngim, (F, E)YN(G, E) = 0 ve X = (F, E)U(G, E) olacak

sekilde bog esnek kiimeden farkl esnek agik kiime ciftidir.

Tanim 2.39. (Lin, 2013) (X, 7, E) esnek topolojik uzay ve (F,FE),
(G,E) bog esnek kiimeden farkli esnek alt kiimeler olsun. Bu durumda
A((F,E)NG,E) = (F,E)N d((G,E)) = 0 ise (F,E) ve (G,E) esnek

kiimelerine esnek ayrilmig kiimeler denir.

Tanim 2.40. (Lin, 2013) X , esnek ayrilmig iki kiimenin esnek birlegimi
seklinde ifade edilemiyorsa (X, 7, E') esnek topolojik uzayina esnek baglantihdir

denir. Aksi halde (X, 7, E) esnek topolojik uzay1 esnek baglantisizdir.

Tamim 2.41. (Kuratowski, 1933) X bogtan farkh bir kiime ve () #
I C P(X) olsun. Agagidaki sartlar saglayan [ ailesine X iizerinde bir idealdir
denir.

(i) Ac Ive BC Aise Bel.

(i) A,Belise AUB € I.
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3 ESNEK IDEAL ve ESNEK TOPOLOJIK
UZAYLAR

3.1 Esnek ideal, Esnek Yerel Fonksiyon, Genellestirilmis
Esnek Topoloji

Bu boliimde esnek ideal ile esnek topolojik uzaylar kavrami incelenecek-
tir. Bunun yamisira esnek yerel fonksiyon ve esnek topolojik uzay kavram-
larindan faydalanilarak bu yapi iizerindeki esnek ideal ile birlikte yeni bir
topolojik yapr kurmamiza yardimci olan tanimlar verilecek ve bazi teoremler

ispatlariyla birlikte sunulacaktir.

Tanmim 3.1.1. (Kandil et al., 2014a) I, evrensel X kiimesi iizerinde, E
parametreler kiimesi ile esnek kiimelerin bog olmayan bir ailesi olsun. Asagidaki
ozellikleri saglayan ICSS (X)g ailesi X tizerinde E parametreler kiimesi ile

birlikte bir esnek ideal olarak adlandirilir.

(i) (F.E) € I ve (G,E) € I ise (F,E)JU(G, E) 1,
(ii) (F,E) € I ve (G,E)C(F,E) ise (G,E) € I

(X, 1, E) esnek topolojik uzay ve f, X tizerinde aynm1 E parametrelerinin

kiimesi ile birlikte bir esnek ideal olsun. Tez boyunca (X, 7, F, I) ile gosterilen

uzay esnek ideal topolojik uzay olarak adlandirilacaktir.

Ornek 3.1.2. (Kandil et al., 2014a) X evrensel kiime olsun. Agagidaki

herbir aile £/ parametreler kiimesi ile X tizerinde esnek idealdir.

(i) T = {0},
(i) I = SS(X)g = {(F.E) : (F,E) , X iizerinde esnek kiimedir.},
(iii) ff ={(F,FE) € SS(X)g : (F, E) sonlu bir esnek kiimedir.},
1:} ailesine X in sonlu esnek alt kiimelerinin esnek ideali denir.
(iv) I. = {(F, E) € SS(X)g : (F, E) saylabilir bir esnek kiimedir.},

TC ailesi X in sayilabilir esnek alt kiimelerinin esnek ideali olarak adlandirilir.
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(v) Ity = {(G, E) € SS(X)s : (G, E)S(F, E)},
(vi) I, = {(G,E) € SS(X)g : int(cl((G, E))) = 0}, (X, 7, E) iizerinde

I,, ailesi hi¢cbir yerde yogun olmayan kiimelerin esnek ideali olarak tanimlanir.

Ornek 3.1.2 (vi) de tammlanan I,, ailesinin X iizerinde bir esnek ideal

oldugunu gosterelim.

(X, 7, E) esnek topolojik uzay olmak tizere
(vi;) (F,E), (G, E) € I, olsun.
int(cl((F, E)U(G, E))) = int[cl((F, E))Jcl((G, E))]

saglanir. Buradan
int(cl((F, E)U(G, E)))Cel((G, E))
int(cl((F, EYO(G, E)))Cint(cl((G, E))) = 0
elde edilir. Sonuc olarak int(cl((F, B)U(G, E))) = 0 ve (F,EYO(G,E) € T

bulunur.

(viz) (F,E)el ve (G,E)C(F,E) olsun. O halde int(cl((G, E)))C
int(cl((F,E))) saglanir. Hipotezden int(cl((F, E))):ﬁ oldugundan

int(cl(G, E)) = () bulunur. Buradan (G, E) € I elde edilir.
(

vi;) ve (viy;) den I, X iizerinde bir esnek idealdir.

Teorem 3.1.3. (Kandil et al., 2014a) I , X evrensel kiimesi iizerinde
bir esnek ideal olsun. Her bir e € E i¢in X iizerinde I, = {F(e) : (F,E) € I}
bir idealdir.

Kanit.(i) F(e),G(e) € I, olsun. Buradan (F, E), (G, E) € I seklinde
esnek kiimeler vardir. Ideal tanimindan (F, E)J(G, E) € I olur. O halde F(e)U
G(e) € I, elde edilir.

(ii) F(e) € I, ve K C X i¢in K C F(e) olsun. K = G(e) C F(e) olacak
sekilde, esnek noktalarin birlegimi olarak yazlabilen (G, E') esnek kiimesi ve
(F,E) € I esnek kiimesi vardir. Buradan (G, E)C(F, E) dir. O zaman Tanim
3.1.1 (i) den (G, E) € I olur. Béylece G(e) € I, elde edilir.
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Sonug 3.1.4. (Kandil et al., 2014a) X iizerinde bir I esnek ideal

olsun. Bu durumda, her bir e € F icin 1:;, X tzerinde bir idealdir.
Kanit. Teorem 3.1.3 den kolayca goriilebilir.
Asgagidaki 6rnek Teorem 3.1.3 iin tersinin genelde dogru olmadigina aittir.

Ornek 3.1.5. X = {z1, 29, 23,24} , E = {e1,eq,e3} olmak {izere

(F1, E), (Fy, E), (F3, E), (Fy, E) esnek kiimeleri agagidaki gibi tanimlansin.

er, {z1}), (e2, {ws}), (es, {ws})}
e, {za}), (e2,0), (€3, {w2, 23})}
er, {1, z4}), (€2, {ws}), (es, {a2})} ,
e, {1, 24}), (e2,0), (es, {2, 23})}.

O halde Iieyy = {0, {w1}, {wa}, {wr,24}} , Tepy = {0, {ws}} ve Iiey) =
{0, {x2}, {x3}, {2, 23}} aileleri, X kiimesi tizerinde ideallerdir.

Fakat I = {0,X,(F,E),(Fs,E),(Fs,E),(Fy, E)} ailesi X iizerinde
bir esnek ideal degildir. Ciinkii, (Fy, E)J(Fy, E) = (G, E) i¢in (G, E) =
{(er, {z1,24}), (€2, {ws}), (es, {w2, x3})} ¢ T olur.

Tanim 3.1.6. (Kandil et al., 2014a) (X, 7, E,I) bir esnek ideal
topolojik uzay olsun. O,,, x. esnek noktasini iceren esnek acik kiime olmak

uzere,
(F,E)*(I,7) = {2 : Her O,, € 7 icin O,.N(F,E) ¢ 1}

(F, ) esnek kiimesinin, ITver ya gore yerel fonksiyonu olarak adlandirilir. Tez

boyunca (F, E)*(I, ) yerine kisaca (F, E)* kullamlacaktur.

Uyar1 3.1.7. (X, 7, E,I) bir esnek ideal topolojik uzay ve (F,FE) €
SS(X)g olsun. Bu durumda,

(i) T = {0} ise (F, E)* = cl(F, E),
(i) T = SS(X)p ise (F, B)* =0
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saglanir.

Teorem 3.1.8. (Kandil et al., 2014a) (X, 7, E) bir esnek topolojik
uzay1 iizerinde I, J iki esnek ideal olsun. (F,E), (G, E), (H,E) € SS(X)g

olmak tizere agagidakiler vardir;

i) (B)°
i) (

— 0.

E E)Q( E)= (F,E)'C(G,E)".
i) I C J

(F,

= (F, E)*(J)C(F, B)*(I).
iv) E)*Ccl((F,E)).

vi) (F,E)")"C(F,E)".

vii) ((F, E)U(G, E))* = (F, E)*U(G, E)".
vit)) U, (F5, B)* = (U,(Fj, B))*.

ix) ((F, ) (G, E)*C(F, E)'A(G, E)".
x) (F,E)" = (G, E)" =

*

(
(
(
(
(v) (F, E)* esnek kapal kiimedir.
(
(vi
(
(i
(

(F E)— (G, E) — (G, E)
C((F,E) - (G,E))".
(xi) (G, E) € 1 = (G, E)A(F, E)* = (G, E)A((G, BE)A(F, E))*
C((G, E)A(F, E))".
(xii) (H,E) € I = (F,E)J(H, E))* = (F,E)* = (F, E) — (H, E))".

Kanit. (i) Tanim 3.1.6 dan kolayca goriiliir.

(ii) z.&(F, E)* olsun. Bu durumda, her O,, € 7 icin, O,,N(F,E) ¢ I
vardir. Oz N(F, E)CO0,,N(G, E) ve O,,0(F, E) ¢ I oldugundan O,,N(G, E) ¢
I bulunur. Tanm 3.1.6 ile z.&(G, E)* saglanr. Sonug olarak (F, E)*C(G, E)*
elde edilir.

(ili) z.€(F, E)*(J) olsun. Bu durumda, her O,, € 7 i¢in O, \(F,E) ¢ J
saglanir. IC.J oldugundan O, A\(F, E) ¢ I gerceklenir. O halde, z.&(F, E)*(I)
bulunur. Buradan (F, E)*(J)C(F, E)*(I) elde edilir.

(iv) xe%cl((F, E)) olsun. O halde O,,N(F, E) = 0 olacak sekilde bir O,, €
7 vard. 0 € T oldugundan x. % (F, E)* olur. Buradan, (F,E)*Ccl((F, E))
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saglanir.

(v) z. € c((F,E)*) olsun. Teorem 2.28 den, her O, € 7 igin,
O..N((F, E)*) # 0 saglanir. O halde €0, N(F, E)* olacak sekilde bir .
esnek noktasi vardir. Bu durumda y. € O,, ve yo € (F, E)* saglanir. Buradan,
her O,, € 7i¢in O, ,N(F, E) ¢ I vardir. O halde O, N(F, E) ¢ I ve z.&(F, E)*
ve cl(F, E)*C(F, E)* elde edilir. Her zaman (F, E)*Ccl(F, E)* saglandigindan
cl(F, E)* = (F, E)* bulunur.

(vi) (iv) den ((F,E)*)*Cc(F,E)* saglanr. O zaman ((F,E)*)* C
cl(F,E)* = (F, E)* (v) kogulundan elde edilir.

(vii) . € ((F, E)J(G, E))* olsun. O zaman her O,, € 7 igin,
0..0((F,E)U(G, E)) = (0,,A(F, E))J(0,,N(G, E))¢I vardir. O halde her
O,, € T igin, O, N(F, E)%f veya Oxeﬁ(G,E)éf dir. Tanim 3.1.6 dan ya
r.€(F, E)* ya da 1.€(G, E)* gerceklenir. Boylece, z.€(F, E)*U(G, E)* olur.
Buradan ((F, E)JU(G, E))*C(F, E)*U(G, E)* elde edilir.

Tersine (F, E)C((F, E)U(G, E)) ve (G, E)C((F, E)J(G, E)) oldugundan,
(i) den (F, E)*C((F, E)U(G, E))* ve (G, E)*C((F, E)J(G, E))* saglamr. O
halde (F, E)*0(G, E)*C((F, E)J(G, E))* bulunur. Sonug olarak
(F, B)U(G, E))* = (F, E)*U(G, E)* elde edilir.

(viii) (vii) den kolayca goriiliir.

C(F, E) ve (F, E)N(G, E)C(G, E) vardir. O halde

)*C(F, E)* ve ((F,E)N(G, E))*C(G, E)* saglamir. O

(x) (F.E) — (G,E)C(F,E) oldugundan ((F,E) — (G, E))*C(F,E)"

saglanir. Buradan,

(F.E) - (G.B) — (G,EyS(F.E) — (G.E) .. (1)

bulunur.
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Tersine, (F,E)=[(F,E)— (G, E)|J[(F, E)N(G, E)]
ve buradan

(F, E)*

[[(F, B) — (G, EYU[(F, E)NG, B)]]
[(F’ E) - (G7 E)]*O[(F7 E)ﬁ(Gv E)]*
C[(F, E) - (G, B)]'U(G, E)*

elde edilir.
(F,E) = (G, EyC[[(F,E) — (G, E)*U(G, E)*] — (G, E)*

[(F, B) - (G, E)]*U(G, E)]N((G, E)*)°
(F, E) = (G, E)]" = (G, E)*

bulunur. Buradan,

(F’E)*_(G’E)*é[(FaE)_(G’E)]*_(G7E>* (2)

gerceklenir.
(1) ve (2) den (F, E)* — (G, E)* = [(F,E)— (G, E)]* — (G, E)* elde edilir.
Ayrica z. €[(F, E)— (G, E)|*— (G, E)* ise x. €[(F, E) — (G, E)]* saglanir.
O halde (F,E)* — (G, E)* = [(F,E) — (G,E)|* — (G, E)*C[(F,E) — (G, E)]*

vardir.

(xi) (G, E) € 7 ve 2.€(G, E)N(F, E)* olsun. O zaman,

2.E(G, E) Gy

ve z.&(F,E)* saglamr. O halde her O, € 7 icin, (O,,N(F,E)) ¢ I
vardir. (G,E) , z, yi iceren 7—agk esnek kiime ve O, N(G,E) € 7
oldugu icin [0,,N(G, E)JA(F,E) ¢ I elde edilir. Buradan her O,, € 7 icin
0..0[(G, E)A\(F, E)] ¢ I olur. O zaman,

2.E[(G, BYA(F, B)]* . (2

gergeklenir. O halde (1) ve (2) den z.€[(G, E)N(F, E)]*N(G, E) bulunur.

Buradan,
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(G, E)D(F, E)*C[(G, E)A(F, E)*N(G, E) .. (3

elde edilir.
Tersine, [(F, E)N(G, E)]C(F,E) oldugundan [(F, E)N(G, E)*C(F, E)*

bulunur. Buradan,

(G, E)D[(F, EYN(G, E)*C(G, EYA(F, E)* . (4)

saglanir.
(3) ve (4) den (G, E)N(F, E)* = [(G, E)N(F, E)]*N(G, E) gergeklenir.
Ayrica, z.€ [(G, E)N(F, E)]*N(G, E) ise z.€ [(G, E)N(F, E)]* vardr.
Buradan, (G, E)O\(F, E)* = (G, E)N((G, E)N(F, E))*C((G, E)N(F, E))*
dir.

(xii) (H, E) € I ve x.€[(F, E)U(H, E)]* olsun. O zaman her O,, € 7 i¢in
0,.N[(F,EYO(H,E)] ¢ I dir. Bu durumda [0,,"(H, E)]0[0,,A(F,E)] ¢ T
elde edilir. O zaman ya O, ,((H,E) ¢ I ya da O,,(\(F,E) ¢ I dir. Fakat
0,,(H,E) ¢ I ile (H,E) ¢ I gerceklenir. Her O,, € 7 icin O,,N\(F,E) ¢ T
oldugundan z.€(F, E)* saglanir. O halde [(F, E)JU(H, E)]*C(F, E)* bulunur.

Tersine (F, E)C[(H, E)JU(F, E)] oldugundan (F, E)*C[(H, E)U(F, E)]*
bulunur. Sonug olarak (F, E)* = [(H, E)U(F, E)]* olur.

[(F,E) — (H, E)]C(F,E) oldugundan [(F,E) — (H, E)J*C(F, E)* elde
edilir.

Tersine, xe%[(F, E)— (H, E)]* olsun. O zaman O, N[(F, E)— (H,E)] € I
olacak sekilde bir O, € 7 vardir. Hipotezden, (H,E) € I oldugundan
(H, E)U[0,,A((F,E) — (H,E))] € I ve (H,E)U[0,,A(F,E)] € T saglan.
O halde O,, € 7 i¢cin O,,A(F,E) € I ve xe%(F, E)* vardir . Buradan
(F,E)*C[(F,E) — (H, E)]* elde edilir.

O halde (H, E) € I ise ((F, E)O(H, E))* = (F,E)* = ((F,E) — (H,E))*

bulunur.

Ornek 3.1.9, Teorem 3.1.8 (ix) kogulunun tersinin her zaman dogru

olmadigina aittir.
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Ornek 3.1.9. X = {a1, 25,23} , E = {e1, ey} olsun. X iizerinde (F, E),
(Fy, E), (F3, F), (G, E), (H, E) esnek kiimeleri agagidaki gibi tanimlansin.

(er, {z1}), (€2, {z2, x3}) }
F27 E) = {(617 {x3})7 (62’ (Z))}
(

—~ —~ —~ —~ —
s
=
SN—
I
—
@
)
—
8
=
8
w
—
N—
—~
®
(V)
—
S
v
8
w
—
S~—
—

X {izerinde bir esnek topoloji 7 = {

]
alinsin ve (Il, E), (IQ, E)7 (Ig, E), (]4, E), (]5, E), (]6

agsagidaki gibi tanmimlansin.

X, (Fla E)a <F27 E)v <F37 E)}
,E), (I7, E') esnek kiimeleri

Bu durumda f: {(Il, E), (IQ, E), (13, E), (147 E), (.[5, E), (]67 E), (]7, E)}

X tuzerinde bir esnek idealdir.

(G, E)" = {(er; {2, 23}), (ea, {z1})} ve (H, B)* = {(ex, {22}), (€2, {1})}

oldugundan,

(G E)A(H, E))" = ()" =0
bulunur. Ayrica,

(G, Ey'N(H, E)*) = {(e1, {z2}), (e2, {w1})}
elde edilir. O halde ,

(G, EyN(H, E)L((G, E)N(H, E))’

oldugu gortliir.

Asagidaki Ornek 3.1.10, Teorem 3.1.8 (x) kogulunun tersinin her zaman

dogru olmadigina aittir.
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Ornek 3.1.10. (X, 7, E) Ornek 3.1.9 da verilen esnek topolojik uzay
ve I, X fizerinde tammlanan esnek ideal olmak iizere (T, E), (V, E)CSS(X)g

esnek kiimeleri agagidaki gibi tanimlansin.

(T7 E) = {(617 {xh 1)3}),(62, {132, 'T3})}7(V7 E) = {<€17 Q))v (62’ {1:17 T2, x3})}
(T, E)" = {(e1, {2, 23}), (€2, {z1 })}, (V. E)" = {(e1,{z2}), (e2, {1 })}
oldugundan
(T7 E>* - (V7 E)* = {(617 {x3})7 (627 Q))}
bulunur. Ayrica,
(T7 E) - (V7 E) = {<617 {xh $3}>7 (627 0)}
elde edilir. O halde
((T’ E) - (‘/’ E))* = {(61’ {ZL’Q,ZL‘;),}), (627 {5(}1})}

olur. Sonug olarak,

((T? E) - (Va E))*SZ(Tv E)* - (V7 E)*

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.11. (Kandil et al., 2014a) (X,7,E,I) esnek ideal

topolojik uzay olsun. O zaman,

cl*(F,E) = (F,E)U(F, E)*

ile tamimlanan cl* : SS(X)p — SS(X)g operatori esnek kapanig ope-

ratorudiir.

Kamnit. (i) Teorem 3.1.8 (i) den l*(0) = @ U(0)* = 0UPD = () bulunur.
(ii) Her (F,E) € SS(X)g icin (F, E)Ccl*(F, E) oldugu aciktir.

(iii) Teorem 3.1.8 (vii) yardimiyla
Ad*[(F, BY3(G, B)] = [(F, B)J(G, B)OI(F, EYJ(G, E)J
— [(F, BY3(G, E)OI(F, BY'O(G, B)"
= (F,E)O(F, E)*U(G, E)U(G, E)*
= cl*(F, E)Jcl* (G, E)
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elde edilir.

(iv) Teorem 3.1.8 (vi) yardimiyla
cl*(cl*(F, E)) = cl*((F, E)U(F, E)*)
= ((F. E)O(F, E))U((F, E)O(F, B))*
= ((F, E)U(F, E)*)U(F, E)*U((F, E)*)*
= (F,E)U(F, E)* = cl*(F, E)

bulunur.

Tanim 3.1.12. (Kandil et al., 2014a) (X, 7, E, I) esnek ideal topolojik
uzay ve cl* : SS(X)g — SS(X)g esnek kapanig operatorii olsun. X tizerinde 7

dan daha ince, x—esnek topoloji olarak adlandirilan 7*(7) veya 7* ile gosterilen,

tek bir topoloji vardir ve bu topoloji,

() ={(F,FE) € SS(X)g : cl*(F,E)* = (F,E)°}

seklinde ifade edilir.
Ornek 3.1.13, x—esnek topolojiye ait ornekler olarak asagida verilmistir.
Ornek 3.1.13. (Kandil et al., 2014a)

(i) I = {0} ise her (F,E) € SS(X)p icin (F,E)*(I,7) = cl(F,E)
oldugundan, cl*(F,E) = cl(F, F) ve 7" = 7 saglanir.

(i) I = SS(X)p ise her (F,E) € SS(X)p icin (F,E)*(I,7) = 0
oldugundan cl*(F, E) = (F,E) ve 7 = SS(X)g bulunur. Burada 7* esnek

ayrik topoloji olarak adlandirilir.

(iii) I C J ise o halde (F,E)* (J,7) C (F,E)*(I,7) olur. O halde

(X, 7*(J), E) x—esnek topolojik uzay, (X, T*(T), E) x—esnek topolojik uzayn-

dan daha incedir.

(iv) X = {1, 29,23} ve E = {e} olsun. 7 = {)?,6, (F,E)} X tzerinde

bir esnek topoloji olmak iizere (F, E) esnek kiimesi,
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(F’ E) = {6’ {xQ}}

olarak ve I = {@, (G, E)} bir esnek ideal olmak {tizere, (G, F) esnek kiimesi,

(G, E) = {e, {x2}}

seklinde tanimlansin.
O zaman (F1, E), (Fy, E), X tzerinde (Fy, E) = {e, {x2}} ve (F3, E) =
{e,{x1,x3}} seklinde tammlanan esnek kiimeler olmak iizere

7 ={X,0,(F\, E), (Fy, E)} elde edilir.

(v) X = {x1, 29,23} ve E = {e} olsun. 7 = {)?,6, (F1,E),(Fy), E)}

X tizerinde bir esnek topoloji olmak iizere, (Fy, E), (Fa, E) esnek kiimeleri,

(Fl’E) = {6’ {xQ}} ) (FQ?E) = {6? {xbm?}}

seklinde tanimlansin. I = {6, (G1,E), (G2, E), (G5, E)} bir esnek ideal olmak
tizere (G, E), (G, E), (Gs, E) esnek kiimeleri (G, E) = {e,{z1}}, (G2, F) =
{e,{x2}} ve (G3, E) = {e,{x1,22}} ile tamimlansin.

Bu durumda 7* = SS(X)g bulunur.

Teorem 3.1.14. (Kandil et al., 2014a) (X,7,E,I) esnek ideal
topolojik uzay olsun. O halde,

B(I,7)={(F,E)— (G,E): (F,E) e, (G E)el}

sinif T*(f ) topolojisi i¢in esnek bazdir.

Kamt. (i) X € 7 vel) € I oldugundan X—0 € Bolur. X € B oldugundan
UjeJ((Fja E) - (Gj7 E)) = )? olur.

(ii) (B, E), (By,E) € B ve x.&(By, EYN(By, E) olsun. (B, E) =
(F1, E)—(Gy, E) ve (Bg, E) = (Fy, E)—(G2, F) olacak sekilde (F1, E),(Fy, F) €
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7 ve (G1,E), (G2, E) € B vardir. z.€(By, E)\(By, E) icin z.€((F1, E) —
(G1, E)N((Fy, E) — (G3, E)) vardir. Bu durumda, z.€((Fi, E)N(Fy, E)) —
((G1, E)U(Ga, E)) € B(I,7) elde edilir.

Sonug olarak, B, 7* topolojisinin esnek bazidir.
Ornek 3.1.15 7* topolojisi i¢in esnek baz olugturulmasiyla ilgilidir.

Ornek 3.1.15. (X,7,E) Ornek 3.1.13 (v) de verilen esnek topolo-
jik uzay ve I , X lzerinde tanimlanan esnek ideal olsun. X {izerinde
(B1,E) = {(e.{m D}, (Bo, E) = {(e, o)}, (Bs, B) = {(e. {wsD)}, (Bu, E) =
{(e,{z1,23})}, (Bs, E) = {(e, {x2, z3})} esnek kiimeleri Teorem 3.1.14 den elde
ediliyor. O halde,

B(I,7) = {X,0,(By, E), (B, E), (Bs, E), (Bs, E), (B, E)} smify,

iizerindeki 7*(I) topolojisi icin esnek bazdur.

Sonug 3.1.16. (Kandil et al., 2014a) (X, T, F, 7) esnek ideal topolojik

uzay olsun. O zaman, 7 C B(I,7) C 7*(I) dur.

Kamt. (F, E) € 7 olsun. O halde, (F, F) —0 = (F,E) € B(I,7) saglanir.
Buradan, 7 C B(I,7) bulunur.

(F,E) € T ve (G, E) € I olacak sekilde (F, E) — (G, E) € B(I,) olsun.
c*[(F, E) — (G, E)]¢ = cl*|[(F, E)°U(G, E)]
(F, BEYT(G, B)O|(F, B)T(G, B))
(F, EYD(G. B)((F, E)) T(G, B
= (F,E)U(G, E)
[(F, E) — (G, E))*
olur. O halde, cl*[(F, F) — (G,FE)|° = [(F,E) — (G, E)|° saglanir. Buradan
(F,E) — (G,E) € m*(I) ve B(I,7)Cr*(I) bulunur.

Sonug olarak, 7 C B(I,7) C 7*(I) elde edilir.
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3.2 Esnek Topoloji ile Esnek Idealin Uyumlulugu

Bu kisimda esnek ideal ile esnek topolojinin uyumlulugu tanim yapilarak

bu kavrama ait baz1 denklik kosullar1 incelenecektir.

Tanim 3.2.1. (Kandil et al., 2014a) (X, 7, F, IN) esnek ideal topolojik
uzay olsun. Her (F, E) € SS(X)g icin,

"(F, E) esnck kiimesinin icerdigi her z, esnek noktas icin O, N\(F, E) € T
olacak sekilde bir O, esnek acik kiimesi varsa bu durumda (F, E) € I

kosulu saglanirsa 7 esnek topolojisi I esnek ideali ile uyumludur denir ve 7 ~ I

ile gosterilir.

Teorem 3.2.2. (Kandil et al., 2014a) (X, 7, E, IN) esnek ideal topolojik

uzay ve T ~ I olsun. O zaman agagidakiler denktir;

(i) Her (F,E) € SS(X)g icin (F, E)N(F, ) =0 is e (F,
(ii) Her (F, E) € SS(X)p i¢in ((F, E) — (F, E)*)" 0,
(iii) Her (F, E) € SS(X)g icin ((F, E)N (F E) ) = (F,E)*.

Kanit. (X, 7, E, f) esnek ideal topolojik uzay ve 7 ~ I olmak iizere,
(i) = (ii) : (F, E) € SS(X)g olsun. (i) den ve ((F, E)—(F, E)*)N((F, E)—
(F,E)*)" = 0 oldugundan ((F, E) — (F, E)*)" = 0 elde edilir.

(11) = (idi) : (F, E) € SS(X)g alalim.
( ) ((F, ) (( ) (£, E)))0((F, E)A(F, E)*) oldugundan

By = [((F, E)A(F, E))O((F, E)A(F, E))]"
- [(F, FE) A(F, E)")]"C[(F, E)A(F, E)*]"
=00 [( > <F EY) ((ii)den)
= [(F, By

Sonug olarak, (F, E) = [(F, E)N(F, E)*]* bulunur.

(iii) = (i) : (F,E) € SS(X)g ve (F,E)N(F,E)* = 0 olsun. (iii) den
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(F,E) = [(F,E)N(F,E)]* = (6)* — ¢ bulunur. Buradan (F,E)* = 0 ve
(F,E) € I elde edilir.

Sonug 3.2.3. (Kandil et al., 2014a) (X, T,E,T) esnek ideal topolojik
uzay, (F,E) € SS(X)g ve 7 ~ I olsun. O zaman ((F,E)*)* = (F,E)* olur.

Kamt. (F,E) € SS(X)g olsun. Teorem 3.2.2 (iii) den (F,E)* =
((F,E)N(F, E)*)'C((F, E)*)" ve buradan (F, E)*C((F, E)*)* saglanir. Ayrica
Teorem 3.1.8 (vi) den ((F,E)*)"C(F,E)* dw. Sonug olarak ((F,E)*)" =
(F, E)* elde edilir.

Teorem 3.2.4. (Kandil et al., 2014a) (X, 7, E, I) esnek ideal topolojik

uzay olsun. O zaman agagidakiler denktir;

()7 ~T,
(i) Her (F, E) € SS(X)g icin (F, BE)A(F, E)* = 0 ise (F, E) € 1,
(iii) Her (F, E) € SS(X)g icin (F, E) — (F,E)* € 1,
(iv) Her (F, E) 7*— kapali esnek kiimesi icin (F, E) — (F, E)* € I,
(v) Her (F,E) € SS(X)g icin (F, E), (G, E)C(G, E)* kogulunu saglayan
bogtan farkli (G, E) esnek kiimesini icermiyorsa (F, E) € 1.

Kanit. (X, 7, F, I) esnek ideal topolojik uzay olmak {izere,

(i) = (i) : (F,E) € SS(X)p ve (F,E)A(F,E)* = 0 olsun. Her
1.€(F,E) ve xeé(F, E)* i¢in O,,N(F, E) € T olacak sekilde bir O,, € 7 vardur.
T~ oldugundan (F, E) € I saglanir.

oldugundan, (ii) ile (F, E) — (F, E)* € I elde edilir.

(i1) = (i) : (F,FE) € SS(X)g 7*- kapali esnek kiime olsun. (iii) den
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(F,E) — (F,E)* € I gerceklenir.

(i) = (i) : (F,E) esnek kiimesinin icerdigi her z. esnek noktasi
icin O,,N(F,E) € I olacak selikde bir O,, esnek acik kiimesi oldugunu
kabul edelim. O halde xeé(F, E)* saglamr. Buradan, (F, E)N(F,E)* = 0
olur. (F,E)U(F,E)*, 7~ kapal oldugundan hipotezden ((F,E)U(F,E)*)
—((F, E)U(F, E)*)* € I elde edilir. Boylece
(F. BYO(F, BY) — (R, E)O(F,EY)" = ((F. EYO(F, BY) — (F, By

— (F,E) € I bulunur,

(i1i) = (v) : (F,E) € SS(X)g icin (F, E), (G, E)C(G, E)* kogulunu
saglayan bogtan farkli (G, F) esnek kiimesini icermesin. Teorem 3.2.2 (iii) den
(F,E)A(F,E)*C(F,E)" = ((F, E)A(F, E)*)" saglanir. Buradan
(F, E)A(F, E)*C((F, E)A(F, E)*)" elde edilir. Kabulden (F, E)A(F,E)* = 0
bulunur. O halde (F, E) = (F, E) — (F, E)* € I elde edilir.

(v) = (i7) : (F, E) € SS(X)g olsun.

(£, B)=(F, B)")O((F, E)~(F,E)")" = (F, E)D((F, E)")"D((F, E)N((F, E)*))
C(F, EYA((F, E))O(F, )" A(((F. B)*)°)*
=0

saglanir. Ayrnica, (F,FE) — (F,E)* esnek kiimesi (G, E)C(G,E)* kosulunu

*

saglayan bogtan farkli (G, E) esnek kiimesini igermediginden ve (v) den

(F,E) — (F,E)* € I elde edilir.

Teorem 3.2.5. (Kandil et al., 2014a) (X, 7, E, f) esnek ideal topolojik
uzay 7 ~ I olsun. Bir esnek kiimenin 7*—kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosgul
bu esnek kiimenin, 7—kapali esnek kiime ve I esnek ideali icindeki bir esnek

kiimenin birlegimi seklinde yazilmasidir.

Kanit. (X, 7, F, I) esnek ideal topolojik uzay ve (F, E') 7*—kapali esnek
kiime olsun. O halde, cl*(F, E) = (F, E) vardir. Buradan (F, E)U(F, E)* =
(F, E) saglanir. O zaman, (F, E)*C(F, E) bulunur. Sonuc olarak,

(FLE) = ((Fv E) — (F7E)*>O(Fv E)*
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elde edilir. Burada,
Teorem 3.2.4 (iv) den (F, E)—(F, E)* € I ve Teorem 3.1.8 (v) den (F, E)*
T—kapalidir.
Tersine (F, E) = (G, E)JU(I, E) olmak iizere (G, E') T—kapal esnek kiime
ve (I, E) € I olsun. Buradan, (F, E)* = (G, E)J(I, E))" = (G, E)*U(I, E)*
= (G,E)*Cd(G,E) = (G,E)
C(F.E)
saglanir. Buradan (F, E)*C(F, E) ve (F, E)O(F, E)* = (F, E) saglamr. Sonuc
olarak cl*(F, E) = (F, E) elde edilir. O halde (F, E) 7*—kapalidir.

Teorem 3.2.6. (Kandil et al., 2014a) (X, 7, E, I) esnck ideal topolojik

uzay 7 ~ I olsun. O zaman B(T, 7) bir esnek topolojik uzaydir ve B = 7* duir.

Kamt. (G,E) € 7 olsun. O zaman (G, E)¢, 7*—kapalhdwr. (F,E)
r—kapali ve (I,E) € I olmak iizere Teorem 3.2.5 den (G, E)¢ = (F,E) U
(I, E) yazilir. Buradan,

(G,E)=(X,E) — ((F E)U(I,E )

~ ((X.B) — (R E)A(CX. B) - (1. )
= (F,E)° — (],E)
clde edilir. (F, E)° € 7 ve (I, E) € I oldugundan (G, E) € B(I,7) bulunur.
Tersine Sonuc 3.1.16 dan B(I,7)C7*(I) saglanir.
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4 ESNEK /I-REGULER VE ESNEK /I —-NORMAL
UZAYLAR

Bu bolimde esnek ideal topolojik uzaylarin I —regiiler ve ardindan
I—normal olma kosullar1 verilecektir. Esnek Lindelof uzay kavramindan fay-
dalanilarak bu uzaylar arasindaki iligkiyi veren teorem ispatiyla birlikte

sunulacaktir.

4.1 Esnek [— Regiiler Uzaylar

Tanim 4.1.1. (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, F,I) esnek ideal topo-
lojik uzay olsun. Esnek kapal her (K, E) € SS(X)g kiimesi ve z. ¢ (K, E)
ozelligindeki her z, € SP(X)g esnek noktas: igin

(U,E)A(V,E) =0, (K,E)—(V,E) €1 ve2.&(U,E)

olacak gekilde (U, E), (V, E) esnek agik kiimeleri varsa (X, 7, E') uzayma esnek

I —regiiler uzay denir.
Ornek 4.1.2 esnek 1- —regiiler uzaylar ile ilgilidir.

Ornek 4.1.2. X = {z1, 29,23}, E = {e1,e2}, 7 = {@,X, {(e1, {x1}),
(62’ {x27$3})}7 {(617 {$3})> (627®)}7 {(61, {Il,ﬂfg}), (627 {$27I3})}} ve T = {@,
{(e1,{x2}), (e2,0)}, {(e1,0), (ea, {1 })}, {(e1, {x2}), (€2, {x1}) } olsun. O halde

(X, 7, E) bir esnek I—regiiler uzaydir.

Onerme 4.1.3. (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, F) esnek regiiler uzay1,

X iizerinde bir I esnek idealine gore esnek I —regiilerdir.

Kanit. § € T oldugu i¢in kamit aciktir.
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Asagidaki 6rnek Onerme 4.1.3 iin tersinin genelde dogru olmadigim

gosterir.

Ornek 4.1.4. (X, 7, F), Ornek 4.1.2 de verilen esnek topolojik uzay
olsun. (K,FE) = {(e1,{z2,23}),(e2,{x1})} esnek kapali kiime ve z, =
{(e1,{z1}), (e2,0)} % (K, E) esnek noktasi icin z. €(Uy, E), (K, E)C(Us, E)
olacak sekilde (U, E), (Us, E) ayrik esnek agik kiimeleri bulunamadigindan
(X, 7, E) esnek regiiler uzay degildir.

Uyar1 4.1.5. (Giiler and Kale, 2014) [ = {6} ise esnek regiiler uzay

ile esnek [—regiiler uzay cakigir.

Uyar:1 4.1.6 (X, 7, F) esnek topolojik uzayi, esnek I—regiiler uzay ve
J, X dizerinde I C J olacak sekilde bir esnek ideal olsun. O zaman (X, 7, F)

esnek J- —regiiler uzaydir.

Teorem 4.1.7. (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, FE,I) esnek ideal
topolojik uzay ve (X, 7%, F') x—esnek topolojik uzay olsun. O halde (X, 7, E)
uzayinin esnek I —regliler uzay olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (X, 7% F)

uzayimin esnek [—regiiler uzay olmasidir.

Kanmit. (X,7,E) esnek [—regiiler uzay ve xeé(K, E) olacak sekilde
(K, E) esnek kiimesi 7*—kapali olsun. Bu durumda (K, F)¢ esnek kiimesi
m*—acktir. O halde (H,E) € 7 ve (I,E) € I olmak fizere (K,E)° =
(H,E) — (I, FE) vardir. O zaman (H, E)¢ esnek kapal kiimesi i¢in xe%(H, E)°
olur. Hipotezden z, € (U, E) ve (H, E)° — (V, E) € I olacak sekilde (U, E) ve
(V, E) ayrik esnek agik kiimeleri vardir. Buradan
(H,E) — (V, ) = (K, EYO(I, B))* — (V, )
— (K, B)A(L E)) — (V. E)
—(K.E)— (LE) —(V,E) e T
elde edilir. Esnek ideal tanmmndan (I, E) — (V, E) € I bulunur.
Tersine (X, 7*,E) esnek I—regiiler uzay ve xe%(K, E) olacak sekilde
(K, E) esnek kapali kiime olsun. 7 C 7* oldugundan (K, E') esnek 7*—kapali
kiime olur. Hipotezden, z.&(U, E) ve (K, E)— (V, E) € I olacak sekilde (U, E)
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ve (V,E) ayrik 7" —agik esnek kiimeleri vardir. (U, E) esnek 7*—acik kiime
oldugundan, (Gy, E) € 7 ve (I, E) € I olmak iizere (U, E) = (Gy, E) — (I, E)
olur. O halde, z.&(G, E) bulunur. Benzer sckilde, (Gs, E) € 7 ve (I, E) € T
olmak iizere (V,E) = (G, E) — (I, E) olur. I esnck ideal oldugundan
(K,E) — (G5, E) € I elde edilir. Sonug olarak (X,7, E) esnck I—regiiler

uzaydir.

Uyar: 4.1.8. (Kandil et al., 2014c) I, X iizerinde bir esnek ideal ve
Y C X olsun. O zaman Iy = {YO(I,E) : (I,E) € I}, Y iizerinde bir esnek
idealdir.

Teorem 4.1.9. (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, E) esnck [—regiiler
uzay ve Y C X olsun. Bu durumda, (Y, 7y, E') esnek alt uzay topolojisi esnek

fy—regiiler uzaydir.

Kanit. Y C X ve (K, FE), esnek 7y—kapali kiime olsun. (Y, 7y, F)

alt uzay topolojisinde y. esnek noktasini yeé(K , ) olacak sekilde alalim.
Kabulden yeé(H ,E) ve (H, E) esnek T—kapali kiime olacak gekilde (K, E) =
YA(H, E) olur. Hipotezden, y.&(U, E) ve (H,E) — (V, E) € I olacak sekilde
(U, E) ve (V, E) aynk esnck 7—acik kiimeleri vardir. Buradan, YO((H, E) —
(V,E)) € Iy saglamr. O halde YA((H, E)—(V,E)) = YO(H,E)=YQ\(V, E) =
(K,E) — (V,ENA(Y) € Iy elde edilir. Ayrica YA(U, E) ve YO(V,E)
ayrik esnek 7y —agik oldugundan (Y, 7y, E) esnek alt uzay topolojisi, esnek

]Ny—regiiler uzaydir.

Teorem 4.1.10 . (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, E,I) esnek ideal
topolojik uzay olsun. Asagidakiler denktir;

(i) (X, 7, E) esnek I—regiiler uzaydir,

(ii) Her bir . esnek noktasim igeren her (G, E) esnek acik kiimesi i¢in
d((U, E))—(G, E) € I olacak sekilde . esnek noktasin iceren bir (U, E) esnek
acik kiimesi vardir,

(iii) Her bir x, esnek noktasimi icermeyen (K, ) esnek kapali kiimesi igin

d((U, E)A(K, E) € I olacak sekilde . esnek noktasmu iceren bir (U, E) esnek
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acik kiimesi vardir.

Kamt. (i) = (ii) : (X,7,E) esnck [—regiiler uwzay ve (G, E), z,
esnek noktasini igeren esnek acik kiime olsun. O halde z.€(U, E) ve ()? —
(G,E)) — (V,E) € I olacak sekilde (U, E), (V, E) ayrik esnek acik kiimeleri
vardir. Buradan, (I, E) € T olacak sckilde (X — (G, E))C(V, E)O(I, E) elde
edilir. (U, E)N(V,E) = 0 oldugundan (U,E) C X — (V,E) olur. Buradan
d((U,E)) € X — (V, E) saglanir. Sonug olarak cl((U, E)) — (G, E) C (X —
(V,E)A(V, E)O(I,E)) = (X — (V, E)A(I, E) C (I, E) € I bulunur.

(i1) = (uii) : z.¢(K, E) olacak sekilde, (K, F), X {izerinde bir esnek
kapal kiime olsun. O zaman, cl((U,E)) — (X — (K,E)) € I olmak iizere
z. esnek noktasmi igeren bir (U, F) esnek agik kiimesi vardir. Dolayisiyla

d((U, B)N(K, E)) € T elde edilir.

(171) = (i) : z.¢(K, E) olacak sekilde, (K, F), X iizerinde bir esnek
kapal kiime olsun. Bu durumda cl((V, E))A(K, E) € I olmak iizere z. esnek
noktasimi igeren bir (V, E) esnek acgik kiimesi vardir. cl((V, E))N(K, E) =
(I,E) € T ise (K,E) — (X — cl((V,E))) € I olacak sekilde (V,E) ve
X — d((V,E)) ayrik esnck acik kiimelerdir. Sonug olarak (X,7, E) esnek

I —regiiler uzaydir.

4.2 Esnek I—Normal Uzaylar

Tanmim 4.2.1. (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, E,I) esnek ideal
topolojik uzay olsun. Ayrik esnek kapali her bir (F,E),(G,E) € SS(X)g

kiimeleri i¢in

(F,E)—(U,E)eve (G,E)—(V,E)el

olacak sekilde (U, E), (V, E) ayrik esnek agik kiimeleri varsa (X, 7, E') uzayma

esnek [—normal uzay denir.
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Asagidaki Ornek 4.2.2 esnek I—normal uzaylar ile ilgilidir.

Ornek 4.2.2. (Giiler and Kale, 2014) X =R ve E = {e1,e,} olsun.
B ={(F,E): F(e1) = (a,b], F(e2) = {a},a < b} esnek baz1 verilsin ve 7, B
tarafindan tiretilen esnek topoloji olsun. I = {(I,E): I, I (e, sonlu } olmak

iizere (R, 7, E) esnek I—normal uzaydir.

Onerme 4.2.3. (X, 7, E) esnek normal uzayi, X flizerinde bir I esnek

idealine gore esnek I—normaldir.
Kanit. § € T oldugu i¢in kamit aciktir.

Agagidaki ornek Onerme 4.2.3 iin tersinin genelde dogru olmadigini

gosterir.

Ornek 4.2.4. X = {a1, 25,23} , E = {e1,e5} olsun. X iizerinde
esnek topoloji 7 = {0,X, {(e1, {z1}), (2, {w2,23})}, {(ex,{ws}), (e, 0)},

{(61’ {mQ’ 1‘3}), (627X)}7 {(617 {:151,1‘3}), (627 {:152,1‘3}), {(617 ®)7 (627 {x%xS})v
{(e1, {xs}), (e2, {2, z3})} almsm. X {izerinde esnek ideal I = {0, {(er, {z2}),

(e2,0)}, {(e1,0), (e2, {z1})}, {(er, {22}), (e, {21})} olmak iizere (X, T, E) bir
esnek /—normal uzaydir.

(K1, E) = {(er, {2, 23}), (e2, {z1})} ve (K2, E) = {(e1,{z1}), (e2,0)}
ayrik esnek kapah kiimeleri icin (K, E)C(Uy, E) ve (Ky, E)C(Us, E) olacak
sekilde (Uy, E), (Us, E) ayrik esnek acik kiimeleri olmadigindan (X, 7, E') bir

esnek normal uzay degildir.

Uyar1 4.2.5. (Giiler and Kale, 2014) [ = {6} ise esnek normal uzay

ile esnek J—normal uzay cakigir.

Uyar: 4.2.6. (X, 7, E) esnek topolojik uzay1, esnek T—normal uzay ve
J, X iizerinde I C J olacak sekilde bir esnek ideal olsun. O zaman (X, 7, E)

esnek J—normal uzaydir.

Teorem 4.2.7. (X,7,FE,I) esnek ideal topolojik uzay ve (X, 7%, F)

x—esnek topolojik uzay olsun. (X, 7, F) uzay1 esnek I—normal uzay ise
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(X, 7", E) uzay1 esnek I—normal uzaydir.

Kanit. (X, 7, FE) esnek I—normal uzay ve (F,E), (G,E) € SS(X)g
(F,E)N(G,E) = () olacak sekilde (F,E), (G, E) esnek 7*—kapali kiimeler
olsun. O halde (F, E)¢, (G, E)¢ € 7* olur. Buradan (H,FE), (K,E) € T ve
(I, E), (I,,E) € I olmak iizere (F,E)* = (H,E) — (I, E) ve (G,E)¢ =
(K,E) — (I, E) saglamir. O zaman (H, E)°C(F,E) ve (K, E)°C(F, E) olur.
(H,E)¢, (K, E)¢ esnek T—kapali kiimeler olmak iizere (H, E)‘N(K, E)® = 0
elde edilir. Hipotezden (H, E)¢ — (U, E) € I ve (K, E)* — (V,E) € I olacak
sekilde (U, E), (V,E) ayrik esnek 7—agk kiimeleri vardir. Ayrica 7 C 7*
oldugundan (U, E), (V, E)) ayrik esnek 7*—agik kiimelerdir. Buradan

(F.E) = (U E) = [(H, E)U(l, E)] - (U, E)

~ [(H, By — (U, BYOI(L, E) — (U, E)

C[(H, E)* — (U, B)O[(I, E) € T
olur. (F, E) — (U, E) € I saglanr. Benzer sekilde (G, E) — (V, E) € I bulunur.
Boylece (X, 7%, E') uzay1 esnek I—normal uzaydir.

Tersine (X, 7*, E) esnek I—normal uzay olsun. (X, 7, E) uzaymm esnek
I—normal olmadigin1 kabul edelim. O halde ayrik esnek 7—kapal (F,FE),
(G,E) € SS(X)g kiimeleri ve her bir (U, E), (V,E) ayrik esnek 7—agik
kiimeleri icin (F, E)—(U, E) ¢ I ve (G, E)—(V, E) ¢ I saglamr. Burada 7 C 7*
oldugundan (F, F), (G, E) ayrik esnek 7*—kapal ve (U, E), (V, E) ayrik esnek
7*—acik olur. Bu durum (X, 7%, E') x—esnek topolojik uzayin esnek I—normal

olmasi ile geligir.

Teorem 4.2.8. (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, E) esnek —normal
wzay ve Y € SS(X)g esnek 7—kapal kiime olsun. Bu durumda (Y, 7y, E)

esnek alt uzay topolojisi, esnek fy—normaldir.

Kanit. (F, E) ve (G, E) ayrik esnek 7y —kapal kiimeler olsun. Y esnek
T—kapali kiime oldugundan (F, E) ve (G, E) ayrik esnek 7—kapali kiimelerdir.
Hipotezden (F,E) — (U,E) € I ve (G,E) — (V,E) € I olacak sekilde
(U, E),(V, E) ayrik esnek 7—agik kiimeleri vardir. O zaman (F, E) — (U, E) =
(I,E) € I ve (F,E)YC(U, EYJ(I, E) saglamr. Buradan (F, E) — (YO(U, E)) =
YA(I, E) € Iy elde edilir. Benzer sekilde (G, E) — (YA(V, E)) € Iy bulunur.
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Boylece (Y, 7y, E') esnek alt uzay topolojisi, esnek Iy —normaldir.

Teorem 4.2.9. (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, F,[) esnek ideal
topolojik uzay olsun. Asagidakiler denktir;

(i) (X, 7, E) bir esnek T—normal uzaydur,

(ii) Her bir (K, F) esnek kapal kiimesini igeren her (U, F) esnek agik
kiimesi icin (K, E) — (V,E) € I ve c((V,E)) — (U, E)I olacak sckilde bir
(V, E) esnek agik kiimesi vardir,

(iii) Her bir (K, E) ve (H, E) ayrik esnek kapal kiimesi i¢in (K, E) —
(U,E) € T ve d((U, E))A(H, E) € I olacak sekilde bir (U, E) esnek acik kiimesi

vardir.

Kanit. (i) = (ii) (X,7, E) bir esnek I—normal uzay ve (K, E) esnck
kapali kiime ve (V, F) esnek agk kiime olsun. O zaman X — (U, E) esnek
kapali ve (K,E) N (X — (U,E)) = 0 dir. Hipotezden (K,E) — (Vi,E) € T
ve (X — (U, E)) — (Va, E) € I olacak sekilde (V1, E), (Va, E) aynk esnek acik
kiimeleri vardir. Buradan (V;, EYN(Va, E) = 0 oldugundan d((Vi, E))CX —
(Vs, E) ve cl((Vi, E)) — (U, EYE(X — (Va, E)) — (U, E) = (X = (U, E)) - (V3, E)
elde edilir. Dolayisiyla cl((Vi, E)) — (U, E) € I bulunur.

(17) = (¢i1) Hipotezden agiktir.

(17i) = (i) (K, E), (H, E) ayrik esnek kapal kiimeler olsun. Hipotezden
(K,E) — (U,E) € I ve d((U, E)A(H,E) = 0 olacak sekilde (U, E) esnek
agik kiimesi vardir. (V,E) = X — cl((U, E)) olsun. (V,E) esnek ack ve
(U, E)N(V,E) = 0 oldugundan (X, 7, E) bir esnek I—normal uzaydir.

Teoorem 4.2.10. (Giiler and Kale, 2014) (X, 7, E) esnek Lindelof

ve esnek I- —regiiler uzay olsun. O zaman (X, 7, F), esnek I—normal uzaydir.

Kanit. (F|, E) ve (Fy, FE) ayrik esnek kapal kiimeler olsun. (X, 7, E)
esnek 1- —regiiler uzay oldugundan, her bir z, € (Fy, E) esnek noktas: icin
d((Vy,, E)O(Fy, E)ET olacak sekilde z. yi iceren (V,,, E) esnek acik kiimesi

vardir. Buradan {(V,,,F) : z. € (V,,,E)}U(F,E), (X,7,E) uzaymm
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esnek agik Ortiisii olur. (X, 7, F) esnek lindel6f uzay oldugundan bu o6rtiintin
sayilabilir esnek alt ortiisit {(Viz),, E) : e € (Viao)y, E), A € A} U (Fy, E)°
vardir. O halde (F1,E) C {(Viuoy, E) @ 2e € (Vuoy, E), X € A} ve
A(Vies, B)) N (Fy,E) = I, € I saglamir. Benzer sekilde (F, E) C
{(Ugon: B)  ye € U, B), X € A} ve (U, B) A (F,E) =1, €T
olacak sekilde uzaym {(Ugy.),, E) : ve €Uy, E), A € A} sayilabilir esnek
acik ailesi vardir.

(GrE) = Wi B) = (Vi B)) © 2 Eel((Vius BN, A € A}
ve (Hy,E) = (Vo B) — {(d(Uyo,, B)) ¢ ye €cl((Ugy.s E)), A € A}
olmak iizere (G, E) = J{(Gx,E) : A € A} ve (H,E) = J{(H\,E) : X €
A} olsun. A € A i¢in (Gy, E) ve (Hy, E) esnek agk kiimeler oldugundan
(FI,E) — (G,E) € I ve (F»,E) — (H,E) € I olacak sekilde (G, E) ve
(H, E) ayrik esnek agik kiimelerdir. Bir dy € A ve y.€(Fy, E) igin (Viwe)sy: E)
o DO, E) = (15, E)
olur. O halde her § € A i¢in (F,E) C [X — A((Vizo)ss E)))0(Ls, E) olur.
Buradan y.€(Gs,, F) veya y.€ ﬁ{(IA,E) : A € A} = (I, E) elde edilir. O
zaman (Fy,E) — (G, E) € I olacak sekilde (Fy, E)C(G, E)U(I, E) saglanr.
(Fy, E) — (H, E) € I oldugu benzer sekilde ispatlanr.

esnek kiimesi vardir. Ayrica her 6 € A igin cl((V(,,
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5 ESNEK /I-KOMPAKT UZAYLAR VE ES-
NEK IDEAL ILE ESNEK BAGLANTILILIK

Bu béliimde 1- —kompakt olan esnek ideal topolojik uzaylar kavrami ve
esnek ideal topolojik uzaylarin baglantililigi tanimlanacaktir. Ayrica, gesitli

ornekler verilecek ve bu uzayin bazi ozellikleri tizerinde durulacaktir.

5.1 Esnek [ —Kompakt Uzaylar

Tanim 5.1.1. (Kandil et al., 2014b) (X, 7, E,I) esnek ideal topo-
lojik uzay ve (F,E) € SS(X)g olsun. (F, E) esnek kiimesinin, esnek agik
kiimelerden olugan her {(G,, E) : o € A} ortiisiintin (F, E) — O{(Ga”E) ;
i =1,2,..,n} € I olacak sekilde sonlu bir {(G,,,F) : ¢ = 1,2,...,n} alt
ailesi varsa (F, E) kiimesine (X, 7, E) ye gore esnek I —kompakt denir. Ayrica
X esnek kiimesi (X, 7, F) ye gore esnek I—kompakt ise (X, 7, F) ye esnek
I —kompakt uzay denir.

Ornek 5.1.2 esnek 1- —kompakt uzaylar ile ilgilidir.

Ornek 5.1.2. X = {a1,2,73,...}, E = {e1,es} ve {(Fp, E)}nen =
{(e1,{z1, ..., xn}), (2, X) }nen esnek kimeler ailesini alabm. O zaman 7 =
{(F, E) :n e N} U {@,f(} ailesi X iizerinde esnek topolojidir. I = SS(X)g
icin (X, 7, ) uzay: esnek I—kompakt uzaydir

Onerme 5.1.3. (Kandil et al., 2014b) Her (X, 7, F) esnek kompakt

topolojik uzayi, X tizerinde bir I esnek idealine gore, esnek I —kompakttir.
Kanit. § € T oldugu i¢in kamit aciktir.

Asagidaki 6rnek Onerme 5.1.3 iin tersinin genelde dogru olmadigmi

gosterir.
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Ornek 5.1.4. (X, 7, E), Ornek 5.1.2 de verilen esnek topolojik uzay
olsun. {(F,, F) : n € N} esnek agik ortiistintin sonlu alt ortiisii olmadigr igin,

(X, 7, E) esnek kompakt uzay degildir.

Uyar1 5.1.5. (Kandil et al., 2014b) I = {0} ise esnek /—kompakt

uzay ile esnek kompakt uzay cakigiktir.

Uyar1 5.1.6 (X, 7, F) esnek topolojik uzay1, esnek ]N—kompakt uzay ve
J, , X lizerinde I C J olacak sekilde bir esnek ideal olsun. O zaman (X, 7, F)

esnek J- —kompakt uzaydir.

Teorem 5.1.7. (Kandil et al., 2014b) (X, 7, E, I) esnek ideal topolojik
uzay ve (X, 7%, FE) x —esnek topolojik uzay1 olsun. O halde (X, 7, E) uzayimn
esnek [- —kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul (X, 7*, F') uzaymin esnek

I —kompakt olmasidir.

Kanit. (X, 7, E) esnek I—kompak ve {(Ga, E) : @ € A} ailesi 7*—aqik
esnek ortii olsun. O zaman (V,, E) € 7 ve (I, E) € I olmak iizere, her
a € A igin (Go, F) = (Vo, E) — (I, E) saglanir. Burada {(V,,F) : a €
A} ailesi bir 7—agik esnek ortidiir. (X, 7, E) esnek I —kompakt oldugundan
X — an a,(Va, E) € I olacak sekilde bir Ay C A sonlu kiimesi vardur.

X — Uaer(GOU E) =X — Uaer[(Vav E) - ([av E)]

ClX - anAo(VavE)} U [anAo([mE)] el
elde edilir. Burada her o € A icin (I, E) € I olur. O halde (X, 7*, E) esnek
I —kompakttir.

Tersine (X, 7%, E) esnek I—kompakt ve {(Gq, E) : a € A} ailesi 7—aqik
esnek ortil olsun. 7 C 7% oldugundan {(G., E) : o € A} ailesi 7"—aqk
ortii olur. (X, 7%, E) esnek I—kompakt oldugundan X — O Vo, E) € T
olacak gekilde bir Ay C A sonlu kiimesi vardir. Burada her o € A i¢in (V,, E)

aENg

esnek 7—agik kiimedir. O halde (X, 7, ) esnek I—kompakttir.

Teorem 5.1.8. (Kandil et al., 2014b) (X, 7, F, I) esnek ideal topolojik

uzay ve (X,7*,E) x —esnek topolojik uzayr olsun. Bu durumda asagidaki
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diyagram elde edilir.

(X, 7, E) = (X, 7, E)

esnek kompakt uzaydir esnek kompakt uzaydir

(X, 7, F) = (X, 7, F)
esnek - —kompakt uzaydir esnek 1- —kompakt uzaydir

Kanmt. Onerme 5.1.3, Teorem 5.1.7 ve 7 C 7* oldugundan aciktir.

5.2 Esnek [ —Baglantililik

Tanim 5.2.1. (Kandil et al., 2014c) (X,7,E,I) bir esnck ideal

topolojik uzay olsun. X in x—esnek ayrihsi (F, E)N(G,E) = () ve X =
(F, E)U(G, E) olacak sekilde bostan farkh (F, E) € 7 ve (G, E) € 7 ciftidir.

Tanim 5.2.2. (Kandil et al., 2014c) (X, 7, E,I) bir esnek ideal
topolojik uzay olsun. (X, 7, F, I ) x—esnek baglantihdir ancak ve ancak X

tizerinde x—esnek ayrilmig esnek kiime yoktur. Aksi halde (X, 7, E,I) esnek

topolojik uzay1 x—esnek baglantisizdir.

Teorem 5.2.3. (Kandil et al., 2014c) (X, 7, E,I) bir esnck ideal

topolojik uzay olsun. O zaman agagidakiler denktir;

(i) (X, 7, E,I) x—esnek baglantihidir,

(ii) X bogtan farklh 7—agik ve 7*—acik iki ayrik esnek kiimenin birlegimi
seklinde yazilamaz,

(iii) X bogtan farklh 7—kapali ve 7*—kapali iki ayrik esnek kiimenin

birlegimi seklinde yazilamaz,
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(iv) X in hem T—acgik ve 7—kapali, hemde 7*—kapali ve 7—acik olan

ozalt kiimesi yoktur.
Kanit. (i) = (#) Tamimdan kolayca goriillmektedir.

(17) = (iti) Kabul edelim ki (F,FE) T—kapali, (G,E) 7"—kapal ve

(F,E)NG,E) = 0 olacak gekilde X = (F,E)U(G, E) olsun. Buradan

E)Y = (G.E), (G,E) T—agk ve (G,E)® 7*—agk oldugundan X =
(G, E)U(G, E)¢ ve (G, E)N(G, E)¢ = 0 elde edilir. Bu durum (i) ile geligir.

(iii) = (iv) Kabul edelim ki (F,E), X in ozalt kiimesi olsun. (F, E)
yi 7*—acik ve T—kapali veya 7*—kapali ve T7—acik olacak sekilde alalim.
(F,E)¢, 7*—kapah ve (F,E), 7—kapah oldugundan X = (F, E)U(F, E)° ve
(F,E)N(F, E)¢ = 0 olur. Bu durum (iii) ile geligir.

(iv) = (i) Kabul edelim ki (F, E) T—acik ve (G, E') 7*—agik olmak tizere
X = (F,E)J(G, E) ve (F,E)A(G, E) = 0 olsun. Buradan (F,E) = (G, E)° ve
(G,E) = (F, E)° olur. O halde (F, E), 7*—kapali ve T—acik, (G, E), 7" —agk

ve T—kapali bulunur. Bu durum (iv) ile gelisir.

Onerme 5.2.4. (Kandil et al., 2014c) (X,7, E,I) bir esnek ideal

topolojik uzay olmak iizere (X, 7, F,I) x—esnek baglantili olsun. O zaman

(X, 7, E) esnek baglantihidir.
Asagidaki 6rnek Onerme 5.2.4 in tersinin genelde dogru olmadigina aittir.

Ornek 5.2.5. (Kandil et al., 2014c) X = {zy, 25,23}, E = {e}
olsun. X tizerinde (Fy, E), (Fy, E) esnek kiimeleri (F1, E) = {e, {x2}} ve
(Fy, E) = {e,{x1,22}} olmak iizere X fizerinde bir esnek topoloji 7 =
{)?,6, (F1, E), (Fy, E)} alinsinve (11, E), (I3, E), (I3, E) esnek kiimeleri agagidaki
gibi tanmimlansin.

(11, B) = {e,{a1}}, (I, E) = {e,{2}}, (I3, E) = {e,{z1,22}}

Bu durumda [ = {@, (L1, E), (I, F), (I3, E)} X tzerinde bir esnek idealdir.

(X, 7, E) esnek baglantihdir fakat (X, 7, E, I) x—esnek baglantisizdir.
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Tamm 5.2.6. (Kandil et al., 2014c) (X,7,E,I) bir esnck ideal
topolojik uzaymda (F,E) ve (G,FE) bog esnek kiimeden farkhi olsun. cl*
(F.E)) @ (G,E) = (F,E) 1 c((G,E)) = 0 ise (F,E), (G,E) »—ayrik
esnek kiimelerdir denir. Burada (F,E) ve (G, E) esnek kiimelerinin rolleri
degistirilebilir. Yani, (F,FE), (G, E) x—ayrik esnek kiimeler ise cl* ((G, FE))
A (F,E) = (G, E) A cl((F, E)) = § olur.

Teorem 5.2.7. (Kandil et al., 2014c) (X, 7, E,I) bir esnek ideal
topolojik uzaymda (F, E)C(G, E), (H, E)C(K, E) ve (G, E), (K, E) —ayrik

esnek kiimeler olsun. O zaman (F, E), (H, E) x—ayrik esnek kiimelerdir.

Kanit. (F, E)C(G, E) ise cl((F, E))Ccl((G, E)) olur. Ayrica (H,E) C
(K, E) ve hipotezden cl((F, E)) 0 (H, E)C cl((F, E)) N (K, E) C cl((G, E)) N
(K,E) = () bulunur. (H,E)C(K, E) ise cl*(H E)Cecl*(K, E) saglamr. Buradan
(F,E)Acl*(H,E) C (F,E)Ac*(K,E) € (G, E)Nel*(K, E) = 0 elde edilir. O

zaman (F, E), (H, E) x—ayrik esnek kiimelerdir.

Teorem 5.2.8. (Kandil et al., 2014c) (X, T, E,I) bir esnek ideal
topolojik uzay olsun. (F, E), (G, E) x—ayrik esnek kiimeler ve (F, E)J(G, E) €
T ise (F, E), (G, E) swrasiyla 7*—agcik ve T—agik esnek kiimelerdir.

Kamt. (F,E)U(G,E) € 7 olacak sekilde (F,E), (G,E) x—aynk
esnek kiimeler olsun. O zaman (F,E)U(G,E) € 7* olur. cl*(G, E) esnek

C *

kiimesi 7*—kapali esnek kiime oldugundan (c*(G, E))° 7% —agik esnek kiimedir.

(F, E)O(G, )Nl (G, E)) = [(F, E)O(G, E)IN[(G, E)U(G, B)
= [(F, E)J(G, E)IN[(G, E)N((G, E))]
= [(F,E)N(G,E) 0 ((G,E))] U [(G.E) O
(G.E) 0 (G E))]

Teorem 5.2.9. (Kandil et al., 2014c) (X, 7, E,I) bir esnek ideal
topolojik uzay olsun. (F, E), (G, E) x—ayrik esnek kiimeler ve (F, E)U(G, E) €
T ise (F, E), (G, E) sirasiyla 7*—kapali ve 7—kapali esnek kiimelerdir.

Kanit. Teorem 5.2.8 un kanitina benzer bigimde yapilir.
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Teorem 5.2.10. (Kandil et al., 2014c) (X, 7, E,I) bir esnck ideal
topolojik uzay ve (F, E), (G, E)ESS(X)E esnek kapali kiimeler olsun. Bu iki
esnek kiimenin x—ayrik esnek olmasi i¢in gerek ve yeter kogul bu iki esnek

kiimenin ayrik olmasidir.

Kamt. (F, E), (G, E) x—ayrik esnek olsun. O zaman cl*((G, E))N(F, E)
= (G,E)Nc((F,E)) = 0 saglanir. Buradan (G, E)N(F,E) = 0 elde edilir.
Sonug olarak (F, F), (G, E) x—ayrik esnek kiimelerdir.

Tersine (F,E) ve (G,E), (F,E)N(G,E) = 0 olacak sekilde esnek
kapali kiimeler olsun. O zaman cl((F, E))N(G,E) = 0 saglanir. Buradan
(G, E))A(F, BE)Cel((G, E)A(F,E) = (F,E)A(G,E) = § elde edilir. O
halde (F, E), (G, E) x—ayrik esnek kiimelerdir.

Tanim 5.2.11. (Kandil et al., 2014c) (X, 7, E,I) bir esnek ideal
topolojik uzay olmak tizere X esnek kiimesi iki *—ayrik esnek kiimenin esnek
birlegimi geklinde yazilamiyorsa (X, 7, E) uzayma xs—esnek baglantili uzay

denir.

Teorem 5.2.12. (Kandil et al., 2014c) (Y,7v,E, Iy), (X, 1, E,I)
esnek ideal topolojik uzaymmn esnek alt uzay1 ve (Fy, E), (Fo, E)CY CX olsun.
(F1,E), (Fy, E) esnek kiimelerinin 7y iizerinde x—ayrik esnek kiime olmasi
icin gerek ve yeter kogul (F, E), (Fy, F) esnek kiimelerinin 7 iizerinde x—ayrik

esnek kiime olmasidir.

Kamt. Kabul edelim ki (Fi, E) ve (Fy, E), 17y lizerinde x—ayrik esnek
kiimeler olsun.Bu durumda

ez ((Fy, E)A(Fy, E) = 0 ve (Fy, B)icly (Fy, E)) =

el ((Fy, )Y (Fy, E) = cl*((Fy, E)(Fo, E) = 0

(Fy, E)Alel, ((Fy, E))AY] = cl,((Fy, E))A(Fy, E) = 0 olur. Boylece

(F1, E), (Fy, E) esnek kiimeleri 7 tizerinde x—ayrik esnek kiimelerdir

Tersi benzer sekilde goriiliir.

Teorem 5.2.13. (Kandil et al., 2014c) (X,7,E,I) esnek ideal
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topolojik uzay ve Y C X olsun. Y esnek alt kiimesinin (X, 7, F, ) ) esnek ideal
topolojik uzayina gore x;—esnek baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Y esnek kiimesinin (Y, 1y, E, fy) esnek alt uzay topolojisine gore x;—esnek

baglantili olmasidir.

Kanit. Y esnek kiimesinin (Y, 7v, E, ]Ny) esnek alt uzay topolojisine gore
*s—esnek baglantili olmadigini kabul edelim. Bu durumda Y = (Fy, E)U(Fy, E)
olacak sekilde (Fy, E), (Fy, E) 7y ilizerinde x—ayrik esnek kiimeleri vardir.
Teorem 5.2.12 ile (Fy, E), (Fy, E) 7 tlizerinde x—ayrik esnek kiimeler olur.
Buradan 17, (X, 1, F, I ) esnek ideal topolojik uzayma gore x;—esnek baglantih

olmadigr bulunur.
Tersi benzer sekilde goriiliir.

Teorem 5.2.14. (Kandil et al., 2014c) (Y,7v,FE, fy) *s—esnek
baglantili alt uzay topolojisi ve Y C(F, E)YJ(G, E) olacak sekilde (F, E), (G, E)
x—ayrik esnek kiimeler olsun. O halde Y C(F, E) veya Y C(G, E) gerceklenir.

Kanit. (F, F) ve (G, E) 7 lizerinde x—ayrik esnek kiimeler olmak {izere
Y C (F,E)J(G, E) olsun. O halde Y = (YA(F,E)) U (YA(G, E)) saglanr.
Buradan (YA(F,E)) U o (YA(G,E)) C (F,E) i cl* (G,E) = 0 elde
edilir. Aynica ol (YA(F,E)) U cd2(YN(G, E)) € c(Y) N (G, E) = § olur.
YA(F, E) ve YN(G, E) bos esnek kiimeden farkli iseler teorem 5.2.13 den Y,
Y, 7y, E, fy) uzayina gore x;—esnek baglantili degildir. Buradan ?ﬁ(F VE) = 0
veya YO(G,E) = 0 saglanir. O halde Y = YA(F,E) = 0 veya Y =
YA(G,E) = () olur. O halde YC(F, E) veya YC(G, E) gerceklenir.
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6 ESNEK /-PARAKOMPAKT UZAYLAR

Bu boliimde tez boyunca incelenen c¢aligmalar 1giginda bir esnek ideal
topolojik uzayin esnek I —parakompakt olma kavrami tanitilacak ve bu kogulu
saglayan uzaylarin oOzellikleri incelenecektir. Ayrica konu cesitli orneklerle

zenginlestirilecektir.

Tanmim 6.1. (Lin, 2013) (X, 7, £) esnek topolojik uzay ve V C SS(X)g

esnek kiimelerin bir ailesi olsun.

(i) Her x, € SP(X)g esnek noktasi igin, V ailesinin elemanlarinin sadece
sonlu tanesiyle kesisecek sekilde z. esnek noktasiin bir U,, esnek komsulugu
var ise )V ailesine yerel sonlu aile denir.

(ii) U € SS(X)g esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Her (U, E) € U igin,
(U,E)C(V, E) olacak sekilde bir (V,E) € V var ise, U ailesine V ailesinin
inceltilmisi denir.

U ailesinin elemanlar1 esnek acik kiimeler ise U ailesine, ) ailesinin

esnek acik inceltilmisi denir. ¢/ ailesinin elemanlar1 esnek kapali kiimeler ise

U ailesine, V ailesinin esnek kapali inceltilmisi denir.

Onerme 6.2. (Lin, 2013) (X,7,E) esnek topolojik uzay ve U =
{(Fs, E) : a € A} esnek kiimelerin yerel sonlu bir ailesi olsun. O zaman

agagidaki ifadeler saglanir.

(i) U ailesinin her alt ailesi yerel sonlu bir ailedir.
(i) V =A{c((Fa, E)) : (Fa, E) € U} ailesi yerel sonlu bir ailedir.
(iii) Cl(U(Fa,E)eZ/{(FwE)) = Uk myeuc((Fa, E)).

Kanit. (i) Kamt agiktir.

(ii)) z. € SP(X)g olsun. Hipotezden herbir o = «ag,as,...,q, igin
U, N(F,,E) # 0 olacak sekilde bir U,, € N, vardir. O zaman her bir a =
a1, Qg ..y O icin Uy, 0 cl((Fy, E)) # () saglanir. Buradan V = {cl((F., E)) :
(F,, E) € U} ailesi yerel sonludur.
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(iii) ze € cl(Uyep(Fas E)) alahm. O zaman her U,, € N, i¢in U,
N (OQEA(FQ,E)) + (0 saglanir. Hipotezden her z, € SP(X)g i¢in, a #
a1, g, ..., o, olmak tizere U, N (Fy, E) = 0 olacak sekilde bir U, € N,
vardir. O halde U, N (O (F.,E)) = ¢ bulunur. Buradan z. %

05‘&041 yX25eeey Qn
77777

Te é Cl (Uael\) (FOH E)) = Cl (UOHéOéLOéQ ..... Qo (FOH E)) U CZ (Ua:ahOQ

~~~~~~

oldugundan z. € cl (U _
oldugu igin,

~~~~~~~~~~~~

C Upencl((Fo, E))
elde edilir.

Tersine U, 5., e €l((Fa, E)) € cl(U g, pye(Far E)) olur.
O halde CZ(U(FQ,E)EZ/{(FO” E)) = Uk myeucl((Fa, E)) bulunur.

Tamm 6.3. (Lin, 2013) (X, 7, E) esnek topolojik uzay olsun. X in her
V esnek acik ortiisiiniin, X uzayimi orten bir yerel sonlu esnek acik inceltilmisi

varsa (X, 7, F) uzayma esnek parakompakt uzay denir.

Tanim 6.4. (X, 7, E, I) esnek ideal topolojik uzay ve (F, F) € SS(X)g
olsun. (F, E') esnek kiimesinin, esnek agik kiimelerinden olusan her {(G,, E) :
a € A} ortiistiniin (F, E)—O{(Va, E) :a € V} e I olacak sekilde bir {(V,,, E) :
a € V} yerel sonlu esnek acik inceltilmisi varsa (F, ) esnek kiimesine (X, 7, E)
ye gore esnek I —parakompakt denir. Ayrica X esnek kiimesi (X, 7, E) ye gore
esnek [—parakompakt ise (X, 7, E) ye esnek I —parakompakt uzay denir.

Ornek 6.5. X = {z1,29,...}, E = {er,es} ve 7, § = {{(e1,0),
(ea, {mi 1)}, {(e1, {z:}), (ea, Q))}}miex’ ailesini esnek alt baz kabul eden topoloji
olsun. I = {(1,E) : (I, E)C{(e1,0), (€2, {z1, 2, w3,...})}} olmak tizere
(X, T, E) esnek topolojik uzay1 esnek I—parakompakttir.

Onerme 6.6. Her (X, 7, E) esnek parakompakt topolojik uzayi, X
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iizerinde bir I esnek idealine gore, esnek I —parakompakttir.
Kanit. § € T oldugu icin kanmit aciktir.

Uyar16.7. (X, 7, E) esnek topolojik uzay olsun. Bu durumda agagidakiler

vardir.

(i) I= {@} ise esnek 1- —parakompakt uzay ile esnek parakompakt uzay
cakigiktar.

(i) (X, 7, E) esnek topolojik uzayi, esnek ]N—parakompakt ve j, X
iizerinde I C J olacak sekilde bir esnek ideal olsun. O zaman (X, 7, E) esnek

J—parakompakttir.

Teorem 6.8. Bir (X, 7, F) esnek I —parakompakt uzaymn esnek kapali

alt kiimelerinin sayilabilir birlegimi, esnek I —parakompakt alt uzaydir.

Kanit. (A, E), esnek kapali alt kiimelerin sayilabilir birlegsimi olsun. O
zaman her ¢ € N icin (A;, E') esnek kapali olmak iizere (A, E) = D{(Ai, E):
i € N} olur. (A, E) esnek kiimesinin U = {(Ua, E),a € A}, T(a,p —ack
Ortiisiini alalm. Her o« € A igin (V,,E) € 7 olmak iizere (U,, E) =
(Vi E)A(A, E) vardir. O halde Uy = {(Vo, E) : o € AYO{X — (A;, E) : i € N},
X uzayinin esnek agik ortiisiidiir.

Hipotezden, bir (I,E) € I icin X = {(Vs,E) : B € VIO, E)
olacak gekilde U; esnek ailesinin, V; = {(V3,E) : 8 € V} yerel sonlu
esnek acik inceltilmigi vardir. O halde G = {(V3,E) @ (V3,E) € Vy ve
(Vs, EYN(A;, E) # 0,Yi € I} ailesi yerel sonludur. (Vz, E) € G alalim.
Vi, U, ailesinin esnek inceltilmigi oldugundan (V3, E)C(U, E) olacak sekilde
(U,E) € Uy vardir. O zaman (U, E) = (V,, E) olmahdir. X = D{(VB,E) :
B € VIO(I, E) oldugundan (A, E) = (U{(Vs, E) : 8 € V}U(I, E))7(A, E)
bulunur. Buradan (A, F) = O{(Vﬁ,E)ﬁ(A, E): 8 € VIU((A, E)N(I,E)) ve
(A, E) € U{(Vs, EYA(A,E) : B € VYUl elde edilir.

Ga = {(Vs3, EN(AE) : (V3,E) € G ve B € V} olsun. z.€(A, E)
olsun. G yerel sonlu oldugundan, her 8 # B, ..., 3, i¢in (Vz, E)N(W, E) =

0 olacak gekilde bir (W,E) € Nw.) vardir. Buradan her g # Bi,..., 0,



46

icin ((Vs, E)N(A, E))N((W, E)N(A, E)) = 0 saglanir. O zaman G, ailesi,
T(a.m) verel sonlu esnek agiktir. (Vs, E) € G olmak iizere (Vg, E)N(A, E) €
Ga alalm. Oyle bir (V,,E) € U, icin (Vs, E)C(V,, E) olur ve buradan
(Vi, E)A(A, E)C(V,, EYA(A, E) bulunur. G4 ailesi, U ailesinin esnek incel-
tilmigidir. Sonug olarak (A, E) esnek I A—parakompakttir.

Sonug 6.9. (X,7,FE) esnek [—parakompakt uzay olsun. (A4, E) €
SS(X) g esnek kapah kiime ise (A, 74, E) esnek topolojik uzayi esnek I ,—parakompakttir.

Teorem 6.10. (X, 7, F) esnek I—kompakt uzay ise (X, 7, E) esnek

I —parakompakt uzaydir.

Kanit. {(U,, E) : « € V} ailesi X in esnek acik drtiisii olsun. Hipotezden
X — O{ (U, E) : v € Vg } olacak gekilde V nin sonlu bir Vg alt kiimesi vardir.
V={(Ua, E):a€ Vo} ailesid = {(U,, F) : a € V} ailesinin yerel sonlu acik

inceltilmigidir. O halde (X, 7, E) esnek I—parakompakt uzaydir.
Ornek 6.11 Teorem 6.10 un tersinin genelde dogru olmadigma aittir.

Ornek 6.11. Ornek 6.5 deki (X, 7, E) esnek topolojik uzaymi alalim.

V= {{(e1,0), (e2, {mi})}, {(e1, {z:}), (eo, @)}}x_ex ailesi, X uzayimin esnek agik
ortisidiir. Fakat (X, 7, F) uzay: esnek I—kompakt degildir.
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7 SONUC

1999 yilinda Molodstov tarafindan ilk kez ortaya atilan esnek kiime
kavrami 2014 yilinda esnek ideal kavraminin ortaya atilmasiyla geniglemis ve

bu alanlarda pek ¢ok ilerleme saglanmigtir.

Biz de bu tezdeki ¢aligmalarimizi A. Kandil, O. A. E. Tantawy, S. A.
El-Sheikh and A. M. Abd El-latif, 2014 yilinda yayinlanan ”Soft Ideal Theory
Soft Local Function and Generated Soft Topological Spaces” adli makalesi ve
yine ayni y1l yayimlanan ”Soft Connectedness Via Soft Ideals” makalesini temel

alarak yaptik.

Ayrica, esnek ideal topolojik uzaylar iizerindeki ozellikleri ve 6nermeleri
inceleyerek orneklerle destekledik. Daha sonra, esnek I —parakompakt uzay
tanimin1 ve bu uzay tzerindeki bazi teoremleri verdik. Konularin daha iyi

anlagilmasini saglamak i¢in 6rneklerle caligmay1 destekledik.
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