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OZET

MATEMATIKSEL FiZIiKTE BAZI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
KESIRSEL MATEMATIKLE COZUMLERININ INCELENMESI

OK BAYRAKDAR, Zahide

Doktora Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danmigsmant : Prof. Dr. Fevzi BUYUKKILIC
Aralik 2016, 91 sayfa

Dogada ve beseri yasamda stokhastik olarak gelisen bir¢ok karmasik sistem
bulunmaktadir. Bu tez calismasinda, karmasik fiziksel sistemlerin dinamigini tas-
vir etmekte standart matematiksel fizigin yetersizligi gosterilmekte ve stokhastik
sistemleri gercege yakin tasvir eden kesirsel matematigin 6nemi agiklanmaktadir.
Ancak goriiliiyor ki, kesirsel matematik, matematiksel tanimlardan Gteye geceme-
mektedir. Kesirsel matematigin karmasik sistemleri tasvir etmekte basarili olmasi-
nin temelinde yatan fiziksel mekanizmay1 agiga ¢ikarmak amaciyla, sistemin, kii-
miilatif olarak gelisimini hesaba katan Fibonacci yaklagimindan hareketle kiimii-
latif yontem gelistirilmektedir. Buradan hareketle, fraktal bir uzayda, bellek etki-
leri ile gelisen karmagik siireclerin, kesirsel matematikle paralel olarak kiimiilatif
yontemle de ele alinabilece8i gosterilmektedir. Kiimiilatif yontemde karmasik fi-
ziksel sistemin gelistigi ¢cevrenin fiziksel 6zelligi o parametresi ile girdirilmektedir.
Bizim formiilasyonumuza gore, fiziksel sistemlerin gelisimi, kiimiilatif yontemin
operator teknigi ile ele alinmaktadir. Bizim yaklasimimizda, operator kuvveti ola-
rak ortaya ¢ikan o parametresi, kesirsel matematigin differintegral mertebesine kar-
silik gelmektedir ve v parametresi fiziksel sistemin c¢evresi ile olan etkilesmesinin
bir dlciisii olarak ele alinmaktadir. S6z konusu yontemlerin uygulanmasi1 amaciyla,
Brown hareketleri, niifus dinamigi, canlilarin yasam ve 6liim olasiliklarinin arasti-
rilmasi kiimiilatif yaklagimla ve kesirsel matematik cercevesinde de ele alinmakta-
dir. Cevrenin, canli niifus dinamigine, bireyin yasam ve 6liim olasiliklarina etkisi

cizilen grafikler lizerinde o’ ya bagli olarak gosterilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Riemann-Liouville kesirsel integrali, Caputo kesirsel
tiirevi, Mittag-Leffler fonksiyonu, kiimiilatif kii¢ciilmeler/biiytimeler, Brown hare-

ketleri, niifus dinamigi, yasam ve 6liim olasiliklari.
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ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE SOLUTIONS OF SOME DIFFERENTIAL
EQUATIONS IN MATHEMATICAL PHYSICS WITH FRACTIONAL
CALCULUS

OK BAYRAKDAR, Zahide

PhD in Physics
Supervisor : Prof. Dr. Fevzi BUYUKKILIC
December 2016, 91 pages

In nature as well as human life, there exists many complex systems which de-
velops stochastically. In this thesis, the insufficiency of the standard mathematical
physics for describing the dynamics of complex physical systems are presented and
the importance of the fractional calculus in describing stochastic systems realisti-
cally are outlined. With the aim of to reveal the physical mechanism underlying
the success of fractional calculus to describe complex stochastic systems, cumula-
tive method is developed in view of the Fibonacci approach which takes care of the
development of the system in a compound manner. Thus, it is seen that complex pro-
cesses which evolve in a fractal space with memory effects could be handled with
cumulative method in parallel to the fractional calculus. In cumulative method, the
physical property of the environment in which the complex physical system evolves
is imposed with a parameter «. In our derivation, the development of physical sys-
tems have been handled with the operator technique of the cumulative method. In
our approach, the parameter o emerges as the power of the operator which corres-
ponds to the order of the differintegration of the fractional calculus and parameter o
is considered as a measure of the coupling of the physical system with its environ-
ment. For the purpose of application, the investigation of the Brownian movements,
population dynamics and the life and the mortality probabilities of the living cre-
atures are considered within the framework of fractional calculus and cumulative
approaches. The effects of environment on the living population dynamics, life and

mortality probabilities of individuals are illustrated via o on the sketched figures.

Keywords : Riemann-Liouville fractional integral, Caputo fractional deriva-
tive, Mittag-Leffler function, cumulative diminution/growth, Brownian motion, po-

pulation dynamics, survival and mortality probabilities.
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1. GIRIS

Hareket denklemlerini ifade eden diferansiyel denklemler ve ¢coziimleri olan
analitik fonksiyonlar, deterministik fiziksel diinyanin bir mekaniksel tasvirinde ye-
terli goriilmiistiir. Ancak diizensiz olarak gelisen, lokal olmayan dinamige sahip
karmasik sistemlerde mekaniksel yaklasim, uzun zaman bellek, uzun menzil uzay

etkilesimlerini ihmal etmektedir.

Karmasik olaylar zaman i¢inde Oklidiyen olmayan bir uzayda Markoviyen ol-
mayan bir bellekle gelisirler. Bu siirecler ters kuvvet yasasi formunda korelasyona
sahiptirler ve kesirsel matematik kullanilarak tasvir edilirler. Karmagik sistemler ve
onlarin yapisal ve dinamik 6zellikleri, temel 6lgeklerdeki genis cesitlilik, parcacik-
lar arasinda giiclii etkilesmeler ya da zaman igerisinde 6ngoriilemez ya da anormal
bir gelisim ile karakterize edilmektedir. Genel olarak bu tip sistemlerin zamansal
gelisimi uyumlu olduklart standart yasalardan saparlar, basit bir iistel durulma ya-
sas1 bu sistemlerin durulma kavramlarin1 ve kinetiklerini tanimlamakta yetersizdir
(West et al, 2003; Metzler and Klafter, 2000; Hilfer, 2000; West, 2014; Luo and
Afraimovich, 2010).

Ele alman bir fiziksel niceligi, ¢cevresinden ve evrildigi ortamdan izole dii-
sinmek miimkiin degildir. Gergek ortamlar, son derece karmasik ve diizensiz bir
fraktal yap ile karakterize edilirler. Genel olarak bu mekansal karmasik yapi, kii-
melerin fraktal boyutu ile tasvir edilmektedir. Karmagik dinamik sistemler, Oklid
geometrisi ve Markoviyen bellekle tasvir edilemediginden stokhastik modeller 6ne
cikmaktadir (Tarasov, 2005a). Istatistiksel mekanigin geleneksel anlayist mikros-
kobik ve makroskobik zaman Ol¢eklerinin ayrilmasi temeline dayanir. Bu ayrilma
saglandi1g1 zaman geleneksel istatistiksel fizik gecerlidir. Karmasik sistemler, klasik
diferansiyel denklemlerle tasvir edilemezler. Brown hareketi karmasik sistemlerin
ilk temel ornegidir. Brown hareketi, bir akiskan igerisindeki bir parcacigin, akis-
kanin molekiilleri ile olan rastgele etkilesimlerini ifade eden stokhastik Langevin
denklemi

dv
me = —Cv+0F(t) (1.1)
ile modellenir. Langevin denkleminde —(wv, parcacigin hareketinden kaynaklanan
siirtiinme kuvveti, § F'(t) sivi molekiillerinin pargaciga rastgele carpmalarinin so-
nucu olusan fiiliikkte eden rastgele kuvvettir. Burada fiiliikte eden kuvvet Gaussyen

dagilima sahiptir ve bu kuvvet i¢in korelasyon fonksiyonu

< SF(H)6F(t') >= 2B8(t — t') (12)



ile tanimlanir. Burada B = (kg1 difiizyon katsayisi, kp Boltzman sabitidir. Bu
ifade fiiliiktiiasyon-kayip ilskisi olarak bilinmektedir. Korelasyonun Delta fonksi-
yonu ile ifade edilmesi, siirecin Markoviyen bir bellekle gelistiginin gostergesidir.
Brown difiizyonunun klasik modeli ve basit bir iistel durulma yasasi, karmagik sis-
temlerin kinetiklerini tanimlamakta yetersizdir. Ornegin, dielektrik durulmas, likit
kristalleri, faz ge¢isleri, hava kirliliginin atmosferdeki difiizyonu, hiicresel diftizyon
stirecleri, network trafigi, giiclii manyetik alanlar boyunca sinyal iletimi, organizma
ve ekosistem dinamikleri gibi karmasik fiziksel sistemlerde iistel formda ifade edi-
lemeyen, bellegin sistemin dinamigine etkisi gdsteren uzatilmis iistel ve ters kuvvet
yasast formundaki durulma fonksiyonlari, siirecin Markoviyen olmayan dogasinin

isaretidir. Bu durumda fliiktiiasyon-kay1p iligkisi, bir bellek fonksiyonu cinsinden
<SF@#)SF(t') >=< 2(t) >¢q K(Jt —1t']) (1.3)

tamamlanir (Hilfer, 2000; Kilbas et al, 2006; West et al, 2003). Burada bellek fonk-

siyonu ¢~? formundadir ve /3 iisteli siirecin dinamik mekanizmasina gore belirlenir.

Fiziksel sistemlerin daha gergcege yakin bir tasvirini yapmak i¢in siireclerin lo-
kal olmayan dinamigini, bellek etkilesimlerini ve bu siireclerin gerceklestigi fraktal
ortamlarin yapisin tasvirde kesirsel matematigin diferansiyel ve integral hesabinin
geregi ortaya ¢ikmaktadir. Kesirsel mertebeli tiirev ve integral denklemleri, biin-
yesinde anormal siirecleri ve fraktal ortamlar1 barindiran bircok karmagik sistemin

dinamigini anlatmakta basarilidir.

Kesirsel matematigin karmasik fiziksel sistemleri tasvirdeki onemi nedeniyle
kisaca tarihine deginmek yerinde olur. Kesirsel kalkiiliis ya da kesirsel matema-
tik olarak adlandirilan ve tamsayili mertebeden olmayan tiirev ve integral hesap,
1695 yilinda M.L'Hospital’in, G.W. Leibniz’e yoneltti8i, tiirev mertebesinin 1/2.
mertebeden olmas1 durumunun ne anlama geldigi sorusuyla baglar. Bunun ardindan
Euler (1730), Lagrange (1772), Laplace (1812), Lacroix (1819), Fourier (1822)’in
katkilarina ragmen, asil sistematik ¢aligmalar 19.ylizy1l ortalarinda Lioville (1832),
Riemann (1847), Holmogren (1865) tarafindan yapilmusgtir. Ozellikle matematikgi-
lerin 6nderligindeki arastirmalar dogrultusunda, Griinwald (1867), Letnikov (1868),
Sonin (1869), Laurent (1884), Nekrassov (1888), Krug (1890), Weyl (1917), Riesz
(1949), Marchaud (1957) ve diger bilinen bir cok matematik¢inin caligmalariyla
differintegral teorisinde onemli gelisme saglanmis ve kesirsel hesap rasyonel, irras-
yonel ve karmagik say1 mertebeli tiirev ve integral operatorler hesabi olarak giin-
cel formuna ulagsmistir. Literatiirde kesirsel mertebeli tiirev ve integal hesap yerine
cogunlukla keyfi mertebeli tiirev ve integral hesap ifadesi kullanilir (Kilbas et al,
2006; Oldham and Spanier, 1974; Hilfer, 2000). Keyfi mertebeli tiirev ve integral



hesap bir matematik disiplin olmakla birlikte giiniimiizde kaotik dinamikleri iceren
uygulamalarda (Zaslavsky, 2002), fraktal ortamin mekaniginin tasvirinde (Carpin-
teri and Mainardi, 1997; Tarasov, 2005a,b), kuantum mekaniginde (Laskin, 2000;
Naber, 2004), fiziksel kinetikler (Zaslavsky, 2002; Saichev and Zaslavsky, 1997),
anormal difiizyon ve iletim teorisi (Montroll and Shlesinger, 1984; Uchaikin, 2003),
ekoloji (Ahmed et al, 2007), niifus (Rivero et al, 2011) gibi alanlarda yaygin olarak
kullanilmaktadir. Ayrica akigskanlar mekanigi, kendine benzer dinamik sistemler,
elektriksel aglar, olasilik ve istatistik, kontrol teorisi ve dinamik sistemler, visko-
elastik, optik, kimyasal ve biyolojik fizik gibi bir¢ok alanda gercege yakin tasvirler
icin kesirsel matematigin geregi ortadadir (Podlubny, 1999; Coffey and Kalmykov,
2006; West et al, 2003). Kesirsel matematigin basarisindaki fiziksel mekanizmay1
ortaya koymak iizere, bu ¢alismada, ¢evresi ile etkilesen ve fraktal yapili ortamlarda
gelisen dinamik siireclerde bellek etkileri, kiimiilatif artma/azalma yontemi ile ele
alinmaktadir (Biiyiikkili¢ and Demirhan, 2008a,b; Biiytikkili¢ et al, 2015, 2016).

Bu tez ¢alismasi asagidaki sekilde diizenlenmektedir. Girig boliimiine miite-
akkip ikinci boliimde, bu tez kapsaminda kullanilan kesirsel matematigin en sik
kargilasilan tiirev ve integralin matematiksel tanimlar1 ve onlarin baz1 6zellikleri
kisaca tanitilmaktadir. Uciincii boliimde, kiimiilatif kiiciilme ve biiyiime siiregleri-
nin operator modelinden hareketle, kesirsel matematigin differintegral operator ta-
nimlari elde edilmektedir. Dordiincii boliimde, bir fiziksel siirecin asinma dinamigi,
kiimiilatif azalma ve kesirsel matematik yontemleri ile sunulmakta ve elde edilen
sonuglar irdelenmektedir. Besinci boliimde, denge disi, anormal dinamiklerin tas-
virinde onemli olan Langevin denkleminin kesirsel mertebeye genellestirilmis bir
formu ortaya konmakta ve kiimiilatif yaklasimla bir tasviri yapilarak, denklemle-
rin ¢oziimleri arasinda iligki kurulmaktadir. Altinc1 boliimde, bir fiziksel siirecin
biliylime dinamigi, ¢evresiyle etkilesimi de goz oniinde bulundurularak kiimiilatif
biiylime ve kesirsel matematik yontemleri ile ele alinmaktadir. Burada siirece da-
hil olan bir « fiziksel parametresi, kesirsel operatorlerin mertebesi olup, sistemin
cevresi ile etkilesiminin bir Olciitii olarak degerlendirilmektedir. Yedinci béliimde,
kiimiilatif olarak gelisen siireclerin bir uygulamasi olarak, canli niifusunun zaman
icindeki gelisimi, kiimiilatif biiyiimeler baglaminda irdelenmektedir. Sekizinci bo-
liimde, canli dinamiginden hareketle, bir canlinin yasam ve 6liim olasiliklarini tasvir
eden bagintilar kiimiilatif biiylime yontemi cercevesinde ele alinmaktadir. Bir niifu-
sun biilyiimesi, ¢evrenin kisitlayici etkisi nedeniyle sinirlandirilarak, bilinen dog-
rusal olmayan lojistik diferansiyel denklemlerle iligkisi ortaya konulmaktadir. Son
boliimde sonuglar yer almaktadir. Ekte ise Lebesgue fonksiyonlari, Laplace donii-

stiimii ve Mittag-Leffler fonksiyonu verilmektedir.






2. KESIRSEL MATEMATIK

Karmagik sistemlerin gelisiminin tasviri kesirsel matematikle basarili olarak
yapilmaktadir. Bu itibarla kesirsel matematigin tiirev ve integral tanimlarinin kisaca
tanitilmas1 yararl olacaktir. Ayrica kesirsel diferansiyel denklemlerde bir ¢oziim
yontemi olarak sikca kullanilan Laplace doniisiimii 6zellikleri ele alinmasi yerinde
olacaktir. Kesirsel matematigin differintegral operatorlerinin birbirine denk olmasi
gerekmeyen c¢ok cesitli tanimlart mevcuttur ve bu tanimlardan her biri farkli bir
cikis motivasyonuna sahiptir. Asagida, bu operatdrlere ait tanimlardan en yaygin
kullanima sahip olanlarin ve bu operatorlerin bazi ozellikleri ele alinacaktir. Bu
boliimde tanitilan differintegralin tanimlarinin kiimiilatif metodla, operator teknigi

ile elde edilmesi bir sonraki boliimde verilmektedir(Biiyiikkili¢ et al, 2016).

2.1 Kesirsel Tiirev ve Integral Tanimlari

2.1.1 Griinwald-Letnikov kesirsel differintegrali

A.K.Griinwald (1867) ve A.V.Letnikov (1868)’un gelistirdigi tanimda, kesir-
sel tiirev ve integral igslemi tek bir formulasyonla ifade edilebilmektedir. Bu yakla-
sima gore, bir [a, b] araliginda tanimli bir f fonksiyonun, ¢. mertebeden differinteg-

rali

af A e SN ) r—a
————— = lim N : fle—7 2.1
{P<—q> 2L T(j+1) =il77))

ile verilmektedir. Bu esitlik, ¢ > 0 i¢in kesirsel tiirev, ¢ < 0 icin kesirsel integral
ifadesidir (Oldham and Spanier, 1974; Kilbas et al, 2006; Hilfer, 2000). Bu tanim,

bir f(z) fonksiyonunun n € N mertebeden sonlu fark olarak ifade edilen

n

FM () =1im Y (=1)* (Z)f(x —kh), (x,h € R) (2.2)

h—0
k=0

tirev formiiliiniin, kesirsel mertebeye genellestirilmis bir formudur (Hilfer, 2000).

(2.1) ile verilen Griinwald-Letnikov (GL) tanimi, uygulandig1 fonksiyona en
az kisitlama getiren ve fonksiyonun yalnizca tanimli olmasini gerektiren bir ifade-

dir. Bu tanim, bir fonksiyonun differintegralini, fonksiyonun tiirev ve integralleri



kullanilmadan hesaplamaya olanak saglamaktadir. Ancak limit hesab1 zorluk yara-
tabileceginden bu tanim, pratik hesaplamalar acisindan ¢ok kullanish degildir (Old-
ham and Spanier, 1974; Miller and Ross, 1993; Hilfer, 2000).

2.1.2 Riemann-Liouville kesirsel integrali

Riemann-Liouville(RL) tanimu, bir f(¢) fonksiyonun, n-katli tekrarli integrali
olan Cauchy integral formiiliiniin dogal bir genellemesidir. Bu yaklagim gore, RL
integral tamimi su sekilde ifade edilmektedir (Carpinteri and Mainardi, 1997; Samko
et al, 1993):

Tamim 2.1.2.1. Q = [a,b] (—o0 < a < b < o0) Reel eksen R iizerinde sonlu bir
kapalr aralik olmak iizere, o« € C (R(a) > 0) mertebeden I, f ve I{" f Riemann-

Liouville kesirsel integralleri sirastyla

(Lo f) (@) = (1a) / ) (xf _(t;)(ft_a, (x> a; R(a)>0) (2.3)

ve

(I f) (2) = F(la) / (tf (t))‘ft_a, (x<b R)>0) 24

esitlikleriyle tanimlidir. Burada T (o), Gama fonksiyonudur. (2.3) ve (2.4) egitlikleri

ile verilen bu integrallere sirasiyla sol ve sag kesirsel integralleri denir.

a =n € Niken, (2.3) ve (2.4) tanimlar1, agsagida verilen

(I ) (2) = / "ty / " by / " bt

1 v n—1
- =5 / (x— )" F(t)dt (n€n) (2.5)
(I f) (z) = /b "ty btl dts... bt”_l F(t)dt 2.6)
1 b el
- / (t—2)" f(O)dt (nen) 2.7)

integralleri ile ¢akisir.

RL kesirsel integral operatoriiniin baz1 temel 6zellikleri soyledir (Kilbas et al,
2006; Samko et al, 1993):

e « = ( i¢in birim operatér 6zelligi I°, f(z) = f(x) gegerlidir.



o R(a) > 0ve € C(R(S) > 0) olmak iizere,

( o (t— a)ﬁ_l) () = T o (ljﬁ(f)a) (z —a)Ptot (2.8)
A~
(1 0= 07 7) (0) = 1y O 2 2.9)

esitlikleri gecerlidir.

o [ fvel fXkesirselintegrasyonlarin yari grup dzelligi, (o) > 0 ve R(5) >

0 olmak iizere,
(122 ) (@) = (125 ) )ve (B 1) (@) = (577 ) (@) 2.10)

esitlikleri hemen her = € [a, b] kapali araligindaki noktada, f(z) € L,(a,b)
(1 < p < o0) igin saglanir Bkz.Ek-9).

e Yari grup 6zelligi ve integral siralarinin degisim ozelligi ile ilgili Dirichlet

formiilunden

(122 £) @) = (1) (@) ve (B0 £ ) (2) = (B 1 f) (@)
(2.11)
esitlikleri gecerlidir.

2.1.3 Riemann-Liouville kesirsel tiirevi

Tamim 2.1.3.1. o € C (R(«) > 0) olmak iizere, Riemann-Liouville kesirsel tiirev-

leri D2,y ve D;"y sirastyla,

(Dgry) (x) :

Il
7 N
QL
S~
~_

3
~
eS|

Q

<

SN—"
&

T T(n—a) (d:v) /a @—p (n=R@)]+1 z>a) (212

ve

_ L (AN wd e s
_ ( )L(t o (=R@EL 2 <h. @13)



integralleri ile tanimlanir. Burada, [R(«)], R(«) min tam degeridir.

Yeterince diizgiin(diferansiyellenebilir) bir f(x) fonksiyonu i¢in, f(x)’in GL

kesirsel tiirevi ve RL kesirsel tiirevi birbirine denktir ve

dif
— = = D% f(x). 2.
[d(x —a)]a ar /() (2.14)

gecerlidir.
RL kesirsel tiirev operatoriiniin bazi temel 6zellikleri sdyledir (Kilbas et al,

20006):

e R(a) > 0ve § € C olmak iizere,

(D3 (6 —a)') () = % (r—af R@)>0 (215

esitligi gecerlidir.
e Ozel olarak 3 = 1 icin bir C sabitinin RL kesirsel tiirevi sifirdan farklidir ve

(z—a)"”
I'l—a)

(D2.C) (x) = C, (DXO)(z)= %C, (0 < R(a) <1)
(2.16)

seklinde tanimlanir.

e Kesirsel diferansiyel operatoriiniin, kesirsel integralin sol tersidir. Yani
R(a) > 0ve f(z) € Ly(a,b) (1 <p < oo) olmak iizere,

(D12 ) (@) = fle)ve (DRI f) (2) = fla)  (R(a) >0)  (2.17)
esitlikleri, [a, b] araliginda hemen hemen her yerde gecerlidir.

e R(a) > R(L) > 0ise f(x) € Ly(a,b) (1 <p < o0)igin

(D21t ) (@) = 1377 (e ve (D) I f ) (2) = f(2) R(a) >0,
(2.18)

esitlikleri [a, b] araliginda hemen hemen her yerde gecerlidir.

o R(a) > 0,n = [R(a)] +1ve falx) = (I1°f) (x), n — o mertebeden
kesirsel integral olmak iizere,
l<p<Koove f(r) € I¢ L, ise

(Ig+ D+ f)(x) = f(x), (2.19)



esitligi [a, b] araligindaki hemen hemen her yerde gecerlidir.

2.1.4 Caputo kesirsel tiirevi

Ozellikle baslangi¢c deger problemlerinde, kesirsel tiirev tanimi olarak sikca
karsilagilan bir diger yaklasim Caputo’ya aittir. Caputo kesirsel mertebeden tiirevi
asagidaki sekilde tanimlanir(Gorenflo and Mainardi, 2008; Podlubny, 1999):

Tamm 2.1.4.1. R(a) > 0 olmak iizere, y(z) € AC™[a,b] ise, (“D% y)(x) ve
(“Dg_y)(z) Caputo kesirsel tiirevleri [a,b] kapali araligi reel eksen R’de hemen

her yerde tanimlidrr.

a ¢ Ny ise,

S
(€D y)(x) = F(nl—a) / (;’_ t()i)djﬂ = (I"7°Dy)(2) (2.20)

ve

1) b (n)
D) = s [ i = GNP 22D

esitlikleri ile tammlidwr, burada I)' " ve I}~ sirasiyla sol ve sag R-L kesirsel in-
tegrallerive D = d/dx ve n = [R(«a)] + 1dir.

(2.20) ve (2.21) tanimlarindan, c keyfi bir sabit olmak iizere
(“D%c)(z) =0 ve (“Dic)(z)=0 (2.22)

oldugu anlagilir. Bu sonug, Caputo tiirevini, (2.16) tanim ile verilen sabitin RL

kesirsel tiirevinden ayiran bir diger 6zelliktir.

Caputo kesirsel tiirev operatorii i¢in agsagidaki 6zellikler gecerlidir:
e o =n € Njicin,
(“Dgey)(x) = y"ve(“ Dy-y)(x) =y (2.23)
ifadesi vardir. Ozel olarak o = 0 igin
(“Dary)(x) = (“Dy-y)(x). (2.24)

esitligi saglanir.
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e o € C mertebesinden Riemann-Lioville kesirsel tiirev operatorleri (DS, y)(x)
ve (D;y)(x) sirastyla (2.12) ve (2.13) esitlikleri ile tanimlansin. o mertebe-
sinden (D%, y)(x) ve (° D{ y)(z) tiirevleri, Riemann-Lioville kesirsel tiirevi

cinsinden sirasiyla

“Dsn)(a) = (2 [uto) - S, oo e

ve

<

A0
(CDgy)(x) == (Dg [y(t) - (b= t)’“} ) (z) (2.26)
k=0
seklinde ifade edilir. Burada, o ¢ Ny icin n = [R(a)] + 1 ve a € Ny i¢in
n = « dir. (2.25) ve (2.26) tamimlarindan hareketle, Caputo kesirsel tiirev
operatOriiniin, etki ettigi fonksiyonun tamsay1 mertebeden tiirevlerine ve bas-

langi¢ kosullarina baglhig: goriiliir.

e Caputo tiirevinin, tamsay1 mertebeli tiirevlerle iligkisi agagidaki esitlikle veri-

lir:

lim (°Dp)e) = y(a) + [ YOt =y (), n=1.2,...
g (2.27)

(2.16) ozelligine gore sabitin RL kesirsel tiirevinin sifirdan farkli olmasi den-
gedeki bir sistem i¢in enerji kaybinin varli§inin bir gostergesidir. Bununla birlikte
(2.27) ozelliginden dolay1 Caputo kesirsel mertebeli diferansiyel denklemlerin bag-
langi¢ kosullar1 bilinen adi diferansiyel denklemlerde kullanilan kosullar gibi tam-
say1 mertebeli sekilde yazilabilirken RL kesirsel mertebeli bir diferansiyel denkle-
min baslangi¢ kosullar1 fonksiyonun kesirsel tiirevlerinin o noktadaki limit durum-
lariyla belirlenir. RL kesirsel tiirev taniminin bu karakteri fiziksel olmayan baglangi¢
degerlerinin ortaya ¢ikmasina neden olur. Bu anlamda kesirsel matematigin Caputo
formiilasyonu mekanik sistemlerin baglangi¢ deger problemlerini temsil etmesi agi-
sindan daha elveriglidir. Caputo kesirsel tiirevinin mekanik sistemlerin baglangi¢
deger problemlerini daha iyi ifade etmesi, RL kesirsel tiirevinin fiziksel bir karsilig1
olmadig1 anlamina gelmez. RL kesirsel tiirevi de elektrodinamikteki gercek fizik-
sel sistemlerin tasvirinde kendiliginden ortaya ¢iktif1 goriilmektedir. Ornegin, di-
elektrik bir ortam icerisindeki elektromanyetik alanlar, Riemann-Liouville zaman-
kesirsel diferansiyel denklemleri ile ifade edilir (Podlubny, 1999; Tarasov, 2010).

Caputo kesirsel tiirevinin tanimi, n. mertebeden tiirevin mutlak integrallene-

bilir olmasini gerektirdigi i¢in, RL kesirsel tiirev tanimina gore daha kisitlayicidir.
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Caputo kesirsel tiirevi taniminda, oncelikle adi tiirevi takiben bir kesirsel integral
hesaplanarak istenen kesirsel tiireve ulagilirken, RL kesirsel tiirev taniminda bu is-

lemler ters sirada gerceklesir (Tarasov, 2010).

2.2 Kesirsel Tiirev ve Integrallerin Laplace Doniisiim-

leri

Kesirsel mertebeden tiirev ve integral denklemlerin ¢coziimlerinde cesitli yon-
temler kullanilmaktadir. Bunlardan biri de Laplace doniisiim yontemidir. Bu bo-

liimde, kesirsel tiirev ve integrallerin Laplace doniisiimlerine kisaca deginilecektir.

Kesirsel diferansiyel denklemlerin Laplace doniisiim yontemi ile ¢oziimle-
rinde tiirev ve konvoliisyon operatorlerinin Laplace doniisiimlerine ihtiya¢ duyul-
maktadir. ¢ € C*(R") olmak iizere, ¢ fonksiyonunun k. mertebeden adi tiirevinin

Laplace doniistimii
LD pO)ls) = (L0)(s) = S #IHDIRO) (heN)  @29)

esitligi ile tanimlanir. Diger taraftan = € R olmak iizere, h(t) ve ¢(t) fonksiyonla-

rinin R {izerindeki konvoliisyon operatorii

hxo=(hx*yp)(r):= /096 h(z —t)p(t)dt (2.29)

ile tanimlidir. Uygun h ve ¢ fonksiyonlart i¢in (2.29) konvoliisyonunun Laplace
doniigiimii icin

(L(hx@))(s) = (Lh)(s)(Lp)(s) (2.30)
esitligi gecerlidir.

(2.3) ve (2.4) esitlikleri ile verilen RL integral tanimlar1 dogrultusunda, (o) >
0 i¢in kesirsel mertebeden /7, integrali, iki fonksiyonun konvoliisyonu olarak

I8 f(x) = [f(x) * —)} R(a) > 0 (2.31)

yazilir. Buradan, Laplace doniisiimii yonteminin (2.30) esitligi ile verilen konvoliis-

yon ozelligi kullamilarak kesirsel mertebeden I, RL integrali i¢in

(LG f(2)](s) = s (Lf)(s) (2.32)
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yazilabilir. Burada

L[] =5 (2.33)
esitligi kullamlmistir(Samko et al, 1993).

Riemann-Liouville kesirsel tiirevi i¢cin Laplace doniisiimii
(03 d " n—«
Lol =< | =) Beer|(s)

n—1

= s"(Lf)(s) = Y s" DRI ) (04) (2.34)

esitligi ile tammlanir.

Herhangi bir b > Oi¢cina > 0,7 — 1 < @ < n (n € N) olmak iizere y(z) €
C™(R*),y™(z) € Li(0,b)igin (Ly)(s) ve L[D™y(t)] Laplace doniigiimleri taniml

ise Caputo kesirsel tiirevinin Laplace doniistimii

—_

(LED§y)(s) = s*(Ly)(s) — Y s> H(DFy)(0), (2.35)

3

=
Il

esitligi ile tanimlanir (Kilbas et al, 2000).

(2.34) esitliginden goriildiigii tizere Riemann-Lioville kesirsel tiirevinin Lap-
lace doniisiimiinde, baglangi¢ kosullarinin kesirsel mertbeden ifade edilmesi, fi-
ziksel yorum acisindan zorluk yaratmaktadir. Buna karsilik (2.35) esitligi ile ve-
rilen Caputo tiirevlerinin Laplace doniisiimiinde, baslangi¢ kosullari, fiziksel olarak
yorumlanabilen tamsayili tiirev mertebesi cinsinden ifade edilmektedir (Podlubny,
1999).

Karmagik siireclerde ortaya cikan standart yaklagimlardaki iistel fonksiyon
kadar 6nem arz eden Mittag-Leffler (ML) fonksiyonu, bu ¢alismanin "Ek-C" bolii-

miinde verilmektedir.
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3. KESIRSEL DIFERANSIYEL VE INTEGRAL HE-
SAP VE KUMULATIF SURECLER

Bu boliimde, geleneksel tiirev ve integral tanimlarini da kapsayan genellesti-
rilmis operatorler olarak kesirsel differintegral operatorlerinin temelindeki fiziksel
mekanizma kiimiilatif kiiciilme/biiyiime siireci ile ortaya konmaktadir. Fraktal bir
uzayda ve bellek etkilerini itibara alan, bagka bir deyisle, Markoviyen olmayan bir
bellekle gelisen bir siire¢ icin dogru tasvirin Fibonacci yaklagimi ile oldugu sergi-
lenmektedir (Biiytikkili¢ et al, 2016; Sigler, 2002).

Fibonacci yaklasimi, zamanla evrilen bir siirecte, topluluk elemanlarinin bir
n. adimindaki sayist olan F;,’nin, 6nceki adimlardan bagimsiz olmayip, kendinden
onceki iki ardisik Fibonacci sayilarinin toplami olarak yazilabilecegini isaret eder.

Boylece Fibonacci sayilari i¢in tekrarlama bagintisi
Fn+2:Fn+1+Fn (3.1)

seklinde yazilir. (3.1) bagintisin1 saglayan Fibonacci sayilarinin sagladig karakte-
ristik denklem
AN =A+1 (3.2)

ile verilir. Bu denklemin bir kokii, degeri ¢ ~ 1.61803 olan altin orandir. Fibonacci

sayilarinin, altin oranin kuvveti formunda ve baslangi¢c degeri F{y olmak iizere
F, = ¢nFO (33)

formunda yazilacag1 gosterilmistir (Biiyiikkilic and Demirhan, 2008a,b). Bu esit-
lik, standart saymada olmayan bellek etkisinin bir sonucudur. Buradan hareketle
zaman ve mekanin kesikli oldugu bir asinma/biiyiime siireci, Fibonacci yaklagimini
barindiran, kiimiilatif azalmalar/artmalar baglaminda ele alinabilir. Boylece stan-
dart kiictilme/biiylime siireclerinde ihmal edilen bellek etkileri ve uzay kesikliligi

gercegini, kiimiilatif yaklagimin icermesi beklenmektedir.

3.1 Kiimiilatif Siireclerin Operator Modeli

Fraktal bir uzayda, Markoviyen olmayan bir bellekle zaman i¢inde evrilen bir

stirecin kiimiilatif gelisiminin genel bir tasvirini yapmak iizere, bu siireclerin, ope-
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ratorler cinsinden matematiksel olarak ele alinmasi yerinde olur. Bu cercevede bir
niceligin, kesikli At zaman araliklarinda kiimiilatif olarak gelisim mekanizmasinin
n adimda tasvir edildigi bir siire¢ su algoritma ile ele alinsin. ¢ = 0’da s6zkonusu
niceligin baglangi¢ degeri A, olsun. Bu siirecte . adimdaki A, miktari, B operato-
riiniin A,_;’e etki etmesiyle elde edilen miktarin, A,_;’den ¢ikarilmasi/toplanmasi

ile elde edilsin. O halde n adimli bir siireg, bir B operatOrii cinsinden

O.adim; Ay = A
l.adlm; Al = AO — BAO = OAO

r.adim; A, = A — EA,._l = C’Ulo

n.adim; A, = A,1—BA, 1=C"A, (3.4)

bagintisi ile ifade edilir. Boylece gelecekteki bir A,, niceligi ile baglangic niceligi

A arasindaki iligki

én=(1-B)" (3.5)

operatorii ile saglanmig olur. C' operatoriiniin n. kuvveti olan C™ operatorlerinin A

niceli8i iizerinde etkisini gormek tizere C", binom serisine agilirsa

N n n A
= Byt .
> ( k)( B) (3.6)
k=0
yazilir. Burada (7)) lar binom katsayilaridir. (3.6) denklemi, (3.4) denkleminde ye-

A=Y (Z) (—B)* A, 3.7)

k=0

rine konulursa

esitligi elde edilir. (3.7) denklemindeki binom katsayilari i¢in (—1)*(}) = %

esitligi kullanilir. Sonug olarak, n. adimda; ¢ = n/At siire sonra, gelecekteki bir A,

degerinin, baslangi¢ degeri A, cinsinden ifadesi

RN I'(k—n)
An = kz% Tk + 1)F(—n)B Ao (3-8)

Gama fonksiyonlar1 ve B operatorii ile belirlenmis olur.

(3.5) esitli8i ile tammmlanan operatoriin tersi asagidaki gibi tanimlanir:

~ A

C=(1-B)™" (3.9)
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Kiimiilatif gelisim siirecinin tersinir oldugu diisiiniilerek, (3.4) bagintisinda, esitli-

gin her iki yanina (3.9) ile tanimlanan tersinir operator etki ettirilirse

A

Ay = (1—B) ™A, (3.10)

elde edilir. Boylece (3.10) esitliginden, baslangi¢c miktar1 A’1n, gelecekteki A,, de-
gerleri cinsinden belirlenebilecegi goriiliir. (3.10) esitligini daha agik olarak ifade

etmek iizere, negatif binom agilimi olan (—1)*(7") = (”+:_1) ifadesi kullanilarak

- E—1\ -
A=Y (” +/<: )BkAn. (3.11)
k=0

yazilir. (3.11) esitliginde, Gama fonksiyonunun 6zellikleri kullanilarak baslangic-

taki deger, gelecekteki degerler cinsinden

B - F(n+k) -,
Ay = ’; NCESIAO) 1)F(H)B A, (3.12)

seklinde yazilir. Boylece operator teknigi ile baslangigtaki fiziksel nicelik Ay ile
gelecekteki bir A niceligi arasindaki bagmtilar tegkil edilmis olunur.

3.2 Diferansiyel ve Integral Hesabin Kiimiilatif Yak-

lasimla Ele Alinmasi

Boliim-2’de verilen kesirsel matematigin differintegral bagintilar1 matematik-
sel tanimlardan ibarettir. Bu kisimda bu tanimlarin temelinde yatan fiziksel meka-
nizma kiimiilatif yontemle ve operator teknigi ile ortaya konmaktadir. Boylece, ke-
sirsel matematigin karmasik fiziksel olaylar1 tasvir etmedeki basarisinin temelinde

Fibonacci yaklagiminin oldugu sonucu elde edilmektedir.

Boliim-3 Kesim-1’de ele alinan kiimiilatif gelisim siirecinde B operatorii ye-
rine
B = ¢ AD (3.13)
almsin. Burada D operatorii bir tiirev operatorii olmak iizere, B operatorii bir Gte-

leme operatorii tanimlar. B operatoriiniin A(t)’ye etkisi
BA(t) = e 2P A(t) = A(t — Ab) (3.14)

bi¢iminde tammlanir. Bagka bir ifadeyle, B operatorii, A(t) yi A(t — At) dege-

rine tasir. Burada her bir At¢, 2At, ..., n/A zaman artislarinda Ay’ 1n kiimiilatif olarak
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geligimi
O.adim; A, = A
1.8.(111’1'1; A1 = AO - 6_AtﬁA0 = C’AO
2.ad1m; AQ = Al — G_AtﬁAl = C’QAO
nadm; A, = A,1-— e’AtDAn,l = C’”AO (3.15)

ile ifade edilir. Boylece gelecekteki bir A,, degeri ile baslangi¢ degeri A, arasindaki

bagint1 elde edilir. Ge¢mis ile gelecek arasindaki baginti, C operatorii

N

C = (1—e 2D, (3.16)

ile kurulmaktadir. Buradan,

1— e—Atﬁ

W :
A A T A P 47

esitligi ile D tiirev operatorii elde edilir. n. mertebeden tiirevi ifade edebilmek ama-

cryla cn operatorii Binom serisine agilarak
~ n ~
Cc" = —e BP)E 3.18
> ( k) (—e ) (3.18)
k=0
yazilir. (3.18) toplamu ile verilen operator, (3.15) bagintisinda yerine konulursa

n

Au(t)=>" (Z) (—e2DVE A (). (3.19)

k=0

bulunur. (3.13) ifadesi ile tanimlanan B’nin teleme operatorii oldugu gdz 6niinde

tutularak, operatoriin k£ defa uygulanmasi sonucu
(e A0V A (8) = Ao(t — kAL). (3.20)

elde edilmis olur. Bu durumda (3.19) esitligi

& n

Aut) =) (=1)F - . :

W(t) =) (-1) (k,) Ap(t — k) (3:21)
k=0

seklinde ifade edilir. (3.21) esitligi, kesikli bir fonksiyonun n.mertebeden kesikli

tiirevinin hesaplanabilmesine imkan saglar. Ayrica tiirev operatoriiniin, kiimiilatif

olarak gelisen bir siirecten yola ¢ikilarak elde edilen bir operator oldugunu goster-
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mesi bakimindan énemlidir.
Bunu bir 6rnek iizerinde gorebilmek igin A(t) = ¢* siirekli fonksiyonun tam-
sayilar tizerine kisitlanmasi ile elde edilmig

A, =nn+1)(n+2)...(n+k—-1) (3.22)

kesikli fonksiyonu ele alinsin. (3.21) esitligi ile verilen tiirev ifadesinden, bir nice-

ligin 1.tiirevine karsilik gelen n = 1 durumunda,
esitligi saglanmalidir. (3.22) esitligi kullanilarak

Ai(t) = tlt+At) ... (t+ (k—=1)At) — (t — At) ... (t+ (k — 2)At)
= t{t+A)...(t+ (k—2)AD)[(t+ (k—1)At) — (t — At)]
= kALt + At)(t+ 2At) ... (t+ (K — 2)At) (3.24)

elde edilir. (3.24) esitliginin her iki tarafi 1 /At ile ¢arpilarak At — 0 i¢in

dA(t) . x
o =kt (3.25)

elde edilir. Buradan hareketle kesikli bir fonksiyonun 7. mertebeden tiirevinin ifa-

desi olan (3.21) esitligi timevarim yoluyla elde edilir.

Kiimiilatif yaklagimla elde edilen (3.21) tanimindan tiirev hesabina gecebil-

mek icin (3.23) denklemi At ye boliiniir ve At — 0 limiti alinir. Bu durumda

Ai(b) Ag(t) — Ag(t — At) C

A Tar TAm T A Tamm® 629
olur. Buradan .
A . C

A A = A Al (327

esitligi elde edilir. (3.17) denklemi ile verilen tiirev tanimi gdz 6niinde tutularak,

(3.26) denklemindeki indisler limit durumunda gecerliligini kaybeder ve

~

d . C
%A(t) = Al}ff_[)lo A_tA(t) (3.28)
yazilir. Bu yaklagimla, (3.21) seri toplami bir A(¢) fonksiyonun daha yiiksek mer-

tebeden tiirev tamimlarin1 kapsayacak sekilde genellestirilir. Bu amacla cn seriye
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acilarak tiirev icin

d"A(t) _ An _— k(T (. —AtDyk
A T~ A Ee 2D (i) ra. e

serileri yazilabilir. (3.29) esitliginde limit igleminini At yerine bagka bir degisken

iizerinden yapmak icin [0, ¢] araligt

t—0

At
N ?

N=1,2...,n (3.30)

ile tanimlansin. At — 0 igin N — oo saglanacagindan ve Binom katsayilarinda

k > nigin (}) = 0 oldugundan, (3.29) ifadesi, n. mertebeden tiirev esitligi igin

A" A(t) = t
A o S (Ja-rhy e

elde edilir.

Benzer yaklagimla, integral tanimini bir seri toplami olarak elde etmek iizere,

kiimiilatif olarak gelisen bir siire¢ i¢in gelisim operatoriiniin tersi ile ifade edilen

(3.10) esitligi gbéz Oniine alinsin. Bu durumda (3.12) denkleminde, B = e AtD
diferansiyel oteleme operatorii alinirsa
—~ Tn+k)  _ap
Ap(t) = _— DV AL (t 3.32
elde edilir. Bu durumda B oteleme operatoriiniin k£ defa uygulanmasiyla
(e 2PV A, () = An(t — kKAL) (3.33)

esitlifine ulasilir.

Integral ve tiirev tamimlarm tek bir formiille birlestirmek iizere, (3.30) tanimi

g6z oniinde bulundurularak, baglangic degeri ve A,, degerleri arasindaki iliski

. Fn—l—k

['(k

T At — kAL (3.34)
k=0 )

serisi ile NV’e bagh olarak ifade edilir. Bu esitlik bir 6nceki boliimde elde edilen
(3.21) ifadesinin integral karsiligidir. Dolayisiyla (3.34) esitligi kesikli bir fonksi-
yonun n. mertebeden kesikli integralinin hesaplanmasina olanak saglar. Ayrica in-
tegral operatoriiniin kiimiilatif olarak geligen bir siiregten yola ¢ikilarak elde edilen

bir operator oldugunu gostermesi bakimlarindan 6nem arz eder.
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Bir uygulama olarak, kiimiilatif yaklasimla elde edilen (3.34) seri toplamu, bir

fonksiyonun kesikli integralini elde etmek iizere kullanilsin. n = 1 durumu olan

N-1

Ao(t) = Ay(t — jAt) (3.35)

j=0

esitligi goz oniine alinsin. Bu toplam, (3.22) ile verilen kesikli kuvvet fonksiyonu

icin

=2

Aty = > (t—jA)(Et— G+ 1AL ... (t—(J+k—1)At) (3.36)

J

I
=)

formunda ifade edilir. (3.36) esitligini integral kalkuliisiin temel teoreminin kesikli
Ozdesi olarak (Bender and Orszag, 1999) At Zi\[:—nlo X; = gn+1 — gn formunda

yazabilmek icin toplamin sinir1 degistirilerek, 1.mertebeden kesikli integral i¢in

Ao(t) = Z_(t —JAO(t— G+ DAL ... (t—(j+ k —1)At)

L L= G=1)a8) = (= (G + kA

(k+1)At

_ (l<:+—11)At Sl = G- AN - jAY .t~ G+ k— DAY

— (t—jAt)...(t— (j+ k)At)] (3.37)

_ (k+—11)At[t—(N—1)At)(t—NAt)...(t—(N+l<:—1)At)]+co
esitligi elde edilir. Burada ¢, degeri
o = — Gz [t — (o — DAY (t = noAt)... (t = (no + k — 1)At)]dir.

(3.37) esitliginin her iki tarafi, integral tanim1 geregi At ile ¢arpilarak At — 0

icin tanim, siirekli integral formiili

d~1A(t) ‘o s
= = — 3.38
dtfl /0 z (k + 1) + CO ( )

ile cakisir. Bu durumda (3.34) esitligini yiiksek mertebeye genellestirmek {izere her
iki tarafi (At)" ile carpilirsa

Ao(t) ., I'(n+ k)
A () mAn(t — kAt) (3.39)
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esitligi elde edilir. Boylece N — oo limit durumunda A(¢)’nin n-kath integrali

dA(t) lim <i)n (k’ Tn- 1) At — k%) (3.40)

olarak elde edilir.

Nihayetinde, Binom katsayilarinin 6zellikleri yardimiyla (3.31) denklemi ile

verilen n. mertebeden tiirev ifadesinin seri formu

N-1

d"A(t) ) t._ ['(k—n) t
=1 —) " At — k— 3.41
A () kZ:O T(k+ DI (—n) (t=ky) 34D
seklinde yazilir. n. mertebeden integralin seri ifadesi ise
dA(t) t =~ T(k+n) t
= lim (—=)" —A t —k— 3.42
e A 2 T'(k + 1)L(n) (t=ky) (342)

k=0
olarak elde edilir.

(3.31) ve (3.42) ifadeleri ile verilen sirasiyla n. mertebeden tiirev ve n. mer-
tebeden integral formiillerini keyfi bir ¢ mertebesine genellestirmek miimkiindiir.
Ayrica bu iki tanim kullanilarak, bir A(¢) fonksiyonun keyfi bir ¢ mertebesinden
differintegralini ifade eden yani kesirsel mertebeden tiirev ve integral iglemlerini

tek bir formiilde birlestiren

A=At 7 = Ik qc q)

T idq oo
dt*4 Na o F :Fq)

At — k-

) (3.43)

esitligi elde edilir. Burada, ¢ mertebesi, kesirsel tiirev islemi i¢in " +" isaretli, kesir-
sel integral islemi i¢in " -" isaretli alinmaktadir. Tarafimizca, kiimiilatif yaklasimla
elde edilen (3.43) formiiliiniin, literatiirde bilinen ve Boliim-2 Kesim-1"de (2.1) esit-
ligi ile verilen Griinwald differintegral tanimu ile ¢akisti§1 goriilmektedir (Oldham
and Spanier, 1974).

Differintegralin kiimiilatif metodla ve operator teknigi ile tarafimizdan elde

edilmesi ayrintili olarak (Biiyiikkili¢ et al, 2016) kaynaginda verilmektedir.

Sonug olarak bu ¢alisma ile kiimiilatif azalma ve artma siire¢lerinin operator
modelinden hareketle, kesirsel matematigin temel anahtar formiilleri olan differin-
tegral operator tanimlart matematiksel olarak elde edilmektedir. Boylece, kesirsel
matematigin differintegral tasvirlerinin altinda yatan fiziksel mekanizmanin kiimii-

latif artmalar/azalmalar ve Fibonacci yaklagimi oldugu sonucuna varilmaktadir.
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Fiziksel siireglerin, Oklidiyen bir uzayda, Markoviyen bir bellekle ele alin-
dig1 standart yaklagimlarda, siirecin uzun zaman bellek etkileri ve uzayin fraktallig
ithmal edilmektedir. Bize gore, kiimiilatif yaklasimin kesikli ve her adimin, onceki
adimlarla iligkilendirildigi rekiirans karakterinin bir sonucu olarak, bellek etkileri
ve uzayin fraktalligi dogal olarak kendini gostermektedir. Bu nedenle karmagik sis-

temlerin dinamigini tasvir edilebilecegi diisiiniilmektedir.
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4. KUMULATIF ASINMA VE KESIRSEL MATE-
MATIK

4.1 Bir Asinma Probleminin Kiimiilatif Modeli

Boliim-3’de matematiksel operatorler cinsinden tasviri yapilan kiimiilatif ge-
lisim siireci bu boliimde, zaman icinde asinan ve baglangicta cevre ile etkilesmesi
g0z ardi1 edilen bir fiziksel niceligin kesikli dinamigi olarak, kiimiilatif azalmalar
baglaminda ele alinmaktadir. Neticede, incelenen niceligin baslangi¢c degeri ve ge-
lecekte ulagacag biiyiikliik arasindaki iligki elde edilmektedir. Kesikli zaman degis-
keninde yeterince biiyiik adim sayilarina ulasildiginda, bagka bir deyisle uzun siiren
gbzlem sonunda, ele alinan fiziksel niceligin davranisi Mittag-Leffler fonksiyonu ile
iligkilendirilmektedir. Ayrica bir aginma siirecini tasvir eden oran denkleminin ¢6-
ziimii kesirsel matematik cercevesinde ele alinmakta ve kiimiilatif yaklagimla elde

edilen ¢oztimle iligkisi kurulmaktadir.

Fiziksel sistemlerin boliinerek, asinarak kiigiilmesi ya da artarak biiylimesi
dogada gozlemlenen siireclerdir. Karmagik, stokhastik sistemlerin 6rnekleri dep-
rem, yangin, ¢1g, borsa endeksi, kanserli hiicre, niifus dinamiginin gelisimleri, me-
teorolojik hareketler, trafige ¢ikan ara¢ sayisinin gelisimi v.b. kiimiilatif davraniglar
sergilerler. Bu gibi siireclerin tasviri, zaman ve mekanin kesikli oldugu bir asinma
stireci olarak kiimiilatif kiigiilme mekanizmasi ile ele alinabilir (Biiytikkilic and De-
mirhan, 2008a,b).

Fibonacci anlayis1 bizim ¢alismamizin dayandig: temel felsefedir. Bu anlayis-
tan hareketle, viskoz olmayan bir ortamda gelisen, bagka bir deyisle, ¢evrenin sis-
teme olan etkisinin géz ardi edildigi bir azalma siirecinin kesikli modeli kiimiilatif
yaklasimla su sekilde ele alinmaktadir. Matematiksel operatorlerin ozellikleri kul-
lanilarak, Boliim-3 Kesim-1’de insa edilen kiimiilatif kii¢iilme siireci, bir 6zdeger-

0zvektor denklemi olarak asagidaki gibi ele alinabilir:
BA,(t) = AAtA,(t). (4.1)

Bu esitlige gore, B operatoriiniin A, (t) = A(nAt) durumlan iizerine etki etmesi
sonucu At 6z degeri elde edilmektedir. Boliim-3 Kesim-1’de tasvir edilen kiimii-
latif siirece gore, baglangi¢ olarak gozlenen, ornek olarak bozunan niikleer madde

ya da aginan, eksilen, kiitle, hiz, sermaye v.b. gibi bir fiziksel nicelik A(0) = Ag
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olsun. Bu nicelik A aginma yiizdesi ve At birim zaman artiglariyla bir aginmaya tabi
olsun. n. adimda, yani ¢ = nAt zaman sonra, Ay niceliginin ulagacag1 gelecekteki
bir A(nAt) degerini bulunsun. Bu duruma gore A(At)

A(At) = (1 — MNAt)Ag = ¢ Ay (4.2)
esitligi ile verilir. Burada
¢ = (1— \A?) (4.3)

asinma icin gelisim operatoriidiir. 2. adimda yani 2At siiresinde ulasilan miktar
A(2At) = (1 — MNAH)A(AL) = ¢ A(AL) (4.4)
olur. n. adimda, bir tekrarlama bagintisi olarak
A(nAt) = ¢A((n — 1)At) 4.5)

elde edilir. Sirastyla, n = 0,1,...,n — 1 igin A(nAt) ifadeleri ardisik denklem-
lerde yerine konularak, n adim sonraki A(nAt) niceliginin, Ay baslangi¢ niceligi
ile iligkisi

A(nAt) = ¢™Ag (4.6)
esitligi ile hesaplanir. (4.3) esitligi ile verilen operatdr tanimi kullanilarak, (4.6)

esitliginin sag tarafi Binom serisine acilirsa,

A(nAt) = Xn: (Z) (—AAL)F A, 4.7)

k=0

elde edilir. Burada (Z) ’lar binom katsayilaridir. (4.7) toplaminda Binom katsayilari
acik yazilirsa, kiimiilatif aginma siirecinde, gelecekteki bir A(nAt) niceligi, baglan-
gi¢ niceligi cinsinden yazilarak

A(nAt) = i nn = 1)"’];” LAYV 4.8)

k=0

elde edilir. (4.8) esitliginde, kesikli zaman arahig1 At = ¢/n esitligi kullanilarak, ¢

zaman siiresi cinsinden, gelecekteki bir A(nAt) niceligi igin

Alt) = i (—1)*n(n —k1!21.l.€.(n —r+1) (A, 49)
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elde edilir. Denklem (4.9) yeniden diizenlenerek

A(t) = Zn:(—l)’fQ("’ E) () Ag (4.10)

k!
k=0

seklinde yazilabilir. Burada Q)(n, k) fonksiyonu

k

Qn,k) = (1 -

i=1

k—1
n

) 4.11)

esitligi ile tanimlanmaktadir. Yeterince biiyiik n degerleri i¢in, Q(n, k) — 1 dege-
rine yakinsar. Bagka bir deyisle, adimlar siklasirsa, zaman siirekli hale gelir ve s6z
konusu dinamik sistemin gelecekteki bir A(¢) durumunun, k! = T'(k + 1) 6zelligi

kullanilarak, A, baglangi¢ durumu cinsinden ifadesi

N yp (A
At) = Aog(—n ) (4.12)

olarak bulunur. Bir iistel fonksiyonun seri a¢ilimi goz oniine alinirsa, (4.12) esitligi
A(t) = Agexp (—At) (4.13)

formunda yazilir. Goriildiigii iizere (4.13) ifadesi
dA = —)\dtA. (4.14)

oran denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Yukarida sozii edilen asinma siirecinde, zaman degiskeninde siireklilige ge-
cildiginde, (4.13) esitligi ile ifade edilen gelecek deger, Mittag-Leffler fonksiyonu
(9.4) cinsinden

A(t) = AgE1(—At) (4.15)

esitligi ile verilir. (4.15) esitliginden anlasilacag iizere, bir fiziksel niceligin gele-
cekteki bir durumunun, baslangictaki durumu ile iligkisi, ML fonksiyonunun bir

0zel formu olan iistel fonksiyon ile belirlenmektedir.

Simdiki degerin gelecekteki degerlerden elde edilmesi pratikte gelecek he-
niiz gerceklesmedigi i¢in, bu uygulamanin ancak matematiksel olarak siirecin za-
man tersinirligini géstermesi bakimindan degeri olur. Bu itibarla yeni bir uygulama
olarak A’nin simdiki degerinin gelecekteki degerlerinden elde edildigi durum goz

Ontine alinsin.

Ozdeger-6zvektor problemi icin, simdiki deger gelecekteki degerler cinsinden
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(3.11) denklemine gore

- k+1
A — (n +k+
k=0

. ) (AAL)* A(nAt) (4.16)

seklinde yazilir. t = nAt, icin (4.16) denklemi

A=Y L <" * Z * 1) (M)EA(t) 4.17)

formunda yazilir. n’nin ¢ok bilyiik olmas1 halinde baslangigtaki A, ve gelecekteki
deger A(t) arasindaki iligkiyi ifade eden (4.17) esitligi ML fonksiyonu cinsinden

ya da
Ay = eMA(t) (4.19)

seklinde yazilir. Goriiliiyor ki gelecekteki degerden kiimiilatif bir artigla ilerleye-
rek baslangic degerine ulasmak miimkiin olmaktadir. Bu da geriye doniisiin tersinir
alindig1 anlamina gelir. Ayrica (3.10) ve (4.18) coziimlerinden, ML fonksiyonuna

ozel bir C" operatorii olarak bakilabilecegi anlagilmaktadir.

4.1.1 Sabit katkih bir kiimiilatif asinma modeli

Boliim-4 Kesim-1’de tanimlanan duruma ilave olarak bu béliimde, baslangic-
taki biiyiikliigii Ay olan bir niceligin her adimda, bir P miktarinin sisteme katildigi
bir kiimiilatif kiiciilme siireci ele alinacaktir. Bu tipteki bir kiimiilatif kii¢iilme sii-
recinin de, Fibonacci yaklasim ile ifade edilebilecegi gosterilecektir. Ayrica bir ¢
siiresi sonunda, gelecekteki bir A(nAt) niceliginin aginarak tamamen sona ermesi
icin P katkisinin ne olmasi gerektigi sorusuna cevap bulunacaktir. Bu durum, sabit
katkilr bir kiimiilatif asinma siireci olarak modellenen bir fiziksel sistemin denge

durumlarinin analizine karsilik gelir.

Sabit katkil1 bir kiimiilatif asinma siirecinde A, ve P nicelikleri, zaman i¢cinde

ayn1 aginma siirecine tabi olan nicelikler ve ardisik asinmalar sonunda elde kalan ni-
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celikler Ky, K (At), ..., K (nAt) olsunlar. Bu 6zellikteki bir kiimiilatif aginma siireci

0.adim ; Ky= A
l.adm ; K(At)=(1—-MAt)Ky— P =¢Ay— P
2.adim ; K(2At) = (1 — MAHK(At) — P = ¢K(At) — P = ¢*Ag — (¢ + 1)P

n.adim ; K(nAt) = ¢K((n —1)At) — P=¢"Ag— (¢" ' +...+ )P (4.20)

seklinde ifade edilir. Burada ¢, (4.3) esitligi ile verilen aginma icin gelisim operato-

riidiir. (4.20) siireci sembolik olarak iki niceligin farki seklinde
K=L-T (4.21)

esitligi ile ifade edilsin. (4.21) esitliginde, L ve T', ¢ operatorii cinsinden sirasiyla

L =¢"Ag (4.22)
n—1

T=Y ¢'P (4.23)
k=0

seklinde tanimlanir.

(4.21) esitligindeki K birikim niceligi, herhangi bir adimda, sistemin bas-
langi¢ ve katki niceliklerinin kiimiilatif olarak gelisimleri sonucunda, net birikimin
eristi8i durumu ortaya koyan bir igleve sahiptir. $oyle ki, n. adimda, L > 7' du-
rumunda, K birikim niceligi pozitif oldugundan birikmenin gerceklestigi, L = T'
durumunda, kalan K miktari sifir oldugundan, baglangi¢ ve katki niceliklerinin ulas-
tiklar1 nicelikler i¢in bir denge durumunun saglandigi, L < 7 icin K birikim ni-
celigi negatif oldugundan, siirecin sonucunda, baslangi¢c miktarindaki birikme ile
katki niceliginin birikmesi kiyaslandiginda azalmanin gerceklestigine iliskin sonuc-

lar elde edilmektedir.

(4.22) esitligi ile verilen ve n adim sonra, Ay baslangi¢c degerinin ulastigi

degeri gosteren L ifadesi i¢in

n

L(nAt) = < k) (=AAL)* A, (4.24)
k=0

esitligi ya da Binom katsayilar acik¢a yazilarak yeterince biiyiik n sayisi icin (4.12)
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ifadesine benzer sekilde

L(t) = i(—l)’“ﬂfl (4.25)
e T(k+1)""° ’
esitligi elde edilir. (4.25) ifadesi, tanim (9.4) esitligi ile verilen ML fonksiyonu
cinsinden
L(t) = E1(=At)Ay (4.26)

formunda ifade edilir.

Kiimiilatif kiiciilmelerde Fibonacci sayilari, siirecin tasviri icin dogal ifade
elemanlari olarak goriilebilir. Bu kapsamda, (4.22) ve (4.23) esitlikleri ile verilen L
ve T’ nicelikleri, paralel bir notasyon olarak Fibonacci sayilar ile ifade edilebilir.
Bu amagla zaman artis1 At = 1 birim segilerek, siirecin gelisiminin anlik bir tasviri
i¢cin

L,=F, (4.27)
yada
F,=10-XN"4 (4.28)

esitligi yazilabilir. Burada F;, ler Fibonacci sayilandir (Sigler, 2002).

Benzer sekilde sabit katki paylarinin zaman i¢indeki birikimini ifade eden T’

niceligi de Fibonacci sayilari cinsinden
T, =F (4.29)

seklinde yazilir. Buradan,
Fi=(1-\)P (4.30)

esitligi yazilabilir. Boylece, ele alinan kiimiilatif aginma siireci ve Fibonacci sayilari

arasindaki matematiksel iliski agik¢a ortaya konmus olur.

Kiimiilatif aginma siirecinde baslangic degerinin ve katki paylariin ulagtig
birikim degerleri irdelenmeye devam edilebilir. Bu siirece tabi olan katki paylari-
nin n. adimda ulastig1 toplam 7" degeri, bir geometrik seri oldugundan kolaylikla
hesaplanir ve 7" toplami i¢in

1—gn

T = -

P (4.31)
esitligi elde edilir.

Kiimiilatif azalma siirecinde K birikim niceliginin denge durumu olan, K’ = 0

yani L = T kosulu tekrar ele alinsin. Bu durumda, (4.22) esitligi ile verilen L ve
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(4.31) esitligi ile verilen 7" ifadelerinin esitliginden denge durumu igin

_ -1
=

P Ao (4.32)

elde edilir. Yeterince biiyiik n adim sonrasinda (4.32) esitligi i¢in

z
er —1

P =", (4.33)

yazilir. Burada Py = % ve z = At alinmaktadir.

z < 11¢in, (4.33) esitligindeki z degiskenine bagli terim Maclaurin serisine

acilarak
2

z oz
PP (1-24+2 1., 4.34
0( 2+12+ ) (4.34)

bulunur. Bu yaklagima gore z < 1 olmasi durumunda, yani asinmanin ¢ok zayif ve

t zaman siiresinin ¢ok kisa oldugu durum i¢in
P~ P (4.35)

yazilabilir. Bunun anlami, her asamada sisteme katilan P katkisinin, adim basina
diigen baglangi¢ nicelidini gosteren Py = Agy/n’ye yaklagik olarak esit olmasidir.
Bu durum siirecin kiimiilatif olarak gelisme etkisinin ihmal edilecek diizeyde sey-

rettigini gostermektedir.

z > 1 olmast durumunda ise her agamada siirece katilan miktar i¢in
P~ Pyze™* (4.36)

denkligi vardir. Bu durumda, F} baslangic niceliginin kiimiilatif olarak aginmasinin

bariz etkisi gdzlemlenir.

Buraya kadar tasvir edilen, sabit katkili bir kiimiilatif aginma siirecinde, her
adimda siirece bir kayip terimi olarak dahil olan P niceligi kaynakli ele alinan siste-
min aginmast hizlanmigtir. Bu durumun aksine, kiimiilatif azalan bir sistemin daha
uzun siire siirdiiriilebilirligini saglamak tizere, P niceligi, kiimiilatif azalma etkisine
direnen, arttirict yonde katki saglayabilir. Bu durumda, K birikiminin degeri L ve

T"nin farki yerine toplamlari olarak
K=L+T (4.37)

alinir. Toplamin hesaplanmasi kiimiilatif birikim etkisini gérmek agisindan ilgingtir.
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Bu durumda K birikim niceligi
K=¢"Ag+ (¢" ™V + ¢ 4 4+ 1)P (4.38)

olur. Ozel olarak baslangi¢ niceligi Ay = P degerinde olursa K birikimi bir seri

toplamu olarak

K=Y ¢'P (4.39)
=0
yazilabilir. Boylece (4.39) esitligi ile verilen toplam, bir geometrik seri olugturdu-
gundan,
1 — (n+1)
k=1"9""p (4.40)
1—0¢

elde edilir. (4.40) ile verilen esitlikte, ¢ < 1°dir. Bu nedenle yeterince biiyiik bir n

degeri icin ¢+ — 0 limiti saglanir. Bu durumda K birikim degeri icin

K=-P (4.41)
z

elde edilir. Ay = P degeri goz oniinde bulundurularak, bu esitlikten, kiimiilatif ola-
rak birikmenin gerceklestigi gozlenmektedir. Ancak, siirecin gelisiminin kiimiilatif
olarak gerceklesmemesi durumunda siirecin sonundaki birikim, her adimda siirece

eklenen katki miktar1 cinsinden
K=nP 4.42)

esitligi ile verilir. Boylece, (4.41) esitligi ve (4.42) esitligi karsilastinnldiginda iki
birikim niceligi arasindaki iligki soyle ifade edilebilir:

1
Kkumiilatif = ;Kkiimiilatif olmayan - (443)

4.2 Asmmma Probleminin Kesirsel Matematik Cerce-

vesinde Ele Alinmasi

Onceki boliimlerde, kiimiilatif azalan bir siire¢ olarak ele alinan bir fizik-
sel sistemin dinamiginin, kesikli bir modelinden elde edilen ¢6ziimiinii, standart
bir azalma siireciyle kiyaslamak iizere, ncelikle azalan bir siirecin Oklidiyen bir
uzayda, Markoviyen bir bellege sahip olarak gelistigi durumdaki ¢6ziimii ele alin-
malidir. Bolim-4 Kesim-1’de anlatilan kiimiilatif kii¢iilmenin adimlarinin uzay ve
zaman baglaminda kesikli yapis1 bir yana birakilarak, aginmanin siirekli bir uzay ve

zamanda gelistigi esas alinarak bir A(t) fiziksel niceliginin, aginma hizi A > 0 ile
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bir dt zaman araligindaki degisimi

dA(t) = —A(t)Adt (4.44)

7

formunda yazilir. Burada ” — 7 isareti ele incelenen fiziksel niceligin aginma siire-
cine tabi oldugunu ifade etmektedir. (4.44) denklemi, d/dt tiirev operatoriiniin bir

0zdeger denklemi olarak diizenlenebilir. Bu durumda bir oran denklemi olarak

dA(t)
— = —)MA(¢ 4.45
ya da bir integral denklemi olarak
A(t) — Ag = =M} A() (4.46)

yazilir. Burada, Ay, A(t) niceliginin ¢ = 0’daki baglangi¢c degeridir ve I} birinci
mertebeden bir integral operatoriidiir. Asinma orani A
1 dA(t)
=2 4.47
AW dt (447)
esitligi ile verilir ve boyutu zamanin tersidir. (4.45) esitligi ile verilen 1. mertebeden
diferansiyel denklem ve (4.46) esitligi ile verilen integral denklem, integral merte-

besi 1 oldugundan birbirine denktir. Bu denklemlerin ¢oziimii
A(t) = Age™ (4.48)

ile verilir. (4.48) esitliginden, bir azalma siirecinin, standart matematik cerceve-
sinde, siirekli ve Oklidiyen bir uzayda, Markoviyen bir bellekle gelisimini tasvir
eden basit oran denkleminin ¢oziimiiniin iistel formda oldugu ve kiimiilatif kiiciilme

yaklagimui ile elde edilen (4.6) ¢6ziimiiniin 6zel bir hali oldugu goriilmektedir.

Zamana gore kesirsel tiirev, fiziksel sistemlerde yapisal olarak kayipli siireg-
lere karsilik gelen uzun-menzil bellek etkileri ile karakterize edilir. Kesikli olarak
ele alinan kiimiilatif siireclerde bellek etkileri, sistemin mevcut durum evriminin,
gecmis durumlarla iligkilendirildigi anlamina gelir. Burada, azalan bir siirecin kesir-
sel denklemleri ve kiimiilatif siirecler arasinda bir bag olup olmadig1 arastirilmakta-
dir. Bu baglamda, bir aginma siirecinin kesirsel matematik ¢ercevesinde ¢oziimiinii
incelemek lizere aginma siirecini tasvir eden bir kesirsel mertebeli denklem ele alin-
malidir. Bu amagla, Nonnenmacher ve Meltzler’i izleyerek (West et al, 2003), (4.46)

denklemi, bir kesirsel aginma integral denklemi olarak

A(t) — Ag = —X\“IZA(L) (4.49)



32

formunda genellestirilebilir. Burada 1§, tanimu (2.3) esitligi ile verilen ™ = 0 i¢in
RL kesirsel integral operatoriidiir ve o kesirsel operatoriin mertebesi olup degeri
0 < a < 1 araligindadir. (4.49) denkleminde fraktal operatdr mertebesi v oldugu
icin, boyutun dogrulugu acisindan A\ — A* alinmaktadir. (4.49) denklemine kesir-
sel tiirev operatorii uygulandiginda, (2.17) esitligi ile verilen operatoriin tersinirlik

ozelligi sonucu
Aotia

DEAW) = 51—

= —\YA(Y). (4.50)

tipinde bir homojen olmayan kesirsel diferansiyel denklem elde edilir. Burada D}
bir kesirsel tiirev operatoriidiir (Kilbas et al, 2006; Podlubny, 1999; West et al,
2003). (4.49) denkleminden farkli olarak (4.50) diferansiyel denkleminde, sabitin
yaninda bir terim ag¢iga ¢ikmaktadir. Bunun nedeni (2.16) esitligi ile verilen RL
ozellikligine gore, (4.49) denkleminde baslangic degeri Ay’ 1n, o mertebesinden ke-

sirsel tirevi sifirdan farklidir ve

D Ay = Ao 4 4.51)

(1—a)
ile verilmektedir. Bu durum, kesirsel oran denkleminin homojenligini bozmaktadir

ve kesirsel tiirev operatorlerini kullanmanin getirdigi bir sonugtur.

Bir asinma siirecini tasvir eden ve (4.49) ile verilen integral denklemini ya da
onun esdegeri olan ve (4.50) ile verilen diferansiyel denklemi ¢6zmek iizere, uy-
gulamalarda sik¢a bagvurulan Laplace doniisiim yontemi kullanilabilir. Bunun icin,
Laplace doniisiimii 6zelliklerinden, (4.49) integral denkleminin Laplace doniisiimii
icin

- _AO

A(s) = AL[ICA)](s) (4.52)

s
esitligi elde edilir. (4.52) esitligindeki kesirsel mertebeden integralin Laplace donii-
stimil i¢in, (2.32) esitligi kullanilarak

i (s)

A(s) = A .

—_— 4.53
) )

esitligi elde edilir. Boylece, (4.53) ifadesine ters Laplace doniisiimii uygulanarak,

(4.49) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiiniin

At) = £ [AOH(S()#} (t) (4.54)

hesabi ile gerceklestirilecegi goriiliir. (4.54) esitligi ile verilen ters Laplace doniisii-
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miinde

a=0, igin A(t)= A (4.55)
a=1, icin A(t) = Age™ (4.56)

oldugu goriilmektedir. (4.54) ters doniisiimiiniin agik ¢6ziimii i¢in, ters doniistimii

aliacak olan ifadenin paydasi seriye acilarak

A(t) = L7 [Ag ) (—1)Faksmk 1 (1) (4.57)

k=0

toplami1 yazilir. Boylece, (2.33) esitligi ile verilen Laplace doniisiim 6zelligi ve

(4.57) esitligi kullanilarak (4.49) integral denkleminin ¢oziimii

Alt)=A Xn:(—n’fﬂ (4.58)
p— T(ak+1) '
olarak bulunur. (4.58) esitligi ile ifade edilen ¢6ziim, tanimi (9.4) esitligi ile verilen

ML fonksiyonu cinsinden
A(t) = AgEo[—(A)7] (4.59)

formunda yazilir.

Bir asinma siirecinin, kiimiilatif ve kesirsel matematik yaklasimlar ile elde
edilen ¢oziimleri kiyaslandiginda, kiimiilatif kii¢iilme yaklasiminda, siirecin viskoz
bir ortamdaki asginmasini hesaba katmak icin, (4.12) ¢6ziimiiniin, (4.59) formunda,
a’ya bagh sekilde alinmasi gerektigi sonucuna varilmaktadir. Burada Fibonacci
yaklasiminin onemi ortaya ¢ikmaktadir. Kesirsel matematikteki diferintegralin mer-
tebesi 0 < o < 1 aralifinda tanimhidir. Bize gore «, asinmanin gerceklestigi orta-
min viskoz, agdali yapisim1 hesaba katmaya imkan veren bir parametre islevi gor-
mektedir. « = 1 durumu olan (4.56) ¢6ziimil, siirecin 6zgiir oldugu, serbest gercek-
lestigi duruma, o« — 0 oldugu (4.55) ile verilen ¢oziim ise siirecin kilitlendigi limit
durumuna karsilik gelmektedir. Bir bagka deyisle aginma siirecinin gelismesinde bir
"frenleme" gorevi iistlenmektedir. Sonug olarak «, aginma siirecinin gelistigi orta-
min dogasina baghdir. Bolim-4 Kesim-1’de ele alinan asinma siirecinde ortamin
viskozitesi dikkate alinmamaktadir. Siire¢ serbest bir ortamda kiimiilatif olarak iler-
lemektedir. Bir bagka ifade ile &« = 1 alinmaktadir. Kiimiilatif azalma yaklagimu ile
elde edilen (4.12) ¢oziimil ile oran denkleminin kesirsel matematik yaklasimi ile

elde edilen (4.59) ¢6ziimiiniin @ = 1 durumunda aynilig1 saglanmaktadir.

Ortamin kesikli yapida olusu, siirecin ardisik adimlarla birbirine bagh olarak
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ilerlemesi, bellek etkisinin Markoviyen olmadigi anlamina gelmektedir. Boylece
standart yaklagimlara yoneltilen zaman ve mekanin siirekli olusu ve olaylarin Mar-

koviyen gelistigi hendikaplar1 bu yaklagimla asilmaktadir.
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5. LANGEVIN DENKLEMININ KUMULATIF VE
KESIRSEL YAKLASIMLA INCELENMESI

Difiizyon kavrami, parcaciklarin uzayda rastgele hareketi ile ilsikilidir. Nor-
mal difiizyonda, parcacigin, bir zaman araligindaki ortalama karesel yerdegistir-
mesi, yeterince uzun zaman gegctikten sonra, zamanin dogrusal bir fonksiyonu ile
ifade edilir. Ortalama karesel yerdegistirmenin zamanla dogrusal seyreden iliski-
sinin gecerliligini yitirdigi, normal difiizyona kiyasla daha hizli ya da daha yavas
davraniglar gézlemlendigi durumlar, anormal difiizyon siirecleridir. Her durumdaki
difiizyon siireclerini tammmlamada, denge dis1 sistemlerin tasvirinde, Brown hare-

ketlerinin dinamigi, temel olarak alinmaktadir (Muralidhar et al, 1990).

Brown hareketi bir pargacigin, kiitlesi kendisine gore daha kiiciik parcaciklar-
dan olusan bir 1s1 banyosu olarak adlandirilan sividaki rastgele, diizensiz hareketi
olarak bilinmektedir. Parcacigi ¢evreleyen sivinin m kiitleli Brown pargacigi ile et-
kilesmesi iki kuvvet olusturmaktadir; kayipl kuvvet ve fiiliikkte eden kuvvet. Kayipl
kuvvet, viskoz bir sividaki parcacigin hareketinden olusan siirtiinme kuvvetidir ve
¢ = 6mna Stokes’ yasasi ile belirlenmektedir. Diger fiiliikte eden kuvvet, sivi mo-
lekiillerinin Brown parcacigina rastgele ve anlik degisen carpmalarindan olusmak-

tadir. Bu fiziksel modele gore hareket, © = v parcacigin hizi olmak iizere
mi(t) = =Co(t) + f(t) (5.1)

formunda Langevin denklemi ile tasvir edilir. Burada ( siirtiinme katsayisidir (Zwan-
zig, 2001; Mazo, 2002; Coffey et al, 2004). (5.1) denkleminin ¢oziimii, f(¢) fiiliikte
eden kuvvetin istatistiksel ozelliklerine baglidir. Langevin denkleminde Brown par-
caciginin hareketi, Gaussyen istatistige sahip, delta korelasyonlu fiiliiktiiasyonlarla

tasvir edilen bir siirectir:

(ft))=0 (5.2)

(F(t)f (7)) = 2Do(t — 7). (5.3)

Brown parcaciginin dinamigi, (5.1) denkleminin ¢oziimii olan

1 [t /
v(t) = v(0)e™ ™ + —/ f()e ct=/magy! (5.4)
mJo
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esitligi ile elde edilir. Boylece (5.2) 6zelliginden ortalama hiz,
(v(t)) = vge=SH/m (5.5)

ve (5.3) ozelliginden Brown pargaciginin kinetik enerjisi de

¢t

(v*(t)) = ——vo +

1 _ %
2 2

D

olarak hesaplanir.

Ancak fiziksel sistemler, burada Brown parcaciginin hareketi, daha gercekci
olarak ele alindiginda siirecin gelistigi viskoz ortamin fraktal yapisinin ve fiiliikte
eden kuvvetin, uzun menzil etkilesimlerinin, lokal olmayan karakterinin itibara alin-
mas1 gerekir. Bu baglamda standart yaklasimin bu sistemleri tasvirdeki yetersizli-
ginin, Langevin denkleminin kesirsel ve kiimiilatif yaklagimlarla ele alinmasiyla

giderilecegi diisiiniilmektedir.

5.1 Langevin Denkleminin Kesirsel Matematikle In-

celenmesi

Langevin denkleminin ¢oziimiiniin, (5.4) ifadesi ile gosterilmesi semboliktir.
Coziime ulagabilmek i¢in, integralin varligi, dolayisiyle fiiliikte eden f(¢) kuvve-
tinin stokhastik ozellikleri de g6zoniinde bulundurulmalidir. Ayrica uzun zaman
bellek ve uzay etkilesimleri iceren karmasik fiziksel sistemlerin, Markoviyen ol-
mayan karakteri géz Oniine alindiginda, kesirsel matematik bu karmasik sistemleri
modellemede 6nemli bir ara¢ olmaktadir. (5.1) denkleminin kesirsel mertebeye ge-
nellestirilmis bir formunun standart fizigi ve karmasik sistemleri kapsayabilecegi

sOylenebilir. Bu amacla Genellestirilmis Kesirsel Langevin (GKL) denklemi

Dl + [ St~ )(CDga(Ear = £(1 57

formunda ele alinsin. Burada ¢ Dy Caputo tiirev operatoriidiir. « — 1 igin denklem

genellestirilmis Langevin denklemine indirgenir (Zwanzig, 2001).

(5.7) kesirsel denklemindeki f(¢) rastgele giiriiltii terimi bir "dahili giiriiltii"
ise korelasyon fonksiyonunun () kayipli bellek fonksiyonu ile iliskisi fliiktiiasyon-

kay1p iligkisi olarak bilinen

(fOf@)) =C(t =t']) = kgT(|t = t']),  (f(t)) =0 (5.8)
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ile verilir. Burada kp Boltzman sabiti ve 7' ¢cevrenin mutlak sicaklifidir (Wang,
1992; Vinales and Despdsito, 2007, 2008, 2006; Camargo et al, 2009).

(5.7) denklemin ¢6ziimii i¢in Laplace yontemi kullanmak elveriglidir. Bu ne-
denle (5.7) denkleminde esitligin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanir. Ke-
sirel mertebeden diferintegral operatorlerinin Laplace doniisiim 6zellikleri kullanil-

diginda, baslangi¢ kosullar1 2(0) = zo ve ©(0) = vy olmak tizere

(La(t)(s) = == + wK (s) + G(s)f(s) (5.9)

esitligi elde edilir. Burada G(t) ve K (t) fonksiyonlarmin Laplace doniigsiimlerine
karsilik gelen (LG (t))(s) ve (LK (t))(s) fonksiyonlar sirastyla

1
(LG(t)(s) = T 1 55 (5)] (5.10)
(CEWD)(s) = 5.1

[s% + s%9(s)]
ile tanimhdir. Boylece (5.9) esitliginin ters Laplace doniisiimii ile (5.7) kesirsel

denkleminin ¢oziimii konum i¢in

x(t) = o + vo K (t) + /Ot G(t—7)f(r)dr (5.12)

ve hiz i¢in

v(t) = voK (t) + /Otg(t —7)f(7)dr (5.13)

formunda bulunur. Burada ¢(t) durulma fonksiyonu g(t) = G(t) ve [(t) = K (t) ile

tanimli oldugu i¢in Laplace tiirev doniisiim 6zelliginden

(L9N(6) = ooy (5.14)

ve
8204—1

(LIt))(s) = 5% + 593(s)] (5.15)

esitlikleri gecerlidir.

Konum ve hiz niceliklerinin ortalama degerleri, rastgele hareketlerde (f(¢)) =
0 kabul edildigi icin
(@(t)) = 2o + vo K (t) (5.16)

A~
(v(t)) = vol(t) (5.17)
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esitlikleri ile hesaplanir. Boylece yer degistirme ve hiz ifadelerinin, ortalama yerde-

gistirme ve ortalama konum ifadeleri ile iligkisi

z(t) = (x(t)) +/0 G(t—7)f(r)dr (5.18)
ve .
v(t) = (v(t)) +/O gt —7)f(r)dr (5.19)

formiilleriyle hesaplanir. (5.12) ve (5.16) ifadelerinden yararlanilarak varyans ve

ortalama kare yerdegistirme formiilleri

05(t) = ([=(t) = (@(®)])
= 2/ dth(tl)/ldt2G<t2)O(t1 —tg) (520)

ve

t t1
<I2(t)> = X + 21‘0’00 + U3K2<t> + 2/ dth(tl) / dtgG(tg)C(tl - tg)
0 0
= 2o+ 2z0v0 + V3 K3 (t) + 02,(2) (5.21)
olarak elde edilir. Elde edilen bu esitliklerden, varyans ve ortalama karesel yerdegis-
tirme gibi zaman ortalamasi alinmis, deneysel olarak 6l¢iilebilir niceliklerin G(t),
K(t), g(t), I(t) gibi durulma fonksiyonlart ile iligkisi goriiliir. Bagka bir deyisle,

GKL denkleminin analitik ¢oziimleri, bu durulma fonksiyonlarinin belirlenmesiyle

elde edilmis olur.

GKL denklemi ile tasvir edilen sistemin davranisi, bellek fonksiyonun segi-
mine gore farklilik gostermektedir. Bu durumu tespit etmek iizere, oncelikle (5.8)

bellek fonksiyonu Dirac Delta fonksiyonu cinsinden
~y(t) = 2Xd(¢t) (5.22)
secilsin. Bu durumda (5.22) fonksiyonunun Laplace doniigiimii i¢in
(L(1)(s) = 2A (5.23)

elde edilir. (5.23) esitligi kullanilarak, (5.10) ve (5.11) esitlikleri ile verilen (LG(t))(s)
ve (LK(t))(s) fonksiyonlar1 bu bellek fonksiyonu i¢in belirlenmig olur. Boylece,

ters Laplace doniisiim 6zelliklerinden durulma fonksiyonlari

G(t) = ** ' E, 00 (—2Xt%) (5.24)
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g(t) = ** 2 Eg 01 (—2Xt%) (5.25)
K(t) = tE,2(—2Xt%) (5.26)

ve
1(t) = Eyp(—2Xt%) (5.27)

formunda elde edilir. Bu durulma fonksiyonlar1 (x(¢)) ve (v(t)) esitliklerinde kul-

lanilarak ortalama yerdegistirme i¢in
<1’(t)> =29+ UotEoé72(—2)\ta) (528)

ve ortalma hiz i¢in
(v(t)) = voEqa1(—2At%) (5.29)

coziimleri elde edilir. Bu sonuglara gore parametreye bagl bir denklem kullanilma-
styla, Brown hareketinin en iyi temsil edilebilmesiyle ilgili esneklik kazandirilmak-

tadir. (x(t)) ve (v(t)) ifadelerinde xy = 0 ile v — 1 limit durumu igin

(2(t)) = v, K (t) = vot By o(—2\t) = %(1 _ e (5.30)
(0(t)) = vol(t) = vot By 1(—2Xt) = vo By (—2Mt) = vpe™ M (5.31)

esitlikleri elde edilir. Bu sonuglar standart Brown hareketinin sonuglartyla uyumlu-
dur (Lindenberg and West, 1990; Lutz, 2001).

(5.28) ve (5.29) ¢oziimleri, korelasyon fonksiyonunun Dirac Delta bellek fonk-
siyonu olmast sebebiyle, bellegin goz ardi edildigi, Markoviyen geligen bir siireci
tasvir etmektedir. Ancak, diizensiz, fraktal ortamda gelisen karmasik stokhastik sis-
temlerde, uzun-zaman korelasyon fonksiyonlar1 davranislar1 goriilmektedir. Bu du-
rumda GKL denkleminin ¢oziimii i¢in bellek fonksiyonu ile ifade edilen korelasyon

fonksiyonu (5.8)
t—)\
INQREDY

formunda olur. GKL denkleminin Laplace doniisiimii yontemiyle ¢6ziimii i¢in, 6n-

() = (5.32)

celikli olarak (5.32) ifadesi ile tanimlanan bellek fonksiyonun Laplace doniisiimii

(Ly(t))(s) = ™ (5.33)

elde edilir. Buradan durulma fonksiyonlarinin, kuvvet-yasasi formunda bellek fonk-
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siyonu ile Laplace doniistimleri icin

82(1—2
(LK(t))(s) = T (5.34)
1
(LG0)(s) = e (5.35)
S
(L9()) = oo i (5.36)
200—1
(LU1)(s) = —— (5.37)

§20 4~y g tA-l
elde edilir. Bu fonksiyonlarin, ters Laplace doniisiimleri de, ML fonksiyonun Lap-

lace doniisiim 6zelliginden sirasiyla

K(t) = tEBays2(—7t* ) (5.38)
G(t) = £ 2Eo i1 ga(—7t* ) (5.39)
g(t) = P By s 100 (et ) (5.40)

I(t) = " By apa (—ypt®™ ) (5.41)

olarak hesaplanir. Goriildiigii tizere fiziksel nicelikler, kesirsel tiirev mertebesi «
ve bellek fonksiyonunun kuvveti \’ya bagli olarak elde edilmektedir. Bu durulma
fonksiyonlarinin uzun zaman davranisi, ML fonksiyonlarnin asimptotik degerleri
yardimut ile hesaplandiginda, standart fizikteki iistel fonksiyonlarla degil, kuvvet ya-
sas1 formunda elde edilmektedir. Bu fonksiyonlarin analitik olarak elde edilmesiyle,
deneysel olarak olciilebilen, (5.16), (5.17), (5.20), (5.21) ifadeleriyle verilen sira-
styla konum ortalama, hiz ortalama, varyans, ortalama karesel yer degistirme gibi

niceliklerin zaman i¢inde gelisimleri belirlenmis olur.

Kesirsel matematigin karmagik stokhastik sistemleri tasvir etmekteki temel
basarisinin altinda yatan fiziksel mekanizma, bize gore, incelenen sistemin kiimii-
latif davranisinin sonucudur. Bu nedenle, Langevin denklemini kesirsel matematik

yaklagimina paralel olarak kiimiilatif yontemle ele almak yerinde olur.
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5.2 Langevin Denkleminin Kiimiilatif Modeli

Kiimiilatif siireclerin operator modeli ¢esitli fiziksel stokhastik siireclere uy-
gulanabilir. Bu baglamda, Langevin denklemi kiimiilatif yaklagimla ele alinmakta-
dir. Brown pargaciginin hizinin zaman i¢indeki evrimi kiimiilatif azalma yaklagimi
ile ifade edilebilir. Ayrica fiiliikte eden kuvvet, her bir t = At, 2A¢t, ..., nAt kesikli
zaman araliklarina kargilik gelen f(¢;)’lerin katilimi olarak ifade edilirse Brown

parcacigin hareketi

t=0 v(0) = w
t=At v = (1—=CAt)v+ f(to) = dvo+ f(to)
t=2At wy = v+ f(t)) = ¢*vo + 6f(to) + f(t1)
t=3At w3 = Pva+ f(ta) = o+ ¢ f(to) + df(t1) + f(t2)

t = nAt Up = (ﬁ’l)nfl + f(tnfl) = ¢n1}0 + Z ¢n_kf<tk,1) (542)

k=1

algoritmas: ile ifade edilir. Burada ¢ = (1 — ¢) ve m = 1’dir. Bu kiimiilatif al-
goritmaya gore kesikli olarak ifade edilen f(t;) rastgele kuvvetleri de kiimiilatif,
birikerek ilerleyen siirece dahil olurlar. Elde edilen (5.42) esitligi Binom ag¢ilimi

kullanilarak

Un = ; (Z) (—CA) v + " ; ¢~ " f(tr) (5.43)

formunda yazilabilir. Kiimiilatif azalma siireci olarak tasvir edilen Brown pargaci-
ginin hiz modelinden elde edilen (5.43) esitligine, bellek etkilerini iceren kesikli bir

Langevin denklemi olarak bakilabilir.

(5.42) esitliginin sag tarafinda fiiliikte eden kuvveti gosteren toplam, ¢ zaman

degiskeninin bir fonksiyonu olarak
F(t)=¢"> ¢ *f(tr) (5.44)
k=1

tanimlanabilir. (5.43) esitligi, fiiliikkte eden F'(¢) kuvvetinin istatistiksel 6zelliklerine

bagh olarak ele alinmalidir.

(5.43) esitliginde, fiiliikte eden kuvvet olmadigir durumda, (5.44) terimi sifir-
dir. Yeterince biiyiik adim sayis1 7 i¢in zaman degiskeni siirekli hale gelir ve denk-

lemin bu durumda ¢6ziimii, 6nceki boliimlerde oran denklemi olarak tasvir edildigi
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tizere serbest hareket eden pargacik i¢in
v(t) = voe (5.45)

olarak elde edilir. Bu deger ayn1 zamanda hiz ortalamasi (v(¢)) degerine esittir. Bu
durumda, kiimiilatif yontemle elde edilen (5.43) esitligi yeterince biiyiik n degerleri
ve Delta korelasyona sahip bir F'(¢) fonksiyonu ile (5.4) esitligi ile verilen standart

Langevin denkleminin ¢6ziimii olan
t !
v(t) = vee ¢t + / f(t)e t=ar (5.46)
0

esitlifine karsilik gelir.

Burada onerilen kesikli kiimiilatif mekanizma ile tasvir edilen Langevin denk-
leminin ve onun kesirsel mertebeye genellestirilmis formunun, limit durumlarinda
standart sonuclarla uyumlulugu goriilmektedir. Bunun nedeninin, kiimiilatif yakla-
simla itibara alinan bellek etkilerinin oldugu anlasilmaktadir. Buradan hareketle,
kiimiilatif kiiciilme ve biilyiime yaklasimlari ile kesirsel matematik formiilasyonu-
nun, fraktal ortamda, bellek etkileri ile gelisen karmasik sistemleri tasvirde para-
lel tasvir yontemleri olarak kullanilabilecegi goriilmektedir. Brown hareketinin, bir
cok denge-dis1 sistemin tasvirinde temel model olarak kullanildigi gbz 6niinde bu-
lunduruldugunda, onerilen kesikli ve standart fizigi de kapsayan kesirsel Langevin

denklemi’nin ¢dzlimiiniin onemi ortaya ¢cikmaktadir.
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6. KUMULATIF BUYUME VE KESIRSEL MATE-
MATIK

6.1 Fraktal Yapih Ortamlarda Kiimiilatif Biiyiime

Bu boliimde, Boliim-4’te elde edilen sonuglar dogrultusunda, bir fiziksel sis-
temin viskoz bir ortamdaki kiimiilatif olarak biiyiimesi, gelistigi cevre ile etkilesimi
g6z Oniinde bulundurulak ele alinmaktadir. Bu etkilesme, sistemin dinami8ine «
parametresine bagl bir gelisim operatorii aracilifi ile girdirilmektedir. Paralel bir
yaklasimla kesirsel matematik ile ele alinan bir biiyiime siirecinde o parametresi,
kesirsel matematikteki differintegral mertebesine karsilik gelmektedir. Bu baglamda
exp fonksiyonunun yerini alan ML fonksiyonu, hem kiimiilatif yaklagimla hem de
kesirsel matematikle tasvir edilen biiyliime siirecinin dogal bir tasvir eleman1 olarak
karsimiza ¢ikmaktadir. Sonug olarak fiziksel siirecleri kiimiilatif yaklasimla ele al-
manin, bu fiziksel siireclerin Markoviyen olmayan bir bellekle fraktal bir ortamda
gelismesi, mekanin fraktal ve zamanin kesikli olmasini1 gbz Oniine alan arayislara

bir cevap oldugu diisiiniilmektedir.

Bilindigi lizere, doga ve insan davraniglarinin bir ¢ok biiylime modeli, incele-
nen biiyiikliik A(t) olmak iizere, dt gibi zaman araligindaki dA(t) degisimi basitce
dA(t)
—— = )\dt 6.1
Al (6.1)
formunda, yaygin bilinen bir oran denklemi ile ifade edilmektedir. (6.1) denklemi-

nin ¢oziimit A(0) = A baglangi¢ degeri olmak iizere
A(t) = Agexp(At) (6.2)

bulunur. Bu ¢6ziim Oklidiyen bir ortamda, serbet gelisen bir biiyiime siirecini tasvir

etmektedir.

Bilinen basit iistel yasalar, bir dinamigin dogasini basitce ifade etmek amagh
kullanilmaktadir. (6.2) esitligi ile verilen ¢6ziimiin daha gercekei fiziksel sistemleri
ve deneysel sonuglari tasvir etmekten uzak oldugu ortadadir. Burada, siireci etkile-
yen bir dig alanin varli1, mekan ve zamanin kirikli olusu, homojen olmayisi yani
heterojen olusu, siireci hizlandiran veya yavaglatan etkenlerin varligi, bellek etkisi
ihmal edilmektedir. Bu nedenle baslangi¢ deger Ay ile gelecekteki deger A(t) ara-

sindaki iligki iistel olarak elde edilmektedir.
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Bu baglamda sistemin, cevresi ile etkilesimini hesaba katmak iizere, fraktal
bir uzayda yani boyutu kesirli mertebeden olan bir uzayda gelisen siirecin kiimiilatif

olarak biiylimesinin tasvirinde gelisim operatorii ¢
d = (1+ AL (6.3)

secilebilir. Burada o parametresi 0 < o < 1 aralifindadir. Boylece, bir fiziksel
niceligin, viskoz bir ortamda biiyiimesinin dinamigi asagidaki gibi bir kiimiilatif

artis modeli ile ele alinir:

O0.adm ;  A(0) = A
Ladim ;  A(At) = (1 + MAH)Y Ag = ¢' Ay
2adim ;  A(2At) = (1 4+ MAY)Y A(At) = ¢* 4y

nadm ;  A(nAt) = (14+AA) A((n — DAL) = ¢"Ag.  (6.4)

¢ operatorii (6.4) denkleminde yerine yazilarak Binom serisine acilirsa, kiimiilatif
olarak biiyiiyiien bir siire¢ i¢in gelecekteki bir A(nAt) degeri ve siirecin baslangi¢

degeri arasindaki iligki, m = na olmak iizere

m

Amat) =3 (Z) (AAL)F A, (6.5)

k=0
esitligi ile ifade edilir. Binom katsayilar1 agik olarak yazilirsa

m

A(mAt) Zm (m=k+1 ) Ary A, 6.6)

k=0

esitligi elde edilir. Boylece gelecekteki bir A(nAt) biyiikligii, baslangic durumu

Ay cinsinden ifade edilmis olur.

(6.6) ifadesinde, At = t/n esitligi yerine konularak, A niceliginin gelecekteki

degeri t zaman degiskeni cinsinden

A(t):im<m_1)'”(m_k+1>()\t)kA0 67)

klmk
k=0

formunda yazilir.

Kiimiilatif olarak biiyiiyen bir niceligin, gelisimini ifade eden A(¢) niceligini,

literatiirde iyi bilinen bir ifade ile iliskilendirmek icin, bu ifadenin limit davranisina
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bakmak yerinde olur. Bu amacla, (6.7) esitligi

A@:ZQ%@mmmO (6.8)
k=0 )

formunda yazilabilir. Burada ()(m, k) niceligi

k

Q(m7 k) = H(l -

i=1

k—1

) (6.9)

m

seklinde tanimlidir. Yeterince biiyiik m degerleri icin Q(m, k) — 1 limiti degerini
alir. Boylece A(t) niceliginin zaman i¢indeki gelisimine karsilik gelen degerleri m

den bagimsiz olarak
= (aAt)
At) = ——A (6.10)
— I'(k+1)
esitligi ile ifade edilir. Boylece (6.10) esitliginde £ = ar secimi ile, ML fonksiyonu
cinsinden

A(t) = AoEq(at)® 6.11)

olarak elde edilir. Burada a = a\’dir. Boylece ¢6ziim, bir bagka ifade ile gelecek-
teki deger ve baslangi¢ degeri arasindaki bagintt ML fonksiyonun cinsinden saglan-
mis olur. Bu bagint1 kesirsel matematikte, differintegral mertebesi olarak karsimiza
cikan o’y1 da barindiran ¢ok basit bir ifade olmaktadir. (6.11) esitligi ile verilen
¢Oziim, o — 1 i¢in

A(t) = E1(At)Ag (6.12)

halini alir.

ML fonksiyonu, fraktal gelisim operatoriiniin kuvveti o’ ya bagl olarak, stan-

dart bir iistel fonksiyonun zamanla gelisiminden farklilik gostermektedir. (6.11)

esitligi ile ifade edilen kiimiilatif biiyiime siirecinde, ML fonksiyonun asimptotik

degerleri goz oniinde bulunduruldugunda, A(t) niceligi i¢in, siirecin baglangici olan
At < 1igin

A(t) = AgEL[(M)°] — AgeP” (6.13)

limitini saglamaktadir. Bu durumda siirecin zaman i¢indeki davranist uzatilmus iistel
olarak bilinen formda ifade edilir. Siireg ilerledikge A\t > 1 i¢in A() niceliginin
davranisi

A(t) = A Eo[(A)?] — A (A1)

ters kuvvet yasas1 formundadir. Yukaridaki limitlerde, Ay ve A, sayilar1 fonksiyo-
nun sirasiyla sifir ve sonsuzdaki asimptotik degerleridir. Bu limit durumlarindan,

s0z konusu fiziksel biiyiikliigiin baslangi¢c degerini, fiziksel biiyiikliigiin gelecek-
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teki bir degerine baglayan ML fonksiyonunun, iistel ile kuvvet yasasi olmak iizere
iki asimptotik form arasindaki degerlerde diizgiin (diferansiyellenebilir) olarak de-
gistigi gozlemlenmektedir. Ters kuvvet yasasi, kesirsel integral oran denklemi ile
ifade edilen siirecin, zamanda asimptotik olarak kendi kendine benzer davranisi ol-
dugunun isaretidir (Biiyiikkilic and Demirhan, 2008a; Kilbas et al, 2006; West et al,

2003; Mathai et al, 2011).

6.1.1 Fraktal yapih ortamlarda sabit katkilh bir kiimiilatif bii-

yume

Bu boliimde, Boliim-6 Kesim-1’de anlatilan, cevresi ile etkilesmesinin de iti-
bara alindig1 artan bir fiziksel siirece ek olarak, siirecin baslangicinda elde bulunan
Ay niceligine her adimda P kadar miktar dahil olsun. Zamanla ilerledilge, P kat-
kis1 da A, gibi kiimiilatif bitytime siirecine tabi olacaktir. Siire¢, kiimiilatif biiyiime

modeline gore, matematiksel olarak

0.adm ; K(0)= A,
Ladim ; K(At) = (14 MAt)*K(0) — P = ¢A, — P
2.dm ; K(2At) = (1+ M) K(At) — P = ¢*Ag— (9 +1)P

nadim ; K(nAt)=¢"Ay— (¢" ' +¢" >+ ..+ 1)P (6.14)

algoritmasi ile ifade edilir. (6.14) bagintisina gore, t = nAt siire sonra Ay baglan-
gi¢ niceliginin ulagtif1 deger L, P katkisimin ulastig1 degeri T' ile gosterilsin. Bu
durumda 7" niceliginin L niceli§inden ¢ikarilmasi ile elde edilen ve birikimi goste-

ren K niceligi i¢in

K=L-T, (6.15)
yazilir. Burada L niceligi,
L= (14 AAt)*" A, (6.16)
esitligi ve 7' niceligi,
n—1
T =Y (1+AAt)™P (6.17)

iy

0

esitligi ile hesaplanir.

Cevresi ile etkilesim halinde olan ve biiyiime davranigi gosteren bir sistem

icin, K birikim miktarinin L > 7" olmasi durumunda pozitif, yani zaman i¢inde sa-
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bit katki biiylimesinin, baglangictaki Ay niceliginin biiylimesini asamadigi, L = T’
durumunda K birikim miktarinin sifir oldugu, yani baslangigtaki nicelik ve sabit
katki pay1 biiytimelerinin dengelendigi ve L. < 7' olmast durumunda ise K biri-
kiminin negatif, yani baglangictaki nicelik biiyiimesinin, sabit katki biiytimelerinin

altinda kaldigin1 gosterdigi aciktir.

Farkl1 bir durum olarak, kiimiilatif biiyiime siirecindeki bir sisteme, P katkisi,
artma yOniinde katki saglayacak sekilde isareti "+" olarak ele alinsin. Bu durumda,
T niceligi, L niceliginden cikarilmak yerine, L’ye eklenir. Bu durumda birikim ni-
celigi i¢in

K=L+T (6.18)
yazilabilir. Ayrica 6zel olarak Ay = P se¢imi ile, (6.18) esitligi ile verilen birikim

niceligi icin asagidaki toplam yazilir:
K=(@"+¢" ' +¢" 2+ .. +1)P. (6.19)

(6.19) ile verilen seri toplami yapilirsa, bdylece birikim niceligi ve katki terimi P
arasindaki iligki i¢in

¢n+1 -1
T o1

esitligi yazilir. Bu durumda K niceligi, A(nAt)’ye bagh tiim terimlerin katsayilari-

K P (6.20)

nin toplamidir. Kiimiilatif bir biiyiime siirecinde, ¢ > 1 oldugu ic¢in, (6.20) esitligi-
nin payindaki 1 terimi, ¢"! terimine kiyasla goz ardi edilebilir. Boylece At = t/n

olmak iizere birikim degeri i¢in

a(n+1)
o~ P (1 N E) (6.21)

T axt n

elde edilir. Bu durumda K daima pozitiftir ve sistemin biiytidiigiinii gosterir.

Kiimiilatif olarak biiyiime gosteren bir sistemin denge durumuna karsilik ge-
len K = 0 durumu i¢in L = 7" olmalidir. (6.17) esitligi ile verilen 7" toplam1 bir
geometrik seri oldugundan toplam icin

1w

T = 1_¢P (6.22)

esitligi gecerlidir. Boylece, (6.16) esitligi ile verilen L degeri, (6.22) esitligindeki T’
toplamu ile esitlenerek denge durumu icin
1 —(1+ XAY)"

pP= A 6.23
L+ MAH " =17 6.23)
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esitligi elde edilir. (6.23) ifadesi At = ¢/n alinarak, yeterince biiyiik n degerleri
icin
z
1—e7
seklinde yazilabilir. Burada Py = Ap/n ve z = aAt’dir. (6.24) esitligindeki = de-

giskenine bagl ikinci terim yeniden diizenlenirse P katki terimi i¢in

P=F

(6.24)

2 3

z z z
P~P0<1—§+E—ﬂ+...> (6.25)

formunda bir seri elde edilir. (6.25) ifadesi de g6z oniine alindiginda, (6.24) esitli-

ginin limit durumlari i¢in

<1, P~DB (6.26)
:>1,  P~2zP (6.27)

ifadeleri elde edilir. (6.26) ifadesinden z < 1 durumunda biiytime siirecindeki kii-
miilatif etkinin olmadig1 goriilmektedir. Ancak (6.27) ifadesine gore z > 1 duru-

munda, yani zaman gectikce, kiimiilatif biiylimenin etkisi bariz olarak gozlemlenir.

Siradaki boliimde, bir biiylime siirecinin gelistigi cevre ile etkilesmesini tas-
vir etmekte kullanilan bir yontem olarak, A(t) niceliginin kesirsel matematik kul-
lanilarak elde edilecek ¢oziimii, kiimiilatif artislar baglaminda elde edilen ve (6.11)

esitligi ile verilen ¢oziim ile kiyaslanmak iizere ele alinacaktir.

6.2 Kiimiilatif Biiyiimenin Kesirsel Matematikle Ilis-
kisi
Bolim-(6.1)’de, (6.1) esitligi ile tanimlanan ve artan bir siire¢ icin yazilan
oran denkleminin bir integral denklemi olarak ifadesi
A(t) — Ay = M} A(t) (6.28)
denklemi ile verilir. (6.28) denklemi, bir biiyiime kesirsel integral denklemi olarak
A(t) — Ay = N ITA(t) (6.29)

formunda o mertebesine genellestirilir. (6.29) kesirsel integral denklemini, bir ke-
sirsel diferansiyel denklem olarak yazmak i¢in esitligin her iki tarafina kesirsel tii-

rev operatorii uygulanirsa, (2.17) ile verilen tersinirlik 6zelliginden, zamana bagh
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homojen olmayan kesirsel biiytime denklemi su formda elde edilir:

Agt™@

)

= \VA(¢). (6.30)
Burada Df RL kesirsel tiirev operatoriidiir (Kilbas et al, 2006; Podlubny, 1999;
Hilfer, 2000).

(6.29) ile verilen kesirsel integral denkleminin ¢6ziimii i¢in RL integralinin

Laplace doniisiim 6zellikleri kullanilarak

A(S) = Aol—(s()ﬁ

esitligi elde edilir. Bir biiylime siirecinin tasvirinde, esas denklem olarak (6.29) in-

(6.31)

>

tegral denkleminin kullanilmasi, Bolim-(2.2)’de tanitilan Laplace doniisiim 6zel-
liklerindeki kullanim kolaylig1 agisindandir. Boylece, (6.31) esitligine ters Laplace

doniistimii uygulanarak zamana bagli ¢6ziim

Alt)=L£71 {Ao%} (t) (6.32)
A

esitliginin sag tarafindaki ters doniisiimiin hesaplanmasiyla gerceklestirilir. Bunun

i¢in, payda seriye agilarak

Aty =L71

A Aaks—a’f—ll (t) (6.33)
k=0

toplami yazilir. (2.33) esitligi ile verilen Laplace doniisiim 6zelligi ve (6.33) esitligi
kullanilarak (6.29) ile verilen bir biiyiime siirecine ait kesirsel integral denkleminin

¢Ozumi
A(t) = Ay ; ok 1) (6.34)

bulunur. Coziim olarak elde edilen (6.34) esitligi, (9.4) esitligi ile tanim1 verilen

Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden
A(t) = A(0)E, (M)~ (6.35)

formunda yazilabilir. Boylece, kesirsel matematik yaklasimu ile elde edilen ¢oziim
olan (6.35) ifadesi ile kiimiilatif biiyiimeler yaklasimi ile elde edilen ¢oziim olan

(6.11) ifadesi kiyaslanirsa, ¢oziimlerin 6zdes oldugu goriilmektedir.

Bu boliimde, bir fiziksel sistemin biiyiime siireci, serbest bir ortamdan, cevre-

siyle etkilesmesinin gdz oniinde bulunduruldugu viskoz bir ortama alinmaktadir. Bu
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etkilesme, o parametresine bagli bir gelisim operatorii ile kiimiilatif artig siirecinin
dinamigine dahil edilmektedir. Bu yaklasimda, baslangic deger ve gelecek deger
arasindaki iliskide ML fonksiyonu dogal bir tasvir eleman1 olarak ortaya ¢cikmak-
tadir. o kesirsel matematikte bir differintegral mertebesi olmasinin yaninda, fizik-
sel davraniglarin gelisimini; gerilemesini, ilerlemesini, yavaslayip hizlanmasini vb.
kontrol eden bir 6zellige sahiptir. Esas olarak incelenen doga ve insana ait olaylarin
gelistigi fiziksel ortamin 6zelligi ile ilgilidir. ML fonksiyonunun taniminda gegen «
parametresi de bu kapsamda degerlendirilebilir.
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7. CANLI TOPLULUGUNUN NUFUS DINAMIGI

Diinya niifusunun biiytikliigiindeki fiiliiktiiasyonlar, genellikle stokhastik ve
zamanda rastgele olarak gerceklesirler. Ozellikle, giiniimiizde sanayi, teknoloji ve
iletisimin gelismesiyle birlikte insanlarin hareketliliginin cok daha hizli hale gel-
mesi, ayrica yoresel, bolgesel, kitalar aras1 politik anlagsmazliklar, ekonomik neden-
ler, savas, kuraklik, hastaliklar v.b. insan topluluklarinin hareketliligini giin gectikce
arttirmakta ve koloniler halinde goge zorlamaktadir. Bu gelismeler nedeniyle glo-
ballesen diinyada canli topluluklarinin birbirleri ve ¢evreleri ile etkilesimi kiiltiir,
ekonomi, egitim, ¢evre kosullari, vb. konularda toplumlarin karakterlerinin degis-
mesinde, sekillenmesinde 6nemli role sahiptir. Bu hareketliligin niifuslarin dinami-
gindeki etkileri, bir bolgede yasayan niifus biiytikliigiiniin degisimi ile yansitilabilir
(Biiytikkili¢ et al, 2016).

Niifus dinamigini ifade eden uygun matematiksel modeller bulma arayislari
18. yiizyila kadar uzanmaktadir. Cevre kaynaklarinin sinirlandimasinin olmadigi bir

model ilk olarak Malthus iistel biiyiime yasasi1 olarak bilinen
N (t) = Nye (7.1)

esitligi ile verilir. Bu ifade bir niifusun dinamigini tanimlayan oran denkleminin ¢6-
ziimiidiir (Malthus, 1798). 1838 yilinda Verhulst, niifus dinamigini etkileyebilecek
cevresel faktorleri ve tasima kapasitesini de géz oniine alan Bernoulli denkleminin

0zel bir formu ile ifade edilen

% =aN — bN? (7.2)
lojistik biiyiime modelini 6nermistir (Verhulst, 1838). Ote yandan dogada av-avci
iligkisi olarak bilinen Lotka-Volterra denklemleri bir biyolojik sistemdeki iki po-
piilasyonun birbirleriyle olan etkilesimlerini izah etmek amaciyla ortaya konan bir
modeldir (Murray, 1993). Bu yaklagimlar, belirli tipteki dinamikleri modellemek
konusunda basarili olsalar da, bir popiilasyonu etkileyen 1s1 degisimleri 6liim ve ya-
sam olasiliklar1 gibi rastgele faktorlerin oldugu stokastik karmasik dinamikleri ifade
edemezler. Yakin ge¢cmiste niifus dinamiklerini ifade eden cesitli modeller stokastik
olarak ele alinmaktadir (Lande et al, 2003; Turchin, 2003; Matis and Kiffe, 2000) .

Bir niifusun dinamigini etkileyen bircok cevresel faktor vardir. Bu nedenle
niifus dinamiginin karmagik bir fiziksel sistem olarak ve kiimiilatif yaklasimla ele

alinmast hem bu dinamigi anlamak agisindan hem de kesirsel matematigin bu tip
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dinamikleri tasvir edebilmesindeki basarisinin ortaya konulmasi a¢isindan onemli-
dir. Bu itibarla bu boliimde, 6nceki boliimlerde ayrintili olarak deginilen kiimiilatif
artma mekanizmasinin bir uygulamasi olarak bir toplulukta yasayan canli niifusu-
nun dinamigi kiimiilatif artis baglaminda ele alinmaktadir. S6z konusu niifusun ge-
listigi cevre ile etkilesimi ve cevre kosullarinin sinirlayici etkisi gdz 6niinde bulun-
durularak, kiimiilatif bitylime modelinde, niifus artis hiz1 sinirlandirilarak literatiirde
bilinen lojistik map ve onun siirekli karsilig1 lojistik denklem ile iligkisi kurulmus-

tur.

7.1 Canh Niifus Dinamiginin Kiimiilatif Yaklasimla

Incelenmesi

Bir niifusun gelisim siirecinin kesikli dinamigi, kiimiilatif olarak artan bir sii-
re¢ olarak ele alindiginda, n. adimindaki niifusu V,, olmak iizere, At zaman sonraki
ardigik adimdaki niifus bityiiklagii ile iligkisi, ¢ = (1 + aAt) gelisim operatorii cin-
sinden

Ny = (1 + aAt)N, (7.3)

esitligi ile ifade edilir. Burada a artis h1z1 olup zamandan bagimsiz alinmaktadir. Bu
denklem bir canli toplulugunun niifus dinamigini hicbir sinirlama olmaksizin artan

bir siire¢ olarak, zamana ve biiytime hizina bagh olarak tasvir etmektedir.

Bir alandaki niifusa oranla mevcut besinin yetersizligi, savas, hastalik, kurak-
lik, ekonomik nedenler vb. ¢evresel etkiler belirli bir esik degerine kadar sistem
tarafindan tolere edilir. Ancak bir degerden sonra yasami idame ettirmeye yarayan
kaynaklar niifus gelisimi lizerinde sinirlayici esas 6ge olmaktadir. Bir bagka deyisle
gercekei bir niifus dinamigi icin (7.1) ve (7.3) esitlikleri gibi, siirekli devam eden
bir artig olarak ifade edilen niifus gelisimlerinin artig hizina bir sinirlandirma getiri-
lerek sistemin dengeye gitmesi temin edilir. Bu amagla, niifus artis hiz1 a, ¢evrenin

tasima kapasitesi etkisini dahil etmek i¢in

a = ag (1 _ D ) (7.4)

Nmax

seklinde alinsin. Bu durumda (7.4) esitligi (7.3) denkleminde yerine konulur ve

yeniden diizenlenirse, kiimiilatif geligsen bir niifus icin

G0At > (7.5)

N1 = (a0At + N, — TN,

kesikli denklemi elde edilir. (7.5) esitliginin her iki tarafi At ye boliiniirse, At — 0
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limiti icin denklem siirekli hale gelir ve

dN

— =aN — bN? 7.6

T (7.6)
denklemi elde edilir. Burada a = ag ve b = ag/Npa tir. Bu ise literatiirde iyi bi-
lenen bir lojistik denklemdir (Strogatz, 1994; Davis, 1962). (7.6) denklemine gore,
niifusun degisiminin esas belirleyicisi, niifus artis hiz1 a, niifus artis hizin1 frenleyen

ise cevre etkisini empoze eden b katsayisidir.

Niifus dinamiginde temel bir tasvir eleman: olarak bilinen lojistik map denk-
lemi ve (7.5) denklemi ile verilen kesikli kiimiilatif biiyiime denklemi arasinda bir

iligski kurulabilir. Bu amagcla (7.5) denklemi

—1
Ny = i, — =D e (1.7)
TNrnax
formunda yazilsin. Burada r = (1 + aoAt)’dir. Kiimiilatif niifus denklemini boyut-
suz bir denklem haline getirmek iizere
TNmax

N, = Tn (7.8)
r—1

doniistimii yapilir ve (7.7) denkleminde yerine konulursa
Tpr1 = 12,(1 — ) (7.9)

lojistik map elde edilir. Boylece, bir¢ok igerikte ortaya c¢ikan en basit dogrusal ol-
mayan fark denklemi, kiimiilatif siireclerle iliskilendirilerek elde edilir. Goriildiigii
tizere, lojistik map, (7.7) denkleminin boyutsuz hale getirilmesiyle elde edilen ve
icinde sinirlandirilmig kiimiilatif biiyiimeyi barindiran dogrusal olmayan bir kesikli

denklemdir.

Denklem (7.6), ¢evre etkisini de iceren bir niifus dinamigini tasvir eden dog-
rusal olmayan Bernoulli denklemidir. Bu denklemin kiimiilatif yontem cercevesinde
tarafimizdan yapilan ayrintili bir melez ¢oziimii ele alinmistir. Bu ¢alismada niifus
gelisimine cevre etkisi differintegral mertebesi « ile ortaya konmaktadir (Biiyiik-
kilic et al, 2016). (7.6) denkleminde a ve b parametreleri siirecin dinamigine gore
belirlenmektedir. Sistemin, denge durumuna ait ¢oziimleri i¢in, denklemde 6zel ola-
rak a ve b pozitif sabitler olarak secilsin. (7.6) esitligi ile verilen dogrusal olmayan
denklemin ¢6ziimii i¢in

N(t) = — (7.10)
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degisken doniisiimii yapilarak denklem

du(t) B
— +au(t) =b (7.11)

birinci mertebeden dogrusal bir diferansiyel denkleme indirgenir. (7.11) denklemi-
nin homojen kisminin kiimiilatif yontem ile ¢6ziimii daha 6nceki boliimlerde acik¢a

tasvir edildigi iizere limit durumunda
up, = cexp(—at) (7.12)
ile verilmektedir. Bu durumda (7.11) denkleminin genel ¢6ziimii,
u, = cexp(—at) + 2 (7.13)

elde edilir. (7.10) doniistimiinden, niifusun biiyiimesinin ¢ = 0 i¢in baglangic biiyiik-
ligi Ny olmak iizere, ortamin etkisinin goz ardi edildigi niifus biiytimesi, bilinen

lojistik fonksiyonu

No

N = (1 - gNO) exp(—at) + SNOI

(7.14)

ile ifade edilmektedir (Strogatz, 1994; Davis, 1962).

Ancak cevresel faktorlerin, niifus gelisimine etkileri goz 6niinde bulundurul-

dugunda, indirgenmis lojistik denklemi

Dgu(t)
dt

+au(t) =0 (7.15)

formunda alinmalidir. Bu durumda, (7.15) denkleminin homojen ¢oziimii, kiimiilatif

kiigiilme operatorii ¢ = (1 — aAt)* yardimiyla ML fonksiyonu cinsinden
up = cEq(—at®) (7.16)
formunda elde edilir. Boylece (7.15) denkleminin genel ¢oziimii

b
uy = cEy(—at®) + = (7.17)

a
seklinde bulunur. Burada ¢ = (ug — g) biciminde tanimlidir. Niifus biiyiimesi icin
t = 0’daki baglangi¢ kosulu Ny = 1/ug goz 6niinde bulundurularak, (7.10) donii-

slimiinden cevre etkilerini barindiran melez ¢6ziim

N(t) = (7.18)
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olarak elde edilir. (7.18) ¢oziimiiniin zaman i¢indeki gelisimini tespit etmek icin
limit durumlarina bakmak yerinde olur. (7.18) ¢oziimiiniin limit degerleri ML fonk-
siyon limit Ozellikleri ile belirlenir[Bkz.Ek-C]. Siirecin baslangicinda, at < 1 du-

rumunda niifus degeri i¢in

N(t) = Ny (7.19)
elde edilir. Uzun zaman gozlem sonucunda, niifusun ulagti81 tagima kapasitesini
ifade eden

N(t) ~ % (7.20)

degeri elde edilir. Bu durumda sistemin dengeye ulastig1 sdylenebilir.

N(t) ntifusunun zaman ig¢inde gelisimi, baglangic kosulu Ny’in, denge du-
rumu olan a/b dederine gore biiyiikliigii ile yakindan ilgilidir. Ayrica, bir niifusun
biiylime ya da kii¢iilme dinamigi, iireme katsayisi a’nin isareti ve frenleyici terim
b’ye bagh olmaktadir. Baglangi¢ kosulu Ny'mn, 0 < Ny < § aralifinda olmasi du-
rumunda, niifus fonksiyonu monoton olarak artarak uzun zaman limitinde denge
degeri olan N, = 3’ye ulagir. Bu durum, biiyiimekte olan bir sistemi tasvir et-
mektedir. Diger taraftan, No > ¢ > 0 saglandiginda, niifus fonksiyonu monoton
olarak azalir ve uzun zaman limitinde N,,,, = 7 degerine ulagir. Bu durumda da
niifusun azalma davranig1 gosterdigi soylenebilir. Bu gozlemler, asagidaki grafikler

izerinde de agikca goriilmektedir.

Niifusu kisitlayici terimi b = 0 olmasi durumunda (7.18) denkleminin ¢6-

zuimi
1

N() = cEq(—at®)

(7.21)

formunda bir modifiye Malthus yasasini tasvir eder.

Yukaridaki ¢6ziimlerde, a > 0 ve b > 0 oldugu (7.6) denklemi ile verilen
sistemin kararlig1 irdelenmistir. Cebirsel olarak, a > 0 ve b > 0 olmakla birlikte
(7.6) denkleminde, a’nin isaretinin pozitif ve b’nin isaretinin pozitif ya da a ve
b’nin denklemdeki isaretlerinin negatif oldugu kosullar da ele alinabilir. Ancak her
iki durumda da, sistemi frenleyen bir etki olarak ele alinan b terimi, sistemin te-
mel davranisini belirleyen iireme katsayisi a ile benzer etkiye neden olacagi i¢in,
sistemi dengeye getiren bir rol oynamaz. Bu durumlar bize gore, niifus dinamik-
leri i¢in birer ¢6ziim olarak kabul edilemezdir. Ancak bu secimlere ek olarak a’nin
denklemdeki isaretinin negatif ve b’nin denklemdeki isaretinin pozitif se¢ilmesiyle,

popiilasyonun dinamigini ifade eden ¢6ziim fonksiyonu

No
1+ 2Np) Eo(at®) — 2N

N(t) = ( (7.22)
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Sekil 7.1: Canli niifusunun 0 < Ny < 7 olmasi kosulunda, farkli o degerleri igin
gosterimi.

N(t)
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bir soyun tiilkenmesini ifade edecektir. Azalan bir niifusu ifade eden (7.22) fonksi-

yonu, ¢evre etkilerinin goz ardi edildigi durum olan o — 1 limitinde,

No
(1+ 2No) exp(at) — 2N,

N(t) = (7.23)
esitligine indirgenir.

Sekil 7.1 ve Sekil 7.2, cevre etkisinin niifus dinamigine etkisini gostermesi
bakimindan degisen « degerleri i¢in c¢izilmektedir. Sekil 7.1, baglangic degeri bi-
rim (br.) biiyiikliik cinsinden olmak iizere Ny = 30 br. ve a = 0.04 br., b = 0.001
br. katsayilari i¢in cizilmektedir. Bu degerler incelenen niifusun biiyiikliigiine gore
genigletilebilirler. Sekilden gozlemlenecegi tizere, o degeri biiylidiik¢e, niifus bii-

yiimesi hizlanmakta ve nihayet denge degeri olan tasima kapasitesine ulagmaktadir.

Sekil 7.2 baglangic degeri Ny = 50 br. olmak iizere a = 0.02 br. ve b = 0.01
br. katsayilar i¢in ¢izilmektedir. Sekilden gozlemlenecegi iizere, o degeri biiyli-

diikce, niifusun azalmasi yavaglamakta ve denge degerine ulagsmaktadir.

7.1.1 ki bilesenli niifus dinamigi

Insan topluluklarinin goc hareketlerinin sayilarinin arttign bir donemde, bir
cografyada mevcut yasayan; yerli ve onlara parca parca katilan miiltecilerin (kolo-
nilerin) zaman i¢inde niifuslarinin ulasacaklart miktarlarinin kiyaslanmalari 6nem
arz etmektedir. Bu amacla, niifusun bu dinamigini tasvir etmek iizere, bir ¢evrede,
baslangic yerli niifus Ny’a, disaridan At zaman araliklari ile, her adimda P kadar bir
koloni toplulugu katildig1 varsayilsin. Burada iki bilesenin, sirasiyla yerli ve kolo-

nial miilteci topluluklarinin kiimiilatif olarak, ayni artis hizi ile niifuslarini arttirdig:
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Sekil 7.2: Canli niifusunun Ny > 7 olmasi kosulunda, farkli @ degerleri igin gosterimi.

N(t)

varsayilsin. ¢ zaman sonra, akiimiilatif niifusu /A ’nin ne olacagini incelensin. Bu-
rada P sayidaki toplulugun, o niifus i¢in i¢ ya da disa gb¢ olmasina gore akiimiilatif
niifus icin matematiksel olarak iki durum s6z konusu olabilir: yerli niifus ile koloni

niifusunun toplamlari veya farklari.

Oncelikli olarak niifusu olusturan iki bilesenin zaman i¢inde ulastiklar1 niifus-
lar1 kiyaslamak i¢in bilesenlerinin farklari ele alisin. Bu durumda niifus, bu katilim
nedeniyle, listel olarak Malthus biiylime yasasi1 geregince artmaz, ¢evre etkisel bir
faktor olarak mevcut niifusun azalmasina neden olur. Boylece n adimda ¢ siiresince
niifusun ulagacagi durum, her bir A¢ zaman araligina karsilik gelen ardigik adimlar

icin

0.adm; K, = ¢°N,
1.ad1m; Kl = No + )\AtNQ —P= ¢N0 — P
2.adim; Ky = N, +MAtN; — P = ¢*Ny — (¢ +1)P

nadim; K, = ¢"Ng— (¢" ' +¢" 2 +...+1)P (7.24)
yazilabilir. Bu esitlige gore, akiimiilatif niifus sembolik olarak
K=L-T, (7.25)

olarak yazilsin. Burada
L =¢"N, (7.26)
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ve

n—1
1—o"

T=r F=p 7.27
> ¢ - (7.27)

k=0

dir. Boylece (7.25) esitligi i¢in
1 — "

K=¢"Ny— P 1 q; (7.28)

elde edilir.

Akiimiilatif niifus K’ nin pozitif olmasi yani L > 7' olmast durumunda niifu-
sun, ¢t zaman i¢inde gelisiminde yerli niifusun artiginin, gé¢cmen niifusun artiginin
istiinde kaldigini gosterir. L = 7' durumu, yani K = 0, yerli niifusun artis1 ile
gocmen niifusun artisinin dengelendigi anlamina gelir. L < 7" durumu yani K < 0
oldugu durumda, yerli niifusun artisinin, gé¢cmen niifusun artisindan kiigiik kaldigi
sonucu ¢ikarilir. Burada sira ile yerli niifus ¢cogalmasinin, gd¢cmen niifus cogalma-
sinin istiinde kalmasi, yerli niifus ¢ogalmasinin, gécmen niifus cogalmasina esit
olmas1 ve yerli niifus cogalmasinin, gogmen niifus cogalmasinin altinda olmasi du-
rumlarinin, Ny, ¢, P gibi degigskenlere baglh oldugu goézlemlenir. Bu bakis agisiyla ¢
stire sonra, /Ny baslangic niifusu ve a artis hiz1 ile niifusun ulastig1 birikim degeri, ¢
bir rasyonel say1 olmak iizere

K, =qNy (7.29)

formunda yazilabilir. Bunun nedeni denge durumundan hareketle, F, degerinin bas-

langi¢ degeri Ny nin bir kat1 olarak yazilabilmesidir. Boylece

(¢—¢")(¢—1)
1—g¢n

P, = Ny (7.30)

esitligi yazilir. Bir 0rnek olarak, ¢ = 1,0, —1 degerleri i¢in P, niceligi sirasiyla

fﬁ:Na¢—m:f%m (7.31)

TL1_
%_Mﬁ£ﬁﬁ (7.32)

ve n
PlzNﬁl+fj$f¢) (7.33)

olarak elde edilir. ¢ = 1 durumunda, birikim niifusu zamanla ayni kalir. ¢ = 0
durumunda birikim niifusu zamanla sifira yonelir. ¢ = —1 durumunda, koloninin

eristigi niifus mevcut niifusun eristigi niifusu N, kadar agar.

Niifus birikimi i¢in olusabilecek ikinci bir durum ise, gd¢gmen niifusun yerli
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niifusunu arttiric1 yonde etki yapmasidir. Bu durumda, ¢ zaman sonra iki bilesenden

olusan akiimiilatif niifus yerli niifus ve koloni niifusla birlikte
K=L+T (7.34)

birikimi olusturur. Bu durum, iki niifusun birbirleriyle etkilesme i¢inde olmadig,
bagimsiz olarak gelistigi idealize bir duruma karsilik gelmektedir. Ancak topluluk-
lar, sosyal, ekonomik, kiiltiirel v.b. bircok yonden etkilesim icindedir. Bu durum,

kiimiilatif mekanizmaya bir ¢ parametresi ile su sekilde dahil edilebilir:
K,=L,+T,+(1—q)L,T, (7.35)

Burada, ¢, sosyal akigkanlik parametresidir. ¢ # 1 durumu, K, nun toplanabilir
olmadigi, ¢ = 1 durumunda ise L, ve 7 etkilesme i¢cinde olmadid1 i¢in K5 duru-

munun, toplanabilir oldugu sdylenebilir (Tsallis, 2009).

K, nun negatif olmadig1 kabulii ile, K, birikimini olugturan niifuslar igin,
g<lise Ko > L, + 1, q> 1lise K, < L, + T, gecerlidir. Buradan ¢ < 1 ve
q > 1 kosullarinin sirasiyla, superadditive ve subadditive olduklar1 sdylenebilir. Bu

yaklasimda ¢’nun topluluklar aras1 akigkanligin bir 6l¢iisii oldugu sonucuna ulagilir.

Topluluklar arasi etkilesmenin olmadig1 ¢ = 1 durumu i¢in (7.26) ve (7.27)

esitliklerinden
1— o
1=¢

yazilir. Ozel olarak bir asamada katilan gb¢men niifus, yerli niifusa esit P = N,

K =¢"Ny+ P

(7.36)

olacak sekilde gerceklesen bir senaryoda, akiimiilatif niifus i¢in

1— ¢n+1

K=Ny+ P
0o+ 1— ¢

(7.37)

gecerlidir.

7.1.2  IKki bilesenli niifus dinamiginin denge durumu

Yerli niifusun artis1 ile kolonial niifus artiglarinin bir ¢ zaman sonra esit ol-
dugu durum bagka bir deyisle denge durumu, niifusun evrildigi o bolge icin sosyal,
ekonomik, kiiltiirel, vb. bakimlardan ilgin¢ olabilir. Bu nedenle, denge durumunun
fiziksel gerceklesme sartlar1 daha yakindan ele alinsin. (7.25) denklemi ile veri-

len birikim niifusunda, yerli niifusun kolonial niifusla esitlendigi denge durumunun
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saglanmasi icin

P(z) = : No (7.38)

1—(1+f)_n "
n

olmasi gerekir. Burada z = at’dir. P, Ny/n = ng cinsinden, bir olasilik fonksiyonu

f(z) olarak yazilabilir. Boylece, denge durum olasilig1 f(z); her bir adimda yerli
niifusu dengeleyici bir olasilik olmak iizere

z

f(z) = - (7.39)

1 (1+5>_n

seklinde yazilabilir. n’nin yeterince biiyiik degerleri i¢in

f(z) = (7.40)

formunda davramig gosterir. Bu amagla, f(z) olasihigi, Bernoulli sayilarinin iireti¢

fonksiyonu yardimu ile

n

fz) =1 _Ze_z —_ Z%Bm<_£!> (7.41)

yazilabilir. Burada B,,,’ler Bernoulli sayilaridir (Mathai and Haubold, 2008). Ber-
noulli sayilarindan birka¢1 By = 1, By = —1/2, B = 1/6, B3 = 0, By = —1/30,

Bs =0, Bg = 1/42,..., olmak iizere, kolonial katkinin denge durumu i¢in olasilig

11 1 1
~l4 24 =22 2 5 7.42
Fla) =14 et oo —gnai+ o2t + (7.42)

olarak yazilabilir.

(7.40) esitliginden hareketle, iki bilesenli, esit niifusa ulagmis bir yapinin,
denge olasilik fonksiyonu f(z) nin sagladig1 bir diferansiyel denklem elde edile-

bilir. Bunun i¢in f(z), f?(z) ve f'(z) nicelikleri arasindaki iligkiden, f(z) i¢in

f'(2) +p(2) f(2) = a(2) [*(2) (7.43)

tipinde bir denklem elde edilir. Burada

p(z) ===, q(z) =— (7.44)

dir. Goriildiigii tizere, formal olarak (7.43) denklemi bir Bernoulli denklemidir (Da-
vis, 1962; Ross, 1989). Bu durum, akiimiilatif niifusun bilegenlerinin esit oldugu
denge durumu i¢in elde edilen denklemin, dogrusal olmayan birinci dereceden bir

denklem oldugu anlamina gelir. Dogal olarak (7.42) denkleminin ¢6ziimii, (7.39) ve
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(7.41) ile verilen f(z) olasilik fonksiyonudur. Burada ilging olan bir diger durum
da, ¢oziimiin bir seri seklinde Bernoulli sayilar1 kullanilarak yazilabilmesidir. Bir
bagka bakis acisiyla, Bernoulli sayilari, niifus artis1 ile ilgili bir diferansiyel denkle-

min ¢Oziimiinii lireten katsayilar olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

7.2 Cevresiyle Etkilesen Bir Niifus Dinamiginin Ke-

sirsel Matematikle Ele Alinmasi

Niifus dinamiginin icinde gelistigi cevre ile etkilesim i¢cinde oldugu asikardir.
Bu nedenle niifus dinamigini, ortamin kirikli yapisinin zaman i¢indeki bekleme ve
gecikme gibi bellek etkilerini barindiran daha karmasik bir siire¢ olarak ele almak
gerekir. Bu nedenle kiimiilatif gelisim operatorii ¢, 0 < o < 1 araliginda tanimli

bir o parametresine bagl olarak
¢ = (1+ alt)” (7.45)

secilebilir. Boylece (7.3) bagintisi ile tasvir edilen kiimiilatif olarak artan bir niifus

siireci, baglangictaki degeri N, cinsinden
N, = ¢N,_1 = [(1 + aAt)*]" Ny (7.46)

kesikli denklem ile yazilabilir. (7.46) denklemi ile verilen algoritmanin kiimiilatif
biiylimeye ait yaklasimi izlenerek, adim sayilar1 siklastirildiginda, elde edilen ¢6-

ziimde niifusun zamanla gelisimi ML fonksiyonu cinsinden
N(t) = NoE,(at®) (7.47)

cOziimiiniin bir 6zel hali olmaktadir. Goriiliiyor ki, kiimiilatif biiylime siirecinde,
adim sayisinin ¢ok biiylimesi halinde elde edilen ¢6ziim fonksiyonu iistel ya da ML
formunda olsun, her iki durumda da adim sayisindan bagimsiz hale gelmektedir.

Yani, siire¢ kesikli durumdan, siirekli hale getirilmektedir.

Kesirsel matematigin diferansiyel denklemlerin ¢oziimiindeki basarisinin al-
tinda yatan temel mekanizmanin, kiimiilatif biiyiime oldugu tarafimizca gosteril-
mistir (Biiyiikkilic et al, 2015, 2016). Niifus artis1 Oklidiyen olmayan, fraktal, ki-
rikl bir uzayda, Morkoviyen olmayarak gelistiginden, kiimiilatif yaklagima paralel
olarak kesirsel matematik ¢ercevesinde ele almak yerinde olur. Bu itibarla, N (¢) nii-

fusunun zamanla gelisimi i¢in bir niifusun artigin1 gosteren kesirsel oran denklemi
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olarak
t— «

DSN (t) — NoEr o)

=a®N (t) (7.48)

yazilir. Kesirsel diferansiyel denklemin Laplace doniisiim yontemi izlenerek ¢o-
ziimii yapilabilir. Boylece niifus gelisiminin kesirsel matematik ile elde edilen ¢o-
ziimii, kiimiilatif biiylime yontemi ile elde edilen (7.47) ¢oziimii ile aym oldugu

goriilmektedir.

ML fonksiyonunun limit durumlari olan (9.14) ve (9.15) esitlikleri g6z 6niinde
bulundurulursa, ML fonksiyonun, dolayisiyla Ny’a bagli olarak (7.47) ¢oziimiiniin
uistel form ve ters kuvvet yasasi aralifindaki degerlerde salimim gosterdigi anlagilir.
o — 1 durumunda ise (7.47) ile verilen ¢oziim, Malthus’s yasas1 formuna doniis-
mektedir.

7.2.1 1Kki bilesenli niifus dinamiginin denge durumunun kesirsel

diferansiyel denklemi

Iki bilesenli niifus dinamigi, gelistigi ¢evrenin etkileri goz 6niinde bulundur-
mak lizere kesirsel matematik ¢ercevesinde yeniden ele alinsin. Gelisim operatorii
(7.45) formunda secilsin. Buradaki v parametresi, niifusun gelistigi ¢cevrenin niifus
gelisimine etkisinin bir ol¢iitii olarak degerlendirilecektir. Kesirsel matematikte ise
«, tiirev mertebesi olarak kimliklendirilir. Siirecin kesikli olarak her bir At zaman
araliklar ile pes pese kiimiilatif olarak evrildigini varsayilsin. Akiimiilatif niifus
K’nin n. adimdaki durumu (7.24) esitliginde « ya bagh gelisim operatorii cinsin-
den

K,=¢"Ny— (¢" ' —¢" 2+ ... +1)P (7.49)

olarak ifade edilir. Buradan

1—o"

K=¢"Ny— P 7.50
"N = P (7.50)
yazilabilir. Akiimiilatif niifus i¢in, yerli niifusun kolonial niifusla esitlendigi denge
durumu i¢in agik¢a
t «
(1 + a—) -1
p— n Ny (7.51)

t —an
1-— (1 + a—)
n

yazilir. (7.51) esitliginden, n/Ny = ny olmak iizere, P, ng niceligi cinsinden bir

denge durumu olasilik fonksiyonu p(t) olarak ifade edilir. Boylece, yeterince biiyiik
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n degerleri i¢in olasilik fonksiyonu

aat®

~ Ta(ato‘) (7.52)

p(t)
ile tanimlanabilir. S6z konusu niifus dinamiginin denge durumlari, ¢éziimii p(t)
olan bir diferansiyel denklem ile ifade edilebilir. Bu amacla, denge durumu olasilik
fonksiyonu

aat® a o
o) =1— E,(at*) = v(at®) (7.53)

formunda yazilsin. ML fonksiyonlarinin, RL tiirev tanimi1 kullanilarak (7.53) esitligi

ile verilen v(at®) fonksiyonu igin
Dy, [v(at®)] = afv(at®) — 1] (7.54)

formunda, kesirsel lojistik denklemi elde edilir. Burada, kiimiilatif olarak artan ve
cevre etkisinin itibara alindig1 iki bilesenli bir niifus artisinda, akiimiilatif niifusun
bilesenlerinin esit oldugu denge durumu i¢in, (7.54) esitligi ile verilen kesirsel bir
diferansiyel denklem elde edilmistir. Bagka bir deyisle, (7.54) ile verilen kesirsel
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri, denge durumunda, yerli niifusa eklenen P(t)

go¢men niifusunun olasiliginin zamana bagli gelisimini gostermektedir.
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8. CANLILARDA BIiREYSEL YASAM VE OLUM
OLASILIKLARI

8.1 Bir Canhnin Yasam ve Oliim Olasiliklarma Kii-

miilatif Yaklasim

Boliim-7 Kesim-1’de belirli bir bolgedeki bir topluluga ait niifusun dinamigi,
niceliksel degisimi baglaminda ele alinmigtir. Bunun yani sira bir canli topluluguna
ait yaslanma, yasam omrii tahmini, 6liim orgiisiiniin zaman i¢indeki degisimi gibi
mekanizmalar1 tanimlamak, bu niceliklerin olasiliklarindan hareketle de miimkiin
olmaktadir. Bu amagla, bu boliimde bir niifusun dinamigine ait bu mekanizma-
lar tarihsel siirecte degeri olan bagintilar gbzden gecirilerek ele alinmaktadir. Bu
baglamda, canli topluluguna ait bir 6liim olasiliginin zaman i¢indeki gelisimi oran
denkleminin kiimiilatif kiiciilme ile tasvirinden hareketle ele alinmaktadir. Burada,
canlilarin yasadigi gevresi ile etkilesiminin bir sonucu olarak 6lme ve yasama olasi-
liklarinin sinirlandirilmast geregi ortaya ¢ikmistir. Bu amagla, 6liim ve yagsam ola-
siliklarini tasvir eden kiimiilatif yaklagim ile lineer olmayan kesikli ve siirekli denk-
lemler arasindaki iligki ortaya konmakta ve bir canliya ait 6liim ve yasam olasi-
liklarinin dinamigini tasvir eden ¢oztimler kiimiilatif yaklagimla elde edilmektedir.
Burada, canlinin yasadigi ¢cevrenin, 6liim ve yasam dinamiklerine olan etkisinin bir

Olciitii olarak bir o parametresi ortaya ¢ikmaktadir.

Bir canlinin ¢ yagina kadar yasama olasilig1 p(t), u(t) 6lim fonksiyonu cin-

sinden dlnp (1
np
)= ——~

(1) 7

esitligi ile tamimlanir. Burada 1(t) pozitif, siirekli bir fonsiyondur. (8.1) denklemin-

8.1

den, bir canlinin yasama olasilig1 i¢in diferansiyel denklem

dp _

— = —n(t)p () (8.2)

formunda elde edilir. Yagsam olasiligin ait diferansiyel denklemi ¢6ziiliirse, canlinin

yasama bagladi1 ¢ = 0’da yasama olasig1 p(0) = 1 alinarak yasam olasilig1 i¢in
p(t) = e~ Jontt) (8.3)

esitligi elde edilir. Burada 6liim fonksiyonu y(¢) nin se¢imi yasama olasiliginin ma-
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tematiksel olarak hesaplanmasi bakimindan 6nem arz etmektedir. Oliim fonksiyonu
p(t) = a sabit alinirsa, canlinin yagama olasilig1 ya da ayakta kalma olasilig1 basit

istel dagilim olarak
p(t) = poe™ (8.4)

esitligi ile ifade edilir. Bu durumda canlinin 6liim olasilig1 ise

q(t) =1—poe™ (8.5)

bulunur.

Canlinin yasadig1 ortamin, canli ile olan etkilesimini itibara almak i¢in, (8.2)
numaralt denklem, kiimiilatif kiiciilme ve kesirsel matematik ile ¢coziilebilir. Burada,
kiimiilatif kiiclilme metodunda, operator kuvveti, kesirsel matematikte tiirev merte-
besi olarak kimliklendirilen 0 < o < 1 ile siirece dahil edilir. Siirecin gelistigi
ortamin fraktalli§1 ve kii¢iilmenin kiimiilatif olarak ilerledigi g6z oniinde bulun-
durulursa, oran denkleminin ¢6ziimii olan yagsam olasilig1 her iki metotta da ML

fonksiyonu cinsinden
p(t) = poEo[—(at)?] (8.6)

olur. Bu durumda 6liim olasilig1 ise
q(t) =1—poEa[—(at)”] (8.7)

elde edilir. Ancak bu basit iistel fonksiyonlarla tanimlanan ve kiimiilatif yaklagimla
elde edilen ¢oziimler, 6liim ve yasama ait olasiliklar1 kisitlama olmaksizin tasvir

ettikleri i¢in yetersiz kalmaktadir.

Bu yaklagimlarin diginda yillara bagl olarak yaslanan bir ¢cok sistemin yasam
dinamigini tasvir eden pratik bagintilar mevcuttur. Insan 6liimiiniin yillara bagh

dinamigi ise Gompertz tarafindan,

w(t) = bexp(ct) (8.8)

formunda bir 6liim fonksiyonu ile tasvir edilmistir (Gompertz, 1825; Gavrilov and
Gavrilova, 2001; Shklovskii, 2005). Burada b, ¢ deneyle uyum icinde tayin edilmesi
gereken reel ve sifirdan biiytik parametrelerdir. 1860’ta Makeham, Gompertz’in {is-
tel olan 6liim fonksiyonuna yastan bagimsiz bir a terimi ekleyerek formiilii iyiles-

tirmede katki saglamistir (Makeham, 1860). Bu durumda 6liim fonksiyonu
p(t) =a+bexp(ct) (8.9)

esitligi ile verilir. (8.9) formiiliindeki a terimi, yasa bagl olmayan diger tiim neden-
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lerden dolay1 6liim risklerini hesaba katmaktadir. Bu durumda (8.9) formiili ile, ¢

yasina kadar yasama olasilig
b
p(t) = exp[—at — —[exp(ct) — 1]] (8.10)
c
olur. Bu durumda 6liim olasilig1 ise
b
q(t) = 1 — exp[—at — —[exp(ct) — 1]] (8.11)
c

bulunur.

Oliim fonksiyonu y(#) igin bagka segimler de yapilabilir. P.Grigolini’nin ders
notlarini izleyerek (Grigolini, 2008), 6rnegin u(t) bir kuvvet fonksiyonu olarak
sOyle secilebilir:

p(t)=a(l+ct)’. (8.12)

Bu secime gore (8.3) denkleminden, yasam olasilig1 p(t)

a 1

t) =exp(————[(1+ct)"*’ -1 8.13
p(t) = exp(=% 510+ et)* 1) (8.13)
bulunur. (8.13) formiilu ile verilen yagam olasiligi, 5 = 0 kosulu i¢in, (8.4) iistel
ifadesi ile 6zdes olur. f > 0 durumunda ise daha hizli sifira gider. Diger yandan
B < 0 iken, yasam olasiliginin, iistel bir azalmaya gore daha yavasladigi goriiliir.

B = —1 kosulu icin,

1
p(t) = ———= (8.14)
) (1+ct)e
elde edilir. Uzun zaman limitinde, (8.14) olasilik ifadesindeki paydadaki 1 ihmal
edilir ve

p(t) = (ct) ¢ (8.15)

esitligi gecerlidir. Bu durum ise tekillik yaratan bir ters kuvvet yasasidir. Dogal

olarak yagama olasig1/6lme olasilig1 5 nin se¢imine baglidir (Grigolini, 2008).

(8.13) denklemi ile verilen yasam olasilig1 icin uzun zaman limitinde

p(t) = exp (—ﬁcﬁtlw) (8.16)

esitligi elde edilir. (8.16) yasam olasilig1 ifadesini daha sade bir formda yazmak
lzere
v=B+1 (8.17)



68

olmak tizere
a 1

A= [=c" (8.18)
14
doniisiimii yazilsin. Boylece (8.16) olasilig1 icin kapali bir form olarak
p(t) = exp(—=(A1)”) (8.19)

esitligi elde edilir. (8.19) yazimu ile, (8.16) yasam olasili81 i¢in, Tsallis tarafindan

ortaya konan non-ektensif termodinamikteki genellestirilmis iistel cinsinden
po(t) = [1+ (¢ = DAL (8.20)

esitligi ile ifade edilebilir. Bu durumda, (8.20) esitligi ¢ = 1 limitinde (8.19) esit-
ligine denk olur. Boylece genellestirilmis iistel ve entropi indeksi ¢, niifus dina-
miginde bir yasam olasilik dinamigini ifade eden bir formiille iligkilendirilmis ol-
maktadir. Bu sonug, kuvvet yasas1 formunda bir 6liim fonksiyonunun, uzun zaman

limitini tasvirde ortaya ¢cikmaktadir.

8.2 Yasam ve Oliim Olasihklarinin Diferansiyel Denk-

lemi

Ekosistemdeki bir niifusun elemanlarinin sinirli bir 6miirleri mevcuttur. An-
cak niifus bireylerinin hayatta kalma davraniglar ya da canli dinamiginin matema-
tiksel olarak ele alinig bicimine gore 6liim olasiliklarinin zaman i¢indeki gelisimleri
her bir tiire ve tiiriin bulundugu ¢evrenin etkilerine gore farkl olarak ifade edilmek-
tedir. Gercek diinyaya ait gozlemlerden en temel olarak bir niifus icin yasama ve
0lme olasiliklarinin sinirsiz olarak artmamasi veya azalmamasi gerektigi bilinmek-

tedir.

Bir tiiriin 6liim olasilig1 i¢in sdyle bir kesikli model ortaya konulsun. Baglan-
gicta, oliim olasilig1 sifir ve canlinin n birim zaman yasadig1 kabul edilsin. Bir ¢

sliresi canlinin dmriinii géstermek tizere n sayisi

t

v

(8.21)

esitligi ile tanimlansin. Burada At ay, yil vb. zaman birimidir. Canlinin (n + 1). za-
man biriminde 6lme olasilig1, g, olasiligini idrak ettikten sonra, aAtg, kadar artsin.

Bu durum kiimiilatif olarak artis

Gni1 = (1 + aAt) g, (8.22)
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denklemi ile verilir. Burada a olasilik icin artis hizidir. Ancak 6liim olasili8 ilani-

haye biiyliyemez. Bu itibarla, 6liim olasiliginin sinirlandirilmasi gerekir. Bu amagla,

a = a (1 _ ) (8.23)
Qmax
alinsin. (8.23) esitligi, (8.22) ile verilen kesikli kiimiilatif bagintida yerine konulursa
apgAt
G = (L+a0dt)gn =~ —; (8.24)

denklemi elde edilir. Buradan (8.24) denklemi yeniden diizenlenir ve At — 0 limiti

alinirsa, (8.24) denklemi stirekli hale gelir ve

dg
— =aq — b¢? 8.25
g~ by (8.25)
elde edilir. Boylece 6liim olasiligina ait birinci mertebeden dogrusal olmayan Ber-
noulli tipinde bir denklem elde edilir (Strogatz, 1994; Davis, 1962; Mathai and Ha-
ubold, 2008). ¢’nun alabilecegi ¢,,.. degerini elde etmek i¢in (8.25) denklemi ¢4,
degeri i¢in yazilir ve g4, 1n sabit bir deger oldugu goz oniine alinirsa

S (8.26)

qmax

S 2

bulunur. ¢, ;’in sifirdan bityiik olmas1 kosulu, yani agAt/(1 + aAt) < 1 oldugu

durumda (8.24) denkleminden tiim adimlarda ¢, = § > g, bulunur.

Oliim olasil1g1, bir lojistik map olarak ele almabilir. (8.24) denkleminden

r—1
Gn+1 = Tqn — ( >q7% (827)
T"Gmax

yazilir. Burada r = (1 + agAt) dir. g,, olasilig1, yeniden 6lgeklendirilirse, yani

G = g, (8.28)
r—1
alinirsa, (8.24) denklemi bir lojistik map olarak
Tpp1 = 12,(1 — ) (8.29)

formunda yazilir. Lojistik map, en basit kesikli lineer olmayan fark denklemidir.
Sonug olarak, bir tiiriin 6liim olasilig1 bize gore lojistik map ile iligkilendirilen kii-

miilatif bir gelisim modeli olarak ifade edilebilir.

Oliim olasiligmin lineer olmayan (8.25) denklemi ile ifade edilen dinamigi,

bir hibrit ¢oziim olarak kiimiilatif yaklasimla elde edilebilir. Bunun i¢in 6ncelikli
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olarak oliim olasilig1 denklemi keyfi bir z(¢) degiskeni cinsinden

dx(t)

_ _ 2
o = ax(t) — bx(t) (8.30)

formunda yazilsin. Burada a > 0 ve b > 0 se¢ilmektedir. (8.30) tipinde lineer ol-
mayan diferansiyel denklemin bir ¢oziim yontemi olarak, denklemde z(t) degiskeni
yerine

z(t) = — (8.31)

doniisiimii yapilir (Ross, 1989; Davis, 1962). Bu doniisiim (8.30) denkleminde ye-

rine konularak, denklem u(t) degiskenine gore yazilir ve
W+ au=>b (8.32)

denklemine indirgenir. Bu denklem birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denk-
lemdir. Bu denklemin kiimiilatif kiiciilmeler yaklasimi ve kesirsel matematik cer-
cevesinde ¢oziimii, onceki bolimlerde deginildigi gibi ele alinabilir. Sonug¢ olarak

(8.32) ile verilen denklemin homojen kisminin limit durumunda ¢oziimii
up = ug exp (—at) (8.33)

yazilir. (8.32) denkleminin toplam ¢oziimii i¢cin homojen kisminin ¢oziimii ile bir

ozel ¢dziimii olan v, = b/a goz dniinde bulundurulursa, (8.32) denkleminin genel

¢Ozimiu
b
u = cexp(—at) + — (8.34)
a
formunda elde edilir. Boylece (8.31) doniisiimiinden, dogrusal olmayan denklemin
¢Ozimii
1
x(t) = (8.35)

b
cexp (—at) + o

olarak elde edilir. (8.30) denkleminin ¢dziimiinde, baslangi¢ niceliginin tanim ara-
1181, ¢oztimiin davranigini belirlemektedir. Baglangi¢ kosulu x(0) = zo, 0 < 2(0) <
a/b araliginda ise fonksiyon, monoton olarak artarak 6lim olasilig1 i¢in a/b de-
gerine ulagir. Bu durumda (8.41) ¢6ziimiine 6liim ihtimali ¢(¢) olarak bakilabilir.

Boylece ¢cevre kosullarinin etkisi bir kenara birakildigi durumda 6liim olasilig1 i¢in

1
q(t) = 2 (8.36)

(1 = L) exp(—at) + g

yazilir. Ote yandan baslangig degeri 2(0) > a/bise, fonksiyon, monoton olarak aza-

larak yasam olasili1 a/b’ye ulagir. Bu durumda, (8.41) niceligi, bir yagsam olasiligi
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p(t) olarak bilinen lojistik fonksiyonu

1
p(t) = ; (8.37)

(1 = L) exp(—at) + 7o

indirgenir. Literatiirde lojistik denklemin c¢oziimleri olarak bilinen bu fonksiyon-
lar, sigmoid, S sekilli fonksiyonlar olarak da bilinmektedir (Strogatz, 1994; Ross,
1989).

Ancak cevresel kosullarin, yagam ve 6liim olasilik dinamigine etkisi goz 6niinde

bulundurulursa, (8.30) denklemi bir o parametresine bagl olacak sekilde

Dgu(t) _
o+ au(t) =b (8.38)

formunda alinmalidir. Bu durumda, (8.38) denkleminin homojen kisminin ¢oziimii,

kiimiilatif kii¢iilme operatorii ¢ = (1 —aAt)® yardimiyla ML fonksiyonu cinsinden

up, = ugEy (—at®) (8.39)

yazilir. (8.38) denkleminin genel ¢6ziimii icin homojen kisminin ¢oziimii ile bir 6zel

¢Oziimii olan u,, = b/a goz oniinde bulundurulursa, (8.32) denkleminin ¢oziimii

b
u=cE, (—at*) + o (8.40)

formunda elde edilir. Boylece (8.31) doniisiimiinden, dogrusal olmayan denklemin

¢Ozumii

x(t) = > (8.41)

olarak elde edilir.

(8.30) denkleminin ¢6ziimiinde baglangi¢ kosulu z(0) = xp, 0 < z(0) <
a/b araliginda oldugunda, fonksiyon monoton olarak artacagindan, canlinin 6lim
olasilifinin zamanla arttig1 gerceginden hareketle, (8.41) ¢coziimiine 6liim ihtimali
q(t) olarak bakilabilir. Bu durumda gevre etkilerini barindiran 6liim ihtimali igin
melez ¢coziim
o(t) = 1 (8.42)
cEy (—at®) + o

yazilir. Ote yandan baglangic degeri x(0) > a/bise, fonksiyon, monoton olarak aza-

larak yagam olasilig1 a/b’ye ulagir. Bu durumda, (8.41) niceligi, bir yasam olasilig1
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p(t) olarak

p(t) = 2 (8.43)

yazilabilir.

Yasam ve Oliim olasiliklarina ait fonksiyonlarin, tam ifadesi i¢in, baglangi¢
kosulu 0 < ¢, < a/b olmak iizere denklemde yerine konularak c sabiti, (8.42)
denkleminden elde edilir. Boylece yasam dinamiginin dogrusal olmayan denklemi-
nin ¢6ziimii ¢(t)

g(t) = o ; (8.44)
(1—2g0)Eq (—at®) + o

formunda elde edilir. Baglangi¢ yagsama ihtimali py > § olmak kaydiyla, (8.43)

denklemi

p(t) = il (8.45)

b
(1-— gpo)Ea (—at>) + Do

formunda elde edilir. Yagama ve 6liim ihtimallerinin uzun zaman i¢inde gelisimi,
ayn1 limit degeri olan a/b ye yonelmektedir. Bu ifadelerdeki o parametresine bag-

lilik, olasiligin gelisimini etkileyen cevresel kosullarin varligidir.

« parametresi, ¢evrenin, bir bireyin olasilik dinamigine etkisinin bir dlciisii
olarak degerlendirilmektedir. Bu amagla, asagidaki sekillerde olasilik fonksiyonla-

rinin, o parametresine gore degisimleri bazi ¢ zaman degerleri icin gosterilmektedir.

Bir bireyin yasam olasiligina iligkin tarafimizdan yapilan bir calisma, yayina
sunulmak iizere hazirlanmaktadir. Burada, cevre etkisi, differintegral parametresi o
ile girdirilmektedir ["Evolution of Life and Gender Distributions of a Community"
7.0k Bayrakdar, F.Biiyiikkili¢, D.Demirhan].

Sekil 8.1°de bir bireyin 6liim olasiliginin zamanla degisimini ifade eden (8.44)
fonksiyonun normalize edilmis formunun grafigi ¢o = 0.03,a = 0.1, b = 0.3 olmak
tizere, farkli o degerleri icin verilmektedir. Sekle gore, operatdr parametresi o’ nin
degeri kiiciildiik¢e, 6liim olasiligini yavaslatici, frenleyici etkiye sahip oldugu goz-

lemlenir.

Bir bireyin yagsam olasiliginin zamanla degisimini ifade eden (8.45) fonksiyo-
nun normalize edilmis formu Sekil 8.2’de, pg = 0.9,a = 0.1,b = 0.4 olmak iizere
farkli o degerleri icin verilmektedir. Sekle gore, operator parametresi o’ nin degeri

biiyiidiikce, yasam olasiligint hizlandirici yonde etkide buludugu gozlemlenir.
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Sekil 8.1: Oliim olasihiginin farkli o degerleri igin gosterimi.

q(t)
l.Oj B

08|
06
0.4/

0.2/

Sekil 8.2: Yasam olasiliginin farkli v degerleri icin gosterimi.

p(t)
1301

1.25F
1.20F

1.15F

1.10}

1.05}
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9. SONUCLAR

Kesirsel matematik pek cok farkli dinamik sistemleri incelemekte basariyla
kullanilmaktadir. Bu calismada, karmagik sistemlerin incelenmesinde basarili olan
kesirsel matematigin kisa bir tanitimi yapilmaktadir. Ancak kesirsel matematikteki
elemanlar, uygulanabilirlik islevine bakilmaksizin farkli matematiksel tanimlarla
verilmektedir. Bu durum fiziksel uygulamalarda zorluklar yaratmaktadir. Ornek ola-
rak, differintegralin matematikgiler tarafindan verilen taniminin iglevi, acik olarak
ifade edilmemektedir. Fiziksel siire¢lerin Markoviyen olmayan bir bellekle fraktal
uzayda gelismesinin dinamik sistemlerde hesaba katilmasi gerekir. Bu durum ke-
sirsel matematigin basarisinin temelinde yatan dinamiksel mekanizmanin, fiziksel

uygulamalarla yakindan incelenmesini gerektirmektedir.

Boliim-3’te kesirsel matematigin tiirev ve integral operatorlerinin Fibonacci
yaklagimindan hareketle gelistirilen kiimiilatif kiigtilme/biiylime modeli ile ele ali-
nabilecegi gosterilmektedir. Kesikli kiimiilatif yontemin, standart yaklasimdan farkl
olarak, bir siireci, uzay ve zaman bakimindan kesikli olarak ele alarak siire¢ adim-
larim birbiriyle iligkilendirmekle, yani kiimiilatif yaklasimdaki rekiirans karakteri
ile bellek etkilerini tagimasi ve uzun zaman araligindaki gozleme dair sonuglarla
uzun zaman bellek etkilerini itibara alarak dinamigi tasvir edilebilecegi 6ngoriil-
mektedir. Bu baglamda olayimn Markoviyen olmayarak ele alindig1 sdylenebilir. So-
nu¢ olarak bu calisma ile kesirsel matematigin stokhastik siirecleri standart mate-
matige gore daha basarili tasvir etmesinin temelinde yatan ana etmenin kiimiilatif
kiictilme/biiylime mekanizmasini hesaba kattig1 ger¢eginin oldugu ortaya konmak-
tadir. Boylece kesirsel matematigin differintegral hesabi, matematiksel bir tanim

olmaktan ote, fiziksel sistemleri tasvir eden bir isleve sahip olmaktadir.

Boliim-4 Kesim-1’de bir niceliin gelisimini ¢evre ile etkilesiminin itibara
alinmadig1 bir aginma siireci kesikli bir yapida kiimiilatif yaklasim ile ele alinmak-
tadir. Burada kiimiilatif ¢6ziimde, ortamin viskozlugunun hesaba katilmadig1 soyle-
nebilir. Bu durumda s6z konusu nicelik ve gelecekte ulagilacak olan miktar arasin-
daki baginti, zamanda siireklilige gecildiginde, Mittag-Leffler fonksiyonun da bir
0zel durumu olan {iistel fonksiyon ile ifade edilmektedir. Bir asinma siireci, standart
matematik gergevesinde siirekli ve Oklidiyen bir uzayda, Markoviyen bir bellekle
ele alindiginda da iistel azalan olarak ifade edilen bu ¢6ziim, ayn1 zamanda iy1 bili-

nen oran denkleminin de ¢oziimiidiir.

Ayni1 asinma problemi, kesirsel matematik kullanilarak ¢oziildiigiinde standart

matematikle yapilan ¢oziimde karsilagilan iistel fonksiyonun yerini ML fonksiyonu
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almaktadir. Uzayn fraktalliginin ortadan kalkmasi ile ML fonksiyonu e-sayisina
indirgenmektedir. ML fonksiyonu ile ifade edilen fiziksel siireclerin eksponansiyel
yasa ile kuvvet yasas1 formu arasindaki davranislarini oldukca iyi bir sekilde tanim-

layabilmektedir.

Kesirsel matematik cergcevesinde yapilan ¢oziimde diferintegral mertebesi 0 <
a < 1 araliginda alinmaktadir. a, siirecin gelistigi ortamun, siirtiinme ile ilgili viskoz
davranmigina karsilik gelmektedir. Kesirsel matematikle ¢oziimdeki ML fonksiyonu
ve Fibonacci yaklagimi ile kiimiilatif kiiciilme probleminin ¢dziimiiniin 6zdesligi
a = 1 alindiginda saglanmaktadir. Bu durumda kiimiilatif ¢oziimde ortamin vis-
kozlugunun hesaba katilmadig1 sdylenebilir. Kesirsel matematikteki differintegral
mertebesi o nin, ortamin viskozlugunun biiylime siirecini agirlastirici, yavaslatici,
durdurucu etki yapmasi olarak yorumlanabilir. @« — 0 durumunda ise siirecin gelis-
mesi tamamen kilitlenmektedir, frenlenmektedir. Kesirsel oran denkleminin, kiimii-
latif kiiciilme ile ele alinmas1 sonucunda & nin dogasini anlamak miimkiin olmak-
tadir. Karmagik sistemleri incelemeye Fibonacci anlayisi ile yaklasmanin dogru bir

tasvire gotiirecegi sonucuna varilmaktadir.

Boliim-5te bu ¢calisma kapsaminda 6nerilen kesikli kiimiilatif mekanizma ile
tasvir edilen Langevin denkleminin ¢oziimiiniin ve Langevin denkleminin kesirsel
mertebeye genellestirilmis formunun ¢6ziimiiniin, limit durumlarinda standart so-
nuglarla uyumlulugu 6n plana ¢ikmaktadir. Bu durumun temel nedeninin, kiimiilatif
yaklagimla itibara alinan siirecin bellek etkilerinin ve uzayin fraktalliginin oldugu
anlasilmaktadir. Bu motivasyonla kiimiilatif kii¢iilme ve biiyiime yaklasimlar ile
kesirsel matematik formiilasyonunun karmasik stokhastik sistemlerin dinamiginde
paralel birer tasvir elemani olarak kullanilabilecegine dair bir sonug elde edilmek-

tedir.

Onceki boliimlerden elde edilen sonuglar dogrultusunda, bir kiigiilme/biiyiime
stirecinin ilerleyisi serbest bir ortamdan, viskoz bir ortama alindiginda siireci etkile-
yen bir o parametresi ortaya ¢cikmaktadir. Buradan hareketle Boliim-6’de bir fiziksel
sistemin viskoz bir ortamdaki kiimiilatif olarak biiyiimesi, gelistigi cevre ile etkile-
simi gdz Oniinde bulundurularak ele alinmaktadir. Bu etkilesme, o parametresine
bagl bir gelisim operatorii ile kiimiilatif artis siirecinin dinamigine dahil edilmekte-
dir. Bu yaklasimda, baglangic deger ve gelecek deger arasindaki iliskide ML fonk-

siyonu dogal bir tasvir elemani olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Kesirsel matematiksel ¢ercevesinde biiyiime i¢in yazilan kesirsel oran denkle-
minin ¢oziimii, ML fonksiyonu ile o parametresine bagli olarak elde edilmektedir.
Bu baglamda kiimiilatif ¢6ziimde ortamin viskozlugunun hesaba katildig1 sdylene-

bilir. Boylece kiimiilatif yontemde, ortam etkileri hesaba katmaya yarayan opera-
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tor parametresi «, differintegral mertebesine karsilik gelmektedir. Bizim yontemi-
mizde, siirec kesikli fraktal bir ortamda ve onceki adimlarla iligkili olarak gelismek-
tedir. Bu anlamda siirecin Oklidiyen olmayan bir ortamda, Markoviyen olmayan bir
bellekle ele alindig1 sdylenebilir. Kesirsel biiyiime denkleminin, kiimiilatif biiytime
ve « parametresine bagl bir operator ile ele alinmasi sonucunda a’nin dogasini

anlamak miimkiin olmaktadir.

Boliim-7de kiimiilatif biiylime mekanizmasinin bir uygulamasi olarak, giinii-
miizde insan topluluklarinin yeryiiziindeki hareketliliginin arttigr noktasindan ha-
reketle, mobil niifus dinamigi ele alinmaktadir. Bu baglamda, kiimiilatif biiyiime
yaklasimi ve kesirsel matematik formiilasyonu yan yana kullanilmaktadir. Popii-
lasyon dinamigine ait tarihsel formiiller 6zellikle Malthus ve Verhulst bagintilar
yeniden ele alinarak giincellenmektedir. Kesirsel matematiksel formiilasyonda, po-
piilasyonun cevre ile etkilesimi O ve 1 araliginda bulunan « tiirev mertebesi ile gir-
dirilmektedir. Kesikli kiimiilatif biiylime yaklasiminda, bir popiilasyonun kiimiilatif
niifus artigi, cevre tasima kapasitesi goz oniinde tutularak sinirlandirilmakta, bura-
dan lojistik denklem elde edilmektedir. Lojistik denklemdeki niifus boyutsuz yapil-
diginda, bircok icerikte ortaya ¢ikan en basit ve kullaniglt lojistik map ile lojistik

denklem arasinda ¢ok yakin iligki kurulmaktadir.

Niifus hareketlerine ait bir senaryo ayrintilariyla ele alinmaktadir. Bir cograf-
yada bulunan iki bilesenin birlikte olusturdugu birikim niifus hesaplanmakta yerli
niifus ile pes pese katilan miilteci, siginmaci niifusun zaman ic¢indeki artiglarinin
ulast1g1 nicelikler kiyaslanmaktadir. Iki bilesenin ulastig1 niifuslarin ayn1 oldugu
denge/denge dis1 durumlari 6nemi nedeniyle, 6zel bir incelemeye tabi tutulmakta-
dir. Bu baglamda, genel olarak, ¢ siire sonunda denge durumunda, yerli niifusa ka-
tilan go¢gmen niifus birikimi, kesikli adim bagina diisen niifusu P, koloninin iireme
katsayis1 a, miilteci sayis1 n, baslangigtaki yerli niifus sayis1 Ny, ¢evre niifus etkile-

simini hesaba katan tiirev mertebesi «’ya bagl olarak elde edilmektedir.

Ard arda yerli niifusa katilan P niceligi, Ny/n cinsinden, bir olasilik fonk-
siyonu f(z) olarak degerlendirilmektedir. Bu baglamda, f(z) Bernoulli sayilarinin
iiretici fonksiyonu cinsinden ifade edilmektedir. Coziimiin f(z) oldugu miilteci nii-
fus gelisimini gosteren, katsayilart zamana bagl olan bir diferansiyel denklem, hem
kiimiilatif biiylime metodu i¢cinde hem de kesirsel matematik ¢ercevesinde elde edil-

mektedir.

Sonug olarak kiimiilatif biiytime ve ¢evre etkisi girdirildiginde, ¢ zamani i¢inde
niifus artigin1 veren canli dinamigi bagintisinda Mittag-Leffler fonksiyonu, evrensel
bir fonksiyon olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Niifus artiglarinin dinamiginde, niifus

artis hiz1 esas belirleyici olmakta, cevre, tasiyict kapasitesi bakimindan frenleyici
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bir etki yapmaktadir.

Boliim-8’de niifus dinamiginden hareketle bir tiiriin, dmriinii tahmin etmek
izere pratik degeri olan 6liim ve yasama olasiliklar tarihsel bir perspektif icinde
gozden gecirilmektedir. Canlinin 6liim olasiliginin zamanla arttig1 ger¢eginden ha-
reketle 6liim olasilig1 kiimiilatif biiylime metodu ve kesirsel matematik cerceve-
sinde tasvir edilmektedir. Burada, olasilik denklemindeki olasiligin artig katsayisi,
onemli bir parametredir. Bu katsay1 ¢evre etkilerinin kisitlayict kosullarini icerecek
sekilde diizenlenerek 6liim olasili§ina ait, tasima kapasitesi kosuluyla uyumlu, Ber-
noulli tipinde lineer olmayan bir denklem elde edilmistir. Bu denklemin melez bir
¢oziimii yapilmaktadir. Oliim olasiigina ait denklemin ¢oziimii olarak 6liim ola-
siliginin, uzun zaman i¢inde erigebilecegi denge durumuna ait biiyiikliik, artis pa-
rametresi a frenleme parametresi b cinsinden a/b olarak elde edilmektedir. Oliim
olasilig ile iligkisinden hareketle yasam olasilifina ait ¢6ziim de bulunmaktadir.
Her iki olasili@in, baslangi¢ kosullarina ¢cok bagli oldugu goriilmektedir. Cevre et-
kilerinin bir Olciisii olarak kabul edilen o parametresinin siire¢ dinamigine etkisi
onemini korumaktadir. Bu amagla, ¢oztimlerin o’ya bagh olarak degisimleri sekil

tizerinde verilmektedir.

Sonug olarak karmagik sistemler fraktal bir uzayda zaman bakimindan ise
kesikli bir yapida evrilmektedir. Mekanin ve zamanin bu davranis1 geleneksel Ok-
lidiyen ve Markoviyen anlayisiyla bagdasmamaktadir. Bu durumda standart hesap
yerine kesirsel matematik daha gercekgi fiziksel tasvirleri yapmaya imkan sagla-
maktadir. Kesirsel matematigin tanimindan 6te islevinin ortaya konmasi basarisin-
daki temel mekanizmanin acgiklanmas fiziksel uygulama bakimindan 6nem arz et-

mektedir.

Bu calismada kesirsel matematik differintegralinin temelindeki mekanizma
Fibonacci anlayisi ile ortaya konmaktadir. Ilgili uygulama alani icin differintegral

mertebesi « fiziksel olarak yorumlanmaktadir.
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EK ACIKLAMALAR

Ek Aciklamalar A

Lebesgue Fonksiyonlari

L,(a,b), [a, b] kapali araliginda

b 1/p
(/ If(x>|pd:c) £ o1

ile tanimlanan Lebesgue reel degiskenli 6lciilebilir fonksiyonlarin kiimesidir (Kil-
bas et al, 2006).
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Ek Aciklamalar B

Laplace Doniisiimii

t € RT = (0, 00) olmak iizere

(Lo)(s) = Llp(®)](s) = G(s) = / Teto(dt (s€C) (92)

doniigiimiine () fonksiyonunun Laplace doniisimii denir. (9.2) integralini yakin-
sak yapan s degerlerinin infimum degeri o, yakinsaklik eksenidir. Boylece (9.2)
integrali R(s) > o, i¢in yakinsak R(s) < o,, i¢in raksaktir.
x € RT olmak iizere ters Laplace doniigiimii
. - 1 y+ioco >
(L7@)(t) = L7 [@2(s)I(t) := 5— e p(s)ds (v =R(s) > 0,) (9.3)

270 Sy oo

ile verilir (Kilbas et al, 2006).
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Ek Aciklamalar C

Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag Leffler Fonksiyonu, kesirsel mertebeden integral ve kesirsel mertebe-
den diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde ve 6zellikle, kinetik denklemin kesirsel
mertebeye genellstirilmesi ¢alismalarinda, rastgele yiiriiyiisler, Lévy ucuslari ve sii-
per difiizyon 6zelligi gosteren transport siireci ve karmasik sistemlerin incelenme-
sinde kendiliginden ortaya ¢ikmaktadir (Mathai et al, 2011). Bu baglamda 6nemi,
son yillarda, fizik, biyoloji miithendislik ve uygulamali bilimlerin problem ¢6ziim-

lerinde direkt olarak karsilagilmasi sebebiyle artmistir (Mathai and Haubold, 2008).

Mittag-Leffler (ML) Fonksiyonu E,(z), ismini aldi§1 bir Isvecli matematikgi

tarafindan y .
z
Eo(z) == % Fak 1) (z€C, R(a)>0) (9.4)

serisi ile tanimlanmistir. ML fonksiyonu 1/R(c) mertebesinden her yerde analitik-

tir.

ML fonksiyonu E,(z) o — 07 limitinde tiim karmagik diizlemdeki analitik-
ligini kaybeder ve

o

1
Eo(z) =) *= T <1 (9.5)

k=0
esitligini saglar. ML fonksiyonlari, k! = T'(k + 1) ve (ak)! = I'(ak + 1) iligkisi

nedeniyle, iistel fonksiyonun basit bir genellemesidir. o = 1 i¢in
Ei(z) = exp(z) (9.6)

esitligi saglanir (Carpinteri and Mainardi, 1997).

ML fonksiyonunun bir genellemesi, Gama fonksiyonunun argiimanindaki 1
sabitinin yerine keyfi bir kompleks [ paremetresi konarak elde edilmistir. Bu genel-

lestirilmis ML fonksiyonu E,, 3(z)

Zk:

oo
k=0

esitligi ile tanimlanir. Genellestirilmis ML fonksiyonu da 1/R(«) mertebesinden

her yerde analitiktir.
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(9.7) tanimi, $ = 1 durumu i¢in (9.4) tanimina indirgenir:
Eo1(z) = Eu(2). (9.8)

Ozel olarak (9.7) esitliginde o = 1, 8 = 2 icin

expz — 1
Bio(z) = 2222 (9.9)

z
elde edilir (Carpinteri and Mainardi, 1997; Kilbas et al, 2006).

(9.7) esitligi ile verilen tanimdan yararlanilarak genellestirilmil ML fonksi-

yonu i¢in asagidaki bagintilar elde edilir (Mathai et al, 2011):

Eop(2) = 2Eq a18(2) + W (9.10)
d
E.p(z) = BEqpt1(2) + azaEaﬂH(z) (9.11)
dam . 5 e
—— [P E, 5(2%)] = 2P E, 5 m(2%) (9.12)
dz™m ’ ’
d Eos_ —(B—1)E,
d_ a,ﬁ(z) - 8 1( ) ((Ii ) 5(2) (9.13)

Mittag-Leffler Fonksiyonunun Asimptotik Davramsi

ML fonksiyonunun asimptotik davranisi, kesirsel sistemlerde, kesirsel reak-
siyon, kesirsel durulma, kesirsel difiizyon v.b. gibi fizigin cesitli problemlerini yo-

rumlamada 6nemli bir rol oynamaktadir (Mathai et al, 2011).

ML fonksiyonunun, z — oo limitinde kompleks diizlemin ¢esitli bolgelerin-
deki ozellikleri sOyle 6zetlenebilir:

0 < a < 2 durumu icin

1 = —k
E.(z) ~ anp(Zl/a) _ kz:; ﬁ, |z| = o0, |argz| < am/2, (9.14)
0o Z_k
E.(z) ~ —z:: T —ah)’ 2] = 00, am/2 <argz < 2m —am/2. (9.15)

k=1
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a > 2i¢in

—k

1 1/a 2mim/a Z
Ea(Z) ~ a Zm:eXp(Z (& ) — ; m, |Z’ — 00 (916)

formundadir, burada m, —ar/2 < arg z + 2mm < am/2 aralifindaki tiim tamsay1
degerlerini alir ve arg z, [—m, 7] aralifinda herhangi bir deger alabilir (Carpinteri
and Mainardi, 1997). Yukarida esitliklerle verilen asimptotik ifadelere gore, ML
fonksiyonu ve onun genellestirilmis formu, bilinen kinetik denklemler ve ona kar-
silik gelen kesirsel denklemler tarafindan tasvir edilen kavramlarin, tistel form ve

kuvvet-yasas1 formu davraniglari arasinda degistigi anlagilmaktadir.

Mittag-Leffler fonksiyonun kesirsel operatorler ile ilskisi

R(a) > 0, R(B) > 0, R() > 0 ve A € C olmak iizere, ML ve genellestiril-
mis ML fonksiyonlarinin RL kesirsel integralleri sirastyla

(12 Ea[A(t — a)])(2) = A (BaMx — a)*] = 1) 9.17)
ve
(12 (t — @) Busl Mt — 0)))(@) = (¢ — )P Bass[Mz — )] (9.18)

esitlikleri ile tanimlanir (Kilbas et al, 2006; Podlubny, 1999; Mathai and Haubold,
2008).

ML ve genellestirilmis ML fonksiyonlarinin RL kesirsel tiirevleri ise sirastyla

(Dg+ Ea[At — a)?])(x) = AEa[Mz — a)?] (9.19)

(D2 (t = )" B s At = 0)])(2) = (2 — @) BpusaA(e — )] (920)

esitlikleriyle tanimlanir.

a > 0 olmak iizere a € R ve A € C olmak iizere, ML fonksiyonunun Caputo
tiirevi
(D Eo[At — a)*])(z) = AEL[A(z — a)°] (9.21)

esitligi ile tammlanir.
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Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace doniisiimii

Kesirsel mertebeden tiirev ve integral denklemlerin Laplace doniisiim yontemi

ile coziimlerinde karsilagilan, ML fonksiyonunun Laplace doniisiimleri

a—1
LB () = = (Ms™ < 1) 9.22)

veE o
LB M () = —— (Ms™] < 1) (9.23)

esitlikleri ile tammmlanir (Kilbas et al, 2006; Mathai et al, 2011).
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