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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu galismada kullaniimig bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler

Hom(A, B)
End(M)

Gor(f)

Aciklama

Dogal Sayilar Kiimesi

Tam Sayilar Kiimesi

Rasyonel Sayilar Kiimesi

Alt Kiime

Oz Alt Kiime

Kiimelerde Kesisim Islemi

(R, +,") Halkasinda (R, +) Abel Grubunun Birimi
(R, +,") Halkasinda (R,") Cebirsel Yapisinin Birimi
Alt Modiil

M nin N Alt Modiiline Gore Boliim Modiili

Kiigtik Alt Modiil
Biiyiik Alt Modiil

[zomorf Modiiller

A Modiliinden B Modiliine Tim Homomorfizmalarin Kiimesi

M Modiiliniin Endomorfizmalarinin Kiimesi

f Homomorfizmasinin Gorlintiisii



Xi

Simgeler Aciklama

Cek(f) f Homomorfizmasinin Cekirdegi

[, N; N; Alt Modiillerinin Direkt Carpimi

YN N; Alt Modiillerinin Toplami1

@D N; N; Alt Modiillerinin Direkt Toplami

(X) X Kiimesi Tarafindan Uretilen Modiil

Rm m Elemam Tarafindan Uretilen Devirli Modiil
Re(M, X) X Kiimesinin M deki Artig1

Tr(X,M) X Kiimesinin M deki izi

Rad(M) M Modiiliiniin Radikali

Soc(M) M Modiiliiniin Soklesi

Ob(K) K Kategorisinin Nesneleri

Mory (A, B) Bir K Kategorisinde A Nesnesinden B Nesnesine Tim

Morfizmalarin Kiimesi

R —mod R —Modiil Kategorisi
Ab Abel Grup Kategorisi
lim_ M Ters Limit
Kisaltmalar Aciklama

A.U. Amasya Universitesi

KSK Kismi Sirali Kiime



1. GIRIS

Bu tezde injektif modiillerin bir genellemesi olan, her burulma genislemesinde
tiimleyene sahip modiiller calisilmustir. Injektiflik kavramu ilk olarak L. Zippin’in
1935 yilinda Abel gruplarla ilgili yaptigi ¢alismasinda gegmektedir [1]. Bu kavrami
R. Baer 1940 yilinda modiillere tasiyarak literatiirde Baer Kriteri olarak bilinen “R
bir halka ve I bir sol R —modiil olsun. I nin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
R nin her U sol ideali i¢in k:U ——1 homomorfizmasinin bir m:R —1
homomorfizmasina genisletilebilmesidir.” teoremi ile injektiflik kavraminin
genisletilebilecegini gostermistir [5]. Bass, projektif ortiiye sahip sonlu iiretilmis sol
(sag) R —modiilleri yari-miikemmel halka olarak tanimladi. Kasch ve Mares ise,
1966 da yapmis olduklar1 “Eine kennzeichnung semi-perfekter moduln” adl
makalesinde miikemmel ve yari-miikemmel halka kavramlarini modiillere tasidi ve
karakterize etmek igin timlenmis modiil kavramini tanimladi [12]. Buna gore M nin
her N alt modiili icin M = N + L olacak sekilde L minimal alt modiilii varsa,
M modiiliine tiimlenmis modiil denir. Injektif modiiller her genislemesinde direkt
toplam terimi ve her direkt toplam terimi de tiimleyen oldugundan injektif modiiller
her genislemesinde tiimleyene sahiptir. B. Eckman ve A. Schopf'un 1953 te “Uber
injective  moduln” bashigr altinda yayimlanan makalelerinde injektif biiriimii
tanimladilar ve bir modiilin injektif biirimiiniin oldugunu gosterdiler [8]. Bass ise,
injektif biirtimiin duali olarak projektif ortiiyli tanimlayip karakterize etmistir. Kasch
ve Mares s6z konusu yukaridaki ¢aligmasinda, homomorfik goriintiisii de projektif
orti olan projektif modiilleri yari-mitkkemmel modiil olarak tanimlamislardir.
Zoschinger 1974 yilindaki “Modules that have a supplement in every extension” adli
makalesinde injektif modiiliin bir genellemesi olarak, her genislemesinde tiimleyene
sahip modiilleri E —modiil olarak tanimlamis ve Gzelliklerini incelemistir [19]. H.
Calisic1 ve E. Tiirkmen 2012 yilinda yayimlanan “Modules that have a supplement in
every cofinite extension” adli makalede CE — modiil kavramii tanimladilar ve
Ozelliklerini incelediler [6]. Bu ¢alismanin 6nemli bir sonucu olarak her E —modiiliin
CE —modiil oldugunu elde ettiler [6]. Bu ¢alismada ise, her burulma genislemesinde

timleyene sahip modiiller TE —modiil olarak tanimlandi ve o6zellikleri incelendi.



Lineer kompakt modillerin TE —modiil oldugunu gostermek i¢in genel bilgiler
bolimiinde modiil teori ve homoloji cebire ait temel bilgilere yer verilen bu
calismanin materyal ve metot boliimiinde lineer kompakt modiil kavramina yer
verildi ve Ozellikleri ifade edildi. Bulgular ve tartisma boliimiinde ise,

TE —modiillerin temel 6zellikleri verildi.



2. GENEL BILGILER

2.1. Halkalar

2.1.1. Tammm (R,+) bir abel grup olsun. “-” R iizerinde bir ikili islem olsun.
Her a, b, c € R i¢in,

i) (ab)c = a(bc)

i ab+c) = ab+acve(a+b)c = ac+ bc

kosullarini saglayan (R, +,") cebirsel yapisina halka denir.

Ayrica (R, +) abel grubunun birimine halkanin sifir1 denir ve 0y ile gosterilir [16].

2.1.2. Tamim R bir halka ve I R nin bostan farkli alt kiimesi olsun. I, (R, +) abel
grubunun alt grubu ve a, b € I keyfi elemanlar1 i¢in ab € I ise, I alt grubuna R nin
alt halkasi denir [16].

2.1.3. Tamim (R, +,) bir halka olsun. Her a€R i¢in ae = ea = a olacak sekilde
e € R mevcutsa, e € R ye R halkasinin birim elemam denir. Bu eleman teklikle
belirli olup e = 1y ile gosterilir. Birim elemana sahip halkaya ise birimli halka
denir [16].

Bu ¢alismamizda tiim halkalar birimli halka olarak alinacaktir.

2.1.4. Tammm (R, +,") halkas1 -’ islemine gore degismeli ise, R halkasina degismeli
halka denir [16].

2.1.5. Tamim Bir R halkasinda a € R igin, ab = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir
b € R bulunabilirse, a elemanima halkanin sifir boéleni denir. Sifir béleni olmayan

birimli ve degismeli R halkasina degismeli bolge denir [16].



2.1.6. Tammm R bir halka ve @ =1 € R olsun. Her a,b €1 igin a — b € I ve her
a€lveherreRicinra €l (ar €1) ise, I yaR nin sol (sag) ideali denir. Eger I
hem sag hem de sol ideal ise, I ya R halkasinin ideali denir. {0z} ve R halkasinin
kendisi her zaman R nin birer ideal oldugundan, sifirdan farkli her halkanin en az iKi

ideali vardir. Halkanin kendisinden farkli ideallerine 6z ideal denir [16].

2.1.7. Tammm R bir halka ve I, R halkasinin (sol, sag) ideali olsun. Eger R halkasinin
I © ] c R olacak sekilde J (sol, sag) ideali yoksa, I ya R halkasinin (sol, sag)

maksimal ideali denir [15].

2.1.8. Tamim R bir halka ve a € R olsun. Eger ba = 1, (ab = 1y ) olacak sekilde
b € R varsa a elemanina sol (sag) terslenebilir eleman denir. Eger a elemani hem

sag hem sol terslenebilir eleman ise, a € R ye terslenebilir eleman denir [4].

2.1.9. Teorem Sifirdan farkli R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
I) R tek sol maksimal ideale sahiptir.

ii) R tek sag maksimal ideale sahiptir.

iii) a € R eleman1 veya 1 — a eleman terslenebilirdir.

iv) R halkasinin tiim terslenebilir olmayan elemanlarinin kiimesi I ise I, R halkasinin

0z idealidir [16].

2.1.10. Tanim Teorem 2.1.9 da verilen denk kosullardan birini saglayan R halkasina
lokal halka denir [4].

2.1.11. Tammm I; ve I, R halkasinin iki (sol, sag) ideali olmak iizere I, =
{Xiabila; €I, b€l i=1.23,..,nven €N} kiimesi R nin bir idealidir.

Bu ideale I; ve I, ideallerinin ¢carpim denir [16].



2.1.12. Tammm P, R degismeli halkasinin bir 6z ideali olsun. a,b € R igin ab € P

iken a € P veya b € P oluyorsa, P ye R nin bir asal ideali denir [16].

2.1.13. Tammm R bir halka a € R olsun. R nin a y1 kapsayan tim (sol, sag)
ideallerinin arakesitine a tarafindan iiretilen esas (Sol, sag) ideali denir. a
tarafindan tretilen ideal (a) ile gosterilir ve {(a) = {ra + as + na|r,s € R, n € Z}
dir. R birimli halkasinda a tarafindan {iretilen esas sol ideal I ise I = {ra|r € R} =
Ra, esas sag ideal ] ise ] = {ar|r € R} = aR dir. Eger R birimli ve degismeli bir
halka ise (a) = Ra = Ra dir. Her ideali bir esas ideal olan degismeli bolgeye esas
ideal halkasi denir [16].

2.1.14. Tamim R bir halka olsun. R nin sol ideallerininher;, 2, 213221, 2
azalan zinciri sonlu bir adimda duruyorsa, yani en az bir n dogal sayist igin

I, = I,41 = I,,, = --- oluyorsa R ye sol artin halka denir [16].

2.1.15. Tamim Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin tersi

varsa, bu halkaya cisim denir [16].

2.1.16. Tanim R degismeli bolge olsun. R nin her 6z ideali, sonlu sayida asal idealin

carpimi ise, R ye dedekind bolgesi denir [16].

2.1.17. Teorem R degismeli bolge olsun. R nin dedekind bolgesi olmasi igin gerek

ve yeter kosul R nin sifirdan farkli her I ideali i¢in R/ 7 boliim halkasinin artin esas

ideal halkas1 olmasidir [15].



2.2. Modiiller

2.2.1. Tanim Bir R halkas1 ve (M, +) abel grubu i¢in f: R X M — M fonksiyonu
verilmis olsun. f(r,m) € M elemanin1 rm ile gosterelim. Her r,s € R ve her

m,n € M i¢in,
r(m+n)=rm+rn
i)(r+sym=rm+sm
i) (rs)m = r(sm)

ise, M ye sol R —modiil denir ve M veya M ile gosterilir. Eger R halkas1 birimli ve

her m € M i¢in,

IV) 1;m = m ise, M ye iiniter sol R —modiil veya kisaca iiniter R —modiil denir.

Benzer sekilde sag R —modiil tanimi1 da yapilabilir [7].
Tezimizde biitiin modiiller iiniter sol modiil olarak alinacaktir.

2.2.2. Tammm R bir halka, M bir R —modiil ve N, M abel grubunun alt grubu olsun.
Herr € Rve hern € N i¢in rn € N ise, N ye M nin alt modiilii denir ve N < M ile
gosterilir. {0} ve M, M nin alt modiilleridir. M nin kendisinden farkli alt modiillerine
oz alt modiil denir ve N £ M ile gosterilir. Sadelik i¢in {0} alt modiili O ile
gosterilir [16].

M bir modil olsun. M nin keyfi sayidaki alt modiillerinin arakesiti M nin alt

modulidiir.

2.2.3. Tammm M bir R —modiil ve N, M nin bir alt grubu olsun. M/N boliim grubu,
herre Rve hern+ M € M/N olmak iizere, r(m + N) = rm + N ile tanimli dis

isleme gore bir R —modiil yapisina sahiptir. M / y modiiliine, M nin N ye gdre béliim

modiilii denir [3].



2.2.4. Tammm M bir R —modiil ve X, M nin bir alt kiimesi olsun. M modiiliiniin X
kiimesini kapsayan biitiin alt modiillerinin arakesitine X tarafindan iiretilen alt
modiil denir ve (X) ile gosterilir. Eger X kiimesi sonlu elemanli ise, X kiimesi
tarafindan tretilen alt modiile sonlu iiretilmis alt modiil denir. X kiimesi, X = {a}
seklinde tek elemanli ise, (X) = (a) ya devirli alt modiil denir ve (a) = Ra =
{ra| r € R} dir. Ayrica {B;|i €I}, M nin alt modillerinin ailesi olmak iizere
X = U, B; kilmesinin iirettigi alt modiile B; alt modiillerinin toplanm denir. B; alt

modiillerinin toplami Y.ier B ile gosterilir ve

Sier B; = {by, + by, + -+ by, |by, € Biy,ij € 1,j = 1,2,...,n,n € N} dir [16].

2.2.5. Tamm M bir modiil ve N <M olsun. Eger M / y bolim modild sonlu

tiretilmis ise, N ye M nin dual sonlu alt modiilii denir [16].

2.2.6. Tanim [ bostan farkli indis kiimesi olmak tizere {M;};,c; Sol R —modiillerin
bir ailesi olsun. Her i € [ i¢in f (i) € M; ile tanimli tim f fonksiyonlarinin kiimesine
{M;}ies modiiller ailesinin direkt carpimi denir ve
[Lia M, ={fIf: 1 —Uie;M; Vi€l icinf(i) € M;} dir. [[;e; M; nin en fazla
sonlu sayida bileseni sifirdan farkli olan elemanlarin kiimesini @;¢;M; ile gosterecek
olursak @,/ M; = {(m;);e; | en cok sonlu sayrdai € I icinm; # 0} kiimesine
{M;},c; modiiller ailesinin dis direkt toplamm denir. Acik olarak her m = (m;);¢;,
n=m;);e € Iliet M; icin, m +n = (m; + n;);¢; Ve herr € R igin, rm = (rm;) ¢,
ile tanimli islemlere gore [[;e; M; bir R — modildir ve @;;M; < [lie; M;
R —modiillerdir [16].

2.2.7. Tanim M bir R — modiil olsun. I bostan farkli bir indis kiimesi olmak tizere
her i € I i¢in @®;¢;M; dis direkt toplaminda M; = M alalim. @;¢;M direkt toplamina
M nin kopyalarmmn toplam denir ve M' ile gosterilir. M = R almirsa, F = R’

modiiliine serbest modiil denir [15].



2.2.8. Tanim M bir modiil ve {M,};c; kiimesi de M nin alt modiillerinin bir ailesi
olsun. Eger

) M = Xier M; ve

i) Her i € I igin M; N },;.; M; = {0} ise, M ye {M;};; alt modiillerinin i¢ direkt
toplam veya direkt toplam denir ve bu M = @, M; ile gosterilir. Bu durumda her

bir M; alt modiiliine de M nin direkt toplam terimi denir.

I = {1,2} i¢in M; ve M, alt modiillerinin i¢ direkt toplami ise M = M;@®M, olup
M = Ml + M2 ve M1 N MZ = {O} dir [16]

Dis direkt toplam ile i¢ direkt toplam birbirine izomorftur. Bu yiizden bundan sonra

i¢ direkt toplam da M = @, M; ile gosterilecektir.

2.2.9. Tammm M bir modiil ve I indis kiimesi olmak tizere {M,};c; de M nin alt
modiillerinin bir ailesi olsun. Her j €  ve m; € M; igin i = j ise m; =m; Vel +j
icin m; = 0 olmak tizere ¢; (m]) = (m;) ile tamml ¢;: M; — [];e; M; ve m; € M;
doniisiimleri ile 7; ((m;)) = m; ile tammli 75;: [[;¢; M; — M; ddniisiimlerini alalim.
Her j € I igin ¢; ve m; birer homomorfizmadir. Ayrica ¢; birebir, m; ortendir. ¢;
doniisiimlerine [[;e; M; direkt carpimimin injeksiyonlari, m; doniisiimlerine ise,

[l;e; M; direkt carpiminin projeksiyonlar: denir [14].

2.2.10. Tammm M bir modul ve N M nin 0z alt modiilii olsun. N € [ ¢ M olacak
sekilde M nin bir I 6z alt modiilii yoksa, N ye M nin bir maksimal alt modiilii denir
[16].

Ayrica sonlu iiretilmis modiillerin her 6z alt modiil bir maksimal alt modiil tarafindan

kapsanur.



2.2.11. Tammm M sifirdan farkli bir modil olsun. Eger M modili, sifir alt
modiilinden baska 6z alt modiile sahip degilse, M ye basit modiil denir [13].

2.2.12. Yardimc1 Teorem M bir modiil ve N < M olsun. N alt modiiliiniin maksimal

alt modiil olmas1 icin gerek ve yeter kosul M / y bolim modiiliiniin basit olmasidir

[16].

Ispat. (=): N maksimal alt modiil olsun. M/ sy bolim modiiliiniin basit olmadigim

kabul edelim. Bu takdirde M / y modiiliiniin sifirindan farkli bir K / N seklinde en az

bir 6z alt modiilii vardir. Buradan N < K < M yazilir. Bu ise, N nin maksimal

olmasiyla gelisir.

(&): M / y modiilii basit modiil olsun ve N modiiliiniin maksimal olmadigini kabul
edelim. Bu durumda N < K < M olacak sekilde K 6z alt modiilii vardir ve K/N

boliim modiilii M / N nin sifirindan farkl bir 6z alt modiliadir. Bu ise, M / N nin basit

modiil olmasiyla gelisir.

2.2.13. Teorem M sifirdan farkli bir modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir.

1) M nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplamidir.
i) M basit alt modiillerin toplamidr.
Iii) M basit alt modiillerin direkt toplamidir.

IV) M nin her alt modiilii direkt toplam terimidir [13].

2.2.14. Tanmmm Teorem 2.2.13 te verilen denk kosullardan birini saglayan M

modiiliine yari-basit modiil denir [13].
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Yari-basit modiillerin simifi alt modiiller, direkt toplamlar ve boliim modiilleri altinda

kapalidir.

2.2.15. Onerme M bir basit sol R —modiil olsun. Bu takdirde 0, M nin maksimal alt

modiilidiir ve sifirdan farkli her m € M i¢in Rm = M dir [13].

2.2.16. Tanmm R bir halka, M bir R — modil ve A € M olsun. Bu takdirde
{r €e R|Vm € Aigin rm = 0} kiimesi R halkasinin idealidir. Bu ideale A kiimesinin

sifirlayam (annihilatorii) denir ve Ann(A) ile gosterilir [15].

2.2.17. Teorem R bir halka ve M sifirdan farkli bir R —modiil olsun. Bu takdirde M

nin basit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sifirdan farkli her m € M elemant i¢in

M=R /4 nn(m) V& Ann(m) nin R nin maksimal ideali olmasidir [15].

2.2.18. Tamim R degismeli bolge ve M bir R —modiil olsun. R nin sifirdan farkli en
az bir r elemani i¢in rm = 0 kosulunu saglayan m € M elemanina M nin burulma
elemanmi denir. M nin tim burulma elemanlarmin kiimesini T(M) ile gosterirsek,
T (M) kiimesi M nin bir alt modiiliidiir. Burada T(M) ye M modiiliiniin burulma alt
modiilii denir. EgerT(M) = M ise, M modiiline burulma modiilii, T(M) = 0 ise,

M ye burulmasiz modiil denir [16].

2.3. Homomorfizmalar ve Izomorfizma Teoremleri

2.3.1. Tamm M ve N R —modiiller olsun. Eger f: M — N fonksiyonu asagidaki
kosullar1 saglarsa, f fonksiyonuna R — modiil homomorfizmas1 veya kisaca

homomorfizma denir.
i) Herm,n € M i¢in f(m +n) = f(m) + f(n)

ii)Herm € M ve herr € Rigin f(rm) =rf(m)
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Eger f homomorfizmas1 birebir ise, f ye monomorfizma, orten ise epimorfizma,
birebir ve Orten ise, izomorfizma adi verilir. f: M — N izomorfizma olmak {izere
M ve N modiillerine izomorf modiiller denir ve M ile N nin izomorf olmast M = N
ile gosterilir. M ve N birer R —modiil olmak tlizere M den N ye tim R —modiil
homomorfizmalarin kiimesi Hom(M,N) ile gosterilir. Eger f:M — M bir
homomorfizma ise, f ye M modiiliiniin bir endomorfizmasi denir ve M nin tiim
endomorfizmalarinin  kiimesi End(M) ile gosterilir. Buna gore End(M) =

Hom(M, M) dir [13].

2.3.2. Tanmmm M bir modiil ve N < M olsun. Her m € N i¢in i(m) = m ile tanimh
i: N — M fonksiyonu bir modiil monomorfizmasi olup bu monomorfizmaya
icerme monomorfizmas1 denir, m:M — M/N, t(m) =m+ N ile tamimh 7
fonksiyonu ise bir epimorfizma olup bu epimorfizmaya dogal (kanonik)
epimorfizma denir [13].

2.3.3. Tamm M bir modil olmak iizere Iy(m) =m ile tanmh [j;: M — M
donilisimii  bir modiil izomorfizmasi olup bu izomorfizmaya birim (idantik)

homomorfizma denir [13].

2.3.4. Tamm f: M — N bir modiil homomorfizmas1 olsun. { m € M| f(m) = 0}
kiimesine f nin ¢ekirdegi denir ve Cek(f) ile gosterilir. { f(m)|m € M} kiimesine f
nin goriintiisii denir ve Gor(f) ile gosterilir. Ayrica Cek(f) < M ve Gor(f) < N
dir [13].

2.35. Teorem (Birinci Izomorfizma Teoremi) f:M — N bir modiil

homomorfizmast olsun. Bu taktirde =~ M /C ek(f) = Gor(f) dir. Ozel olarak f drten

ise, M/(;ek(f) = N ve f birebirise M = f(M) dir [13].
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2.3.6. Teorem (ikinci izomorfizma Teoremi) M bir modiil, H ve K de M nin alt

modiilleri olsun. Bu taktirde 1 + K / K M / K bolim modiiliiniin alt modiili olup,

H+K/K = H/Hanlr [13].

2.3.7. Teorem (Ugiincii izomorfizma Teoremi) M bir modiil ve K < N < M olsun.

Bu durumda (M/K)/(N/K) = M/N dir [13].

2.3.8. Yardimc1 Teorem {M;};c; R —modiillerin bir ailesi, M bir R —modiil ve her
i€l i¢in f;: M—— M; modil homomorfizmalar1 verilsin. Her m € M igin

f(m) = (fi(m)),e ile tanimh f: M —— [];¢; M; dontisimii bir homomorfizmadir

ve Cek(f) = Nies Gek(f;) dir [16].

2.3.9. Yardimc1 Teorem M bir yari-basit modiil ise M nin her 6z alt modiilii bir

maksimal alt modiil tarafindan kapsanir [13].

Ispat. M nin herhangi bir N 6z alt modiiliinii alalim. Bu takdirde Teorem 2.2.13 ile
M = N@L olacak sekilde M nin L yari-basit alt modiilii vardir. Bu takdirde L; < L
basit modiiller olmak iizere L = @®;¢L; seklindedir. Birinci Izomorfizma

Teoreminden bir iy €I igin M/[N®(®;x,L)] = L;, yazlabilir. L; basit

io
oldugundan Yardimc1 Teorem 2.2.12 ile N®(®;x;,L;), M nin maksimal alt
modiiliidiir ve N < N®(D;;,L;) dir.

2.4. Bir Kiimenin Bir Modiildeki Artig1 ve izi

2.4.1. Tanim M bir R —modiil ve X, R —modiillerin bir ailesi olsun. M nin

Re(M,X) = N{Cek(f)| f € Hom(M,U),U € X }
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alt modiiliine X kiimesinin M modiiliindeki artig1 (reject) denir [16].

2.4.2. Teorem M bir R —modiill ve X R —modiillerin bir ailesi olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler denktir.

1) Verilen sifirdan farkli her f:L —— M homomorfizmasi i¢in hf # 0 olacak
sekilde U € X ve h € Hom(M, U) vardir.

i) Heri € I, U; € X igin bir g: M —— [];¢; U; monomorfizmasi vardir.

iii) Re(M, X) = 0 dir [16].

2.4.3. Tamim Teorem 2.4.2 verilen denk kosullardan birini saglayan M modiiliine

X —es iiretilmis modiil denir [16].

2.4.4, Tammm M bir modiil olsun. Verilen her f: M —— [];¢; M; monomorfizmasi

. . f T .
iciny M —— [[;e; M; —— @,y M; monomorfizma olacak sekilde E < I sonlu alt
kiimesi var ve mg:[[;e; M; —— ®;cgM; epimorfizmast monomorfizma ise, M ye

sonlu es-iiretilmis modiil denir [16].

2.4.5. Tamim {M, };¢;, modiillerin bir ailesi olsun. Her i € [ igin M < [];¢; M; olmak
tizere m;|y : M —— M; dontisimi bir epimorfizma ise, M ye [l;e;M; direkt

carpiminin alt direkt ¢carpimi denir [16].

2.4.6. Yardimc1 Teorem N bir modiil olsun. Bu durumda,

i) Bir N modiiliiniin {M,};¢; ailesinin bir alt direkt ¢arpimina izomorf olmasi igin
gerek ve yeter kosul N;epCek(f;) =0 olacak sekilde {fi: N——M; }i¢;

epimorfizmalar ailesinin mevcut olmasidir.
ii) N nin alt modiillerinin bir {N,};c; ailesi icin N/(n y,y bolim  modiil,
ier Vi

{N / N-} modiiller ailesinin alt direkt ¢arpimina izomorftur [16].
i€l

i
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2.4.7. Teorem M bir modiil olmak {izere asagidaki ifadeler denktir.
i) M sonlu es-tiretilmistir.

i) M nin N;g V; = 0 olacak sekilde her {V;},c; alt modiiller ailesi igin, I nin

Nicg V; = 0 olacak sekilde bir sonlu bir E alt kiimesi vardir.

iii) N;e Cek(f;) = 0 olacak sekilde her {f;: M —— M; };¢; homomorfizmalar

ailesi i¢in N;¢g Cek(f;) = 0 olacak sekilde I nin E sonlu alt kiimesi vardir.

IV) M nin her alt modiilii sonlu es-iiretilmistir [16].

2.4.8. Tammm M bir R —modiil ve X R —modiillerin bos kiimeden farkli bir ailesi

olsun. M nin

Tr(X,M) = Y{ Gor(f)| f € Hom(U,M), U € X} alt modiliine X kiimesinin M
modiiliindeki izi (trace) denir [16].

2.4.9. Onerme M bir modiil olsun. Bu durumda
i) Tr(X, M), X tarafindan {iretilmis M nin en biiylik alt modiiliidiir.

i) M = Tr(X,M) olmasi igin gerek ve yeter kosul M modiliinin X — iiretilmis
olmasidir [16]

2.5. Pullback ve Pushout Diyagramlari

25.1. Tanim a: M — K ve : N — K homomorfizmalar ¢ifti asagidaki kosullar

saglayacak sekilde bir F modiilii varsa F, a ve B tgliistine pullback denir.
h F—'  m
6 J/ a

N B

—— > K diyagrami degismelidir. Yani 8§ = ay dir ve
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N—" Lk diyagrami degismeli yani, 86 = ay  olacak sekildeki

her §" ve y' homomorfizmalari igin,

9 , , 9
F — F ve F —>,F
) , ’ 6, ) , Vi
v Sy S0
2 L2
M N diyagramlar1 degismeli, yani

Yo 8 =y ves o8 = §olacak sekilde tek bir 8: F —— F homomorfizmas1 vardir.

Bu durumda (i) deki diyagram pullback diyagrami olarak isimlendirilir [16].

25.2. Teorem a:M —— K ve B:N —— K homomorfizmalar1 verilsin. Bu

durumda bir F pullback vardir ve izomorfizma altinda tektir [16].

2.5.3. Tanim a: K — M ve : K — N homomorfizmalar ¢ifti asagidaki kosullari

saglayacak sekilde F modiilii varsa F, a ve B tigliisiine pushout denir,

iy K—— M

B 14
N ——— > F  diyagrami degismelidir. Yani 6 = ya ve
i) K—— M

!

B 14

5, 12 . 12 12
N——>F diyagrami degismeli yani, § f =y « olacak sekildeki

her §' ve y" homomorfizmalar igin,
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M N
\\\ ,]/, \\\ 6
4 N ) N
o N 6 A , ) ) )
F——>F ve F—>F diyagramlari1 degismeli

yani,yo8 =y ve§o6 =6 olacak sekilde bir tek 8: F —— F homomorfizmasi

vardir.

Bu durumda (i) deki diyagram pushout diyagrami olarak isimlendirilir [16].

254, Teorem a:K—— M ve [:K—— N homomorfizmalar1 verilsin. Bu

durumda bir F pushout vardir ve izomorfizma altinda tektir [16].

2.6. Kiiciik ve Biiyiik Alt Modiiller

2.6.1. Tanmmm M bir modiil, K, M nin alt modiili olsun. Eger K + L = M kosulunu
saglayan M nin bir L 6z alt modiilii yoksa, K alt modiiline M de kiiciiktiir denir ve
K « M seklinde gosterilir [13].

M sifirdan farkli bir modil ise 0 < M dir.

2.6.2. Tammm M bir modul ve K < M olsun. M nin sifirdan farkli her L alt modiili
icin KN L # 0 ise, K alt modiiline M de biiyiiktiir denir ve K 2 M ile gosterilir
[16].

M sifirdan farkli bir modiil ise M < M dir.

2.6.3. Teorem (Modiiler Kural) M bir modiil olsun. K, L, N modiilleri M nin alt
modiilleri ve K € N olsun. Bu takdirde K + (L " N) = (K + L) n N dir [16].
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2.6.4. Onerme (Kiiciik Alt Modiiliin Ozellikleri)

i) M bir modiill ve K < N <M olsun. Eger K «< N ise K nin her alt modiilii, M nin
N yi kapsayan her alt modiiliinde kiigiiktiir.

i) M bir modill, K;,K>, ...,K,,, M{,M,, ..., M,,, M nin alt modiilleri ve her i =
1,2,...,ni¢in K; < M; olsun. Bu takdirde K;+ K, +--+ K, <K My + M, + -+
M,  dir.

iii) f:M — N bir homomorfizma olsun. K « M ise, f(K) < f(M) dir. Ozellikle
f(K) < N dir.

IV) M bir modiil, K ve N, M nin alt modiilleri, K € N ve N, M nin direkt toplam
terimi olsun. Bu takdirde K < N olmasi igin gerek ve yeter kosul K << M olmasidir.

V) N < M ve N M nin direkt toplam terimi ise, N = 0 dur.

Vi) M /  sonlu tiretilmis ve N << M ise, M modiilii sonlu tiretilmistir [13].

ispat.

1) U K nin bir alt modiilii ve L M nin N tarafindan kapsanan bir alt modiili olmak
tizere bir T < L i¢inU + T = L olsun. Modiiler kuraldan N=LNN = (U+T) N
N=U+TNN=K+TnN elde edilir K< N oldugundan TN N = N olur.
Boylece US NS TolupT =U+T =L dir.

ii) Ispati n = 2 igin yapalim. K; + K, + L = M; + M, olacak sekilde herhangi bir L
alt modiiliinii alalim. K; <« M; oldugundan ve i) den K, + L = M; + M, olur. Benzer
sekilde K, < M, oldugundan ve i) den K, < M; + M, olup L = M; + M, elde
edilir. Boylece K; + K, < M; + M, bulunur. Sonlu sayidaki K; alt modiilleri i¢in
ispat benzer sekilde yapilir.

i) f(K) + L = f(M) olacak sekilde herhangi bir L < f(M) alt modiiliinii alalim.
f(K)+L=f(M) esitliginden f~1(f(K)+L)=M vyazlabilir. Boylece K +
f~1(L) =M dir. K « M oldugundan f~1(L) =M bulunur. Buradan L = f(M)
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oldugu goriiliir. Yani f(K) < f(M) dir. Ayrica i) den dolay1 f(M) < N oldugundan
f(K) < N elde edilir.

IV) K < N ise, i) den K «< M dir. Tersine; K << M olsun. K + L = N olacak sekilde
herhangi bir L < N alalim. N, M nin direkt toplam terimi oldugundan M = N®U
olacak sekilde U < M alt modiilii vardir. Bu durumda K + L+ U =M ve K K N
oldugundan L + U = M dir. Modiiler kuraldan N = L + (U n N) = L olur. Buradan
K « N elde edilir.

V) N alt modiilii M nin bir direkt toplam terimi ise M = N@®K olacak sekilde M nin
bir K alt modiilii vardir. Boylece M = N + K olup N < M oldugundan K = M dir.
Ayrica NN K = 0ve K = M oldugundan N = N n M = 0 bulunur.

vi) M/N sonlu iiretilmis olsun. Bu takdirde M = N + K olacak sekilde sonlu
tiretilmis K < M alt modiilii vardir. Buradan N < M oldugundan K = M olup M

sonlu tiretilmistir.

2.7. Bir Modiiliin Radikali

2.7.1. Tammm M bir modiil olsun. M nin tim maksimal alt modiillerinin arakesitine
M nin radikali denir ve Rad(M) ile gosterilir. Eger M nin maksimal alt modiili
yoksa, Rad (M) = M dir. Bu takdirde M modiiliine radikal modiil denir. M nin tim
radikal alt modiillerinin toplam1 p(M) ile gosterilir [13].

R bir halka olmak tizere tiim yari-basit R —modiillerin ailesine SS dersek, Rad(M) =
Re(M,SS) dir [13].
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2.7.2. Teorem R bir halka ve M bir R —modiil olsun. Bir m € M i¢in Rm devirli alt
modiiliiniin kii¢iik olmamas1 i¢in gerek ve yeter kosul m € U olacak sekilde U

maksimal alt modiiliiniin olmasidir [13].

Ispat. (=): Rm devirli alt modiiliinin M de kiiciik olmadigin1 kabul edelim ve
X ={N £ M|N + Rm = M} kiimesini tanimlayalim. Hipotezden X # @ dir. X
kapsama bagintisina gore sirali bir kiimedir. ¥, X kiimesinin tam sirali bir alt kiimesi
olsun. Yy = Ugey K, dersek m & Y, dir. Ciinkiim € Y, olursa bir K € Y i¢ginm € K
olup K = K + Rm = M celiskisi elde edilir. Dolayisiyla Yy M nin kendisinden farkli
bir alt kiimesidir. Ayrica her K € Y i¢in K + Rm = M oldugundan Y, + Rm = M
olup Y, € X bulunur. Buradan Y nin X kiimesinde bir st siir1 olup Zorn Yardimci
Teoreminden X kiimesi bir U maksimal elemanini icerir. Simdi U alt modiiliiniin M
de maksimal oldugunu gosterelim. U £V < M keyfiolsun. U+ Rm =MveU £V
oldugundan V + Rm = M bulunur. Diger taraftan U, X kiimesinin maksimal elemani
oldugundan V ¢ X dir. Dolayisiyla X kiimesinin tanimindan dolay1 V = M olup U alt

moduli M de maksimaldir.

(&): m & U olacak sekilde U maksimal alt modiiliiniin mevcut oldugunu kabul
edelim. Bu takdirde U maksimal modiil oldugundan U + Rm = M olup Rm, M
modiiliinde kiigiik degildir.

Onerme 2.6.4 ve Teorem 2.7.2 yardimu ile asagidaki sonucu elde ederiz.

2.7.3. Sonug R bir halka ve M bir R —modiil olsun. Bu takdirde,

1) m € M olmak iizere Rm < M olmas1 igin gerek ve yeter kosul m € Rad(M)

olmasidir.

i) Rad(M) = ¥« L dir [13].
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2.7.4. Yardimci Teorem M bir modil olsun. [ indis kiimesi olmak tizere heri € I

icin N < N; < M olsun. Bu takdirde N;¢;(N;/N) = (N;e; N;)/N dir [16].

Ispat. m + N € N, (N;/N) keyfi elemanmi alalm. Her i € [ icinm + N € N;/N
olup m € N; dir. Buradan m € N;¢; N; olur ki m + N € (N;¢; N;)/N elde edilir.

Tersi benzer sekilde gosterilebilir.

2.7.5. Teorem (Radikalin Ozellikleri) M bir modiil olsun. Bu takdirde,

i) Rad(M/Rad(M)) = 0 dur.

ii) N < M ise, Rad(N) < Rad(M) dir.

iii) f € Hom (M,K) i¢in f(Rad(M)) < Rad(K) dir. Eger Cek(f) < Rad(M) ise,
f(Rad(M)) = Rad(f(M)) dir.

iv) N <M olmak iizere (N + Rad(M))/N < Rad(M/N) ve N < Rad(M) Iise,
Rad(M/N) = Rad(M)/N dir.

V) M =@®gM; ise, Rad(M) = @;¢;Rad(M;) ve M/Rad(M) = ®,c;(M;/
Rad(M;)) dir.

Vi) M modiiliiniin radikal modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin her sonlu
tiretilmis alt modiiliiniin M de kii¢iik olmasidir.

Vvii) M sonlu iiretilmis ise, Rad(M) «< M dir

viii) M yari-basit ise, Rad(M) = 0 dur.

iX) R bir halkave M R —basit modiillerin direkt ¢arpimi ise, Rad (M) = 0 dir [13].

ispat.
1) M nin maksimal alt modiilleri ile M / Rad(M) nin maksimal alt modiilleri arasinda

birebir esleme vardir. X, M nin tiim maksimal alt modiillerinin kiimesi olmak iizere
M/Rad(M) = Nyex(U/Rad(M)) olup Yardimct Teorem 2.7.4 ten dolayl
M/Rad(M) = Nyex(U/Rad(M)) = (Nyex U)/Rad(M) = Rad(M)/Rad(M) =0

elde edilir.
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ii) N<M ve m € Rad(N) olsun. Bu takdirde Sonu¢ 2.7.3 ten Rm « N olup
Onerme 2.6.4 i) den Rm «< M elde edilir. Yine Sonug 2.7.3 ten m € Rad(M) olup
Rad(N) < Rad(M) bulunur.

iii) f € Homp(M,K) alalm. m € Rad(M) ise, Sonu¢ 2.7.3 ten Rm < M olup
Onerme 2.6.4 iii) den f(Rm) = Rf(m) < f(M) elde edilir. Dolayistyla f(m) €
Rad(f(M)) olup f(Rad(f(M)) < Rad(f(M)) elde edilir. f homomorfizma
oldugundan f(M) < K olup ii) den Rad(f(M)) < Rad(K) bulunur. Dolayisiyla
f(Rad(f(M)) < Rad(K) elde edilir.

Simdi Cek(f) < Rad(M) igin Rad(f(M)) < f(Rad(M)) oldugunu gosterelim.
f(m) € Rad(f(M)) keyfi bir eleman olsun. Sonug 2.7.3 ten Rf(m) < f(M) dir.
Kabul edelim ki m € Rad(M) olsun. Bu takdirde Rm + L = M olacak sekilde M nin
L maksimal alt modiilii vardir. Buradan f(M) = Rf(m) + f(L) olup Rf(m) <
f(M) oldugundan f(M) = f(L) elde edilir. Buradan M = L + Cek(f) olup
Cek(f) <Rad(M) <L oldugundan L =M c¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla
m € Rad(M)  oldugundan  Rad(f(M)) < f(Rad(M)) olur.  Dolaysiyla
f(Rad(M)) = Rad(f(M)) esitligi bulunur.

iv) m: M — M /N dogal epimorfizmasini alalim. iii) den (Rad(M)+ N)/N =
n(Rad(M)) < Rad(n(M)) = Rad(M)/N dir. Eger GCek(w) = N < Rad(M) ise
tekrar iii) den Rad(M)/N = Rad(m(M)) = n(Rad(M)) = (Rad(M) + N)/N =

Rad(M)/ elde edili.

v) Her i€l i¢cin M; <M olmak {izere ii) den Rad(M;) < Rad(M) olup
@Die; Rad(M;) < Rad(M) dir.

Tersine; m € Rad(M) keyfi elemanini alalim. Bu takdirde Sonug 2.7.3 ten Rm < M
olupm =m; +m,;, + -+ m,; olacak sekilde j = 1,2, ..., k olmak lizere m;, € Mij

elemanlar1 vardir. Her j = 1,2, ...,k igin nl-j:M —>Ml-j projeksiyonu igin Onerme
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2.6.4 iii) den i, (Rm) = Rm; & M; olup Sonug 2.7.3 ten dolay1 m;, € Rad(M,,)
olup m=m; +my, +--+my €D;e Rad(M;) dir. Sonug olarak
@D.c; Rad(M;) = Rad(M) dir. Ayrica her (m;);g €M igin f((m;)ie) =

m; + Rad(M;

Y )/Rad(Mi) ile  tammh  f:M —> @, (M;/Rad(M,))

dontistimii  epimorfizmadir ve Cek(f) = Rad(M) oldugundan M/Rad(M) =
®Die;(M;/Rad(M;)) elde edilir.

Vi) M = Rad(M) ise, her m € M i¢cin Sonu¢ 2.7.3 ten Rm <« M olur. Buradan
Onerme 2.6.4 ii) den M modiiliiniin sonlu iiretilmis her alt modiilii M de kiigiik olur.

Tersi Sonug 2.7.3 ten agiktir.

vii) Rad (M) nin M de kiigiik olmadigini1 kabul edelim. Bu durumda M = Rad(M) +
K olacak sekilde M nin L 6z alt modiilii vardir. M sonlu tiretilmis oldugundan her 6z
alt modiilii bir maksimal alt modiil tarafindan kapsanir. Bu maksimal alt modiil U
olsun. Boylece Rad(M) < U ve K < U olup M = Rad(M) + K = U celiskisi elde
edilir. Buradan Rad(M) «< M elde edilir.

viii) M yari-basit olsun. Sonug 2.7.3 ten herhangi bir m € Rad(M) i¢in Rm <K M
dir. M yari-basit oldugundan Rm < M alt modiilii M nin direkt toplam terimidir.
Dolayisiyla Rm hem kiiciik alt modiill hem de direkt toplam terimi oldugundan
Onerme 2.6.4 V) geregi Rm = 0, dolayisiylam = 0 dir. Sonug olarak Rad(M) = 0
dir.

iX) R bir halka SS = {N,},c; tim basit R — modiillerin ailesi olsun. M basit
modiillerin bir direkt carpimi ise M = [];¢; N; seklinde yazilabilir. Buradan
i:M —> [[;e N; igerme doniisimii modiil monomorfizmasidir. Teorem 2.4.2 ve

Tanim 2.7.1 den Rad(M) = Re(M, SS) = 0 bulunur.
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2.7.6. Onerme M sifirdan farkl bir modiil ve N < M olsun. Bu takdirde,
i) p(M) =0ise, p(N) = 0 dir.

i) p(N) = 0 ve p(M/y) = 0 ise, p(M) = 0 dir.

iii) M = @,/ M; ise p(M) = ®;¢;p(M;) dir

IV) p(M), M nin en biiyiik radikal alt modiiltdiir [19].

2.7.7. Tammm M sifirdan farkli bir modiil olsun. M nin her 6z alt modiilii M de kiigiik
ise, M ye oyuk modiil denir [16].

2.7.8. Tammim M bir modiil olsun. Eger M nin tiim 6z alt modiillerinin toplami yine

bir 6z alt modiil ise, M ye lokal modiil denir [16].

R bir halka olsun. R nin lokal halka olmasi igin gerek ve yeter kosul zR sol

R —modiilunin lokal olmasidir.

2.7.9. Teorem R bir halka ve M sifirdan farkli bir R —modiil olsun. M modiiliiniin
lokal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin sonlu iiretilmis ve bir tek maksimal alt
modiile sahip olmasidir. Bu durumda M nin tiim 6z alt alt modiillerinin toplami

Rad (M) ye esit olup, Rad(M) « M dir [16].

Ispat.(=): M lokal modiil ve M nin 6z alt modiillerinin toplami K olsun. K # M
oldugundan m € K olacak sekilde en az bir m € M vardir. Boéylece Rm ¢ K dir. K,
M nin tim 6z alt modiillerin toplam1 oldugundan Rm = M olup M devirlidir. K nin

maksimal alt modiil oldugu ise tanimdan agiktir.

(<): M bir tek K maksimal alt modiiliine sonlu iiretilmis sahip devirli modiil olsun.
Bu durumda Tanim 2.2.10 ile M nin her 6z alt modilii K tarafindan kapsanir.

Dolayisiyla M nin biitiin 6z alt modiillerinin toplam1 K olup M lokal modiildiir.
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Radikalin tanimi geregi Rad(M) = K olup M modiilii devirli oldugundan Teorem
2.7.5 vii) den dolay1 Rad(M) < M elde edilir.

2.8. Bir Modiiliin Soklesi

2.8.1. Tammm R bir halka ve SS tim basit R — modullerin ailesi olsun. M bir

R —modiil olmak iizere,
Soc(M) =Tr(X,M) = Y{ Gor(f)| f € Hom(X,M)}
=Y{ Gor(f)| f(U) < M basit alt modul,U € X }

= Y{ K < M| K basit alt modul } alt modiiline M nin soklesi denir.
Ayrica Soc(M) = N{L < M | L 2 M} dir [16].

Teorem 2.2.13 ten dolay1 Soc(M) alt modiili M nin en biiyiikk yari-basit alt
modiilidiir. Ayrica K < M ise Soc(K) < Soc(M) oldugu agiktir.

2.8.2. Onerme (Soklenin Ozellikleri) R bir halka ve M bir R —modiil olsun. Bu

durumda,
i) Her f: M — N homomorfizmast i¢in f(Soc(M)) € Soc(N) dir.
ii) M nin her K alt modiilii i¢in Soc(K) = K N Soc(M) dir.

iii) Soc(M) 2 M olmasi igin gerek ve yeter kosul sifirdan farkli her K alt modiili
icin Soc(K) # 0 olmasidir.

iV) M = ®iEINi ise SOC(M) = ®iEISOC(Ni) dir [16]

ispat.
) Bir fiM— N homomorfizmasini alalim.

Soc(M) = Y;e{K < M|K M nin basit alt modulii} oldugunu biliyoruz. K M nin

basit alt modiilii olmak iizere basit modiillerin homomorfizma altindaki goriintiisii
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basit  oldugundan  f(K) modila  f(M) de basittir. Boylece
f(Soc(M)) = f(Zie{K < MIK M nin basit alt modiilii})

= Yier Liellf (K) < N|K M nin basit alt modiili} € Soc(N) dir.

i) K< M ve S K nm basit bir alt modiilii olsun. O halde S M ninde basit alt
modiilidiir. Boylece S € K N Soc(M) dir. K nin her basit alt modiilii i¢cin bu gecerli
oldugundan Soc(K) € K N Soc(M) dir. Tersine Soc(M) nin M nin en biiyiik yari
basit alt modiilii oldugunu biliyoruz. Teorem 2.2.13 ile K N Soc(M) K nin basit alt
modiillerinin toplamidir. Béylece K N Soc(M) S Soc(K) dur.

i) Soc(M) 2 M ve 0 # K < M olsun. Bu durumda biiyiik alt modiil tanim1 geregi
M nin her L biiyiik alt modiilii i¢in L N K # 0 dir. Boylece K N Soc(M) # 0 dir. ii)
den Soc(K) = K n Soc(M) # 0 elde edilir.

Tersine; M nin sifirdan farkli her K alt modiilii i¢in Soc(K) # 0 olsun. ii) den
Soc(K) = K nSoc(M) # 0 olup Soc(M) 2 M dir.

Iv) Her i €I i¢in N; her basit modiili M nin de bir basit alt modiilii oldugundan
®;c;Soc(N;) € Soc(M) oldugu agiktir. Tersine M = @,¢;N; ve L M nin bir basit alt
modiilii olsun. Bdylece L = Ra olacak sekilde bir a € L vardir. a € @,¢N;
oldugundan a =n;, +n;, +--+mn; olacak sekilde teklikle belli n; € Nl-j , Jj =
1,2,..,k, k € N vardir. Her j =1,2, ...,k i¢in ni},:M — Nl-j projeksiyonlart igin
m; (a) = n; oldugundan s (L) = R;, (a) = Rn; , N;, nin bir basit alt modiiliidiir.
Boylece her j=1,2,..,k icin n; € Soc(Nl-j) olup a=mn;, +ny, +--+mn; €
@®,¢;Soc(N;) yazilabilir. Buradan L = Ra € @;¢;Soc(N;) elde edilir. M nin her L
basit alt modiilii i¢in bu gecerli oldugundan Soc(M) €S @;¢;Soc(N;) dir.

2.8.3. Yardimear Teorem M bir modil L,L, < M olsun. M nin K; ve K, alt

modiilleri i¢in K; < L, ve K, 2 L, ise, K; N K, 2 Ly N L, dir [16].
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Ispat. NLynL, nin sifirdan farkli bir alt modiili olsun. O halde K; < L,
oldugundan Ky NN # 0 dir. K, 2 L, oldugundan K, N (K; NN) = (K, N K;) N
N # 0 dir. béylece Kl N KZ g Ll N LZ dir.

2.8.4. Teorem M bir modiil olsun. M nin sonlu es-liretilmis olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosul Soc(M) nin es-sonlu iiretilmis ve Soc(M) < M olmasidir [16].

Ispat. (=): M sonlu es-iiretilmis olsun. Bu takdirde I indis kiimesi olmak iizere her
i €1icin M = @;¢;M; olacak sekilde M; < M alt modiilleri vardir. Boylece i icerme

monomorfizmasi ve I, birim homomorfizma olmak iizere

i: Soc(M) —— [Tier Mi——> @, M, dizisi yazilabilir.

Buradan Soc(M) sonlu es-iiretilmistir. Simdi ise, Soc(M) 2 M oldugunu gosterelim.
M nin sifirdan farkli bir K alt modiilini alalim. Bu durumda Soc(K) =n
{L;|Her i € I i¢in L; 2 K} yazilabilir. Kabul edelim ki Soc(K) = 0 olsun. M sonlu
es-tretilmis oldugundan Teorem 2.4.7 iv) geregi Soc(K) < M sonlu es-iiretilmis
olup sonlu J < I alt indis kiimesi i¢in Ly =N {Lj |Herj €JiginL; 2 K} = 0 yazilir.
Yardimct Teorem 2.8.3 ten dolay1 Ly 2 K elde edilir. Sonug olarak buradan K = 0
celigkisine ulasilir. Dolayisiyla Soc(K) # 0 olup Teorem 2.8.2 iii) ten Soc(M) 2 M
dir.

(<): Sonlu es-iiretilmis bir modiiliin her biiylik genislemesi sonlu es-iiretilmis

oldugundan M sonlu es-iiretilmistir.

2.9. Tiimleyen Alt Modiiller ve Tiimlenmis Modiiller

2.9.1. Tanim M bir modiil ve U, M nin bir alt modiilii olsun. Eger M = U + V olacak
sekilde bir V alt modiilii var ve bu sarta gére minimal ise yani bir V' <V igin

M = U +V olmasi V' =V olmasimn gerektiriyorsa V ye U alt modiiliiniin tiimleyeni



27

denir. Eger U 4+ V = M kosulunu gercekleyen her V < M alt modiilii i¢in, V' <V
olacak sekilde V' tiimleyeni varsa, U ya M de bol tiimleyene sahiptir denir [16].

2.9.2. Teorem M bir modil ve U,V < M olsun. V alt modiili U nun tiimleyeni

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U +V = M ve U NV K V olmasidir [16].

Ispat. (=): V,U nun tiimleyeni olsun. Bu durumda U + V = M olur. Bir X < Valt
modili i¢in (UNV)+ X =V olsun. Buradan U+ (U NV)+X =V + U = M olup
U+ X =M elde edilirr X <V ve V nin minimalliginden X =V bulunur. Yani
UnV KV dir.

()U+V=MveUNnV KVolsun. Bir X <V i¢in M = U + X olsun. Buradan
W+X)NV=MnV ve modiller kuraldan UNV +X =V olur. UnV KV
oldugundan X = V elde edilir.

2.9.3. Teorem (Tiimleyen alt modiiliin 6zellikleri) R bir halka ve M bir R —modiil

ve U,V < M olsun. U alt modiiliiniin tiimleyeni V olmak iizere,
) W < U altmodiilli M = W + V ise V, alt modiilii W nin de timleyenidir.
i) M sonlu iiretilmis ise, V' de sonlu tiretilmistir.

iii) U, M nin maksimal alt modiilii ise V devirlidir ve U NV, V nin tek maksimal alt

modiludiir. Yani V lokaldir.
iv) K K M ise V, U + K nin da tiimleyenidir.
VIKKLKMigin KNV KVveRad(V) =V nRad(M) dir.

Vi) Rad(M) « M ise U, M nin bir maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir.

vii) Bir L < U igin " 1)/, biliim modiitis M/, de U/, nin bir timleyenidir.
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viii) Rad(M) K M veya Rad(M)<U ise ”:M_’M/Rad(M) dogal

epimorfizmasi igin M/Rad(M) = n(U)®nr (V) dir [16].

ispat.

DW <Uigin M =W + V olsun. U alt modiiliiniin M deki tiimleyeni V oldugundan
Teorem 292 geregi M=U+V ve UNV KV yazilir. W < U oldugundan
WNnV <UNV KV yazilir. Onerme 2.6.4 i) den W NV < V dir. Dolayisiyla V W

nin da M de tiimleyenidir.

i) M sonlu iiretilmis olsun. M = U 4+ V oldugundan V' <V sonlu iiretilmis alt

modiilii igin M = U + V' yazilabilir. V nin minimalliginden V = V' bulunur.

Iii) V' U nun timleyeni ve U maksimal alt modiil olsun. O halde m ¢ U olacak
sekilde bir m € V vardir. Aksi takdirde U = U +V = M geliskisi elde edilir. U
maksimal oldugundan M = U + Rm ve V nin minimalliginden V = Rm yazilabilir.
Boylece V devirlidir. M/U = V/U A v basit oldugundan U NV V nin bir maksimal
alt modilidir. Boylece Rad(V) €U NV dir. Tersine UNV «V oldugundan
UNV < Rad(V) dir. Boylece U NV = Rad(V) V nin tek maksimal alt modiiliidiir.
Teorem 2.7.9 ile V lokaldir.

iv) K KM olsun. Bir XSV igcin M =U+ K+ X olsa M = U + X yazilabilir. V

nintiimleyeninin minimalliginden dolay1 X = V dir.

V) KKM, bir X<V igin (KNV)+X =V olsun. Béylece M =U+V =U+
(KNV)+X=U+X elde edilir. Buradan X =V olup, (KNV) KV dir. Bir
a € VNRad(M) alalim. O halde Ra <K M ve K = Ra <V dir. Boylece KNV =
RanV =Ra KV dir. Buradan a € V dir. Dolayisiyla V N Rad(M) < Rad(V)
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bulunur. Ayrica Rad(V) <V NnRad(M) iliskisi her zaman var oldugundan
V N Rad(M) = Rad(V) elde edilir.

vi) U < Rad(M) # M ise, U alt modiilli M nin her maksimal alt modiiliinde
kapsanir. U € Rad(M) olsun. v) ten dolayt Rad(V) =V N Rad(M) # V yazilir. Bu

durumda V nin en az bir V' maksimal alt modiilii vardir. Birinci Izomorfizma

Teoreminden M/(U+ = V/V, yazilir. Boylece U+ V', M de maksimal alt

modiildiir ve U € U + V' dir.

vii) L<U igin M =U+V oldugundan U/L + v+ L)/L = M/L yazilabilir.
Modiiler kuraldan UnNn(V+L)=UnV+L yazilir. Buradan

(U/L) N <(V i L)/L> =({(UnV)+ L)/L elde edilirr UNV <V oldugundan

timleyenidir.

viii) mM — M /r ad(M) dogal epimorfizma olmak iizere U nun tiimleyeni V

oldugundan M = U +V ve U NV K V yazilir. Buradan Rad(M) < U ise, vii) den
n(U) Nn(V) K (V) yazilir. Boylece n(U) N (V) K M/Rad(M) olup Teorem
275 1) illen(U) nm(V) = 0 dir. Eger Rad(M) < M ise, iv) denV, U + Rad(M)
nin M de bir timleyenidir. Rad(M) < U + Rad(M) ve n(U + Rad(M)) = n(U)

oldugundan ilk tartisma ile tekrar M =n(U) n (V) dir.
Rad(M)

2.9.4. Tammm M bir modiil olsun. M nin her (dual sonlu) alt modiilii timleyene sahip
ise, M modiiliine (dual sonlu) tiimlenmis modiil ve M nin (dual sonlu) her alt
modiilii bol tiimleyene sahip ise, M ye bol (dual sonlu) tiimlenmis modiil denir
[16].
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2.9.5. Teorem M tiimlenmis modiil ve Rad(M) = 0 ise, M yari-basittir [16].

Ispat. M timlenmis modiil, Rad(M) = 0 ve U < M olsun. O halde U alt modiilii M
de bir V timleyenine sahiptir yani M =U+V , UNV KV dir. UNV K
V oldugundan radikalin tanimi geregi U NV < Rad(M) =0olup UNV =0 elde
edilir. Bu ise, U nun M de bir direkt toplam terimi oldugunu, dolayistyla M nin yari-

basit oldugunu gosterir.
2.9.6. Yardimc1 Teorem p(M) sonlu iiretilmis ise, p(M) = 0 dir [19].

Ispat. p(M) sonlu iiretilmis ise Teorem 2.7.5 vii) ve Teorem 2.7.6 iv) geregi
p(M) = Rad(p(M)) < p(M) olup p(M) = 0 dur.

2.9.7. Teorem M tiimlenmis modiil ve p(M) = 0 ise, Rad(M) « M dir.

Ispat. Rad(M) nin M de kii¢iik olmadigini kabul edelim. Bu durumda M =
Rad(M) + U olacak sekilde M nin bir U 6z alt modiilii vardir. M tiimlenmis modiil
oldugundan U nun M de bir V tiimleyeni vardir ve M =U+V, UNV KV dir.
p(M) = 0 oldugundan Onerme 2.7.6 i) geregi p(V) =0 olup V en az bir K
maksimal alt modiiline sahiptit. M =U+V=U+V+K)=U+K)+V

yazilabilir. Ikinci Izomorfizma Teoreminden M / U+KE V/V NU+K)= V/ K
basit olup, Yardimci Teorem 2.2.12 den dolayr U+ K, M nin maksimal alt
modiiliidir. M = Rad(M) + U < Rad(M) + (U + K) = U + K geliskisi elde edilir.
Dolayisiyla RadM <« M dir.

2.9.8. Tanim M bir modiil olsun. Rad(M) M de tiimleyene sahipse, M ye radikal

tiimlenmis modiil denir [19].



31

Yari-basit ve tiimlenmis modiiller radikal timlenmistir.

2.9.9. Tamim M bir modiil olsun. M nin her 6z alt modiilii en az bir maksimal alt

modiilii tarafindan kapsaniyorsa, M ye es-atom modiil denir [13].
Sonlu iiretilmis modiiller es-atomdur.

2.9.10. Teorem M bir modul olsun. Bu takdirde,

1) M modiiliiniin yari-basit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin es-atom ve her

maksimal alt modiiliiniin M de bir direkt toplam terimi olmasidir.
i) U < Rad(M) ve U es-atom ise, U < M dir.
iii) M es-atom ise, Rad(M) « M dir

iv) M es-atom ve N < M ise, M/}, es-atomdur [13].

2.10. Tam Diziler

2.10.1. Tammm {M,|n € Z} modiller ailesi ve bunlarin f,: M, — M, _4

fa fa o
homomorfizmalarindan olusan ... M1 = M, M,,_; — ... dizisinde

her n € Z i¢in Gor(f,41) S Cek(f,,) ise, bu diziye kompleks dizi, Gor(f,4+1) =
Cek(f,) ise, tam dizi denir [3].

. h
2102. Onerme 0— k-1 1 M——0 dizisi tam ise, g bir

monomorfizma, h bir epimorfizmadir. Ayrica Gor(g) = K ve M = L/Gor(g) dir.

Boylece izomorf modiilleri 6zdeslestirerek M = L/K alabiliriz [3].
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Ispat. Cek(g) = Gor(f) = £(0) = 0 oldugundan g monomorfizmadir. izomorfizma
teoreminden Gor(g) = g(K) =L dir. Her m € M igin e(m) = 0 oldugundan
Gor(h) = Cek(e) =M dir. Yani h epimorfizmadir. Birinci izomorfizma

teoreminden M = Gor(h) = L/Cek(h) = L/Gor(g) elde edilir.

2.10.3. Tanim 0 K ! L2 M 0 seklindeki tam diziye kisa tam dizi
denir [3].

M bir modil ve N <M olmak iizere 0 N——m—= M/N 0 ve
ffM—K homomorfizmasi verildiginde
0 — Cek (f) ——s M —— F(M) — 0 kisa tam dizilerdir.

2.10.4. Teorem 0 A ! B—2 C 0 kisa tam dizisi i¢in asagidaki

kosullar denktir.
i) h o f = I, olacak sekilde h: B —— A homomorfizmasi bulunur.
1) Gor(f) alt modiilii B nin bir direkt toplam terimidir.

Iii) g ok = I, olacak sekilde k: C —— B homomorfizmasi vardir. Bu durumda

B=A® Cdir[3].

Ispat. (i=ii): B = Gor(f)@®Cek(h) oldugunu gosterelim. Her b € B igin h(b — f o
h(b)) = h(b) — ((h o f) o h)(b) = h(b) — h(b) =0 oldugundan b — f o h(b) €
Gek(h) dir. O halde b = f(h(b)) + (b — f o h(b)) € Gor(f) + Gek(h) elde ederiz.
Diger taraftan her f(x) € Gor(f) N Cek(h) icin x = (ho f)(x) = h(f(x)) =0
olup Gor(f) n Cek(h) = 0 bulunur. Yani B = Gor(f)®Cek(h) dir.

(iil=1iii): Bir M < B i¢in B = Gor(f)®M olsun. M n Cek(g) =M N Gor(f) =0

oldugundan g|y, bir monomorfizmadir. Ayrica, g bir epimorfizma oldugundan her
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¢ € C igin g(b) = c olacak sekilde bir b € B bulunur.a € M, m € M olmak iizere
b = f(a) + m seklinde yazabiliriz. O halde ¢ = g(b) = g o f(a) + g(m) = g(m)
dir. Dolayisiyla g|y epimorfizmadir ve bdylece g|y bir izomorfizmadir. Bu
izomorfizmanin  tersinin  deger kiimesi  genisletilerek bir k:C——B

monomorfizmasi elde edilir ve g o k = I oldugu aciktir.

(iii = i): Her b€B igin g(b—kog(h))=gb)—((gek)eg))=0 olup
b—kog(b) € Cek(g) = Gor(f) dir. O halde b — k o g(b) = f(a) olacak sekilde
bir a € A bulunur ve f monomorfizma oldugundan a tektir. O halde h:B — A

fonksiyonunu h(b) = a ile tanimlayalim. Simdi ise, h in monomorfizma oldugunu
gosterelim. h(b) = a,h(b)=a ise, b—kog(h)=f(a) ve b —kog(h) =
f(@a)olur.Ohalde (b+b)—kogb+b)=(b—kog(h))+ (b —kog®))
=f(a)+f(a)=f(a+a) ve dolayisiyla h(b+b)=a+a =h(b)+h(b)
elde ederiz. Diger taraftan her r € R i¢in rb—k o g(rb) = r(b —ko g(b)) =
rf(a) = f(ra) oldugundan h(rb) =ra =rh(b) elde ederiz. Boylece h
homomorfizmadir. Ayrica her a €A igin f(a)—keo g( f (a)) = f(a) —
k((g° @)= f(a) —k(0) = f(a) olup h(f(a)) = a dir. Dolayisiylah o f = I,
olur. f monomorfizma oldugundan Gor(f) = Adir. Sonug olarak B = Gor(f)DOM
ve M = C oldugunu goriiriiz. Béylece B = A@C elde edilir.

2.10.5. Tammm Teorem 2.10.4 te verilen denk kosullarindan biri gerceklestiginde

0 A B C 0 kisa tam dizisine parc¢alanan kisa tam dizi deni [3].

2.10.6. Yardimei Teorem Tam satirli
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diyagraminin bir s: G — A homomorfizmasi ile degismeli olarak yani foes=nh
olacak sekilde tamamlanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul g o h = 0 olmasidir.

Ayrica bu durumda s tek tiirlidiir [3].

Ispat. (=): Diyagram degismeli olacak sekilde bir s homomorfizmas1 mevcut olsun.

Diyagram tam satirli oldugundan goch = go f os = 0 o s = 0 elde edilir.

(&) geh=0 olsun. s:G—— A homomorfizmasim1 asagidaki sekilde
tanimlayalim: x € G keyfi eleman1 igin g(h(x)) = 0 oldugundan h(x) € Cek(g) =
f(A) dir. Yani bir a € A4 igin h(x) = f(a) dir. f bir monomorfizma oldugundan a
tek tiirliidiir. Bu durumda s(x) = a olarak iyi tanimli bir s fonksiyonu elde ederiz.
s(x)=a, s(y) =b vereRise h(x) =f(a), h(y) = f(b) dir. Buradanh(x +
y) = h(x) + h(y) = f(a) + f(b) = f(a+ b),h(rx) = rh(x) =rf(a) = f(ra)ve
dolayisiyla ~ s(x+y)=a+ b =s(x) +s(y),s(rx) =ra =rs(x), yani s
homomorfizmadir. Simdi diyagramin degismeli oldugunu gosterelim. x € G keyfi
elemani i¢in h(x) = f(a), a € A olsun. O halde s(x) = a ve dolayisiyla f(s(x)) =
f(a) = h(x) elde ederiz. Diyagrami degismeli yapan bir s:6—A
homomorfizmas1 mevcutsa, her a € G i¢in f (S’(a)) = h(a) = f(s(a)) olur. Bu
takdirde f monomorfizma oldugundan s (a) = s(a) elde edilir. Béylece s = s ve s

tek tirludir.

2.10.7. Yardimci Teorem Tam satirli

diyagraminin bir s: C — G homomorfizmasi ile degismeli olarak yani, seg=nh
olacak sekilde tamamlanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ho f = 0 olmasidir.

Ayrica bu durumda s tek tiirlidiir [3].
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Ispat. Yardime1 Teorem 2.10.6 ya benzer sekilde ispat yapilir.

2.11. Kategori, Funktor ve Funktorun Tamhgi

2.11.1. Tamum Bir K kategorisi
1) Ob(%K) nesneler sinifindan;
i) Her sirali (4, B) nesneler ¢ifti i¢in, Mory (4, B) morfizmalar kiimesinden (farkli
(A, B), (C, D) giftleri i¢in Mory (A, B) N Mory(C,D) = @ olmak lizere);
iii) f € Moryg(A,B), g € Mory(B,C) olmak tizere her (g,f) giftine bunlarin
bileskesi denilen g o f € Mory (A, C) morfizmasimi kars1 getiren Mory (B, C) X
Mory (A, B) — Mory (4, C) fonksiyonlarindan olusur, dyle ki:
a) Her A,B,C,D nesneleri ve f € Mory(A,B), g € Mory(B,C),h €
Mory(C,D) morfizmalariginho (go f) = (ho g) o f esitligi saglanir.
b) Her A € 0b(X) nesnesinin, her f € Mory (A, B),g € Mory (B, A) igin
foly=f, Ijog=g ecsitliklerini gergekleyen bir I; € Mory(A,A) birim

(idantik) morfizmas1 vardir [3].

2.11.2. Tamm X ve M kategoriler olsun. Bir F: X — M kovaryant funktoru,
K nin her A nesnesine M nin bir F(A) nesnesini, K daki her f € Mory (A, B)
morfizmasma bir F(f) € Mory (F(A), F(B)) morfizmasin1 karg1 getiren ve
asagidaki kosullar1 saglayan bir kuraldir.

i) f € Mory(A,B), g € Mory(B,C)ise, F(ge f) = F(g) o F(f) dir.

2.11.3. Tamm K ve M Kkategoriler olsun. Bir F: X — M Kkontravaryant

funktoru, K nin her A nesnesine M nin bir F(A) nesnesini, K daki her f €
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Mory (A, B) morfizmasma bir F(f) € Mory (F(B),F(A)) morfizmasin1 Karsi

getiren ve asagidaki kosullar1 saglayan bir kuraldir.
i) f € Mory(A,B), g € Mory(B,C)ise, F(g o f) = F(f) o F(g) dir.

i) Her A € Ob(X) igin F(I4) = Iy dir [3].

2.11.4. Tammm X kategorisinde her A, B € Ob(X)igin Mory (A, B) kiimesinde bir
abel grup yapisi verilmigse ve her f,g:A—— B, hk:B—C iginho (f + g) =
hof+hogve(h+k)of =hof+kofise K yaonadditif kategori denir.

R — mod ve Ab Kategorileri 6nadditif kategoridir [3].

2.11.5. Tammm X ve X 6nadditif kategorilerse, her f, g: A— B morfizmalar1 igin
F(f + g9) = F(f) + F(g) kosulunu gercekleyen F: X — K funktorlarna additif

funktorlar denir [3].

2.11.6. Tamim Bir F: R — mod — Ab additif additif kovaryant funktorunu alalim.
f Y

i) A B C tam dizisi igin
F(f) F(g) .

w.—> F(A) —— F(B) ——— F(C) — ... dizisi tamsa, F ye tam funktor

denir.

.. f g o . .

i) Her 0 A B C tam dizisi icin
F(f) F(g) .

0— F(A) —— F(B) ——— F(C) dizisi tamsa, F ye soldan tam funktor

denir.

f g C ..

iii) Her A B C 0 tam dizisi icin

F(f) F(g) o <
F(A) F(B) F(0) 0 dizisi tamsa, F ye sagdan tam funktor
denir.

Benzer sekilde kontravaryant funktorlar igin de tamlik kavramlari tanimlanir [3].
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2.11.7. Yardimc1 Teorem R — mod kategorisinde satir ve siitunlar1 tam dizi olan

asagidaki diyagrami diistinelim.

Cekpy Cekqy Cekos
11 ly i3
M, fi M, £ ",
?1 ) ®3
Nl g1 NZ g2 N3
P1 D2 Ds
4 \
Nl/ NZ/ N3/
¢1(My) 02 (M3) ¢3(M3)
diyagraminda Ceko, o Cekq, a2 Cekos Ve
Ml b1 MZ B2 M3 . )
kl lirl
/<p1 (My) E /(Pz (M) /<p3 (M) seklinde belirlenen

homomorfizmalari tek olarak vardir. Ayrica yukaridaki diyagram degismeli olacak

sekilde tamamlanir ve

1) g1 monomorfizma ise, birinci satir tamdir.
i) f{ monomorfizma ise, a; monomorfizmadir.
iii) f, epimorfizma ise, son satir tamdr.

IV) g, epimorfizma ise, 8, epimorfizmadir.
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V) f, epimorfizma ve g1 monomorfizma ise, tam satirli

B1

2 S M, M, L
Cekp, ——— Cekps ——— "4/, (my) /<,02(Mz) dizisi  elde

edilecek sekilde §: Cekgpz —— M; / 01(My) baglayict homomorfizmasi vardir [16].

2.12. Hom Funktoru

2121. Tamm A ve B sol R— modiller olsun. f,g € Hom(4,B)
homomorfizmalarmin f + g toplamint her a € A i¢in (f + g)(a) = f(a) + g(a)

olarak tanimlayalim. 0: A —— B homomorfizmasini her a € 4 i¢in 0(a) = 0 olarak

ve bir f: A—— B homomorfizmasi verildiginde —f: A—— B homomorfizmasini
(=f)(a) = —f(a) olarak tamimlayalim. f + g,0,—f € Hom(A,B) oldugu ve
f+g9)+h=f+(@+h), f+g=g+f ecsitlikleri kolayca kontrol edilir.
Boylece, Hom(A, B) bir abel grubu olusturur. Bu gruba homomorfizmalar grubu
denir. Kategori dilinde Hompy(A,B) = Morg_p,q(A,B) dir ve R — Mod bir
onadditif kategoridir. (ho (f+g) =hof+hogve(h+k)of=hof+kof

esitlikleri kolayca gosterilir.)

f:B——C bir homomorfizma ise, Hom(4,f): Hom(A, B) — Hom(4,()
fonksiyonunu ( Hom(A4,f) yi kisaca f, ile gosterelim.) f,(g) =fog ile
tanimlayalim. f o g iki homomorfizmanin bileskesi olup bir homomorfizmadir, yani
fegeHom(4C)dirvef(g+h)=feo(g+h)=feg+feh=[f(g9)+f(h)
oldugundan f, homomorfizmadir. Ayrica Hom(A,f + h)(g) =(f + h)eg=fo
g+heog=Hom(A f)(g)+ Hom(A h)(g) = (Hom(A,f) + Hom(A, h))(g) den
Hom(A,): R — mod — Ab bir kovaryant funktordur. Benzer sekilde f:A— C
homomorfizmasi icin f*=Hom(f,B): Hom(C,B) — Hom(A, B)
homomorfizmasmi f*(g) = g e f ile tammlayarak Hom(:,B):R — mod — Ab

kontravaryant additif funktorunu elde ederiz [3].
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2.12.2 Teorem Her M modiilii i¢cin Hom(M,-) soldan tam kovaryant ve Hom(-, M)

de soldan tam kontravaryant funktordur [3].

Ispat. 0 A ! B—2 C tam dizisini alalim.

0 —— Hom(M, A) —-— Hom(M, B) —~— Hom(M, C) dizisinin tam oldugunu
gostermek igin ilk &nce h € Cek(f,) alahm. Her m € M igin f(h(m)) =
(f eh)(m) = f.(h)(m) = 0(m) = 0 ve f monomorfizma oldugundan, h(m) = 0
elde edilir. Dolayisiyla h =0 ve Cek(f,) = {0} olup f, bir monomorfizmadir.
u € Gor(f,) olsun. Bu durumda u = f,(v) = fov olacak sekilde bir v €
Hom(M,A) bulunur ve g,(u) =g.(fov)=gofov=00v=0 elde edilir.
Dolayisiyla u € Cek(g,) ve Gor(f,) € Cek(g.) olur. Simdi u € Cek(g,) alahm. O
halde g cu = g,(u) = 0 dir ve

Yardimer Teorem 2.10.6 kullanilarak u = f o s = f,(s) € GOr(f.) olacak sekilde bir
s € Hom(M,A) homomorfizmasi bulunur. Dolayisiyla Cek(g,) S Gor(f,) dir.

Boylece Hom(M,*) soldan tamdir. Hom(:, M) kontravaryant funktorunun soldan tam

. f .
oldugunu gostermek icin A B—2 C 0 tam dizisini alalim ve

0— Hom(C,M) g—*> Hom(B, M) f—> Hom(A, M) dizisinin tam oldugunu
gosterelim: u € Cek(g*) alalim. Her c¢ € C ig¢in g epimorfizma oldugundan
g(b) = c olacak sekilde bir b € B bulundugundan u(c) = (u o g)(b) = g*(w)(b) =
0(b) =0 elde ederiz. Boylece u=0 ve Cek(g')=0 dir. Yani g*
monomorfizmadir. u € G6r(g*) olsun. Bu durumda v = g*(u) =uo g olacak
sekilde bir u € Hom(C, M) bulunur ve f*(v) = f*(ueg) =ucgof=uc0=0
elde edilir. Dolayisiyla u € Cek(f™) ve Gor(g*) < Cek(f™) olur.

Simdi v € Cek(f™) alalim. O halde vo f = f*(v) = 0 dir ve
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Yardimct Teorem 2.10.7 kullanilarak v = s o g = g*(s) € G6r(g*) olacak sekilde
bir s € Hom(C, M) homomorfizmasi bulunur. Dolayisiyla Cek(f*) € Gor(g*) dir.
Sonug olarak Cek(f*) = Gor(g™*) elde edilir. Boylece Hom(+, M) soldan tamdir [3].

2.13. Projektif ve Injektif Modiiller

2.13.1. Tammm Bir P modiilini alalim. Her f:A—— B epimorfizmasi ve her
g:P—— B homomorfizmas1 i¢cin g = foh olacak sekilde bir h:P— A
homomorfizmasi1 bulunursa, P ye projektif modiil denir. Diger bir deyisle, tam

satirli her

diyagrami  bir h homomorfizmasiyla degismeli olarak, yani g=foh

tamamlanabilirse P ye projektif modiil denir [3].

2.13.2. Tammm [ bir modiiliinii olsun. Her f: A—— B monomorfizmast ve her
g:A— 1 homomorfizmas1 i¢in g =hof olacak sekilde bir h:B—1

homomorfizmasi bulunursa, I ya injektif modiil denir. Diger bir deyisle, tam satirh

her
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diyagrami bir h: B—— [ homomorfizmasi ile degismeli olarak yani g = h o f olacak

sekilde tamamlanabilirse, I modiiliine injektif modiil denir [3].

2.13.3. Teorem {I, |k € K} bir modiller toplulugu olsun. I = [[;ex I, direkt

carpiminin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her k € K igin [, nin injektif

olmasidir [3].

Ispat. (=): I = [lxex I, injektif olsun. Keyfi f: A—— B monomorfizmasini ve
g:A— I, homomorfizmasini alalim. [ injektif oldugundan i,: I, — [l,ex In
gomme homomorfizmasi olmak iizere iy o g: A —— I homomorfizmasi i¢in iy, o g =
h o f olacak sekilde bir h: B—— I homomorfizmasi bulunur. Simdi e: P, — A

homomorfizmasini e = h o i}, olarak tanimlayalim.

O halde py:1 — I, k. izdiisiim olmak iizere h' = pj o h esitligi ile tammlanan
h': B— I, homomorfizmasi igin h’ of =prohof=preiyeg=1I,°0o9=g

elde ederiz. Dolayisiyla her k € K igin I, injektiftir.

(&): Keyfi f: A—— B epimorfizmasimni ve g: A—— [ homomorfizmasini alalim.
Her k € K i¢in I, nin projektif oldugundan pj o g: A — [, homomorfizmas: i¢in

Pr °© g = hy o f olacak sekilde bir h,: B — I, homomorfizmasi bulunur.
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Her k € K i¢in h;, = p, o h olacak sekilde bir h: B—— [ homorfizmasi bulunur. Bu
durumda herk € K i¢inp, o(hof) =h,f =p,og esitligi elde ederiz. Ayrica
g = f o hesitligini elde ederiz. Boylece I = [[rex I, injektif modiildiir.

2.13.4. Teorem (Baer Kriteri) I modiiliiniin injektif olmasi igin gerek ve yeter kosul
her U sol ideali ve k:U——I homomorfizmasinin bir m:R—>1

homomorfizmasina genisletilebilmesidir [3].

2.13.5. Tamim D bir abel grup olsun. Her n pozitif tam sayisi i¢in nD = D ise, ( yani
her d € D i¢in nd = d olacak sekilde bir d € D bulunursa ) D ye béliinebilir grup
denir [3].

2.13.6. Teorem D grubunun injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bolinebilir

olmasidir [3].

Ispat. (=): D injektif grup, d € D ve n pozitif tamsayr olsun. Her m € Z igin
f(m) = nm olmak fizere f:Z—— 7 ve her m € Z i¢in g(m) = md olmak iizere
g:Z— D fonksiyonlarin1 tanimlayalim. f nin monomorfizma ve g nin ise,
homomorfizma oldugu agiktir. D injektif oldugundan g = h o f olacak sekilde yani

asagidaki diyagrami degismeli yapan bir h: Z — D homomorfizmasi vardir.
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Bu durumda d = g(1) = (ho f)(1) = h(n) = h(nl) = nh(1) € nD elde ederiz.
Dolayistyla D grubu béliinebilirdir.

(<): D bolunebilir grup olsun. Baer kriteri yardimiyla D nin injektif oldugunu
gostermek icin, Z nin herhangi her hangi bir I # 0 idealinden D ye keyfi bir
f:I — D homomorfizmasi alalim. n pozitif tamsay1 olmak iizere, I = nZ oldugunu
biliyoruz. D bélinebilir oldugundan f(n) = nd olacak sekilde bir d € D vardir. Her
m € Z i¢in g(m) = md olmak tizere g: Z — D fonksiyonunu tanimlayalim. g nin

homomorfizma oldugu agiktir. Her nk € nZ igin,
gnk) = nkd = k(nd) = kf(n) = f(kn)

oldugundan g|,,z = f dir. O halde Baer kriterinden dolay1 D injektif gruptur.

2.13.7. Teorem Her A abel grubu i¢in, D injektif grup olmak tizere f:A—— D

monomorfizmasi bulunur [3].

Ispat. F = @,7Z olmak iizere (« kardinal sayidir.) bir g: F — A epimorfizmasi
bulunur. Z < Q ve boliinebilir gruplarin direkt toplami da bolinebilir oldugundan
F=®,Z<®,Q=D" olsun. Yani F nin D béliinebilir grubunun alt grubu
oldugunu elde ederiz. Boliinebilir grubun epimorfik goriintiisiic de bolinebilir
oldugundan, D =D'/Cek(g) bir boliinebilir gruptur.Simdi f:A—D
fonksiyonunu asagidaki sekilde tanimlayalim; a € A igin g(x) = a olacak sekilde
bir x € F bulunur. f(a) = x + Cek(g) € D' /Cek(g) alalm. Baska bir y € F icin
de g(y) =a ise, gx —y) =0, yani x —y € Cek(g) dir. Bu durumda x +
Cek(g) =y +Cek(g) dir. Dolayisiyla f iyi tanimhidir. ( x in se¢iminden
bagimsizdir.) Her a,b €A i¢cin g(x) =a, g(z) =b olmak iizere x,z€F
aldigimizda, g(x+2z) =a+b olacaktir. Dolayisiyla f(a+b)=x+2z+
Cek(g) = (x + Cek(9)) + (z + Cek(g)) = f(a) + f(b) gergeklenir. Béylece f bir
homomorfizmadir. a € Cek(f) , yani f(a) =x+ Cek(g) = Cek(g) ise, x €
Cek(g), buradan da a = g(x) = 0 elde ederiz. O halde f monomorfizmadir.
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2.13.8. Yardime1 Teorem i) A bir R —modiil ise her a € A, her r € R igin
e(a)(r) =ra ile tammlanan e:A—— Homg(R,A) fonksiyonu bir modiil

monomorfizmasidir.

ii) f: A—> B bir modiil homomorfizmasi ise, her « € Homy(R, A) i¢in f,(a) = f o
a olarak tanimlanan f,: Homyz(R,A) — Homgz(R,B) fonksiyonu bir  modiil

homomorfizmasidir. f bir monomorfizma ise, f, da monomorfizmadir [3].

2.13.9. Teorem D injektif (yani boliinebilir) grup ise, Homy(R, D) injektif sol
R —modiildiir [3].

2.13.10. Teorem Her A modiilii i¢in, / injektif modiil olmak iizere bir f:A—1

monomorfizmasi bulunur [3].

2.13.11 Teorem Bir I sol R —modiilii i¢in asagidaki kosullar denktir.
i) I injektiftir.

i) Hom(-, I) funktoru tamdir.

i) 0 I A B 0 seklindi olan her kisa tam dizi pargalanabilirdir.

I modiilii, D boliinebilir grup olmak iizere Homy (R, D) seklinde bir modiiliin direkt

toplam terimine izomorftur [3].

2.13.12. Tamim R bir halka olmak tizere her basit sol R —modiil injektif ise, R ye sol
V —halka denir [11].

2.13.13. Teorem Bir R halkasi i¢in agsagidaki ifadeler denktir.
1) R sol V —halkadir.
ii) Herhangi bir sol M R —modiilii i¢in Rad(M) = 0 dur.

Iii) R halkasinin her 6z sol I ideali maksimal sol ideallerin arakesitidir [11].
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Ispat. (i< ii): R bir V —halka ve M de sol R —modiil olsun. Simdi tim M nin tiim
maksimal alt modiillerin arakesitinin sifira esit oldugunu gosterelim. Herhangi bir
0 # x € M alalim. Bu durumda Rx devirli sol R — modiiliinii diistinebiliriz. N
modiilii Rx in maksimal alt modiilii olsun. § = Rx/ ny basit oldugundan hipotezimiz
geregi S injektiftir. Simdi de f:Rx — S kanonik epimorfizmasini diigiinelim. S
injektif oldugundan f homomorfizmast f "M —S ye homomorfizmasina
genisletilebilir. Cek(f '), M nin x elemanini igermeyen maksimal alt modiiliidiir. Bu
ise bize M nin tiim maksimal alt modiillerinin arakesitinin sifira esit oldugunu, yani

Rad(M) = 0 oldugunu gosterir.

(iis iii): I, R halkasimin 6z sol ideali olsun. Rad(R/I) = 0 oldugundan, I ideali, R

nin birtakim maksimal sol ideallerinin arakesitidir.

(ilie1): S, herhangi bir sol basit R —modiil ve J ise, R nin herhangi bir ideali olsun.
Bu durumda sifirdan farkli f: ] —— S homomorfizmasi tanimlanabilir. S nin injektif

oldugunu gosterebilmek igin f nin R genisletilebilir oldugunu goéstermemiz gerekir.

x E]/Cek(f) elemanin1 alalim. x € Cek(f) ve Cek(f), R nin tim maksimal sol

ideallerinin arakesiti oldugundan Cek(f) & M olacak sekilde M maksimali vardir,

dyle ki; x ¢ M dir.’ [cek(r) = S basit oldugundan M 1 ] = Cek(f) dir. Buradan da

R =M +] oldugu agikg¢a goriilebilir. Bdylece herhangi bir a €] ve me M
elemanlar1 i¢in f (a+m) = f(a) seklinde tammli f nin genislemesi olan
f':M—S homomorfizmasmi tammlayabiliriz. Bu da bize her sol basit S
R —modiiliiniin injektif oldugunu dolayisiyla da R halkasinin ¥V —halka oldugunu

gosterir.
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2.14. Miitkkemmel ve Yari-Miikemmel Modiiller

2.14.1. Tamm M ve N R —modiilleri ve f:M — N bir epimorfizmasi verilsin.
Cek(f) < M ise, f epimorfizmasma ortii denir. f orti ve M projektif ise, M

modiiliine N nin projektif ortiisii denir [17].
Bir M modiiliiniin projektif ortiisii izomorfizma farkiyla tektir.

M bir modiil ve K < M olsun. K alt modiiliiniin M de kii¢iik olmasi igin gerek ve

yeter kosul m: M — M / i dogal epimorfizmasinin 6rtii olmasidir.

2.14.2. Tanim M bir modiil olsun. M nin her boliim modiilii projektif ortiiye sahip

ise, M ye yari-miikemmel modiil denir [16].

Yari-miikemmel modiillerin boliim modiilleri de yari-miikemmeldir. Ayrica yari-

miikemmel modiiller es-atom oldugundan radikali kendisinde kiigiiktiir [16].

2.14.3, Onerme M,N,K modiller olmak iizere f:M —N, g:N—K

epimorfizmalar verilsin. Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir.

i) f ve g epimorfizmalarinin Ortii olmalart i¢in gerek ve yeter kosul gf in ortii

olmasidir.

i) M projektif ortiiye sahipse, M modiiliiniin bir maksimal alt modiilii vardir [17].

2.14.4. Yardimer Teorem M bir R —modiil ve U < M olsun. Bu takdirde asagida

verilen ifadeler denktir.

) M / y bolim modiilii projektif drtiiye sahiptir.
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ii) M =U+V kosulunu saglayan M nin her V alt modiilii, U alt modiiliiniin

tiimleyenini kapsar.

i) U alt modiiliiniin M de projektif ortiiye sahip olan bir tiimleyeni vardir [17].

Ispat. (i=ii): P projektif modiil ve g:P—)M/U orti ve M = U + V olsun. Bu
takdirde her v € V igin f(v) = v + U seklinde tanimli f:V —sM / y dontistimi bir

epimorfizmadir. P projektif modiil oldugundan,

v—LmMy, 0

diyagram1 degismeli, yani fh = g olacak sekilde h: P —— V homomorfizmasi
vardir. g orten oldugundan m € M ve p € P keyfi elemanlari i¢in g(p) =m+ U =
(fR)(») = f(h(p)) = h(p) + U olup m — h(p) € U ve M = U + h(P) dir. Simdi
h(Cek(g)) = U N h(P) € h(P) oldugunu goéstermeliyiz. Herhangi bir u € U N
h(P) elamani i¢in h(P) <V oldugundan u € U, u € h(P) ve bir p € P igin {0} =
f@) = f(h(p)) = g(p) oldugundan p € Cek(g) bulunur. Béylece u = h(p) €
h(Cek(g)) dir. Tersine; m € h(Cek(g)) keyfi elemani ve bir p € Cek(g) i¢in
m = h(p) yazlabilir. Buradan p € Cek(g) oldugundan {0} = g(p) = f(h(p)) =
f(h(p)) = f(m) olacagindan m € U N h(P) bulunur. Dolayisiyla h(Cek(g)) =
U N h(P) olup Onerme 2.6.4 ii) den dolay1 U N h(P) «< h(P) elde edilir. Sonug
olarak h(P), U alt modiiliniin M de tiimleyenidir.

(ii=1ii): Agiktir.
(ili=1): V alt modiili, U alt modiiliniin M te tiimleyeni olmak iizere V tiimleyen alt

modiiliniin projektif ortiisii P olsun. Bu takdirde M =U +Vve UNV <V olup

f:P——V epimorfizmas1 vardir. izomorfizma teoreminden h: V/V N M / U
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izomorfizmasi elde edilir. Bu takdirde m: V — V/V n p dogal epimorfizmasi i¢in
hr vV — M [y doniisiimii bir ortidir. Onerme 2.14.3 i) den dolayr P projektif

modiilii M/ y hun bir projektif ortiistidiir,

2.14.5. Teorem Bir M modiiliiniin yari-miikemmel olmasi igin gerek ve yeter kosul

tiimlenmis ve her tiimleyeninin de projektif 6rtiiye sahip olmasidir [17].
Ispat. Yardime1 Teorem 2.14.4 ten istenen goriiliir.

2.14.6. Teorem Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
1) R yari-miikkemmeldir.

ii) R (dual sonlu) tiimlenmistir.

iii) Her sonlu tiretilmis sol R modiil tiimlenmistir.

iv) Her sonlu iiretilmis sol R modiil projektif ortliye sahiptir.

v) Her sol R —modiil dual sonlu tiimlenmistir ([16],[3]).

2.14.7. Tamm Teorem 2.14.6 da verilen denk kosullardan birini saglayan R

halkasina yari-miikemmel halka denir [16].

2.14.8. Tammm M bir modiil ve I bostan farkli indis kiimesi olsun. Eger M' yari-

mitkemmel modiil ise, M modiiliine miikemmel modiil denir [16].

2.14.9. Teorem Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
1) xR mitkkemmeldir.
ii) Her sol R —modiil projektif ortiiye sahiptir.

iii) Her sol R —modiil timlenmistir [16].
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2.14.10. Tammm Teorem 2.14.9 da verilen denk kosullardan birini saglayan R

halkasina sol miikemmel halka denir [16].
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Modiillerin Ters Sistemi

3.1.1. Tammm (I, <) KSK olsun. R birimli bir halka olmak tizere {M,};c; birimli sol
R — modiillerin bir ailesi olsun. Her n €[ ig¢in [y :M, —— M, birim
homomorfizmasim1 ¢, ile gosterelim. Yani ¢,,: M, — M,  birim
homomorfizmasi olsun. i <j olacak sekildeki her i,j €I igin @;;: M; — M;
homomorfizmasi mevcut ve i, j < k i¢in,

Mk Pij M.

Pri Pji

M;
diyagrami degismeli, yani ¢ = @;; @y; ise, {Ml-,<pjl- }1 ikilisine R —modiillerin ters

sistemi denir.

{Ml-,(pﬁ }1 R — modiillerin ters sistemi ve M bir R — modil olsun.
{(viM—M;, v, = ;v ,i<j} ailesi mevcut ise,
{vi | V;: M —)Mi , Uy = (pﬂv] ,i < ]} ailesine M modulinden {Mi’(pji }1 ters

sistemine homomorfizmalarin ters sistemi denir [16].

3.1.2. Tammm M bir R — modiil olsun. / keyfi bir indis kiimesi olmak iizere I
kiimesindeki sonlu sayida iy, iy, i3, ..., I, elemanlar igin M;) < M; N M;, N M;, N

..N' M; kosulunu saglayan iy € I varsa, {M,};, ailesine M modiiliiniin ters sistemli

ailesi denir [16].
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Ornek 1

M bir R —modil ve {M;};c; M modiliiniin ters sistemli bir ailesi olsun. i <j
& M; € M, ile tanimh kapsama bagintisina gore (I, <) bir KSK dur. i < j igin;

g Mj —— M; igerme homomorfizmalari olmak lizere i < j < k igin,

ekj

M, M;

M;
diyagrami degismelidir. Yani ey = ¢;e,; dir. Dolayisiyla {Ml-,eji}l , alt

R —modiillerin bir ters sistemidir.

L=Njg M; €M alt modiiliinii alalim. Her i € i¢in v;: L—— M; igerme

homomorfizmast  olsun. Bu takdirde i(<j i¢in e;: M; —— M; icerme
homomorfizmasi olmak iizere a € L i¢in (eﬁvj)(a) = (eﬁ) (vj (a)) = v;(a) olup
{vi|vitnier Mi € — M, , v; = gyv;,i < j } ailesi N M; den {Mi,eji}l ters

sistemine homomorfizmalarin bir ters sistemidir.

3.1.4. Tamim {Ml-, ®ji }1 R — modiillerin ters sistemi ve M bir R — modiil
olsun. {ﬁ- |ﬁ-: M—M;, fi=@;f;,i Sj} homomorfizmalarin ters sistemi
asagidaki kosullar1 sagliyorsa, M modiiliine {Ml-, Vi }1 ailesinin ters limiti denir [16].

Verilen her { v; | VM —M;, v, =@;v i< j } homomorfizmalarin ters sistemi

M fi M,
U\ /JZ
L

i¢in,
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diyagrami degismeli olacak sekilde, yani v, =fiv  bir tek v:L— M
homomorfizmast  vardir. Simdi  ters limitin ~ tekligini  gosterelim.
{ fl | fl M — M;, ﬁ = @ji ]j <] } homomorfizmalarinin ters limiti i¢cin M "
{Ml-, ®ji }1 ailesinin ters limiti olsun. Tanim geregi her i € I igin,

M fi M,

diyagrami degismeli olacak sekilde f '*M' —— M homomorfizmasi var olsun. Yine

M /i M;
M

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek g: M —— M " homomorfizmasi vardr.
Her i€l igin; f/f =f ve f/g=f oldugundan f, = fif = (f,g)f olur.
Buradan f, = f, (gf ") elde edilir. Boylece f, = f; (gf") ve buradan gf =1, ve
f.f g = f buradan da f' g = I; olup M izomorfizma farkiyla tektir.

tanim geregi her i € [ i¢in,

Simdi de ters limitin ingasin1 yapalim.

{Ml-, ®ji }1 R —modiillerin ters sistemi olsun. Her i < j olacak sekilde (i, j) cifti i¢in

M; =M;; olarak kodlayalim. m;:[[xe; My —— M;; dogal epimorfizmalar

T @i
J Jt
M;

m; i
M;; ve [lker My M; M; ;

yardimiyla [],e; My,
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doniisiimlerini  elde  ederiz. (<) i¢in; @;m — 1 [[kes Mk — M;;
homomorfizmasim1  alalim. Her (my)ie; € [lkes My icin;  F((my)ger) =
Mg (0 — ) (i drer) ile tanmlt  Fi[les My — [Lig M
homomorfizmasim  diisiinelim.  (my)xe; € Cek(F) elemam igin []; (fpjiﬂj -
m)((Mydre)) =0, buradan ¢ (m;) —m; =0 elde edilir. Boylece m; =
@;i(m), (i <)) olup Cek(F) S {(my)es | heri<jicinm; = ¢;(m;)} elde
edilir. Tersi ise, aciktir. Dolayisiyla
Cek(F) = {(mk)kel | her i < jiginm; = (m])} dirr. O halde Cek(F)c
[Txer My, bir alt modiildiir. w: Cek(F) —— [[re; M}, igerme doniisiimii olmak tizere

fi = mw : Cek(F) —— M; bir homomorfizmadir.

Simdi i < j i¢in @;; f; = f; oldugunu gosterelim. x € CekF keyfi bir elemani igin;
x=mre Ve  (@if)((Mie) = @;i(m) =m; = fi((mpie)  Olup
{ fi | fi:CekF — M, @ f; = f;, i< } homomorfizmalarin bir ters sistemidir.
{vi|vi:L—>M;, v; = g;v; i <j} homomorfizmalarm bir ters sistemi olmak
lizere,

Cek(F) A}
V;

N/

diyagrami degismeli olacak sekilde v: L —— CekF homomorfizmasi bulmaliyiz.

(M) ke = {g‘ (@), izi icin v(a) = (my)yex ile tammli v: L —— CekF dir.

(m; = v;(a) = O = ji (m]) olup Gor(v) S F) . fiv=v; oldugu agiktir.
Dolayisiyla Cek(F), bu ters ailenin ters limitidir ve Cek(F) = (m; ,lim_ M;) ile

gosterilir.
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3.2. Homomorfizmalarin Ters Limitleri

{Mi, @}, ve  {Li;}, R— modiillerin iki ters sistemi ve limitleri sirasiyla
(T[l',lim(_ Ml) ve (T[;,llmﬁ Ll) olsun. lS] 1§:1n v]l/lﬂ =vl(pjl olacak $ek11de

v;: M; —— L; homomorfizmalar1 mevcut ise, her i € [ igin,

lime M, ———lim. L,

diyagrami degismeli olacak sekilde (v;m; = Tl,'] v) bir tek v homomorfizmasi vardir.
Her j €Il igin v doniisimleri monomorfizma (izomorfizma) ise, v de

monomorfizma (izomorfizma) dir ve v = lim_ v; olarak yazilir [16].

Ispat. i <j i¢in v;m; = v, i = g vim; oldugundan {v;m; : lim N; —— L; }
homomorfizmalarin  ters  sistemidir.  Dolayisiyla v : lim_ N; —— lim_ L;

homomorfizmasi vardir.

3.3. Tam Dizilerin Ters Limitleri

{Ki, fii }1 ,{Ll-, gji }1 ve {Nl-, hj; }1 modiillerin ters sistemleri ve sirasiyla ters limitleri de

(ﬁ ,llm(_ Kl) , (gl ,llm(_ Ll) ve (hl ,llm(_ Nl) olsun. i S] 1(;11'1,
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Uu; V;
0 K ——— L, ————N,
f]"i Yji hji
ui Ui
0 K; L; N;

diyagrami degismeli olacak sekilde {u;};¢; Ve {v;}ie; homomorfizmalari ailesi olsun.

Bu takdirde u = lim_ y; ve v = lim_ v, olmak uzere

0 ——lim. K, ——lim_ L, ——slim_ N; dizisi soldan tamdir [16].
Yukaridaki diziler i¢in v; ler monomorfizma oldugundan u bir monomorfizmadir.

Homomorfizmalarin ters limitlerinden;

lim. K, ——lim._ L, ——lim_ N,

Jj g by

Y Yj
K L N,

diyagrami degismelidir. vju; f; = hyvu = 0 iken, vu = 0 olup Gor(u) S Cek(v)
dir. (1;); € Cek(v), dolayisiyla buradan v](l]) =0vel = u](k]) olur. Boylece
(1)); € Gor(u) olup Cek(v) S Gor(u) elde edilir.

Simdi tekrar alt modiillerin ters limitine donelim.

M bir R —modil ve {M,;};¢; R — alt modiillerin bir ters sistemli ailesi olsun. i < j
© M; € M; igin (I,<) KSK dir. i <j i¢in e;: M; —— M; igerme homomorfizmasi
olup { v;: N;e; M; —— M; } ailesi bir ters sistemdir. {Ml”eﬁ}I ailesinin ters limiti

(T[i ) llm(_ Ml) |Se,

lim_ M; —)M

N A

lEIM
diyagrami  degismeli olacak sekilde bir tek v: N M; —— lim_ M;

homomorfizmas1 vardir. v; doniisimleri monomorfizma oldugundan v de
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monomorfizmadir.  (m;);e; € im_ M; olup m; =¢;(m;) ve e

2  lgerme

monomorfizmast oldugundan m; =m; € N;gM; olup v(m;) = (m;); olur.
Buradan ise, v ortendir. Dolayisiyla N;¢; M; = lim_ M; dir.
Simdi ise, boliim modiilleri igin ters sistem insa edelim.

M bir R —modiil ve {M;};c; R — alt modiillerin bir ters sistemli ailesi olsun. (I, <)

KSK dir. i <j i¢in p;:™/ M, — "/ M, dogal epimorfizmalar olmak iizere
{M /Mi , Dji }1 bir ters sistemdir. Tam dizilerin ters sistemini diisiinelim.

{M;,e; }1 ters sisteminin ters limiti {v; , N;e; M;} dir.
{M, e;; }; ters sisteminin ters limiti {I,, , M} dir.

{M/p, s }1 ters sisteminin ters limiti {h;, lim_"/, | di.

N

bj M
0 M; M / M
&ji J; Pji
< i
0 M, M—" M
l
diyagrami degismelidir. Dolayisiyla p = lim_p; olmak uzere

c
0—— Nt M; M 7 lim_ M/Ml- dizisi soldan tamdir [16].

Son elde edilen dizinin sagdan tam olmasin1 tartisalim.

3.4. Lineer Kompakt Modiiller ve Ozellikleri

3.4.1. Teorem Bir M R —modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.
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i) Verilen her (M}, ters sistemli ailesi icin p: M——lim M/, bir
L
epimorfizmadir.

ii) Verilen her {M;};c; ters sistemli ailesi igin {x; + M;};¢; yan simflarinin sonlu

sayidaki arakesiti bostan farkli ise, N;¢;(x; + M;) # @ dir [16].

Ispat. (i = ii): {M,};g ailesi i¢in p: M——lim_ M/Ml- epimorfizma olsun.
lim_ M/Ml- = { (x; + Mp)ies € HiEIM/Ml. | i <jiginx; +M; =p; (% + M])}

= {(xl- + M;)e; | M; < M; igin x; + M; = pj; (x]- + M]) =x +M } seklindedir.

Dolayisiyla (x; + M;);¢; € lim_ M/Mi & M; € M; iken, yani x; +M; =x +
M, &M cM; iken x; +M Cx; +M; dir. @+ (x; + M) n(x; + M;) =
y+M;,y €x;+M; olur. Buradan ise, x; + M; € x; + M; olup sonlu kesisim
Ozelligini saglayan (x; + M;);¢; ailesi lim_ M /Mi ye aittir. lim_p;; epimorfizma

oldugundan her i €1 i¢in x+ M; = x; + M; olacak sckilde x € M vardur.
Dolayisiyla buradan x € N;¢;(x; + M;) # @ elde edilir.

(i = 0): (o + Mg € lim M/, olsun. Yani M € M; iken x + M, S x; + M,
olsun. {M;},¢; ters sistem ailesi oldugundan her sonlu iy, iy,i3 ...i, € I igin M), S
M;, N My, N M;, n..N M; olacak sekilde k € I vardir. Dolayisiyla x; + M) <
Ns=1(x;, + M; ) # @ dir. Kabuliimiizden dolayr her i € I i¢in x € N;¢(x; + M;)

den x + M; = x; + M; olup p = lim_ p; epimorfizmadir.

3.4.2. Tammm Teorem 3.4.1 verilen denk kosullardan birini saglayan M modiiliine

lineer kompakt modiil denir [16].

3.4.3. Teorem M bir modiil ve N < M olsun. N lineer kompakt ve {M,},c; , M nin alt
modiillerinin ters sistemli ailesi ise, N + N;e; M; = N;¢; (N + M;) dir [16].
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Ispat. iy,ip,i3..i, €l igin (NNM) S (NNnM)Nn(NNnM,)n(NnM,)n..n
(NN M; ) arakesitini alabm. (N N M;) < (N N Ml-l) N (N N Miz) N (N N ML-S) N

~N(NAM )=Nn(M;, "M, nM;,n..nM;) olacak sekilde k €I olup

{N N M;},c; ailesi N de ters sistemlidir. Benzer sekilde

N+Mi/N} ailesi de M/,
1

boliim modiiliinde ters sistemli bir ailedir. Dolayisiyla,

c c c *)
\ \
C P M
0 —— N _— M _— / N
Pn Pm Py
N N

l 1 i

diyagrami degismelidir. py epimorfizma oldugundan f de epimorfizmadir. Yani

Gor(f) = (Nier M; + N)/N =Nies (M; + N)/N _ (Nier M; + N)/N olup N+

Niet M; = N;e;(M; + N) bulunur.

3.4.4. Teorem M bir modiill ve N < M olsun. M nin lineer kompakt olmasi igin

gerek ve yeter kosul N ve M / y modiillerinin lineer kompakt olmasidir [16].
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Ispat. (=): M lineer kompakt modiil olsun. Bu takdirde py: M —— lim_ M / . Dir
L

epimorfizmadir. (*) diyagrammin degismeliliginden py;p epimorfizma olup py;

epimorfizmadir. Dolayisiyla M /  lineer kompakttir. Her i € [ i¢in M; < N ise, py

epimorfizma olup N lineer kompakttir.

(<) N ve M/N lineer kompakt modiiller olsun.(*) diyagraminda py ve py;

epimorfizma oldugundan pj, epimorfizmadir. Dolayisiyla M lineer kompakttir.

3.4.5. Teorem M lineer kompakt modiil olsun. Bu takdirde M sonsuz c¢oklukta alt

modiiliin direkt toplami olarak yazilamaz [16].

Ispat. M = @;¢;M; lineer kompakt, I indis kiimesi ve her i € I i¢in N; = ®;; M;
olsun. 0 # x; € M; igin (x; + N;);e; yan smiflarimi alalm. x; + Ny, x, + N, x3 +
N3, ..,x, + N, i¢in x; +x, +x3+ ...+ x. €ENi_y (x; + N;) olup {x; + N;}ies
sonlu kesigim 6zelligini saglar. Dolayistyla N;¢; (x; + N;) # @ oldugundan heri € [
icin x + N; = x; + N; bulunur. Sonug olarak |I| < oo elde edilir.

3.4.6. Teorem M bir modiil ve U, M nin lineer kompakt alt modiilii olsun. U, M de

bol tiimleyene sahiptir [16].

Ispat. U < M lineer kompakt alt modiil olsun. M = U + V olacak sekilde V < M alt
modilini alalm. S={V S€VIM=U+V'} olsun. M=U+V oldugundan
AV € Solup S # @ dir. S kiimesi “S” bagintisina gore kismi sirali bir kiimedir. S’
kiimesi S nin tam sirali bir alt kiimesi olmak iizere L = Nyes’ L Olsun. L' SV
oldugundan L €V dir. {L'}; < ailesi bir ters sistemdir. Dolayisiyla U lineer
kompakt oldugundan Teorem 3.4.3 geregi U+ L =U+ N ¢ L=ny es' (U +
L) =M olup L € S dir. Boylece L, S’ tam sirali alt kiimesinin alt smiridir. Zorn

Yardimcir Teoreminden S, bir V; minimal elemanima sahiptir. Sonug olarak V,, alt
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modiilli M = U + V, kosulunu saglayan minimal alt modiil olup V,, U nun M de

tiimleyenidir.

3.4.7. Sonu¢ M bir R —modiil olsun. M lineer kompakt ise, bol tiimlenmistir [16].

Ispat. M lineer kompakt ise, her alt modiilii lineer kompakt olup M bol tiimlenmistir.

3.5. Artin ve Noether Modiiller

3.5.1. Tammm M bir modiil olsun. M nin alt modiillerinin her M; 2 M, 2 M3 2 ---

(V]

M,, 2 --- azalan zinciri sonlu bir adimda durursa, yani en az birn € N i¢in M,, =

M,41 = M, ,, = ---olursa M ye M ye artin modiil denir [16].
Basit modiiller artindir.

Artin modiillerin siifi alt modiiller, bolim modiilleri, sonlu toplamlar ve

genislemeler altinda kapalidir.

3.5.2. Sonu¢ M bir R —modiil olsun. M lineer kompakt ise, M/Rad(M) sonlu

tiretilmis artin modiildiir [16].

Ispat. Teorem 3.4.4 ten M/Rad(M) lineer kompakt olup Sonu¢ 3.4.7 den
M/Rad(M) bol tiimlenmistir. Bu takdirde Rad(M/Rad(M)) =0 oldugundan

M /ra d(M) yari-basittir. Teorem 3.4.5 geregi M /Rad (M) sonlu sayida basit
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modiillerin direkt toplamidir. Basit modiiller artin oldugundan ve artin modiillerin

sonlu toplamlari da artin oldugundan M / Rad (M) sonlu tretilmis artin modiildir.

3.5.3. Tanim M bir modiil olsun. M nin alt modiillerinin her M\; € M, € M3 C ---

N

M, < --- artan zinciri sonlu bir adimda durursa, yani en az bir n € N i¢in M,, =

M, 11 = M, = ---olursa M ye M ye noether modiil denir [16].

3.5.4. Onerme M bir modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.
i) M noether modiildiir.
1) M nin her alt modiilii sonlu tiretilmistir.

1ii) M nin alt modiillerinin herhangi bir bostan farkli ailesinin bir maksimal elemani

vardir [16].

Ispat. (i= ii): N, M nin herhangi bir alt modiilii olsun ve N alt modiiliiniin sonlu
tiretilmis olmadigin1 kabul edelim. Bu takdirde N # (m;) olacak sekilde bir m; € N
ve N # (m, m,) olacak sekilde bir m, € N\(m,) elemanlar1 vardir. Boyle devam
edilirse, my, 1 € N\(m, my, ms, ..., m;) elde edilir. Bdylece M nin alt modiillerinin
(my) € (my,my) € -+ € (my, My, M3, ..., M) C -+ artan sonsuz zinciri elde edilir.

Bu durumda N sonlu iiretilmis modiildiir.

(ii= iii): S, M modiiliniin alt modiillerinin bostan farkli herhangi bir ailesi ve
Ny € S olsun. Ny, S nin maksimali degilse, Ny € N; olacak sekilde N; € S, Ny, S nin
maksimali degilse, N; € N, olacak sekilde N, € S vardir. Eger S ailesinin maksimali
yoksa, Ny c N; € N, .. c N, c --- sonsuz zinciri elde edilir. i € N olmak {izere
N = U N; olsun. Her i € N i¢in N; < M ve N; sonlu iretilmis oldugundan N, M nin
sonlu tiretilmis alt modiiliidiir. Bu takdirde N = (my, m,, ms, ..., m; ) olacak sekilde
mqy, my,ms, ..., m; € M vardir. Bbylece m, m,, ms, ..., m; elemanlarin1 igiren M
nin bir N; alt modiiliinii bulabiliriz. Buradan N; = N, ; = --- bulunur. Bu durumda S

nin maksimal elemani vardir.
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(ili= 1): M nin alt modiillerinin herhangi bir Ny € N, ... © N;, c -+ artan zincirini
alalm. Bu takdirde {N;} modiiller ailesinin bir N; maksimali vardir. Boylece

Ny € N; .. ¢ N; = N;;; = -+ elde edilir. Sonug olarak M noetherdur.

Noether modiillerin sinifi alt modiillerde, béliim modiillerinde, sonlu toplamlarda ve

genislemeler altinda kapalidir.

3.5.5. Teorem M lineer kompakt modiil olsun. M nin noether olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul p(M) = 0 olmasidir [16].

Ispat. (=): M noether oldugundan Teorem 3.4.5 ten her alt modiilii dolayisiyla
p(M) < M sonlu iiretilmistir. Rad (p (M )) = p(M) oldugundan p(M) = 0 dir.

(<): U <M alalim. U # 0 ise, p(M) = 0 oldugundan U # Rad(U) dur. M lineer
kompakt oldugundan U lineer kompakt olup tiimlenmistir. p(U) = 0 oldugundan

Rad(U) < U dur. Ayrica U/Rad(U) sonlu iiretilmis oldugundan Sonug 3.5.2 den U

sonlu tiretilmistir. Sonug olarak M noetherdir.

3.5.6. Teorem M modiiliiniin sonlu es-iiretilmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M
nin her ters sistemli {M,};¢; ailesi i¢in K © M, olacak sekilde K € M alt modiiliiniin

mevcut olmasidir [16].

3.5.7. Teorem Bir M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.
1) M artin modiildiir.
I1) M nin alt modiillerinin bostan farkli her alt kiimesi bir minimal elemana sahiptir.

iii) M nin her boliim modiilii sonlu es-tiretilmistir.
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iv) M lineer kompakt ve sifirdan farkli her M/ sy bolim modiilii igin Soc(M/ N) #0
dir [16].

Ispat. (i=ii): T, M nin alt modiillerinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. I' # @
oldugundan M; € T olacak sekilde M; < M vardiwr.|T'| = 1 ise, M; istenendir. |I'| = 2
olsun. M;, M, € T karsilastirilabilirse, M, € M; yazilabilir. Bu yontemle ... € M, €

- © M, S M, zinciri elde edilir. M artin oldugundan en az bir ny, € N vardir dyleki:

her k € N igin M, , = M, 4, olup M,,; I" nin minimal elemamdir.

(ii=iii): Hipotezden M nin sifirdan farkli her ters sistemli ailesi, sifirdan farkli bir
minimal elemana sahiptir. Teorem 2.4.7 ten M sonlu es-iiretilmistir. Dolayisiyla her

boliim modiilii sonlu es-tiretilmistir.

(ili=i): M 2 M, 2 M3 2 :-- 2 M, 2 -+ zincirini dislinelim. N =N,y M; olsun.

M/N sonlu es-iiretilmistir. Buradan {0} = N/N = Nien Mi/N =Njen (Mi/N)

oldugundan Teorem 2.4.7 den bir n dogal sayist i¢in N, (Mi/N> =0 dir.

Dolayisiyla My N M, NnM3;Nn..NM, =N olup her i€eN i¢in M;,,, = M,; dir.
Boylece M artindir.

(ii= iv): M nin ters sistemli aileleri sonlu oldugundan istenen elde edilir.

(iv=iii); Teorem 3.4.4 ten Soc(M) < M lineer kompakt ve Teorem 3.4.5 ten
Soc(M) sonsuz g¢oklukta alt modiiliin direkt toplami olarak yazilamayacagindan,
Soc(M) sonlu tretilmistir. U N Soc(M) = 0olsun.T = {Soc(M) <V |UNV =0}
kiimesini g6z Oniine alalim. Soc(M) € I' oldugundan T' # @ dir. Zorn Yardimc1

Teoreminden T Dbir V, maksimal elemanina sahiptir. Bu durumda

T i T

i
M
U M /Vo dolayistyla da u u u+V,




64

yazilabileceginden U, M /Vo m biiylik alt modiilii olarak alinabilir.  Buradan

Soc(U) = U nSoc(M/;;) # 0 ve U nSoc(M) = Soc(U) # 0 geliskisi elde edilir.

Dolayistyla Soc(M) 2 M sonucuna ulasilir. Teorem 2.8.2 den M sonlu tiretilmistir.

3.6. Injektif Modiillerin Genellemeleri

3.6.1 Tammm N bir modiil ve M < N olsun. Bu takdirde N modiliine M nin

genislemesi denir [19].

3.6.2. Tammm M bir modiil olsun. Eger M her genislemesinde tiimleyene sahipse,
M ye bir E — modiil, her genislemesinde bol tiimleyene sahipse, M ye bir
EE —modiil denir [19].

3.6.3. Onerme Lineer kompakt modiiller EE —modiildiir [19].

Ispat. M lineer kompakt modiil ve M < N olsun. Teorem 3.4.6 geregi M
EE —modiildiir.

3.6.4. Sonug Her artin modiil EE —modiildiir [19].

Ispat. M artin modiil olsun. Teorem 3.5.8 geregi M lineer kompakitir. Onerme 3.6.3

ten dolayr M EE —modiildiir.
3.6.5. Onerme injektif modiiller E —modiildiir [19].

Ispat. Injektif modiiller Teorem 2.13.11 iii) den dolayr her genislemesinde direkt

toplam terimidir. Buna gore I injektif modiil ve M, I nin herhangi bir genislemesi
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olmak tizere M = I@®N olacak sekilde M nin bir N alt modiilii vardir. Boylece
M =1+ N ve {0} =1 NN K N yazilabileceginden N modiilii I injektif modiiliiniin
tiimleyenidir. Sonu¢ olarak I, her genislemesinde tiimleyene sahip oldugundan

E —modildir.

3.6.6. Tamim M bir modiil olsun. M < N ve V / ) sonlu tretilmis ise, N modiiliine M

nin dual sonlu genislemesi denir. M her dual sonlu genislemesinde tiimleyene sahip
ise M ye bir CE —modiil denir [6].

3.6.7. Yardimc1 Teorem M bir modiil olsun. M nin EE —modiil olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul M nin her alt modiiliniin E —modiil olmasidir [19].

Ispat. (=): M modiilii EE —modiil olsun. N M nin herhangi bir genislemesi olmak
tizere U < M keyfi alt modiiliinii alalim. Boylece asagidaki pushout diyagramini

yazabiliriz.

M— L F

v B

U—F" N

Burada M = Gor(a) ve N = Gor(B) olmak iizere F =M + N’ diir. Bdylece
varsayimimizdan dolayt M, F de V c N’ olacak sekilde bir V tiimleyenine sahiptir.
Ayrica V, M ' n N’ nin N niin tiimleyenidir. Bu durumda N'= M 'n N+ V yazilir ve
N' =M NN+ V esitliginin f {izerinden ters goriintiisii almirsa, N = U + g~1(V)
elde edilir. Yani B~1(V), U alt modiiliiniin N de tiimleyenidir. Sonug olarak M nin

her U alt moduli E —modiildiir.

(<): M nin her alt modiilii E — modiil olsun. N, M nin herhengi bir genislemsi

olmak tlizere X + M = N, X < N olacak sekilde V alt modiiliinii alalim. Hipotezden
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dolayt XN M <M ve XNM < X oldugundan X N M alt modilii X te bir V
tiimleyenine sahiptir. Bu durumda X NV + V = X elde edilir. Boylece X + M = X N
V+V+M=V+M =N oldugundan N modiilinde M nin bir tiimleyeni V' olur.
Dolayistyla M EE —modiildiir.

3.6.8. Onerme R bir halka olsun. R nin sol mitkemmel halka olmas1 igin gerek ve

yeter kosul her sol R —modiiliin E —modiil olmasidir [19].

Ispat. Teorem 2.14.6 dan agiktir.

3.6.9. Onerme R bir halka olsun. R nin yari-miikemmel olmasi igin gerek ve yeter

kosul her sol R —modiiliin CE —modiil olmasidir [6].

Ispat. (=): R yari-miikemmel ve M bir R —modiil olmak iizere M nin herhangi bir
dual sonlu genigslemes N olsun. Bu takdirde N nin sonlu iiretilmis bir K alt modiilii
vardir oyle ki; N =M + K dir. R yari-miikemmel oldugundan K tiimlenmistir.

Boylece M modiilii N de bir tiimleyene sahip olup CE —modiildiir.

(<): Her sol R —modiil CE —modiil olsun. Bu durumda R nin her sol ideali R sol
R —moduliinde tiimleyene sahiptir. Bdylece zR tlimlenmis modiil ve sonug olarak R

yari-mitkemmeldir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Her Burulma Genislemesinde Tiimleyene Sahip Modiiller

Bu boliimde modiiller, degismeli bolgeler lizerinde alinacaktir.

4.1.1. Tanim M bir modiil ve N < M alt modiil olsun. M/N burulma modiilii ise, M

ye N nin burulma (torsion) genislemesi denir [9].

4.1.2. Tamim M bir modiil olsun. M modiilii her burulma genislemesinde tiimleyene

sahip ise, M ye TE —modiil denir [9].
4.1.3. Onerme Her E —modiil TE —modiildiir [9].

Ispat. M bir E — modiil olsun. Bu durumda M modiilii, her genislemesinde
dolayisiyla her burulma genislemesinde tiimleyene sahiptir. Bdylece M
TE —modiildiir.

4.1.4. Yardimc1 Teorem R lokal olmayan dedekind bolgesi ve M bir R —modiil

olsun. Bu takdirde, M modiiliiniin TE —modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M /T (M) bolim modiiliiniin injektif modiil ve T (M) nin radikal tiimlenmis olmasidir

[19].

4.1.5. Sonu¢ Lokal olmayan dedekind bolgesi ilizerinde her radikal tiimlenmis

burulma modiilii TE —modiildiir [19].
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4.1.6 Yardimci Teorem R lokal olmayan dedekind bolgesi ve {P;};¢; kiimesi R nin

farkli maksimal ideallerinin bir sonsuz ailesi ve M = [];¢, R/P_olsun. Bu takdirde,
L
i) Rad(M) = 0 dur.

i) T(M) =@, R /p, 0lup T(M) M de bir timleyene sahip degildir.

iii) K, R nin kesirler cismi olmak {izere M/T(M) =~ K/ olacak sekilde J € I indis

kiimesi vardir [2].

Onerme 4.1.3 ile her E —modiiliin bir TE —modiil oldugunu biliyoruz. Asagidaki

ornek bize bu 6nermenin tersinin her zaman dogru olmadigin1 gostermektedir.

Ornek 2

P tiim asal tamsayilar kiimesi olmak iizere N = [[,ep Z,, Z —modiiliinii diisiinelim.
Yardimer Teorem 4.1.6 ii) den dolayr T(N) =@,ep Z, burulma alt modiilii yari-
basittir. M = T(N) olarak alalim. Yari-basit modiiller radikal tiimlenmis oldugundan
M radikal timlenmistir. Sonug¢ 4.1.5 geregi M TE —modildiir. Ancak Yardimci
Teorem 4.1.6 ii) den dolay1 M bir E —modiil degildir [2].

4.1.7. Onerme TE —modiillerin direkt toplam terimleri TE —modiildiir [9].

Ispat. M = M;@®M, olmak iizere M bir TE —modiil ve N, M; modiiliiniin burulma
genislemesi olsun. N' = N®M, i¢in ¢: M — N'igerme doniisiimiinii alalm. Bu
durumda /M1 = /M1€DM2 = /¢(M) olup N, M; modiiliiniin bir burulma
genislemesi oldugundan N’ de ¢(M) nin bir burulma genislemesidir. Bdylece
hipotezimizden dolayr ¢(M), N' de bir V tiimleyenine sahiptir. O halde N =
dp(M)+V ve p(M)NV KV vyazilir. m:N'— N , n((m, n)) =n ile taniml
projeksiyon déniisiimii dikkate alinirsa, m(¢p(M) + V) = m(V) ve Onerme 2.6.4 iii)
den w(p(M)NV) K mw(V) olur. Buradan N=M; +xn(V) ve M nn(V) K
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N bulunur ki bu da bize #(V) nin N de M; in tiimleyeni oldugunu gosterir.

Dolayistyla M; TE —modiildiir.

Son 6nerme ile TE —modiilllerin direkt toplam terimlerinin TE —modiil oldugunu
gordiik. Ancak TE —modiilllerin her alt modiiliiniin TE —modiil olmasi gerekmez.

Bunu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 3

M modiili yerine Q Z —modiiliinii alalim. Q modiilii Z degismeli bolgesinin kesir
cismidir. Q injektif oldugundan E — modiildiir. Onerme 4.1.3 ten dolayr da Q
TE —modiildiir. Ancak Q nun Z alt modiilii TE —modiil degildir.

4.1.8. Onerme Bir M modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir [9].
i) M nin her alt modiilii TE —modiildiir.

i) M modiilii her burulma genislemesinde bol timleyene sahiptir.

Ispat. (i=ii): M nin her alt modiili TE — modiil olsun. N M nin burulma
genislemesi olmak {izere N=M+ K, K <N alalim. Ikinci Izomorfizma
Teoreminden N /M =K /(M n K)olup K M N K nin burulma bir genislemesidir.
Kabuliimiizden dolayt M N K < M oldugundan M N K alt modiilii TE —modiildiir.
Boylece K=MNK+L ve (MNK)NL=MnNL<KL olacak sekilde L <K
timleyeni vardir. Buradan N =M +K =M+ MNK+L =M+ L elde edilir.
Sonug olarak N =M + L ve M NL K< L oldugundan M bir TE —modiildiir.

@it = i) My <M ve NM; in bir burulma genislemesi olsun.

H={(m, —m')|m' € M;} olmak iizere F = (M@N)/H modilini ele alalim. Bu

durumda her m € M i¢in y(m) = (m,0) + H ile tanimli y:M — F ve hern € N
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icin Y(n) =(0,n) +H ile tanimh Y: N — F monomorfizmalar1 vardir.

i{: My — N ve i,: M — M igerme monomorfizmalari ile birlikte,
M, —— N
I Y
M————>F

pushout diyagrami elde edilir. Ayrica
F={(mn)+H|meM, n€N}
={(m0)+H|meM}+{(0O,n)+H|neN}
={y(m)ImeM}+{yYn)|n €N} =_Gor(y)+ Gor(y) dir.
Simdi ise, her (m,n)+ H € F igin CD((m, n) + H) =n+M; ile taniml

o:F — N i M, epimorfizmasini dikkate aldigimizda, (m,n) + H € F igin

(mn)+HEFE€CCek(®) e &((mn)+H)=n+M =M
o neM
osmn+H=((m+n0)+H)+(—nn)+H
& (mn)+H=(m+n0)+HE€Gor(y) oldugundan
Cek(®) = Gor(y) elde edilir.
Ayrica  Birinci  Izomorfizma Teoreminden N/M1 = F/Cek(fp) = F/G('jr(y)

oldugundan ve kabuliimiiz geregi Gor(y) nin F burulma genislemesinde bir V' bol
timleyeni vardir yani, F = Gor(y) +V ve Gor(y) NV <KV olacak sekilde bir
V < F vardir. Bunun 1 doniisiimii altinda ters goriintiisii alinirsa, Y~ 1(F) =
Y 1(Gor(y) +V) ve v 1 (Gor(y) NV) K Y 1 (V) olup N=M; +yp (V) ve
M, n YL (V) « (V) elde edilir. Yani ¥~ 1((V) alt modiili M; in N de bir
tiimleyenidir. Sonug olarak M; TE —modiildiir.

4.1.9. Sonug Lineer kompakt modiiller TE —modiildiir [9].
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Ispat. M lineer kompakt modiil olsun. Teorem 3.4.4 ten dolayr M modiiliiniin her alt
modiili lineer kompakttir. Lineer kompakt modiiller Teorem 3.6.3 ten dolay:
EE —modiil oldugundan M modiilii her genislemesinde, dolayisiyla da her burulma

geniglemesinde bol tiimleyene sahiptir. Teorem 4.1.8 geregince M TE —modiildiir.

4.1.10. Teorem 0 K d M 7 L 0 kisa tam dizi ve L burulma

modiil olsun. K ve L modiilleri TE —modiil ise, M TE —modiildiir [10].

Ispat. ispat1 yaparken f bir monomorfizma oldugundan genelligi bozmadan K < M

olarak alacagiz.

M nin herhangi bir burulma genislemesi N olsun. Bu takdirde K <M < N olur.

N
Ugiincii  izomorfizma teoreminden N/, = /K/M/ oldugundan N/p, . M/,
K

modiiliiniin bir burulma genislemesidir. L = M / i oldugundan hipotez geregi M / K
bolim modiilii bir TE — modil ve boylece M/ + V/K =M+ V/K =N/ ve
MpeaV/)e=M0OV) =N/ «V/ olacak sekilde ¥/, <M/} vardir. Buradan
N = M + V elde edilir. Burulma modiiliin alt modiilii de burulma olup V/ x burulma

oldugundan K nmn burulma genislemesi V olup, K nin V de bir V' tiimleyeni vardir
oyle ki, K+ K' =V ve KNK <V dir. Béyleee N=M+V=M+K+K =
M + K’ elde edilir.

Simdi ise, K modiiliiniin M nin tiimleyeni oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki K' niin bir X alt modiilii igin M + X = N olsun. Bdylece M/K +

(X"‘K)/K:N/K olur. Buradan da (X+K)/K=V/K >X+K=V =>X=K

elde edilir. Sonug olarak K', N de M nin tiimleyenidir.

4.1.11. Sonu¢ M, herhangi bir TE —modiil ve M, burulma TE —modiil olmak iizere
M = M; @ M, olsun. Bu takdirde, M TE —modiildiir [10].
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Ispat. Teorem 4.1.10 den istenen goriiliir.

4.1.12. Yardimc1 Teorem R lokal olmayan bir halka ve M bir R —modiil olsun. M

basit ise, burulma modilidiir [16].

Ispat. M basit oldugundan M = Rm olacak sekilde 0 # m € M vardir. R nin
I = Ann(m) ideali igin R / | = Rm yazilabilir. Hipotezden Ann(m) # 0 oldugundan

rm = 0 olacak sekilde 0 # r € R vardir. Dolayisiyla M burulma modiildiir.

4.1.13. Onerme R lokal olmayan bir halka ve M bir R —modiil olsun. Soc(M) €
T (M) dir [16].

Ispat. Soc(M) = 0 ise, Soc(M) € T(M) oldugu agiktir.

Soc(M) # 0 olsun. 0 # m € Soc(M) i¢in m = my + my + my + -+ + m,, olacak
sekilde i € I = {1,2,3, ...,n} igin m; € M vardir ve Rm; basit modiildiir. Yardimc1
Teorem 4.1.12dan heri e Ive 0 #r; ER i¢inrym; = 0 dir. Ancak r = 1113 .13
alinirsa, R bir bolge oldugundan r # 0 dir. Boylece rm = 0, dolayisiylam € T(M)
elde edilir. Sonug olarak Soc(M) < T (M) dir.

4.1.14. Yardimc1 Teorem R halka, M bir R —modiil olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir.
i) M dual sonlu tiimlenmistir.

i) M nin her maksimal alt modiilii M de tiimleyene sahiptir [2].

4.1.15 Sonug R lokal olmayan bir halka ve M bir R —modiil olsun. M nin her alt

modiilii TE —modiil ise, M dual sonlu timlenmistir [9].
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Ispat. Yardimci Teorem 4.1.14 ten M nin her maksimal alt modiiliniin M de

timleyene sahip oldugunu gostermek yeterlidir. M nin herhangi bir maksimal alt
modiilii U olsun. ¥ / y basit oldugundan Yardimer Teorem 4.1.12 dan dolay: M / U

burulma modiildiir. Hipotezden U, TE —modiil olup M de bir tiimleyene sahiptir.

Dolayistyla M dual sonlu tiimlenmistir.

4.1.16. Yardimc1 Teorem M bir TE —modiil ve Rad(N) = 0 olan N modiiliide M

nin burulma genislemesi olsun. Bu takdirde M modiilii N nin direkt toplam terimidir

[9].

Ispat. M nin N deki timleyenine V dersek M +V =N ve MNV & N yazilir.
Buradan M NV < Rad(N) = 0 olur ki, bu da bize M NV = 0 oldugunu gosterir.
Boylece N = M@V elde edilir.

4.1.17. Sonug R bir V —halka ve M bir TE —modiil olsun. Bu takdirde N/,

burulma modiilii ile M, N nin direk toplamidir [9].
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5. SONUC VE ONERILER

Konusunu, her burulma genislemesinde tiimleyene sahip modiillerin, TE —modiil
olarak tanimlandigi injektif modiillerin genellemelerinin olusturdugu bu g¢alismada
asagidaki sonuglara ulasildi,
e Her E —modiil TE —modiildiir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.
Yani her TE —modiil E —modiil olmayabilir.
e Her lineer kompakt modiil TE —modiildiir.
e TE —modiillerin direkt toplamlarinin TE —modiil olmasi i¢in direkt toplam
terimlerinden birinin burulma modiil olmasi gerektigi gosterildi.
Bu ¢alisgmadan yola ¢ikilarak her burulma genislemesinde radikal, zayif, bol ve bol

zayif timleyene sahip modiiller arastirilip karakterize edilebilir.
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