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1. GIRIS

Bu calismada R halkasi birimli ve birlesmeli; tiim modiiller iiniter sag R-modiil
olarak alinmistir. M bir modiil olsun. M modiiliniin bir N alt modili N < M
seklinde gosterilir. Eger M / y bolim modiilii sonlu tretilmis ise N < M alt modiiliine
dual sonlu alt modiil denir. Maksimal alt modiiller dual sonludur. Ayrica sonlu
tiretilmis bir modiiliin her alt modiilii de dual sonludur. VO # N < Micin LN N # 0
olan L < M alt modiiliine biiyiik alt modiil denir ve L < M ile gosterilir. Her alt
modiili biiyiik olan modiil diizgiin modiildiir. M nin her (dual sonlu) N alt modiili M
modiiliiniin bir L <M direkt toplam terimini kapsiyor ve M =L @ K ig¢in
N N K alt modiilit M modiiliinde kiigiik oluyorsa M modiiliine yiikseltilebilir modiil
denir. Burada bir K < M alt modiiliiniin kiigiik olmas1 demek, M modiiliiniin her
N < M 6z alt modiilii i¢in K + N # M demektir ve K << M ile gosterilir. John Clark
ve arkadaglarinin [6] da bahsedildigi tizere her sag R-modiiliin yiikseltilebilir olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul R nin sag ve sol artin serisel halkas1 ve Rad (R)?> =0
olmasidir. Burada Rad (R), R halkasinin Jacobson Radikalidir. M sifirdan farkli bir
R-modiil olsun. M modiiliiniin her N 6z alt modiilii icin N << M ise M R-modiiliine
oyuk modiil denir. Oyuk modiller ve yar1 basit modiiller yiikseltilebilirdir. M
modiiliiniin tiim 6z alt modiillerini kapsayan bir 6z alt modiilii varsa M modiilii lokal
modiil olarak adlandirilir. F. Kasch ve Erika A. Mares direkt toplam terimlerinin
genellestirilmesi olan tlimleyen kavramini ve timlenmis modiilii tanimlamistir. Buna
gore M nin bir N alt modiilii igin M = N + L ve N N L < L olacak sekilde L < M
varsa L ye N nin M modiiliinde bir tiimleyeni denir. Eger M nin her alt modiilii bir
timleyene sahipse M ye tiimlenmis modiil ad1 verilir. Al-Khazzi ve P.F. Smith’in
[15] de ispatladigi tizere her sag R-modiiliin (dual sonlu) tiimlenmis olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul R nin sag (yar1) milkkemmel olmasidir. Mohamed ve Miiller
yiikseltilebilir modiillerin genellestirilisi olan @-tlimlenmis modilleri ( Di; )
tanimlamislardir. Buna gore, M nin her N alt modiilii M de direkt toplam terimi olan
bir tlimleyene sahiptir. Ayrica Zoschinger de dedekind bolgesi iizerindeki her

tiimlenmis modiiliin @-tiimlenmis modiil oldugunu gostermistir. H. Calisic1 ve A.



Pancar makalelerinde @-dual sonlu timlenmis modiilleri tanimlamislar ve birtakim
ozelliklerine yer vermislerdir. D. Keskin ve W. Xue [20] de (Di2) modiilini
tanimlamislardir ve kapsamli bir sekilde ¢alismislardir. Ayn1 makalenin Onerme 4.3
tinde @-tlimlenmis modiillerin (D12) 6zelligine sahip oldugu ispatlanmistir. Y. Wang
(D12) modiillerinin genellestirilmesi olan dual sonlu (D12) modiillerini tanimlamuistir.
Buna gore M nin her (dual sonlu) N alt modiilii i¢cin M modiliiniin bir K direkt
toplam terimi ve Cek (a) « M/, olacak sekilde a: M/, — M/,
epimorfizmasi varsa M modiiliine (dual sonlu) (D;,) modiil denir. Xue tiimleyenleri
genellestirerek Rad-tiimleyen kavramini tanimlamistir. Bu tanima gére M = U +V
ve UNV € Rad(V) ise V alt modiiline U nun Rad-timleyeni denir. Tanimlar
geregi her direkt toplam terimi bir tiimleyen, her tiimleyen bir Rad-tiimleyendir. E.
Biiyiikastk ve C. Lomp (dual sonlu) tiimlenmis modiilleri (dual sonlu) Rad-
tiimlenmis modiillere, E. Tiirkmen (dual sonlu) @-tiimlenmis modiilleri (dual sonlu)
Rad-@-tiimlenmis modiillere genellestirmistir. B. Nisanc1 ve A. Pancar [11] de dual
sonlu Rad-@-tiimlenmis modiilleri kisaca cgs® ile gostermislerdir. Y. Talebi ve

arkadaslari, M modiiliiniin her N alt modiilii i¢in M nin bir K direkt toplam terimi ve
Cek (a) S Rad (K ) olacak sekilde @ : K — M/N epimorfizmas1 mevcut ise M

modiiliinii Rad — D;, modiil olarak tanimlamislardir. Bu tez ¢alismasinda Rad —
Di> modillerinin genellestirilmesi olan dual sonlu Rad — D, modiilii
tanimlanmistir ve bazi cebirsel dzelliklerine yer verilmistir. Ayrica yart miikkemmel
halkalarin ve artin serisel halkalarin yeni karakterizasyonlar: dual sonlu Rad — D;,

modiilleri yardimiyla verilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Halkalar

2.1.1 Tanmm: (R,+) bir abel grup olsun. °.” R iizerinde ikili islem olmak {izere

asagidaki kosullari saglayan (R, +,.) cebirsel yapisina halka denir.
R1) Va,b,c e R i¢in (ab)c = a(bc) saglanur.

Rz) a(b+c) = ab+acve (a+ b)c = ac + bcdir [1].

2.1.2 Tammm (R,+,.) bir halka olsun. Her aeR igin ae=ea=a olacak sekilde
e e R mevcutsa, e e Relemanmma R halkasinin birim elemami denir. e=1y ile
gosterilir. Birim elemana sahip halkaya birimli halka denir. Birim eleman tek tiirli
belirlidir [1].

Z birimli bir halka iken, 2Z birimli olmayan bir halkadir.

(R, +,.) halkas1 © . ’ islemine gore degismeli ise, bu halkaya degismeli halka denir.
Z,Q, R degismeli halka iken, M (n, Z) matrisler halkasi degismeli olmayan halkadir.

Bu ¢alismada (R, +,.) halkasi alisilmis olarak R ile gosterilecektir ve birimli halka

olarak kabul edilecektir.

2.1.3 Tamim R bir halka ve @ =1 < R olsun. I, (R, +) abel grubunun bir alt grubu
ve keyfi a,b € I elemanlari i¢in ab € I ise, I alt grubuna R halkasinin alt halkasi
denir. Ayrica Vr €R, Ya € ] i¢in ar € [ (ra € ]) ise , I alt halkasina R halkasinin
sag (sol) ideali denir. Eger I, R halkasinin hem sag hem de sol ideali ise, I ya R

halkasinin ideali denir [8].



Her sag (sol) ideal ayni zamanda alt halkadir fakat tersi genelde dogru degildir.
Ormegin I = {(8 :,) |n€eZ rr' e Q} kiimesi M (2, R) halkasmin alt halkasidir

ancak sag (sol) ideali degildir.

R ve 0, R halkasinin asikar idealleridir. R halkasinin kendisinden farkli ideallerine 6z

ideal denir [8].

2.1.4 Tammm R bir halka ve I, R halkasinin bir (sag, sol) ideali olsun. Eger I (sag,
sol) ideali tek bir a € R eleman tarafindan tiretiliyorsa, I (sag, sol) idealine esas
(sag, sol) ideal denir. Bu durumda I sag ideali I = aR = { ar | r € R} seklindedir.

Her ideali esas ideal olan R halkasina esas ideal halkasi denir [1].

2.1.5 Tammm P, R degismeli halkasinin 6z ideali olsun. a,b € R i¢in ab € P iken

a € P veya b € P oluyorsa, P ye R nin asal ideal denir [1].

2.1.6 Tanim Bir R halkasinda Va € R i¢in, ab = 0 olacak sekilde bir 0 # b € R
eleman1 bulunuyorsa, a ya halkanin sifir boleni denir. Sifir boleni olmayan birimli

ve degismeli R halkasina degismeli bolge denir [1].

2.1.7 Tammm R degismeli bolge olsun. R nin her 6z ideali, sonlu sayida asal idealin

carpimi ise, R ye dedekind bdlgesi denir [1].

2.2 Modiiller

2.2.1 Tammm R halkasi ve (M ,+) abel grubu i¢in f: M X R — M fonksiyonu
verilmis olsun.  f (m,r) € M elemani kisaca mr ile gosterilsin. Her r,s € R ve

her m,n € M igin;



i.(m+n)r=mr+nr
ii.m(r+s) =mr+ms

iii. m(rs) = (mr)s ise M ye sag R-modiil denir ve My ile gosterilir. Eger R

birimli halka ve V. m € M i¢in

Iv.mlg = m ise M ye iiniter sag R-modiil denir. Benzer tanim sol R-modiil i¢in de

yapilabilir [2].

Her abel grup bir tiniter sag Z-modiildiir. Her R halkasi kendi iizerinde bir sag R-
modiildiir. Her vektdr uzayi, cismi iizerinde iiniter sag modiildiir. Bu ¢alismada biitiin
modiiller iiniter sag R-modiil olarak alinacaktir. Ancak kisalik olmasi agisindan

sadece R-modiil yazilis1 kullanilacaktir.

2.2.2 Tamim R bir halka, M bir R-modiil ve N, M abel grubunun alt grubu olsun. Her
r ER ve her n €N i¢in nr € N ise, N ye M modiiliiniin alt modiilii denir ve

N < M ile gosterilir [1].

0 ve M, M modiliniin asikar alt modiilleridir. M modiiliiniin asikar alt
modiillerinden bagka alt modiillerine de 6z alt modiil denir. R bir halka ve I, R

halkasinin 6z sag ideali olmak iizere I, R halkasinin bir 6z alt modiiliidiir.

Ayrica bir M modiiliinin keyfi sayidaki alt modiillerinin arakesiti de M nin alt

moduiludir.

2.2.3 Tammm M bir R —modiil ve X, M nin bir alt kiimesi olsun. M nin X kiimesini
kapsayan biitiin alt modiillerinin arakesitine X tarafindan iiretilen alt modiil denir
ve (X ) ile gosterilir. Eger X sonlu elemanli ise, X kiimesi tarafindan iretilen alt
modiile sonlu iiretilmis alt modiil denir ve X = {a} seklinde tek elemanli ise,
(X ) = (a) yadevirli alt modiil denirve (a) =aR ={ar| r € R} seklindedir.

Ayrica { B; | i € 1}, M nin alt modiillerinin ailesi ise, ( X ) = U;e; B; kiimesinin



tirettigi alt modiile B; modiillerinin toplanm denir. (X ) = U;¢; B; = Yie; B;i ile

gosterilir [1].

Eger M =< X > ve X sonlu ise, M ye sonlu iiretilmis R-modiil, M =< a >

olacak sekilde a € M varsa M ye a tarafindan iiretilmis devirli R-modiil denir.

2.2.4 Tamm M bir R-modiil, N; M nin bir alt grubu olsun. M/, bolim grubu
r €ER, m+NE M/N olmak tizere (m + N)r = mr + N ile tanimli dis isleme goére
bir R —modiil yapisina sahiptir. Bu M / N R-modiline M nin N ye gore boliim

modiilii denir [3].

2.2.5 Teorem M sonlu iiretilmis R-modiil olsun. Bu durumda M nin her boliim

modiilii de sonlu tretilmistir [1].

Ispat M sonlu iiretilmis R-modiil ve N < M olsun. M sonlu iiretilmis oldugundan
M =< {x1,X3, ..., Xp} > Ve herm € M igin m = xy1; + X7, + -+ + X7, Olacak
sekilde V1 <i <n i¢cin x; € M ver; € R elemanlar1 vardir. Her m+ N € M / N
icin m+N=(xyry +x15++x,1,)+ N=(x; +N)ry + (x3 + N)rp + -+
(x, + N)r, olup M/N =<{x; +N,x, +N, ... ... , Xn + N} > bulunur. Dolayisiyla

M/ sonlu iiretilmistir.

2.2.6 Tamm M bir R —modiil, N <M olsun. Eger M/N boliim modiilii sonlu

tiretilmis ise, N ye dual sonlu alt modiil denir [1].

2.2.7 Tamim [ bostan farkli indis kiimesi olmak {izere { A; };¢; sag R-modiillerin bir

ailesi olsun. Viel i¢in f(i))eA ile tammh tim f fonksiyonlarmimn

kiimesine  {A} modiiller  ailesinin  direkt c¢arpin1  denir  ve

[LictAi ={f | f:1 — Ui/ A;, heri €1 icin f(i) € A;} dir. [];; A; nin en fazla



sonlu sayida bileseni sifirdan farkli olan eclemanlarin kiimesi @;¢; 4;  ile
gosterilirse @;¢; A; = { (a))ie; | en gok sonlu sayrdai € I igina; #+ 0 }  kiime-
sine { A; }ie; modiiller ailesinin dis direkt toplamu denir. Agik olarak @;¢; A; <
[Tier A; dir [1].

2.2.8 Tammm M bir R-modiil ve {A }._, alt modiillerinin bir ailesi olsun. Eger;

)M => A ve

iel
i) Viel i¢cin A mZAJ— =0 ise, M modiiline {A},,, alt modiiller ailesinin bir i¢
j=i
direkt toplam veya direkt toplanm denir ve M =@, A4; ile gosterilir. Her bir A4;
alt modiiliine M modiiliiniin direkt toplam terimi denir [1].
Agiktir ki M modiiliiniin A; ve A, alt modiilleri icin M = A; @ A, olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul M = A; + A, ve A; N A, = 0 olmasidir.

2.2.9 Tammim M bir R-modiil olsun. Eger M nin iki direkt toplam teriminin toplami
tekrar M nin bir direkt toplam terimi oluyorsa, M ye direkt toplam terimlerinin

toplami 6zelligine sahiptir denir veya kisaca (DTT) ozelligine sahiptir denir [1].

2.2.10 Teorem (Modiiler Kurali) M bir R modiil, K, N ve H da M nin alt modiilleri
ve H € N olsun. Bu taktirde (H+ K) NN = H + (K n N ) dir [3].

Ispat Hera € (H+K)NNigina € (H+K)vea € N oldugundana = h + k
olacak sekilde h € H ve k € K vardir. H € N oldugundan h € N olur. Bu durumda
k=a—hvea € N,h € N oldugundan k € N olup, k € (K n N ) bulunur. Yani
a=h+k € H+(KnN)olup (H+K)NN S H+ (KN N) bulunur. Ayrica



H+(KNN)SC H+K ve H+(KNN)S N oldugundan H+(KNN) <
(H + K) n N olur. Dolayisiyla (H + K) + N =H + (K n N ) dir.

2.2.11 Tamm M ve N iki sag R- modil olsun. Asagidaki kosullari saglayan

f:M — N fonksiyonuna sag R-modiil homomorfizmasi denir.
i) Her a,be M icin f(a+b)= f(a)+ f(b)
ii) Her aeMveher reR igin f(ar)= f(a)r

Benzer sekilde iki sol R-modiil yardimiyla sol R-modiil homomorfizmasi tanimi da
verilebilir. Biz ¢aligmamizda sag R-modiiller iizerinde duracagimiz igin herhangi bir
sag R-modiil homomorfizmasini kisaca homomorfizma olarak adlandiracagiz. Eger f
homomorfizmasi birebir ise, f ye monomorfizma, orten ise, epimorfizma, birebir
ve oOrten ise, izomorfizma adi verilir. f:M — N izomorfizma ise, M ve N

modiillerine izomorf modiiller denir ve M = N ile gosterilir [4].

M modiilinden N modiiliine tanimli tim homomorfizmalarin kiimesi Hom ( M, N )
ile gosterilir. Hom(M,N)={f|f: M — N modil homomorfizmas }
seklindedir. Burada M = N ise f ye endomorfizma adi verilir. Ayrica M den M ye

taniml1 tim homomorfizmalarin kiimesi End (M ) ile gosterilir.

M bir R—modil ve N<M olsun. Her aeN i¢in f(a)=a ile tanimh
f:N —>M doniisimi bir R —modiil monomorfizmasi olup bu monomorfizmaya
icerme homomorfizmasi denir ve i yazilisi ile gosterilir. m: M — M /N, mt(m) =

m + N ile tanimli # homomorfizmas: ise, bir epimorfizma olup bu epimorfizmaya

dogal (kanonik) homomorfizma denir [4].

M bir R-modiil ve {M;};c;, M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun. M = @;¢;M; iken
V(m;) € M icin Y, ((m;)ie;) = mg ile tanimh Y,: M — My epimorfizmasina k.

izdiisiim homomorfizmasi adi verilir[1].



M bir R —modiil olmak iizere g(m)=m ile tanimhh g:M — M bir R —modiil

izomorfizmasi olup bu izomorfizmaya birim (idantik) homomorfizma denir [4].

2.2.12 Teorem f : M — N wve g : N — K birer R-modiil homomorfizmalari iseler

g °f : M — K bileske fonksiyonu bir R-modiil homomorfizmasidir [5].

2213 Tamm f:M — N bir  R-modiil  homomorfizmasi  olsun.
{a € M| f(a) = 0} kiimesine f nin ¢ekirdegi denir ve Cek( f) yazilisi ile
gosterilir. { f(a) | a € M } kiimesine f nin goriintiisii denir ve Gor( f ) yazilisi ile
gosterilir. Ayrica Cek(f) < Mve Gor(f) < N dir [4].

2.2.14 Teorem m: M — M /N, dogal (kanonik) homomorfizma olsun. Bu taktirde
Cek(m) = N dir [4].

2.2.15 Tammim M bir R-modiil olsun. V f € End(M) i¢in f (U ) € U kosulunu

saglayan M nin U alt modiiliine karakteristik alt modiil denir [1].

2.2.16 Teorem (Homomorfizma Teoremi) f:M — N bir R-modiil

homomorfizmasi olsun. Bu takdirde %ek (f);Gdr(f) dir. Ozellikle f bir

epimorfizma ise, M/Cek(f) = N dir [4].
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2.2.17 Teorem (1. izomorfizma Teoremi) M bir R-modiil, H ve K da M nin alt

modiilleri olsun. Bu takdirde H+ %, MA modiliiniin alt modiilii olup,

H+*%<;%m< dir [4].

2.2.18 Teorem (2. izomorfizma Teoremi) M bir R-modiil ve K < N < M olsun. Bu

durumda (M/K)/(N/K) =M/, dir [4].

2.2.19 Tanmmm {M,, | n € Z} modiiller toplulugunun ve bunlarin f,;: M, — M,_,

fn fn oL
homomorfizmalarindan olusan ... M, q v M, M,,_; — ... dizisinde

her n €Z ig¢in Gor(fp,+1) S Cek(f,) ise, bu diziye kompleks, Gor( f4q1) =
Cek( f,) ise, bu diziye tam dizi denir [3].

.. f g h e oL . .
2220 Onerme 0 A B C 0 dizisi tam ise, g hir
monomorfizma, h bir epimorfizmadir. Ayrica Gor(g) = A ve C = B/Gor(g) dir.

Boylece izomorf modiilleri 6zdeslestirilerek C = B /A alinabilir [3].

Ispat  Cek(g) = Gor(f) = f(0) =0 oldugundan g monomorfizmadir. 1.
izomorfizma teoreminden Gor(g) =g(A)=A dir. Her c €C igin e(c) =0
oldugundan Gor(h) = Cek(e) = C dir. Yani h epimorfizmadir. Tekrar birinci
izomorfizma teoreminden C = Gor(h) = B/Cek(h) = B/Gor(g) = B/A elde

edilir.

2.2.21 Tanim 0 A B C 0 seklindeki tam diziye kisa tam dizi
denir [3].
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M bir modiil ve N < M olmak {izere 0 N—sm—= M/N—0 ve

f: M—— K homomorfizmasi igin O—>(;ek(f)—l>M—f>f(M)—>O

dizileri birer kisa tam dizidir.

2.2.22 Teorem F bir modiil, X = {x;| k € K} de F nin bir alt kiimesi olsun. Bu
durumda asagidaki iki kosul denktir;

i) Her a € F elemani, sadece sonlu sayida 7, katsayilari sifirdan farkli (veya hepsi

sifir) olmak tizere, tek tirlii olarak Y.pecx Xi 7% seklinde yazilabilir.

ii) Her k € K igin f,(r) = x;r seklinde tanimlanan f,: R — xR fonksiyonu bir

izomorfizma olup F = @i xxR dir [3].

2.2.23 Tamim Bir 6nceki teoremdeki denk kosullardan birini saglayan F modiiliine
serbest modiil, X = { x; | k € K } kiimesine de F modiiliiniin serbest iiretenler

kiimesi veya kisaca tabani denir [3].

2.2.24 Tammm M, 0 dan farkli R-modiil olsun. M nin asikar alt modiilleri olan M ve

0 dan baska direkt toplam terimi olmayan M modiiliine par¢alanamazdir denir.

Pargalanamaz bir modiile izomorf olan her modiil de par¢alanamazdir [1].

2.2.25 Tammm M Dbir R-modil ve N, M modiilinin 6z alt modili olsun. M
modiiliiniin N yi kapsayan N den baska 6z alt modiilii yoksa N 6z alt modiiline M

nin maksimal alt modiili denir [1].

p € P olmak tlizere pZ, Zz modiiliiniin maksimal alt modiiliidiir.
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2.2.26 Onerme M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. Bu takdirde M modiiliiniin her

0z alt modiilii bir maksimal alt modiilde kapsanir [4].

—f —9 N )
2.2.27 Teorem 0 — A B C — 0 kisa tam dizisi i¢in asagidaki kosullar

denktir:
1) h o f = 14 olacak sekilde bir h: B — A homomorfizmasi bulunur.
ii) Gor(f) alt modiilii B nin bir direkt toplam terimidir.

Iii) g o k = 1, olacak sekilde bir k: C — B homomorfizmasi bulunur [3].

2.2.28 Tamim Teorem 2.2.27 deki denk kosullardan birini saglayan kisa tam diziye
parcalanabilirdir denir [3].

2.2.29 Onerme M ve N birer R-modiil olmak iizere f:M — N epimorfizmasi
verilsin. M nin Cek(f) S K kosulunu saglayan VK < M alt modiillerinin kiimesi ile

N nin alt modiillerinin kiimesi arasinda birebir bir esleme vardir [3].

2.3 Basit ve Yar1 Basit Modiiller

2.3.1 Tanim: Sifirdan farkli bir M modiiliiniin sifirdan ve kendisinden bagka alt

modiili yoksa M modiiliine basit modiil denir [3].

2.3.2 Teorem M basit modiil ise 0 , M nin maksimal alt modiiliidiir ve M devirlidir

[1].

Ispat M basit modiil oldugundan 0 modiiliinii kapsayan bir 6z alt modiil yoktur. Bu
sebeple 0, M modiliiniin maksimal alt modiiliidir. Herhangi bir 0 #m e M
elemani i¢in mR < M dir. M basit modiil ve 0 # mR oldugundan mR = M dir.
Yani M devirlidir.
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2.3.3 Teorem M bir modiil olsun. N <M alt modiiliinin M nin maksimal alt
modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M / y boliim modilinin basit modiil

olmasidir [3].

Ispat (=) U/ N < M / N keyfi alt modili i¢cin N < U dir. Hipotez geregi N
maksimal alt modiil oldugundan igin N = U veya U = M dir. O halde M / y bolim

modiiliiniin alt modiilleri v / N Veya M / y dir. Dolayisiyla M / y bolim modila

basittir.

(<) M/N bolim modiilii basit olsun. N < K < M kosulunu saglayan M nin K alt
modilinii alalm. Buradan N/ < K/ < M/ yazilir. M/ bolim modiilii

basit oldugundan K/N = M/N olup K = M dir. Dolayisiyla N < M maksimal alt

modildir.

2.3.4 Teorem M sifirdan farkli bir modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir.

i) M basit alt modiillerin toplamidir.
i) M basit alt modiillerin direkt toplamudir.

iii) M nin her alt modiilii direkt toplam terimidir [4].

2.3.5 Tamim Teorem 2.3.4 te verilen denk kosullardan birini saglayan M modiiliine

yari-basit modiil denir.

2.3.6 Tamim M sifirdan farkli her alt modiil ¢iftinin kesisimi sifirdan farkli ve her 6z
alt modiil ¢iftinin toplami bir 6z alt modiil olan bir modiil ise, M ye es-diizgiin

modiil denir [30].
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2.4 Kiiciik ve Biiyiik Alt Modiiller

2.4.1 Tammm R bir halka ve M bir R modil olmak tizere K, M modiiliniin 6z alt
modiili olsun. Eger K + L = M kosulunu saglayan M modiiliiniin L 6z alt modiili

yoksa K alt modiiline M modiiliinde kiiciiktiir denir ve K << M seklinde gosterilir

[4].
Sifirdan farkli her modiiliin sifir alt modiilii, modiiliin kendisinde kiigiiktiir.

Z¢ Z-modiiliinde K = {0, 3} alt modiilii icin K < Zg dir.

2.4.2 Onerme (Kiiciik Alt Modiiliin Ozellikleri)

1) M bir modiil ve K < N < M olsun. Eger K < N ise, K ve K nin alt modiilleri N

alt modiiliinii kapsayan M modiiliiniin alt modiillerinde kiigiiktiir.

i) M bir modill, Ky,K,, ..., Ky, My, M,, ..., M, M modiiliniin alt modiilleri ve her
i=1,2,...,ni¢in K; < M; olsun. Bu takdirde

K1+ Kz +“‘+Kn <<M1+M2+"'+Mn dlr

iii) M, N birer R —modiill ve f:M — N bir homomorfizma olsun. K < M ise,

F(K) < f(M) dir.

iv) M bir modiil, K ve N, M nin alt modiilleri, K < N ve N,M nin direkt toplam
terimi olsun. Bu takdirde K << N olmasi igin gerek ve yeter kosul K << M olmasidir.

V) N < M alt modiilii M de hem kiigiik hem de direkt toplam terimi ise, N = 0 dur.
vi) M /N sonlu iiretilmis ve N << M ise, M modiilii sonlu tiretilmistir [4].

Ispat i) L,M nin N alt modiiliinii kapsayan keyfi bir alt modiil olsun. K + U = L
kosulunu gergcekleyen U < L alt modiilii verilsin. K + U = L nin N ile arakesitini
almirsa (K+U)NN =N olup K <N ve Teorem 2210 dan K+ (NNnU) =N
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bulunur. K <« N oldugundan NN U = N bulunur. Buradan N < U elde edilir.
K <N <UveK + U = L oldugundan U = L dir. Dolayistyla K <« L bulunur.

ii) Ispati n = 2 i¢in yapalim. K; + K, + L = M; + M, olacak sekilde herhangi bir L
alt modilini alalim. K; << M; oldugundan i) den K; < M; + M, olur. Buradan
K, + L = M; + M, olur. Benzer sekilde K, < M, oldugundan i) den K, < M; +
M, olup L = M; + M, elde edilir. Boylece K; + K, < M; + M, bulunur. Sonlu
sayidaki K; alt modiilleri igin de ispat benzer sekilde yapilir.

iii) f(K) + L = f(M) olacak sekilde herhangi bir L < f(M) alt modiilii verilsin. Bu
takdirde f~1(f(K) + L) = M yazilir. Buradan K + f~1(L) = M elde edilir. K <« M
oldugundan f~1(L) = M buradan da L = f(M) oldugu goriiliir. Yani f(K) < f(M)
olup i) dende f(K) «< N bulunur.

iv) K < N ise i) den K «< M dir. Tersine; K << M olsun. K + L = M olacak sekilde
herhangi bir L < M alt modiiliinii alalim. N, M nin direkt toplam terimi oldugundan
M = N®U olacak sekilde U < M vardir. Bu durumda K+L+U=M ve K KM
oldugundan L+ U =M dir. K+ L+ U =M esitliginin N ile arakesiti alinirsa,
Teorem 2.2.10dan N = L + (U N N) = L olur. O halde K « N elde edilir.

V) N, M nin bir direkt toplam terimi oldugundan M = N@K olacak sekilde K < M
vardir. Buradan M = N+ K ve N K M oldugundan K = M elde edilir. Ayrica
NNK =0veK =M oldugundan N = N n M = 0 bulunur.

vi) M/N sonlu iiretilmis olsun. Bu takdirde M = N + K olacak sekilde sonlu
tretilmis K < M vardir. Buradan N < M oldugundan K = M elde edilir. Dolayisiyla

M sonlu tiretilmistir.

2.4.3 Tammm M modiiliiniin N alt modiiliiniin sifirdan farkli her alt modiil ile kesisimi
sifirdan farkli ise, diger bir deyisle; her U <M igin N NU =0 olmas1t U =0
olmasini gerektiriyorsa, N alt modiiliine M nin biiyiik alt modiilii denir ve N 2 M

ile gosterilir [3].



16

Tanim 2.4.3 den sifirdan farkli her M modiilii i¢in M < M oldugu agiktir.

Tanim 2.4.3 e denk olarak; bir M R-modiiliiniin N < M alt modiilii verildiginde
N =2 M igin gerek ve yeter kosul V0 #m €M igin 0 # mr € N olacak sekilde

r € R elemanina sahip olmasidir.

Z7 modiiliinde sifirdan farkli her alt modiil biiyiiktiir. Gergekten, sifirdan farkli her
m,n € Zi¢in 0 # mn € mZ NnZ oldugundan mZ N nZ # 0 dir.

M modiilintin sifirdan farkli her alt modiilii M de biiyiikse, M modiiliine diizgiin

modiil denir [6].

2.4.4 Onerme M bir modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1) M diizgiin modiildiir.
i) M nin sifirdan farkli her alt modiilii par¢alanamazdir [6].

Ispat (i) = (ii) M nin sifirdan farkli bir N alt modiilii icin N = U @ V olsun. O
halde UNV =0 dir ve M diizgiin modiil oldugundan U = 0 veya VV = 0 olur. Bu

durumda N pargalanamazdir.

(ii)=({) 0 #N <M keyfi alt modilii olsun. Hipotez geregi N alt modiili
pargalanamazdir. K N N = 0 kosulunu saglayan K alt modiiliiicgin N @ K < M alt
modili verilsin. Hipotez geregi N @ K pargalanamazdir. N # 0 oldugundan
K = 0dir. O halde N alt modiilii biiyiik alt modiildiir. Sonug¢ olarak M diizgiin

modildir.

2.5 Bir Modiiliin Radikali

2.5.1 Tanim R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin tiim maksimal alt

modiillerinin arakesitine M modiiliiniin radikali denir ve Rad(M) ile gosterilir. Eger
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M modiiliiniin maksimal alt modiilii yoksa Rad (M) = M olarak alinir. Rad(M) = M

olan M modiiliine radikal modiil denir [4].
M nin tiim radikal alt modiillerinin toplam1 P (M) ile gosterilir.

Q7 modiilii maksimal alt modiile sahip olmadigindan Rad( Qz) = Q7 dur.
Dolayisiyla Q; radikal modiildiir. Ayrica P(Qy ) = Q dir.

2.5.2 Yardimc1 Teorem M bir modil olsun. m € M olmak tzere mR devirli
modiiliiniin M nin kiigiik alt modiilii olmamas: igin gerek ve yeter kosul m & U

olacak sekilde U < M maksimal alt modiiliiniin olmasidir [4].

Ispat m & U olacak sekilde U < M maksimal alt modiiliiniin mevcut oldugunu
kabul edelim. Bu takdirde U nun maksimal alt modiil olmasindan dolay1 U + mR =

M olup mR, M modiiliiniin kii¢iik alt modiilii degildir.

Tersine; mR devirli alt modilinin M modilinin kiicik alt modili ve
X ={N <M|N+mR = M} olsun. Hipotezden X # @ dir. X kapsama bagintisina
gore kismen sirali bir kiimedir. Y, X kiimesinin tam sirali bir alt kiimesi olsun.
Yo = Ugey K, Y kiimesinin bir iist sinirt olup m ¢ Y, dir. Sayet m € Y, olsa bir
K €Y i¢cin m € K olup K = K + mR = M celiskisi elde edilir. Dolayisiyla Y, < M
dir. Ayrica her K €Y i¢in K + mR = M oldugundan Y, + mR = M esitliginden
Yy € X bulunur. Buradan da Y, X kiimesinde bir iist sinira sahip olup Zorn Yardimci
Teoreminden X kiimesi bir U maksimal elemanin igerir. U <V < M keyfi olsun.
Buradan U 4+ mR = M oldugundan V + mR = M bulunur. Diger taraftan U, X
kiimesinin maksimal elemant oldugundan V &€ X dir. Dolayisiyla X kiimesinin
tanimindan dolay1 V = M olup U alt modiili M modiiliiniin maksimal alt modiilii

bulunur.

2.5.3 Sonu¢ m € M olmak iizere mR < M olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul

m € Rad(M) olmasidir [4].
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Sonug 2.5.3den Rad (Zyz ) = 0 dur.

2.5.4 Teorem Bir M modiilii i¢in Rad(M) = Y gy K dir [1].

Ispat m € Rad(M) keyfi elemam verilsin. Bir o6nceki sonugtan mR << M olup

m € mR C Yg«p K dir.

Tersine; m € Yk« K keyfi elemani verilsin. Kabul edelim ki; N, M de keyfi bir
maksimal alt modiil olmak iizere m € N olsun. Bu durumda M = mR + N yazilr.
m € Yx«u K oldugundan m =k, + k, + ---+ k,, olacak sekilde K; <K M (i =
1,2,..n) alt modilleri vardir. Buradan mR = (k; + k, + -+ k,)R = k4R +
kR + -+ k,R € K; + K, + - + K, elde edilir. Ayrica Onerme 2.4.1 ii) ve i) den
Ki+K,++K, <M ve mRKM bulunur. M=mR+N ve mRKM
oldugundan M = N ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla Y gx«n K S Rad(M)
olup Rad(M) = Y x«u K elde edilir.

2.5.5 Yardimei Teorem M bir R-modil olsun. I indis kiimesi olmak tizere her i € [
icin N; R-modiilleri M modiiliiniin N < M alt modiiliinii kapsayan alt modiilleri

olsun. Bu takdirde N;e; (N;/N) = (N;e; N;)/N dir [1].

Ispat m + N € Njg; (N;/N) keyfi elemam verilsin. Buradan Vi€l icin
m+NEeN;/N olup meN; dir. Boylece meNN; olur ki
m+ N € (Nije; N;)/N elde edilir. Ters kapsama benzer sekilde igslem yapilarak

gosterilebilir.

2.5.6 Teorem (Radikalin Ozellikleri)

M bir modiil olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler vardir;
i) Rad(M/Rad(M)) = 0 dir.

i) N < M ise, Rad(N) < Rad(M) dir.
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iif) K bir R-modiil olmak iizere her f € Hom (M,K) i¢in f(Rad(M)) < Rad(K)
dir. Bger Cek(f) < Rad(M) ise, f(Rad(M)) = Rad(f(M)) dir. Ozel olarak her
f € End(M) i¢in f(Rad(M)) < Rad (M) dir.

iv) N <M olmak tizere (N + Rad(M))/N <Rad(M/N) ve N < Rad(M) ise
Rad(M/N) = Rad(M)/N dir.

V) M =@ M; ise, Rad(M) = ®;c;Rad(M;) ve M/Rad(M) =
Die/(M;/Rad(M;)) dir.

Vi) M modiiliiniin radikal modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin her sonlu

tiretilmis N 6z alt modiilii icin N << M olmasidir.
Vvii) M sonlu iiretilmis ise, Rad(M) «< M dir [4].

vii) N<K<M igin NS Rad(M) ve K,M nin direkt toplam terimi ise,
N € Rad(K) duir.

Ispat i) Onerme 2.2.29 geregince M modiiliiniin maksimal alt modiilleri ile
M/Rad(M) bolim modiiliiniin maksimal alt modiilleri arasinda birebir esleme
vardirr X, M nin tim maksimal alt modillerinin kiimesi olmak tizere
M/Rad(M) = Nyex(U/Rad(M))  olup  Yardimci  Teorem 2.55 den
M/Rad(M) = Nyex(U/Rad(M)) = (Nyex U)/Rad(M) = Rad(M)/Rad(M) =0
elde edilir.

ii) N<M ve m€ Rad(N) olsun. Bu takdirde Sonu¢ 2.5.3 den mR «< N olup
Onerme 2.4.2 i) den mR « M elde edilir. Tekrar Sonug 2.5.3 den m € Rad (M) olup
Rad(N) < Rad(M) bulunur.

iii) m € Rad(M) ise Sonug 2.5.3 den mR < M olup Onerme 2.4.2 iii) den f(mR) =
f(M)R K f(M) elde edilir. Dolayisiyla f(m) € Rad(f(M)) olup f(Rad(M)) <
Rad(f(M)) elde edilir. Cek(f) < Rad(M) olsun. f(m) € Rad(f(M)) keyfi
eleman1 verilsin. Sonu¢ 2.5.3 den f(m)R K f(M) dir. Kabul edelim Ki
m & Rad (M) olsun. Bu takdirde Yardimci Teorem 2.5.2 den dolayt mR + K = M

olacak sekilde M modiiliiniin K maksimal alt modili vardir. Buradan
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f(M) =f(m)R+ f(K) olup f(m)R K f(M) oldugundan f(M) = f(K) dur.
Buradan M = K + Cek(f) olup Cek(f) < Rad(M) <K oldugundan M =K
celiskisi elde edilir. Dolayistyla m € Rad(M) den f(m) € f(Rad(M)) dir. Sonug

olarak f(Rad(M)) = Rad(f(M)) bulunur.

iv) m:M — M/N dogal homomorfizmas1 verilsin. Buradan Cek(w) = N dir.
iii) den Cek(m) < Rad(M) olup tekrar iii) uygulanirsa
n(Rad(M)) = (Rad(M) + N)/N = Rad(M)/N = Rad(n(M)) = Rad(M/N)

bulunur.

v) Her i€l igin M; <M olmak {izere i) den Rad(M;) < Rad(M)
olup @®;¢; Rad(M;) < Rad(M) dir. Tersine; m € Rad(M) keyfi elemani i¢in Sonug
2.5.3 den mR <K M olup m = m;, + m;, + -+ m;,_ olacak sekilde j € {1,2, ..., k}
olmak tizere m;; € ML-J. elemanlar1 vardir. Buradan mi].R < mR olup Onerme 2.4.2
i) den m; R <M dir. M;, modiilleri M modiiliiniin direkt toplam terimi oldugundan
Onerme 2.4.2 iv) den m; R < M;,  elde edilir. Sonu¢ 2.5.3 den dolay:
m;; € Rad(M;;) olup m € @ie Rad(M;) dir. Sonug olarak @ie; Rad(M;) =
Rad(M) dir. Ayrica her (m;);e; € M igin f( (m)ie;) = Nies(m; + Rad(M,)) ile
tanimlt f: M — @;¢; (M;/Rad(M;)) donlsimi epimorfizmadir ve Cek(f) =
Rad (M) dir. Homomorfizma Teoreminden M /Rad(M) = @®;c;(M;/Rad(M;)) elde

edilir.

vi) M = Rad(M) ise, her m € M i¢in mR « M olur. Buradan Onerme 2.4.2 ii) den
M modiiliiniin sonlu tiretilmis her N 6z alt modiilii i¢in N << M dir. Tersi Sonug 2.5.3

den agiktir.

vii) Rad(M), M de kiigiik olmasm. Bu durumda M = Rad(M) + K olacak sekilde M
nin K 6z alt modiilii vardir. M sonlu {iretilmis oldugundan her 6z alt modiilii bir
maksimal alt modiilde kapsanir ve bu maksimal alt modiil U olsun. Bdylece
Rad(M) < U ve K < U olup M = Rad(M) + K = U geliskisi elde edilir. Boylece
Rad(M) « M dir.
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viii) n € N keyfi olsun. N € Rad(M) oldugundan nR < M dir. K,M nin direkt
toplam terimi oldugundan M = K @ K’ olacak sekilde K' < M vardir. nR € N € K
oldugundan Onerme 2.4.2 v) den nR « K dir. Sonu¢ 2.5.3 den N S Rad(K)

bulunur.

2.5.7 Onerme M bir modiil olsun. Eger M modiiliiniin her 6z alt modiilii bir

maksimal alt modiilde kapsaniyorsa, Rad(M) < M dir [1].

Ispat M = Rad(M) + L olacak sekilde keyfi bir L < M 6z alt modiilii i¢in, hipotez
geregi L < U olacak sekilde M modiiliiniin bir U maksimal alt modiilii vardir. L < U
ve Rad(M) <U oldugundan M = Rad(M)+ L <U ¢eliskisi elde edilir.
Dolayisiyla L = M olup Rad(M) < M dir.

2.5.8 Tanim M bir modiil olsun. Eger M modiiliiniin her 6z alt modiilii bir maksimal

alt modiilde kapsaniyorsa, M modiiliine es-atom modiil denir [4].

25.9 Teorem M modiiliiniin es-atom modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Rad(M / U) =M / y kosulunu saglayan her U < M i¢in U = M olmasidir [29].

2.5.10 Teorem M bir R —modiil olsun. Bu takdirde agagidaki ifadeler vardir.
1) Sonlu tiretilmis modiiller es-atomdur.

i) U < Rad(M) ve U es-atom ise, U «< M dir.

iii) M es-atom ve N < M ise, M/, es-atomdur.

iv) M es-atom ise, Rad(M) < M dir [4].

Ispat i) Sonlu iiretilmis modiillerin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiilde

kapsandigindan sonlu tiretilmis modiiller es-atomdur.
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ii) Kabul edelim ki U alt modiili M de kiiglik olmasin. Bu takdirde M = U + K
olacak sekilde M nin K 6z alt modiilii vardir. Buradan U N K # U oldugu agiktir. U

es-atom oldugundan U nun U N K 6z alt modiilii bir L < U maksimal alt modiilii

tarafindan kapsanir. Boylece U/ 7, basit modildir. 1. Izomorfizma teoremi geregince

M/K 4L = U+ K/K p L= U/L oldugundan K + L alt modiili M de maksimal alt

modiildir. U < Rad(M) < K+ L oldugundan M = K + L ¢eliskisi elde edilir.
Kabuliimiiz yanligtir. O halde U « M dir.

iii) M es-atom olsun. M / y bolim modiiliiniin herhangi bir K / N 0z alt modiili i¢in
N < K < M yazilabilir. M es-atom oldugundan K < U olacak sekilde M nin U

maksimal alt modiilii vardir. Ayrica Onerme 2.2.29 dan M modiilii ile M / y bolim
modiiliiniin maksimal alt modiilleri arasinda birebir esleme oldugundan U/  bolim
modili M/p de maksimal alt modildiir. Sonug olarak K/, < us  oldugundan

M/ es-atomdur.

IV) M = Rad(M) + K olacak sekilde M nin K alt modiilii verilsin. Buradan
Rad(M/) =M/, duw. ii) den M/, es-atom modildiir. Ayrica M/}, radikal
oldugundan K = M bulunur. Dolayisiyla Rad (M) < M dir.

2.6 Kategori, Funktor ve Funktorun Tamhg

2.6.1 Tanim Bir X kategorisi
1) Ob(%) nesneler sinifindan;

ii) Her sirali (4, B) nesneler ¢ifti igin, Mory (A, B) morfizmalar kiimesinden (farkli

(4, B), (C, D) giftleri i¢in Mory (A, B) N Mory(C,D) = @ olmak iizere);
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iii) f € Mory(A,B), g € Mory(B,C) olmak ftizere her (g,f) ¢iftine bunlarin
bileskesi denilen g o f € Mory (A, C) morfizmasim karsi getiren Mory (B, C) X
Mory (A, B) — Mory (4, C) fonksiyonlarindan olusur, dyle ki:

a) Her A,B,C,D nesneleri ve f € Mory(A,B), g € Mory(B,C),h € Mory(C,D)
morfizmalariigin ho (g o f) = (h o g) o f esitligi saglanir.

b) Her A € Ob(X) nesnesinin, her f € Mory(A,B),g € Mory (B, A) igin

foly=f, I,0og =g esitliklerini gergekleyen bir I, € Mory (A, A) birim

(idantik) morfizmas1 vardir [3].
Asagida baz1 kategori 6rneklerine yer verilmistir.

i) Set kategorisinin nesneleri tim kimelerdir. Morg,.(A,B), A kimesinden B
kiimesine olan tiim fonksiyonlardan olusur ve morfizmalarin bileskesi fonksiyonlarin

alisilmis bileskeleridir.

i) R birimli halka olsun. Mod — R kategorisinin nesneleri tim sag R-modiiller,
morfizmalart modiil homomorfizmalar1 olmak {izere Mory,q_g(M,N) =

Homg(M, N) ve bileskeleri, homomorfizmalarin aligilmis bileskeleridir.

iii) Ab kategorisi abel gruplarindan, bunlarin homomorfizmalarindan ve aligilmig

bileskelerinden olusur. Burada Mory, (4, B) = Hom(A4, B) [3].

2.6.2 Tamim K ve M Kkategoriler olsun. Bir kovaryant F: X — M funktoru, X
nin her A nesnesine M nin bir F(A) nesnesini, K daki her f € Mory(A,B)
morfizmasma bir F(f) € Mory;(F(A),F(B)) morfizmasmi karg1 getiren ve
asagidaki kosullar1 saglayan bir kuraldir:

1) f € Mory(A,B), g € Mory(B,C)ise, F(go f) = F(g) o F(f) dir.

2) Her A € Ob(X) igin F(I4) = Ip(ay dir [3].
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2.6.3 Tanim K ve M kategoriler olsun. Bir kontravaryant F: X — M funktoru,
K nin her A nesnesine M nin bir F(A) nesnesini, K daki her f € Mory (A, B)
morfizmasina bir F(f) € Mory,(F(B),F(A)) morfizmasim1 kars1 getiren ve
asagidaki kosullar saglayan bir kuraldir:

i) f € Mory(A,B), g € Mory(B,C)ise, F(ge f) = F(f) o F(g) dir.
i) Her A € Ob(X) igin F(I4) = Iy dir [3].

2.6.4 Tamim X kategorisinde Her A,B € Ob(¥K)igin Mory (A, B) kiimesinde bir
abel grup yapist verilmis ve her f,9:A— B, hk:B—C igin
ho(f+g)=hof+hog ve (h+k)of=hof+kof ise, X ya onadditif

kategori denir.

Mod — R ve Ab kategorileri 6nadditif kategorilerdir [3].

2.6.5 Tammm X ve X' onadditif kategoriler ise, her f, g: A—— B morfizmalari i¢in
F(f +g) =F(f) + F(g) kosulunu gergekleyen F:K —— X' funktoruna additif
funktor denir [3].

2.6.6 Tamm Bir F: Mod — R — Ab additif kovaryant funktorunu alalim.

f g

a) A B C tam dizisi icin
F(f) F(g) N
wo— > F(A) —— F(B) ——— F(C) — ... dizisi tamsa F ye tam funktor
denir.
f g .. . .
b) Her 0 A B C tam dizisi igin
F(f) F(g) e
0 — F(A) —— F(B) —— F(C) dizisi tamsa F ye soldan tam funktor
denir.
f g . . .
C) Her A B C 0 tam dizisi icin
F(f) F(g) o o
F(A) F(B) F(0) 0 dizisi tamsa F ye sagdan tam funktor

denir.
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Benzer sekilde kontravaryant funktorlar i¢in de tamlik kavramlari tanimlanabilir [3].

2.6.7 Tanim A ve B sag R-modiiller olsun. f, g € Hom(A, B) homomorfizmalarinin
f + g toplamint her a € A i¢in (f + g)(a) = f(a) + g(a) olarak, 0: A— B
homomorfizmasini her a €A i¢in 0(a) =0 olarak ve bir f:A—B

homomorfizmasi verildiginde —f:A—— B homomorfizmasmi ise, (—f)(a) =
—f(a) olarak tanimlansin. f+9,0,—f € Hom(A,B) oldugu ve
f+g9)+h=f+(@+h), f+g=g+f ecsitlikleri kolayca kontrol edilir.
Boylece Hom(A, B) bir abel grup yapisina sahiptir. Bu gruba homomorfizmalar
grubu  denir.  Kategori  dilinde = Homg(A,B) = Mory,q-r(4,B)  dir.
ho(f+g)=hof+hog ve (h+k)of=hof+kof esitlikleri
saglandigindan Mor-R bir 6nadditif kategoridir. f: B—— C bir homomorfizma ise,
fii Hom(A, f): Hom(A,B) — Hom(A,C) fonksiyonu f,(g) = feog seklinde
tanimlansin. f o g bir homomorfizmadir. Dolayisiyla f o g € Hom(A4,C) olup
flg+h)=feo(g+h)=feg+feh=[f(g)+f(h) oldugundan £
homomorfizmadir. Ayrica Hom(A,f +h)(g) =(f +h)eg=fog+hog=

Hom(A, f)(g) + Hom(A,h)(g) = (Hom(A,f) + Hom(A, h))(g) den
Hom(A,"): Mor-R — Ab bir kovaryant funktordur. Benzer sekilde f:A——C
homomorfizmasi icin f*=Hom(f,B): Hom(C,B) — Hom(A, B)

homomorfizmast f*(g) =geof ile tamimlanirsa Hom(-,B): Mor- R — Ab

kontravaryant additif funktoru elde edilir [7].

2.6.8 Teorem Her M modiilii icin Hom(M, -) soldan tam kovaryant ve Hom( -, M)

de soldan tam kontravaryant funktordur [3].

. f .
Ispat 0 A B—2s¢ tam dizi olsun.

0 — Hom(M, A) —— Hom(M, B) —~— Hom(M, C) dizisi verilsin. h € Cek(f.)
keyfi elemani verilsin. Vm € M igin f (h(m)) =(foh)(m) = f.(h)(m) =0(m) =
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0 ve f monomorfizma oldugundan h(m) = 0 elde edilir. Dolayisiyla h = 0 ve
Cek(f.) = 0 olup f, bir monomorfizmadir. u € Gor(f,) keyfi eleman verilsin. Bu
durumda u = f,(v) = f o v olacak sekilde bir v € Hom(M, A) bulunur ve g,(u) =
g(fov)=gofov=00v=0 eclde edilir. Dolayisiyla u € Cek(g,) Ve
Gor(f,) € Cek(g.,) olur.

Ters kapsama i¢in keyfi bir u € Cek(g,) verilsin. O halde g o u = g,(u) = 0 dir ve

Diyagraminda u = f os = f,(s) € Gor(f,) olacak sckilde bir s € Hom(M,A)
homomorfizmasi bulunur. Dolayisiyla Cek(g,) S Gor(f,) dir. Boylece Hom(M, )

kovariant fuktoru soldan tamdir.

Tersine A ! B—2>¢ 0 tam dizisi verilsin. u € Cek(g* ) keyfi olsun. Her

c €C igin g epimorfizma oldugundan g(b) =c olacak sekilde bir b € B
bulundugundan u(c) = (ue g)(b) = g*(w)(b) = 0(b) =0 elde edilir. Boylece

*

u=0 ve Cek(g")=0 dir vyani g* monomorfizmadir. Dolayisiyla

0 — Hom(C, M) —— Hom(B,M) —— Hom(A,M)  dizisi tam  olup
Hom(. ,M) soldan tamdir. u € Gor(g*) keyfi olsun. Bu durumda v = g*(u) = u o
g olacak sekilde bir u € Hom(C, M) bulunur ve f*(v) = f*(ueg) =uogof =
uo0 =0 elde edilir. Dolayisiyla u € Cek(f*) ve Gor(g*) < Cek(f*) olur.
v € Cek(f™) keyfiolsun. O halde vo f = f*(v) = 0 dir ve
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diyagraminda v =so g = g*(s) € Gor(g*) olacak seckilde bir s € Hom(C, M)
homomorfizmasi bulunur. Dolayisiyla Cek(f*) € Gor(g*) dir. Sonug olarak
Cek(f*) = Gor(g*) elde edilir. Boylece Hom(-,M) kovariant funktoru soldan
tamdir [3].

2.7 Projektif, Injektif Modiiller ve Injektif Biiriim

2.7.1 Tanim M, N ve P ii¢ tane R-modiil olsun. Satir tam dizi olmak {izere eger

asagidaki diyagram degismeli ise P modiiliine M-projektiftir denir.

Bir bagka deyisle yukaridaki diyagramda f epimorfizma olmak iizere f,g

homomorfizmalari i¢in g = f o h  olacak sekilde bir h: P —— M homomorfizmasi

bulunursa, P ye M-projektiftir denir. Eger bu diyagramdaki M 1, N — 0 satir
tam dizisi keyfi alinirsa P ye projektiftir denir [3].

2.7.2 Teorem {Py| k € K} bir modiiller toplulugu olsun. P = @k Py direkt toplam
teriminin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her k € K i¢in P, nin projektif

olmasidir [3].

Ispat () P = @yex P, projektif olsun. Keyfi f:A—— B epimorfizmasmi ve
g: P, — B homomorfizmasini alalim. py: P — Py, k. izdisim ve iy: P, — P,
icerme homomorfizmast olsun. P projektif oldugundan gop,:P—B
homomorfizmasi i¢in g o p = f o h olacak sekilde bir h: P —— A homomorfizmasi

bulunur. e: P, — A homomorfizmasi e = h o i}, olarak tanimlanirsa,
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h N\ Pk

fee=fohoiy=gopgoix=golp =g dir. Boylece P projektiftir.

(&) Keyfi f:A— B epimorfizmasint ve keyfi g: P —— B homomorfizmasi
verilsin. Her k € K igin P, projektif oldugundan g o i: P, — B homomorfizmasi

icin g o i, = f o g o h, olacak sekilde bir hy: P, — A homomorfizmasi bulunur.

f

A—— B —0

NN
T

h P

\
\
hk \
\
\
\
\ .

volg
Py

Her k € K icin h, = h o i, olacak sekilde bir h: P—— A homorfizmasi vardir. Bu
durumda her k € K i¢in goip = foh, = fohoi, esitligi elde edilir. Buradan
g = f o h bulunur. Béylece P = @k Py projektif modiildiir.

2.7.3 Teorem Her F serbest modiilii projektiftir [3].

2.74 Teorem Her M R-modiili i¢in F serbest olmak tizere bir f:F — M

epimorfizmasi vardir [3].

2.7.5 Teorem Bir P modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:



29

1) P projektiftir.

i) Hom(P, -) tam funktordur.

i) 0 A B P 0 seklindeki her kisa tam dizi pargalanabilirdir.

iV) P bir serbest modiiliin direkt toplam terimine izomorftur [3].

Ispat  ()=>(i) 0 Al g2 ¢ 0 tam dizisi  verilsin.

0— Hom(P,A) L Hom(P,B) 2z, Hom(P, C) — 0 dizisinin tam oldugunu
gostermek icin g, in epimorfizma oldugunu gostermemiz yeterlidir. Teorem 2.6.8
den Hom (P, +) funktoru soldan tamdir. s € Hom(P,C) olsun. P projektif

oldugundan

diyagrami bir t: P —— B homomorfizmasi ile degismeli liggene tamamlanabilir. O
halde s = g o t = g.(t) olacak sekilde bir t € Hom(P, B) bulunur. Dolayisiyla g,

epimorfizmadir.

(i) = (iii) Hom(P, -) funktoru 0——A——B—2p_—0 dizisine

uygulanirsa 0 — Hom(P, A) —— Hom(P, B) —~— Hom(P, P) — 0 tam dizisi
elde edilir. O halde g, epimorfizmadir ve dolayisiyla I, € Hom(P,P) igin gou =

g.(uw) =1p olacak  sekilde bir u € Hom(P,B) bulunur.  Buradan,

0 A ! B—2sp 0 dizisi Teorem 2.2.27 den dolay1 pargalanabilirdir.

(iii) = (iv) Teorem 2.7.4 den dolay1 F serbest modili i¢in f:F—P

epimorfizmast bulunur. Hipotezden i igerme homomorfizmast olmak iizere

0— Cek(f) S F ! P 0 kisa tam dizisi de parcalanabilirdir. Teorem

2.2.27 den F = Cek(f)®P izomorfizmasi elde edilir. Sonu¢ olarak P bir serbest

modiiliin direkt toplam terimine izomorftur.
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(iv) = (i) Teorem 2.2.27 ve Teorem 2.7.3 den dolay1 serbest modiiliin direkt toplam

terimi bir projektif modiildiir.

2.7.6 Tamm M bir R-modiil olsun. M modiilii M-projektif ise hemen hemen

projektif denir. Her alt modiilii projektif olan M modiiliine kalitsal modiil denir [6].

2.7.7 Onerme E bir R-modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

i) R-modiil homomorfizmalarmin keyfi bir 0 > A— B tam dizisi i¢in asagidaki
diyagrami degismeli kilacak sekilde bir B —>E R-modiil homomorfizmasi

olmasidir.

i) I,R nin keyfi bir sol ideali olmak iizere keyfi 0—>1 —>R tam dizisi i¢in
asagidaki  diyagrami degismeli kilacak sekilde bir R—>E  R-modiil

homomorfizmasinin olmasidir.

iii) R-modiil homomorfizmalarmnin keyfi bir 0 A B C 0 kisa
tam dizisi i¢gin 0——Hom,(C,E)——> Hom, (B, E)—— Hom, (A E)——0

dizisi tamdir [7].
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2.7.8 Tammm Yukarida birbirine denk olan ii¢ kosuldan herhangi birini saglayan
E R-modiiliine injektif denir. Bir Z-modiil olarak injektif olan abel gruba injektif
grup denir [7].

D bdlme halkasmin 0 ve kendisinden baska sol ideali olmadigindan Onerme 2.7.7
(i) deki kosullar1 D tizerindeki her bir modiil saglar. Dolayisiyla bir bélme halkasi
tizerindeki her modiil injektiftir. Bu yiizden cisim lizerindeki vektor uzaylari da

modiil yapisina sahip oldugundan injektiftir. Asikar olarak, 0 injektiftir [8].
2.7.9 Onerme { E; }; ¢; R-modiillerin bir ailesi olsun. Bu taktirde
1. Eger @, E,; injektifise, her i el icin E, ler injektiftir.

2. Eger | sonlu bir indis kiimesi ve her i€l icin E; ler injektif ise, &, E;

iel

injektiftir [8].

2.7.10 Yardimc1 Teorem Her abel grup bir injektif abel grup i¢ine gomiilebilirdir
[8].

2.7.11 Yardimar Teorem: R bir halka, G injektif abel grup olsun. Bu takdirde
Hom, (R,G) injektif R-modiildiir [8].

2.7.12 Yardima Teorem E R-modiili, Hom, (R,E) R-modili igine

gomiilebilirdir [8].

2.7.13 Teorem Her R-modiil bir injektif R-modiil i¢ine gomiilebilirdir [8].

Ispat E R-modiil olsun. Bu takdirde E abel gruptur. Yardimci Teorem 2.7.10
geregince E bir E' injektif abel grubu igine gomiilebilirdir. Dolayisiyla bir
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¢ : E — E' monomorfizmas: vardir. 0——>E—25E' tam dizisi i¢cin Teorem
2.6.8 geregince 0——Hom, (R,E)—>Hom, (R,E')dizisi tamdir. y bir Z-
modil monomorfizmast  oldugundan  Hom,(R,E) ,Hom,(R,E') igine
gomiilebilirdir. Yardimer Teorem 2.7.12 den E; Hom, (R,E) icine gomiilebilirdir.
Buradan monomorfizmalarin bir E—— Hom, (R,E)——> Hom, (R,E") dizisi elde
edilir. Burada E' injektif oldugundan Hom, (R,E') bir injektif R-modildiir.

Boylece E injektif Hom, (R, E') R-modiili i¢ine gémiilebilirdir.

2.7.14 Teorem E R-modiil olsun. E modiiliiniin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul E nin her genislemesinde bir direkt toplam terimi olmasidir [8].

Ispat (=) E injektif ve E modiiliiniin bir genislemesi E' olsun. Dolayisiyla

i: E — E' monomorfizmasi vardir. E injektif oldugundan

0——sE——F'

| »

E

diyagrami degismeli olacak sekilde bir ¢: E'—> E homomorfizmasi vardir. e'e E'
keyfi olsun. ¢(e') € E dir. Buradan ¢(p(e")) = (¢i)(@(e")) = 1 (¢(e")) = ¢(e") olup
p(e'—p(e')) =0 bulunur. Boylece e'—g(e") € Cek(p) dir. ECE' ve Cek(p) c E'
oldugundan E +Cek(p) c E' elde edilir. Dolayisiyla E'=E+Cek(ep) dir.
eec EnCek(p) keyfi olsun. Bu takdirde ¢@(e)=0 dir. Buradan
pE)=¢(i(e)=1-(e)=e=0 yazilir. O halde ENCek(p)=0 dir. Dolaysiyla
E'= E ® Cek(¢) bulunur.

(&) Teorem 2.7.13 geregince E bir N injektif modiiliin alt modiiliidiir. Hipotez
geregince N = E @ K olacak sekilde N nin bir K alt modiilii vardir. Onerme 2.7.9
geregince N injektif oldugundan N nin her bir direkt toplam terimi de injektiftir.

Sonug olarak E injektiftir.
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2.7.15 Tanim E R-modili A R-modiiliiniin bir genislemesi olsun. Eger E nin
sifirdan farkli her E' alt modiilii icin E'nA =0 oluyorsa, E ye A modiiliiniin bir
biiyilkk genislemesi denir. Bu tanima denk olarak; E nin A modiiliiniin biiyiik
genislemesi olmasi igin gerek ve yeter kosul VO#eeE i¢in 0=+ ree Aolacak

sekilde r € R elemaninin mevcut olmasidir [8].

2.7.16 Uyar1 M bir R-modil olsun. Her 0 #m € M i¢in 0 # mr € M olacak
sekilde 7 € R oldugundan her modiil kendisinin bir biiyilikk genislemesidir.

A c B < C modiilleri i¢in agsagidaki ifadeler denktir.
i) C; A nin bir biiyiik genislemesidir.

i) C; B nin bir biiyiik genislemesi ve B; A nin bir bilyiik genislemesidir [8].

2.7.17 Teorem E R-modiil olsun. E modiiliiniin injektif olmasi ig¢in gerek ve yeter

kosul E nin 6z biiylik genislemeye sahip olmamasidir [8].

Ispat (=) E injektif olsun. E modiiliiniin E' 6z biiyiik genislemeye sahip
oldugunu kabul edelim. Teorem 2.7.14 geregince E injektif oldugundan her bir
genislemesinin bir direkt toplam terimidir. O halde E' = E @ F olacak sekilde E’
modiiliiniin bir F alt modiili vardir. Burada E # E' oldugundan F #0 dir. E' niin
F #0 alt modiili icin EMF =0 oldugundan E', E nin bir biiyiik genislemesi
olamaz. Dolayisiyla E 6z biiyiik genislemeye sahip degildir.

(&) E 06z bityiik genislemeye sahip olmasin ve F modiilii de E nin bir genislemesi
olsun. E=F ise E=E®O0 oldugu aciktir. F, E nin bir 6z genislemesi olsun.
E N X =0 kosulunu saglayan F nin sifirdan farkli X alt modiillerinin kiimesine Q

diyelim. Hipotez geregince E 6z biiyiik genislemeye sahip olmadigindan Q # @ dur.
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Q, < bagitisina gore kismen sirali bir kiimedir. ¥, Q nin keyfi bir tam sirali

kimesi olmak tlizere X'= UX, Q  bir ust smiridir. Zorn Yardimeir Teoremi
Xe¥

geregince Q bir X, maksimal elemanma sahiptir. Ec F ve X, < F oldugundan

E+X,cF dir %( QE-’_X%( EEme yazilir. X,, Q nn
0 0 0

bir = maksimal elemant  oldugundan EnX,=0 dir. O  halde
Fr SErXe/ ~E =E/=E bulunur. F#E+X, oldugunu kabul
X, = Xo~ JENX,= /0% ' 0 g

edelim. Bu takdirde F nin X, 1 kapsayan alt modiilleri ile %( mn alt modiilleri
0
arasinda birebir esleme oldugundan %( ) (E~+ X‘%( yazilir. E 0z biiyiik
0 0
) ) - (E+ X,) L . . ety
genislemeye sahip olmadigindan 4 ¥ 0z biiyiik genislemeye sahip degildir.
0
r . ST (E+X) _
Dolayisiyla X 1 kapsayan F nin dyle bir Y alt modiilii i¢in A N 0 X = 0
0 0

yazilir. Dolayisiyla Ym(E+X% =0 olup YN(E+X,)=X, bulunur.
0

YNEcCYN(E+X,)=X, ve YNEcEoldugundan Y "EcEn X, =0dir.
Buradan Y "E =0 olup Q nin tanimi geregince Y € Q bulunur. Bu ise X, m Q
nin bir maksimal elemani olusu ile celisir. O halde F = E+ X, olmalidir. X, € Q
oldugundan E n X, =0 esitliginden F = E® X, bulunur. Teorem 2.7.14 geregince
E injektiftir.

2.7.18 Tammm E R-modiili A R-modiiliiniin bir genislemesi olsun. E, A nin bir
biiyiik genislemesi ve E nin bir E’ 6z biiyiik geniglemesi i¢in E’, A nin bir biiyiik

geniglemesi olmuyorsa, E' ye A nin bir maksimal biiyiik genislemesi denir [8].

2.7.19 Tamim N R-modiilii A R-modiiliiniin bir genislemesi olsun. Eger
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N injektif ve N nin A y1 kapsayan N’ 6z alt modiilii i¢in N' injektif olmuyor ise, N

ye A nin bir minimal injektif genislemesi denir [8].

2.7.20 Onerme N R-modiil, E, A nin bir genislemesi olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir.

i) E, A nin biiyiik injektif genislemesidir.

i) E, A nin maksimal biiylik genislemesidir.

iii) E, A nin minimal injektif genislemesidir [8].

Ispat ()= (ii) E; A nin biiyiik injektif genislemesi olsun. E injektif oldugundan
Teorem 2.7.17 geregince E 0z biiylik genislemeye sahip degildir. Dolayisiyla E, A

modiiliiniin bir maksimal biiyiik geniglemesidir.

(i)=() E; A nmn maksimal biiyilk genislemesi olsun. Bu takdirde E 06z biiyiik
genislemeye sahip olmayip Teorem 2.7.17 geregince E injektiftir. Bu yiizden E, A
nin biiyiik injektif genislemesidir.

(i)=(iii) E, A nm maksimal biiyiikk genislemesi olsun. Boylece E injektif olup
Teorem 2.7.13 geregince E de kapsanan A nim bir E' injektif genislemesi vardir.
E; A nin biiyiik genislemesi oldugundan Ac E'c E i¢in Uyar1 2.7.16 geregince
E; E' niin biiylik genislemesidir. Ayrica E' injektif oldugundan Teorem 2.7.17
geregince E' 0z biiylik genislemeye sahip degildir. Dolayisiyla E =E' olmaldir.

E, A nin bir minimal injektif genislemesidir.

(ili)=(ii) E; A nin minimal injektif genislemesi olsun. Bu durumda E; A nm bir
maksimal biiylik genislemesi olan E' alt modiiliine sahiptir. Burada E' 6z biiyiik
genislemeye sahip olmadigindan Teorem 2.7.17 geregince E injektiftir. E, A nin
minimal injektif genislemesi ve E', A nin injektif genislemesi oldugundan E'"'=E

olup E, A nin bir maksimal biiyiik genislemesidir.
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2.7.21 Tamim A bir R-modiil olsun. Onerme 2.7.20 deki denk kosullar1 saglayan E R

modiiliine A modiiliiniin injektif biiriimii denir ve E = E( A) ile gosterilir [8].

A injektif olsun. A, A nin bir minimal injektif genislemesi oldugundan tanim
geregince E = E(A) dir. Ornegin Q sag Z-modiiliiniin injektif biirimii Q olup
E (Q) = Qdur.

2.7.22 Onerme E injektif bir R-modiil olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler denktir.
i) E par¢alanamazdir.

i) E# 0 dir ve E nin sifirdan farkli her alt modiiliniin injektif birimi E nin

kendisidir.

iii) E nin sifir alt modiilii indirgenemezdir.

2.7.23 Sonug Eger S basit R-modiil ise, E (S) pargalanamazdir.

2.8 Lokal ve Oyuk Modiiller

2.8.1 Tanim M sifirdan farkli bir R-modil olsun. M modiiliinin her N 6z alt modiili

icin N < M ise, M R-modiiliine oyuk modiil denir.

M modiiliiniin biitiin 6z alt modiillerini iceren bir 6z alt modiili varsa,M R-

modiiliine lokal modiil denir [1].

Lokal modiiller oyuktur. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Ornegin p € PP asal

olmak tizere Z, Z-modiilii oyuk modiil olup lokal degildir.

2.8.2 Teorem Sifirdan farkli M modiiliiniin lokal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M
nin sonlu {iiretilmis ve bir tek maksimal alt modiile sahip olmasidir. Bu durumda M

nin maksimal alt modiilii Rad (M) olup Rad(M) «< M dir [1].
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Ispat (=) M lokal modill ve M nin 6z alt modiillerinin toplami1 K olsun. K # M
oldugundan en az bir m € M vardir 6yle ki m € K ve mR £ K dir. K, M nin 0z alt
modiillerin toplami1 oldugundan mR = M olup M devirlidir. K nin maksimal alt

modiil oldugu ise, tanimdan agiktir.

(<) M devirli ve M bir tek K maksimal alt modiiliine sahip olsun. M sonlu iiretilmis
oldugundan M nin kendisinden farkli her alt modiili K tarafindan kapsanir.
Dolayisiyla M nin kendisinden farkli biitiin alt modiillerinin toplam1 K olup M lokal
modildiir. Radikalin tanimi1 geregi Rad(M) =K olup M devirli oldugundan
Teorem 2.5.6 (vii) den dolay1 Rad (M) «< M elde edilir.

2.8.3 Onerme M sifirdan farkli bir R-modiil olsun.

1) M oyuktur gerek ve yeter kosul M nin bostan farkli her bolim modiili

parcalanamazdir.

if) Asagidaki ifadeler denktir.

a) M oyuktur ve Rad (M) # M dir.

b) M oyuktur ve devirlidir (veya sonlu iiretilmistir).

c) M lokaldir [1].

2.8.4 Tamim R birimli bir halka olsun. R tek bir sol maksimal ideale sahipse R ye
lokal halka denir [1].

p € Pasal ve n €N olmak lizere Z,n halkas1 lokaldir. Ayrica her cisim ayni

zamanda lokal halkadir.

2.8.5 Onerme R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
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i) R lokaldir

ii) R bir tek maksimal sol ideale sahiptir.

iii) R nin kii¢iik olan tek bir maksimal sol ideali vardr.

iv) R nin terslenebilir olmayan iki elemaninin toplami terslenebilir degildir.
V) R bir tek maksimal sag ideale sahiptir.

vi) R nin kii¢iik olan tek bir maksimal sag ideal vardir [1].

2.9 Artin ve Noether Modiiller

2.9.1 Tanim: M bir R-modiil olsun. M nin alt modiillerinin M; 2 M, 2 ... (M; S
M, < ..) seklindeki her bir azalan (artan) zinciri igin d6yle bir m € Z* ve
Vn >mi¢in M,, = M,, oluyorsa M R-modiiliine azalan (artan) zincir kosulunu

saghyordur denir.
Azalan zincir kogulunu saglayan modiile artin modiil denir [1].

Ry artin modiil olan R halkasina sag artin halka denir [1].

2.9.2 Tamim Artan zincir kosulunu saglayan modiile noether modiil denir [1].

2.9.3. Onerme R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir.

1) M noether modiildiir.
i) M nin her alt modiilii sonlu iiretilmistir.

iii) M nin alt modiillerinin herhangi bir bostan farkli ailesinin bir maksimal elemani

vardir [1].
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Ispat ()=(ii) N, M nin herhangi bir alt modiilii olsun ve N alt modiiliiniin sonlu
tiretilmis olmadigini kabul edelim. Bu takdirde N # (m;) olacak sekilde bir m; € N
ve N # (my, m,) olacak sekilde m, € N\(m,) eleman vardir. Bu sekilde devam
edilirse, my,; € N\(m,,m,, ms, ..., my;) bulunur. Béylece M nin alt modiillerinin
(m,) € (my,m,) c --- € (my,m,, M3, ..., my,) C -+ artan sonsuz zinciri elde edilir.
Bu ise M nin noether olmasiyla gelisir. O halde M nin her alt modiilii sonlu iiretilmis

olmalidir.

(i)=(iii) S, M modiliiniin alt modiillerinin bostan farkli herhangi bir ailesi ve
N, € S olsun. Ny, S nin maksimal alt modiilii degilse, N, € N; olacak sekilde N; €
S, Ny, S nin maksimal alt modiilii degilse, N; € N, olacak sekilde N, € S vardir.
Eger S ailesinin maksimal alt modiilii yoksa, Ny € N; € N, ... € N} C -+ sonsuz
zinciri elde edilir. N = U;en N; olsun. Her i € N igin N; < M ve N; sonlu liretilmis
oldugundan N, M nin sonlu {retilmis alt modiilidir. Bu takdirde
N = (my, my, ms,...,my) olacak sekilde m,, m,,ms,..,m, € M vardir. Boylece
my, my, ms, ..., My, elemanlarin1 iceren M nin bir N; alt modiilii bulunur. Buradan

N; = N1 = -+~ dir. Bu durumda S nin bir maksimal eleman1 vardir.

(il)= (i) M nin alt modiillerinin herhangi bir N; € N, ... € N, € --- artan zinciri
verilsin. Bu takdirde {N;} modiiller ailesinin bir N; maksimali vardir. Boylece

N; © N, ... © N; = Nj;1 = -+ elde edilir. Sonug olarak M noetherdir.

29.4 Onerme 0 — E' — E — E"” — 0 R- modiillerin tam dizisi olsun. Bu
takdirde E nin noether (artin) olmasi igin gerek ve yeter kosul E’ ve E’' niin noether

(artin) olmasidir [8].

2.9.5 Onerme E;,E,, ... E, R-modiiller olsun. Bu taktirde E;@® E,® ... ® E, direkt
toplaminin noether (artin) olmasi igin gerek ve yeter kosul her bir E; modiiliiniin

noether (artin) olmasidir [8].
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Ispat n tizerine tiimevarim uygulanirsa; n = 1 i¢in iddianin dogrulugu agiktir. n = 2
olmak iizere 0 — E; — E;®E, — E, — 0 tam dizisi i¢in Onerme 2.9.4
kullanilirsa E; @E, nin noether (artin) olmasi igin gerek ve yeter kosul E; ve E, nin
noether (artin) olmasidir. n > 2 olmak iizere iddia n — 1 i¢in dogru olsun. Igerme ve

izdlisim homomorfizmalar1 yardimiyla olusturulan

0 > (E,®E,®..®E, ) > (E,®E®..®F,) — E, — 0 tam dizisi ele
alimirsa, Onerme 2.9.4 den E, @ E,®..®E, noether (artin) modiili igin
E\®E,®..®E,_, ve E, noetherdir. Buradan her bir E; modiiliiniin noether

oldugu goriiliir.

Tersine; E;,E,, ... E, noether (artin) olsun. Timevarim  kabuliinden
E\®E,®..®E,_,, E, noether (artin) oldugundan kurulan tam dizi ve bir 6nceki

Onerme 2.9.4 geregince E; ® E, @ ... ® E,, noether (artin) dir.

2.9.6 Tanim Alt modiilleri tam sirali olan M modiiliine tek seriseldir denir.

Tek serisel modiillerin direkt toplam1 olarak yazilabilen modiile de seriseldir denir

[6].

R R-modili tek serisel modiil ise, R halkasina tek serisel halka, R R-modilu
serisel modiilse R halkasina serisel halka adi verilir. Ayrica artin olan serisel

halkaya da artin serisel halka denir.

2.9.7 Onerme: M bir modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1) M tek seriseldir.
i) M modiiliiniin her boliim modiili diizgtindir.

iii) M modiiliiniin her alt modiilii oyuktur.



IV) M modiiliiniin her sonlu iiretilmis alt modiilii lokaldir.

V) M modiiliiniin her alt modiilii en fazla bir maksimalde kapsanur.

41
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3. MATERYAL VE METOT

3.1 (Dual Sonlu) Yiikseltilebilir ve (P*) Ozelligine Sahip Modiiller

3.1.1 Tamim M bir modiil olsun. M nin her (dual sonlu) N alt modiilii M modiiliiniin
bir L <M direkt toplam terimini kapsiyor ve M =L @K icin N NK KM

oluyorsa M modiiliine yiikseltilebilir modiil denir [6].

3.1.2 Tanim M bir modiil olsun. M nin bir P direkt toplam terimi i¢in P € A ve

A+ U = P + U olacak sekilde A,U < M alt modiilleri varsa ve (4 + U)/U , M/U

nun direkt toplam terimi ise U <M alt modiline hemen hemen giiclii
yiikseltilebilir modiil denir [16].

3.1.3 Tanim M bir modiil ve herhangi U,V < M alt modiilleri icin M =U +V
olsun. U'c U ve M =U"+V olacak sekilde M modiiliiniin bir U’ direkt toplam

terimi varsa M ye aritilabilir modiil denir [6].

3.1.4 Teorem Her sag R-modiiliin ytikseltilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R

nin sag ve sol artin serisel halkas1 ve Rad (R)?> = 0 olmasidur. [6].

3.1.5 Tanim i) U, M modiiliiniin bir alt modiiliolsun. U + V =MveU NV KV

oluyorsa V alt modiiliine U nun M de tiimleyeni denir [9].

i) M modiiliniin her (dual sonlu) alt modiili M de bir timleyene sahipse M

modiiliine (dual sonlu) tiimlenmis modiil denir [10].
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iii) M modiiliiniin herhangi bir (dual sonlu) alt modili N i¢cin M =N+ K
oldugunda N , M modiiliinde V < K olan bir V tiimleyenine sahipse M ye (dual

sonlu) bol tiimlenmis modiil denir [10].
Bir M modiiliiniin her direkt toplam terimi bir timleyendir.

iIV) M (dual sonlu) bol tiimlenmis modiil ve M nin (dual sonlu) alt modiillerinin
timleyenleri M de direkt toplam terimi ise M modiiliine (dual sonlu) yiikseltilebilir
modiil denir [13].

3.1.6 Tammim M bir modiil olsun. M nin her N alt modiilii M modiiliiniin bir L < M
direkt toplam terimini kapsiyorve M =L @ K i¢gin N N K < Rad(K) oluyorsa M

modiiline ( P*) ozelligine sahiptir denir [15].

Asikar olarak her yiikseltilebilir modiil ( P*) 6zelligine sahiptir.

3.1.7 Teorem ( P*) ozelligine sahip her projektif modiil yiikseltilebilirdir [14].

3.2 Yar1 Miikemmel, (Dual Sonlu) (Rad) ©-Tiimlenmis Modiiller

3.2.1 Tamm M,N R-modiiller, f : M — N R-modiil epimorfizmas: olsun. Eger
Cek(f) <« M ise f ye kiiciikk ortii denir. Burada M projektif modiil ise f ye
projektif ortii denir [6].

Ayrica Cek(f) < Rad(M) ise f ye genellestirilmis kiiciik ortii denir [9].

Her modiil projektif 6rtiiye sahip degildir. Ornegin Q; modiilii projektif drtiiye sahip
olsa M projektif olmak iizere bir f:M — Qz epimorfizmasi vardir ve

Cek(f) « M dir. Buradan Cek(f) < Rad (M) olur. Homomorfizma teoreminden
M/Cek(f) = f (M) = Qg dir. M projektif oldugundan Rad (M) + M dir. Bu



44

durumda M, bir N maksimal alt modiiliine sahiptir. Cek(f) S N oldugundan
N/Cek(f)’ M/Cek(f) modiiliiniin maksimal alt moduludiir. M/Cek(f) = Qy

oldugundan Q7 in maksimal alt modiile sahip olmamasiyla ¢eligir. Buradan Qy

modiiliiniin projektif 6rtiiye sahip olmadig goriiliir.

3.2.2 Tamm: M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin her N alt modiilii igin M /)y bolim

modiili bir projektif ortiiye sahip ise, M ye yar1 miikemmel modiil denir [1].

Ayrica M / N bolim modiilii bir genellestirilmis projektif ortiiye sahip ise, M ye

genellestirilmis yar1 miikemmel modiil denir [9].

Her sonlu iiretilmis sa§ R-modiilii bir projektif ortiiye sahip olan R halkasina yari
miikemmel halka, her sag R-modiilii bir projektif ortiiye sahip olan R halkasina da

miikemmel halka denir [1].

3.2.3 Teorem R bir halka olsun. R nin sag (yar1) miikemmel olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul her sag R-modiiliin (dual sonlu) timlenmis olmasidir [15].

3.2.4 Tammm M bir modiil olsun. M nin her (dual sonlu) N alt modiilii M de direkt
toplam terimi olacak sekilde bir tiimleyene sahip ise, M modiiliine @-(dual sonlu)

tiimlenmis modiil denir [ 21, 12]

3.2.5 Teorem Dedekind bolgesi tlizerindeki her tiimlenmis modiil @-timlenmistir
[29].
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3.2.6 Yardimc1 Teorem R birimli bir halka olsun. R sag R-modiiliin @-dual sonlu
timlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her serbest R-modiiliin é@-dual sonlu

tiimlenmis olmasidir [12].

3.2.7 Teorem R birimli bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
i) R yar1 miikemmeldir.

i) Her sonlu tiretilmis serbest R-modiil @-tiimlenmistir.

iii) Rz modiilii @-tiimlenmistir.

IV) R modiilii @-dual sonlu tiimlenmistir.

V) Her serbest R- modiil @-dual sonlu timlenmistir [12].

3.2.8 Teorem R bir halka ve M, (DTT) 6zelligi olan bir R-modiil olsun. Asagidaki

ifadeler denktir.
1) M modiilii @-dual sonlu tiimlenmistir.

i) M modiiliiniin her maksimal alt modiili M de direkt toplam terimi olan bir

tiimleyene sahiptir [12].

3.2.9 Teorem R degismeli halka olsun. R nin artin esas ideal halkasi olmasi1 igin

gerek ve yeter kosul her sag R-modiilin @-tiimlenmis olmasidir [13].

3210 Tamm U, M modilinin alt modiilii olsun. Eger M =U+V ve
U NV S Rad (V) olacak sekilde M modiiliiniin bir V alt modiili varsa bu V alt

modiiliine U nun Rad-tiimleyeni denir [6].
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Her tiimleyen ayni zamanda Rad-tiimleyendir. Buna gore alt modiillerde asagidaki

diyagram gecerlidir:
direkt toplam terimi = tiimleyen = Rad-tiimleyen

3.2.11 Tamim i) M modiiliiniin her (dual sonlu) alt modiilii M de bir Rad-tiimleyene

sahipse M modiiliine (dual sonlu) Rad-tiimlenmis modiil denir [17].

ii) M modiiliiniin her (dual sonlu) alt modiilii M de bir direkt toplam terimi olan Rad-
tiimleyene sahipse M modiiliine (dual sonlu) Rad-@-tiimlenmis modiil denir. Dual

sonlu Rad-@- tiimlenmis modiiller kisaca cgs® ile gosterilir [11].

3.2.12 Teorem M projektif bir modiil olsun. M modiiliiniin Rad-@-tiimlenmis modiil

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M modiiliiniin @-tiimlenmis olmasidir [14].

3.2.13 Sonu¢ Bir R halkasimin sag miikkemmel olmasi igin gerek ve yeter kosul her

projektif sag R- modiiliin Rad-@-tiimlenmis olmasidir [14].

3.2.14 Teorem R degismeli halka olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
I) R artin serisel halkadir.
i) Her sag R-modiil @-tiimlenmistir.

Iii) Her sag R-modiil Rad-@-tiimlenmistir [13, 14]

3.2.15 Sonug¢ R degismeli bir halka olsun. R nin artin serisel halka olmasi igin gerek

ve yeter kosul her sag R-modiiliin Rad-@-timlenmis olmasidir [14].
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3.2.16 Onerme R bir halka olsun. R halkasimin yar1 miikkemmel olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul her serbest R-modiiliin cgs® olmasidir [11].

3.3 (Dual Sonlu) D4, ve Rad — D4, Modiiller

3.3.1 Tanim M bir modiil olsun. M nin her (dual sonlu) N alt modiili i¢in M
modiliniin bir K direkt toplam terimi ve Cek (a) < M/K olacak sekilde

a: M/K — M/N epimorfizmasi varsa M modiiliine (dual sonlu) D4, modiil denir

[28].

3.3.2 Onerme M (dual sonlu) @-tiimlenmis modiil olsun. Bu durumda M modiilii
(dual sonlu) D;, modiildiir [28].

3.3.3 Tammm M bir modiil olsun. M nin her N alt modiilii i¢in M modiiliiniin bir K
direkt toplam terimi ve Cek (a) € Rad (K) olacak sekilde a: K — M/N

epimorfizmasi varsa, M modiiliine Rad — D1, modiil denir [25].

3.3.4 Onerme Her Rad-@- timlenmis modiil Rad — D;, modiildiir [25].

Ispat M Rad-@-tiimlenmis modiil olsun. M modiiliiniin herhangi bir N alt modiiliinii
alalim. M Rad-@-timlenmis modiil oldugundan M = N+ K, N N K < Rad (K)
ve M =K @ K' kosullarim1 saglayan K,K' < M direkt toplam terimleri vardir.

g:K— M / Nk — k + N seklinde tanimlanan g doniigiimii bir epimorfizmadir.

Cek () ={k €K:g(k)=N}={k €K:k+N=N}= {k €K:k €N}
= NNK < Rad (K) oldugundan M Rad — D,, modiildiir.
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3.3.5 Ornek p bir asal say1 ve n bir pozitif tamsay1 olmak iizere olmak iizere
M=(27)@(Yymy) modili; T/, =17, ve Z, basit modil

oldugundan Z/pZ oyuk Z — modiildiir.

Z /p"Z = Zpn lokal modiili Z-modiildiir. Sonlu sayida oyuk modiiliin direkt

toplam1 da @-tiimlenmis oldugundan M @-timlenmistir. Bu durumda M modiilii

Rad-@-tiimlenmistir. Bir dnceki dnermeden M Rad — D;, modiildiir [25].

3.3.6 Teorem M kalitsal modiilii i¢cin asagidaki ifadeler denktir.
1) M genellestirilmis yar1 miikemmeldir.

ii) M Rad — D, dir.

Iii) M Rad-@- timlenmistir.

iv) M Rad tiimlenmistir [25].

3.3.7 Teorem M = M; @ M, olsun. M, modiiliiniin Rad — D, olmas1 igin gerek
ve yeter kosul M; modiiliinii iceren M modiiliiniin her N alt modili i¢in M,
modiiliiniin bir K direkt toplam terimive ¢ : M — M / N epimorfizmasi vardir dyle

ki K, M de Cek (¢ ) nin direkt toplam terimi olacak sekilde bir Rad-timleyenidir
[25].

Ispat (=) M, modiili Rad — Dy, olsun. M; € N olacak sekilde M modiiliiniin

keyfi bir N alt modiilii verilsin. N N M, < M, alt modiilii igin M, modiili Rad —
§ , M, . e

Dy,  oldugundan a:K — /(N n M) epimorfizmast  verildiginde

Cek (@) S Rad (K) olacak sekilde K < M, direkt toplam terimi vardir. M; S N
oldugundan M = N + M, ve K alt modiilii M, de direkt toplam terimi oldugundan
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M = K @ K’ olacak sekilde K' <M vardir. n : M — K izdiisiim homorfizmasi,

v ="/y oldugundan B (x+ N N M;)=x+N

seklinde tanimli B : MZ/ (N n M) ™ M / N dondisimii bir izomorfizmadir.

Buradan fan: M — M/N bir epimorfizmadir. fan = ¢ diyelim. Acikca
goriiliir ki Cek (¢ ) = Cek (a) @ K’ diir. Diger taraftan M = K @ K’ oldugundan
M =K+ Cek (p) ve K N Cek (¢) = Cek (a) S Rad (K) oldugundan
K, Cek (¢ ) nin direkt toplam terimi ve Rad-timleyenidir.

(&) M, < N olan keyfi N < M alt modiilii 6nermedeki kosulu saglasm. H < M,

icin H @ M; <M olur. Hipotezden K < M, direkt toplam terimi ve ¢ :

M—-M /H ® M, epimorfizmas1 vardir 6yle ki M =K+ Cek (p) ve K N
- . ] M N .

Cek (¢ ) € Rad (K) dir. f:K — "y ® M, doniisimii @ nin K ya

kisitlanigidir. n(m1 + m,+ (H @ Ml)) =my,+ H ile taniml1

n: M /H ® M MZ/ y bir izomorfizmadir. Dolayisiyla nf : K — Mz/ H
epimorfizmadir. @ = nf denilirse

Cek (a) = Cek (nf) ={k €K : n(f(k)) = 0}
—dkek: fuo="OM s

={k €K: k €Cek(f)}

elde edilir. Buradan Cek(a) =Cek(f)= K NCek(¢) S Rad (K) d.
Dolayistyla Cek (a ) € Rad ( K ) oldugundan M, modiilii Rad — D, dir.

3.3.8 Teorem M = @; ¢; M; es modiil olsun. Her i € I i¢in M; Rad — D,, ise, M
modiilii Rad — D, dir [25].
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Ispat L < M olsun. M es modiil oldugundan L = @;¢; (L N M;) dir. Heri € I i¢in
M; Rad — D;, ve LN M; < M; oldugundan K; < M; direkt toplam terimi ve

a;: K, — Mi/L n M, epimorfizmasi i¢in Cek (a; ) € Rad (K;) dur.

Oyle birn € Z* igin ki + ...+ ki, — ay, (ki) + .+ a; (ki)  seklinde

taniml

. Mi ~ @i Mi ~
@: @i Ki — @ia( /wn M») = Y e wnmy = M

homomorfizmasi bir epimorfizmadir. Ayrica Cek (@) S Rad (D¢ K; ) dir ve
@D, K; , M modiiliiniin direkt toplam terimidir. Buradan M modiilii Rad — Dy,

bulunur.

3.3.9 Teorem Bir R halkasinin sag mitkemmel olmasi igin gerek ve yeter kosul her

projektif sag R-modiiliiniin Rad — D, olmasidir [25].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde Rad — D;, ve dual sonlu D;, modiillerinin bir 6z genellestirilisi olarak
dual sonlu Rad — D;, modiiller tanimland1 ve belirli cebirsel ozelliklerine yer

verildi.

4.1. Dual Sonlu Rad — D4, Modiilleri

4.1.1. Tammm M bir modiil olsun. M modiiliiniin her dual sonlu N alt modiilii i¢in M

nin bir K direkt toplam terimi ve Cek (@) € Rad (K ) olacak sekilde bir
a:K - M / N epimorfizmast varsa M modiline dual sonlu Rad — D4, modiil

denir.

4.1.2 Onerme Her cgs® modiil dual sonlu Rad — D;, modiildiir.

Ispat M bir cgs® modiil ve N <M dual sonlu alt modiil olsun. Bu takdirde
M=N+K, NNK S Rad(K) olacak sekilde M modilinin M =K @K'

kosulunu saglayan K , K’ direkt toplam terimleri vardir. k +— k + N seklinde tanimli

g:K — M / N dontstimi bir epimorfizmadir. Ayrica;
Cek (9) ={k €K :gU) =N/}
={kek:k+N=N/\}

={k €EK:k EN}=N NK S Rad(K) oldugundan M modiilii dual

sonlu Rad — Dy, dir.

Bu tanim ve 6nerme sonucunda modiillerle ilgili asagidaki tablo elde edilir:
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yari basit
/ }’ukseltlleblllr\
( P*) ozelligi — tumlenmis  dual sonlu yikseltilebilir
l / l \ v
Rad — @ — tiimlenmis Dy, @ — dual sonlu tiimlenmis
l \ l \ !
cgs® Rad — D, dual sonlu (Dy;)

~ b7

dual sonlu Rad — Dy,

Siradaki 6rnek her dual sonlu Rad — D;, modiiliin bir cgs® modiil olmak zorunda

olmadigin1 géstermektedir.

Ornek 1 R, W = Rad (R) i¢cin W?=0, Q= R/W degismeli olacak sekilde
dim( ,W) =2, dim(W,) =1 olan lokal artin halka olsun. R lokal oldugundan
W = Rad (R ), R nin tek maksimal idealidir. Dolayisiyla Q = R/W basittir. Hipotez
geregince Q = R/W degismeli ve W2 = 0 dir. W sag R- modiilii asagidaki dis

islem ile birlikte sag R/ y -modiil yapisina sahiptir.
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-:WXR/W—>W
(b,a+W) > ba
W=Ru+Rv, D={(ur,—vr):r €R} olmak iizere U=[R@R/D]

parcalanamaz injektif modiildiir. [25, Ornek 4.6 ] geregince U Rad-tiimlenmistir.
Ancak U pargalanamaz oldugundan VL < U igin L @ Q, M de direkt toplam terimi
olacak sekilde Rad-tiimleyene sahip degildir. M Rad-@-tiimlenmis degildir. Boylece

M cgs® degildir. Diger taraftan Q = R/W basit R-modiil oldugundan
M=U @ Q ve M nin dual sonlu keyfi bir N alt modiili yardimiyla olusturulan
P:Q — M/N epimorfizmasi i¢in, Cek () = Q N Nolup Q basit oldugundan
Cek()=QnNN =0C< Rad(Q) dur. Ayrica Q direkt toplam terimi oldugundan

M dual sonlu Rad — D;, modildiir.

4.1.3 Teorem M hemen hemen projektif modiil olsun.
1) M modiilii Rad — D, ise, M Rad-@-tiimlenmis modiildiir.

if) M modiilii dual sonlu Rad — D,, ise, M cgs® modiildiir.

Ispat i) N, M modiiliiniin alt modiilii olsun. M modiilii Rad — D;, oldugundan M
modiiliiniin bir K direkt toplam terimi ve bir ¢ : K — M / N epimorfizmasi vardir

dyle ki Cek (a) SRad (K) dr. m: M — M / N dogal homomorfizmasi alalim.

M modiilii hemen hemen projektif oldugundan
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diyagrami degismeli olacak sekilde h: M — K homomorfizmasi vardir yani
7 : a o h dir. Ayrica M K-projektif oldugundan h homomorfizmasi parcalanabilirdir.
Yani M modiiliiniin dyle bir K’ direkt toplam terimi vardir ki h|g,: K' — K kisitlanig
homomorfizmasi yardimiyla K’ = K izomorfizmasi elde edilir. Buradan |k, bir
epimorfizmadir. Boylece M =K'+ N ve N NK' = Cek (m|y ) S Rad(M) dir.
K' < M direkt toplam terimi oldugundan N N K' € Rad (K) dir. Sonug olarak M

Rad-@®-tiimlenmis modiildiir.

i) 1) sikkina benzer sekilde ispat yapilabilir.

Ornek 2 [24, teorem 4.3 ve Not 4.4] M esdiizgiin modiil ve S = End (M) olsun.
Kabul edelim ki P projektif S-modiil ve dim(P) = (1,0) olsun. Bu durumda P
parcalanamaz zayif lokal modiildiir. dim(P) = (1,0) oldugundan P sonlu iretilmis
modiil degildir. Dolayisiyla P cgs® modiildiir fakat @-dual sonlu tiimlenmis
degildir. Sonug olarak P dual sonlu Rad — D,, modiildiir ancak dual sonlu (D;,)

modiil degildir.

4.1.4 Onerme M dual sonlu Rad — D;, modiil olsun. Eger Rad (M) < M ise,
M dual sonlu (D,,) modiildiir.

Ispat N < M dual sonlu alt modiil olsun. M dual sonlu Rad — D;, modiil
oldugundan M modiiliiniin bir K direkt toplam terimi ve bir a: K — M/N

epimorfizmasi vardir 6yle ki Cek (@) € Rad (K ) dir. Rad (K ) € Rad (M) K
M oldugundan Onerme 2.4.2 i) Cek (@) « M olur. K, M modiiliiniin direkt
toplam terimi oldugundan Onerme 2.4.2 iv) geregince Cek (a) < K dir.
Dolayisiyla M dual sonlu (D;,) modiildiir.

4.1.5 Sonug Her es-atom dual sonlu Rad — D;, modiil, dual sonlu (D;,) modiildiir.
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Ispat M es-atom dual sonlu Rad — D;, modiil olsun. M es-atom oldugundan
Rad (M) « M dir. Onerme 4.1.4 den M dual sonlu (D) modiildiir.

4.1.6 Onerme M radikal olmayan pargalanamaz modiil olsun. M modiilii dual sonlu

Rad — D,, modiil ise, M zayif lokaldir.

Ispat M radikal modiil olmasin. Yani Rad (M) # M olsun. Bu durumda M
modiiliiniin bir N maksimal alt modiilii vardir. M /  bolim modilii basit modiil
oldugundan Teorem 2.3.2 geregince devirlidir. Dolayisiyla M nin N alt modiilii dual
sonlu alt modildiir. Hipotez geregi M modiilii dual sonlu Rad — D;, modiil
oldugundan M modiiliiniin bir K direkt toplam terimi ve bir a: K — M/N
epimorfizmasi vardir dyle ki Cek (@) € Rad (K ) dir. K # 0 ve M pargalanamaz

modiil oldugundan M = K dir. Bu durumda a: M — M/N epimorfizma olup
Homomorfizma Teoreminden M/(;ek(a) = M/N dir. N maksimal alt modiil

oldugundan  Cek (a), M modiiliiniin  maksimal alt  modiltdiir.
Cek(a) S Rad (M) ve Rad (M) # M oldugundan Cek (@) = Rad (M) dir.
Dolayisiyla Rad ( M ), M nin tek maksimal alt modiiliidiir. Béylece M zayif lokal

modiil bulunur.

4.1.7 Sonu¢ Her sonlu iretilmis par¢alanamaz (dual sonlu) Rad — D;, modiil
lokaldir.

4.1.8 Teorem M dual sonlu zayif Rad-tiimlenmis modiil ve Rad (M ), M modiiliinde
hemen hemen giiglii yiikseltilebilir modiil olsun. Bu durumda M dual sonlu Rad —

D, modiildiir.
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Ispat N <M dual sonlu alt modiil olsun. Bu durumda M / N sonlu Uretilmistir.

Buradan (N + Rad(M))/ /( N+ Rad(M)) sonlu dretilmistir.

/Rad (M) sonlu iretilmistir

/( N+ Rad(M)) — (N + Rad(M))/ ‘
Rad(M)

Yani (N i Rad(M))/Rad(M) /Rad(M) dual sonlu alt modiildiir.

Rad (M) M modilinde hemen hemen giiglii yiikseltilebilir modiil oldugundan

(N + Rad(M))/Rad(M) < /Rad(M) direkt toplam terimidir ve K € N igin

N+ Rad (M) =K+ Rad (M ) olacak sekilde M =K @ L olacak sekilde M
modiiliniin K, L direkt toplam terimleri vardir. a(l) =1+ N kurali ile taniml
a:L — M / N doniisimii ~ bir  epimorfizmadir.  Genelligi  bozmadan
Cek(a) =L NN dir. M =K @ L oldugundan Rad(M) = Rad(K) @ Rad(L) dir.
Dolayisiyla N+ Rad (L) = K+ Rad (L) yazilabilir. L N (N + Rad (L )) =
L n(K+Rad (L)) olup LNN+Rad(L)=LNK+Rad (L) = Rad(L)
bulunur. Yani Cek(a) =L NN S Rad (L) olup M dual sonlu Rad — D;,

moduldiir.

4.1.9 Sonu¢ M dual sonlu zayif Rad-timlenmis aritilabilir modiil olsun. Bu takdirde
M dual sonlu Rad — D,, modiildiir.

Ispat M modiilii aritilabilir oldugundan M nin her alt modiilii M de hemen hemen

giiclii yiikseltilebilirdir. Teorem 4.1.8 den M dual sonlu Rad — D;, modiildiir.
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4.1.10 Onerme M dual sonlu Rad — D;, modiil olsun. Eger Rad (M) # M ise, M

modiiliiniin sifirdan farkli zayif lokal direkt toplam terimi vardir.

Ispat N, M modiiliiniin maksimal alt modiilii olsun. M/, béliim modiilii basit olup

devirlidir. Dolayistyla N, M modiiliiniin dual sonlu alt modiiliidiir. M dual sonlu

Rad — D;, modiil oldugundan M modiiliiniin 6yle bir K direkt toplam terimi ve
a:K — M/N epimorfizmasi1 vardir Ki Cek(a) € Rad (K) dir. Ayrica K # 0

oldugu agiktir. Genelligi bozmadan Cek(a) = K N N alinir ve N nin M modiiliiniin
maksimal alt modiilii olmasi kullanilirsa Cek(a) nin K nin bir maksimal alt modiilii
oldugu goriilir. Bu durumda Cek(a) = Rad (K) olur. Dolayisiyla K, M modiiliiniin
zay1f lokal direkt toplam terimidir.

Siradaki 6rnek dual sonlu Rad — D;, modiiliiniin direkt toplam teriminin dual sonlu

Rad — Dy, olmayabilecegini gostermektedir.

Ornek 3 Omek 1 deki M =U @ Q sag R-modiiliinii ele alalm. M dual sonlu

Rad — D,, modiildiir ancak M nin U = [R D R/D] alt modiilii dual sonlu Rad —

D, modiil degildir.

4.1.11 Teorem M = M; @ M, olsun. M, modiiliiniin dual sonlu Rad — D;, olmasi
igin gerek ve yeter kosul M; modiiliinii igeren M modiiliiniin her dual sonlu N alt

modiili i¢in M, modiiliiniin bir K direkt toplam teriminin ve K, M de direkt toplam
terimi ve Cek (@) nin bir Rad timleyeni olacak sekilde bir ¢ : M — M/N

epimorfizmasi vardir.

Ispat (=) M, modiilii dual sonlu Rad — D;, olsun. M; & N olacak sekilde M

modiiliiniin keyfi bir N dual sonlu alt modiilii ve M, modiilinin N N M, alt
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modiilii  verilsin. M, modilli  dual sonlu  Rad — D, oldugundan
e My - -

a:K — 72/ (N n M,) epimorfizmasi Cek (a) S Rad (K ) olacak sekilde

K < M, direkt toplam terimi vardir. M; € N oldugundan M = N + M, ve K alt

modili M,  de direkt toplam terimi oldugundan M = K @ K’ olacak sekilde
K' < M vardur.

n: M — K izdisim homomorfizmas: ve MZ/ (N n M)~

oldugundan B(x+ NN M,)=x+N kurali ile tanimli

p: MZ/(N n M) — M / n  donistimii bir izomorfizmadur.

Buradan fBan: M — M/N bir epimorfizmadir. fan = ¢ denilirse,
Cek (p) = Cek (a) @ K' oldugu kolaylikla goriilir. M = K @ K' oldugundan
M=K+ Cek(p), K N Cek(p)= Cek(a) € Rad (K) oldugundan K,
Cek (¢ ) nin direkt toplam terimi olacak sekilde Rad — tiimleyenidir.

(&) M, < N olan keyfi N < M dual sonlu alt modiilii i¢in M, modiiliiniin bir K
direkt toplam terimi, ¢ : M — M/N epimorfizma olmak tizere, K, M de direkt

toplam terimi olacak sekilde Cek (¢ ) nin bir Rad-timleyeni olsun. H < M, dual
sonlu alt modilini ve H @ M; < M alalim. Hipotez geregince K, M, nin bir
direkt toplam terimi ve M = K + Cek (¢ ) ve K N Cek (¢ ) € Rad (K) olacak

sekilde o : M — M /u ® M, epimorfizmasi vardir. f:K — M /u ® M,

dontlistimi Q@ nin K ya kisitlanis  homomorfizmas:1  olsun.

n(m1 + m,+ (H @ Ml)) =m,+ H kurali ile tanimlanan

n: M/H ® M MZ/H dontigimii  bir  izomorfizmadir. Bu  durumda

nf:K — MZ/H epimorfizma olup a = nf denilirse,

Cek (a) = Cek (nf)={k €K: n(f)) = H/y)}
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=k €K: f(k)= (HGBMI)/(H@MJ

={k €K: k € Cek(f)}
=Cek (f)=K nCek (¢p) S Rad (K)

oldugundan M, modiilii dual sonlu Rad — D, dir.

4.1.12 Teorem { M, }; ¢; , bir R halkasi tizerinde dual sonlu Rad — D;, modiillerinin
herhangi bir ailesi ve M = @;¢;M; olsun. Eger M modiiliiniin her dual sonlu alt

modiilii karakteristik alt modiil ise, M modiilii dual sonlu Rad — D, dir.

ispat N <M dual sonlu alt modiil olsun. N, M nin Kkarakteristik alt modiilii

oldugundan N = ®;,; (NN M;) dir. M/N = Orer Mi/@ (NnM,) =
el i

M; - . .. - .
Dics ( l/(N n Mi)) oldugundan her i € I igin (N N M;) alt modili M; nin dual
sonlu alt modiiliidiir. Her i € I i¢in M; dual sonlu Rad — D;, oldugundan M; nin K;
direkt toplam terimi ve q;: K; — Mi/(N n M) epimorfizmasi  igin
Cek(a;) S Rad(K;) dir. her j =12, ..n i¢in k; €K, i¢in ki + - +k; —
: M.
a’il(kil) + -+ ain(kin) kuralt ile tanimh «a: @;;K; — Die; L/(N n M)

homomorfizmasi ele alinirsa burada aj; ler epimorfizma ve a nin tanimindan @ nin

epimorfizma oldugu agiktir. Ayrica Cek(a) S Rad( @, K; ) oldugundan ve @;¢,K;,

M modiiliiniin direkt toplam terimi oldugundan M modiilii dual sonlu Rad — D, dir.
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4.1.13 Onerme M modiilii (DTT) 6zelligine sahip dual sonlu Rad — D;, modiil ve
L, M nin direkt toplam terimi olsun. Bu taktirde M/L boélim modiilii dual sonlu

Rad — D, dir.

Ispat M modiilii dual sonlu Rad — D;, modiil ve N / L M / 1, bolim modiliiniin dual

sonlu alt modili olsun. Bu durumda N < M alt modiili de dual sonludur. M modili

dual sonlu Rad — D,, oldugundan Teorem 4.1.11 den M nin bir K direkt toplam
terimi ve Cek(a) S Rad (K) olacak sekilde @ : K — M / N epimorfizmasi vardir.

M modili (DTT) ozelligine sahip oldugundan K 4+ L, M nin bir direkt toplam

terimidir. Yani M =(K+L)@® X olacak sekilde bir X <M vardwr.
Xn(K+L)+Ln(K+L+X)/ 3
K+L/L ﬂX+L/LE( )L: L/L oldugundan

M
M/ = (K+L)/LEBX+L/L dir. Ayrica M/ = /L/N/L dir. Dolayisiyla

k+l+L=k+L — aCk) seklinde tanimli a':(K+L)/L — M/N
donlisiimiiniin epimorfizma oldugu ag¢iktir ve Cek(a') € Rad ((K + L)/L) dir.

Sonug olarak M / 1, dual sonlu Rad — D;, modiildiir.

4.1.14 Teorem M (dual sonlu) Rad — D;, modiil ve L, M nin karakteristik alt

modiilii olsun. Bu taktirde M / 1, bolim modiilii (dual sonlu) Rad — Dy, modiildiir.

Ispat N/ [ < My 1, (dual sonlu) alt modiil olsun. Buradan N < M (dual sonlu) alt

modiildiir. M (dual sonlu) Rad — Dy, modiil oldugundan Teorem 4.1.11 geregince
M nin M = K @ K' olacak sekilde bir K direkt toplam terimi ve Cek(a) € Rad (K)

olacak sekilde a : K — M / N epimorfizmasi vardir. L, M nin karakteristik alt
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modiili  oldugundan L = (LN K) @ (L N K") olur. Ayrica M/L = K+ L)/L a5
' M
(K +L)/L dir. /L/N/ = M/Noldugundan B : K+L/L — M/N ,
L

k+l+L=k+L — a(k) seklinde tanimli doniisimiin epimorfizma oldugu
aciktir. Cek(B) € Rad ( K+ L)/L> oldugundan M/L (dual sonlu)

Rad — D, modiildiir.
4.2 Modiilleri ( Dual Sonlu) Rad — D4, Olan Halkalar

Bu boliimde degismeli artin serisel bir R halkasi {izerine her R-modiiliin dual sonlu

Rad — D;, modiil oldugu gosterilecektir.

4.2.1 Teorem R bir halka olsun. R halkasinin yart miikemmel olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul her serbest sag R modiiliiniin dual sonlu Rad — D;, modiil olmasidir.

Ispat (=) Kabul edelim ki R yar1 mitkemmel halka olsun. Onerme 3.2.16 dan her
serbest sag R-modiilii cgs® modiildiir. Bu durumda Onerme 4.1.2 den her serbest

sag R-modiilii dual sonlu Rad — D;, modiildiir.

(&) Hipotez geregi her serbest sag R-modiil dual sonlu Rad — D,, modiil olsun.
Her serbest modiil projektif oldugundan Teorem 4.1.4 geregi R modiili

cgs® modiildiir. Onerme 3.2.16 dan R yar1 milkemmel halkadir.
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4.2.2 Teorem Bir R halkasinin sag miikkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

serbest sag R-modiilin Rad — D;, modiil olmasidir.

Ispat (=) Kabul edelim ki R sag miikemmel halka olsun. Sonug¢ 3.2.13 den her
projektif sag R- modiil Rad-@-tiimlenmis modiildiir. Bu durumda Onerme 4.1.2 den

her serbest sag R-modiil Rad — D, modiildiir.

(<) Hipotez geregi her serbest sag R-modiil Rad — D;, modiil olsun. Her serbest
modiil projektif oldugundan Teorem 4.1.4 geregi R modiilii Rad-@-tiimlenmis

modiildiir. Sonug 3.2.13 den R halkas1 sag miikemmeldir.

4.2.3 Onerme M lokal bir R halkasi iizerinde diizgiin modiil olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler denktir.
1) M modiilii tek seriseldir.

i) M modiiliintin her alt modiilii dual sonlu Rad — D;, modiildiir.

Ispat (i) = (ii) M modiilii tek serisel olsun. Bu durumda her alt modiilii oyuktur. M
modiiliiniin keyfi bir alt modiili N olsun. L < N dual sonlu alt modiilii verilsin. N
modiiliiniin bir K direkt toplam terimi i¢in Cek (a ) S Rad ( K) olacak sekilde

a:k — N / | epimorfizmasinin var oldugu gosterilirse ispat biter. N modili

pargalanamaz ve K # 0 oldugundan K =N dir. Bu durumda a: N — N/L
dontisiimii dogal homomorfizmadir ve Cek (@) = N N L = L olur. M modiiliiniin
her alt modiilii oyuk oldugundan L < N dir. Dolayisiyla L = Cek (a) S Rad (N)

olur. Yani M modiiliiniin keyfi N alt modiilii dual sonlu Rad — D,, modiildiir.

(ii) = (i) Onerme 2.9.7 geregince M modiiliiniin tek serisel oldugunun gosterilmesi
icin her sonlu tretilmis alt modiiliiniin lokal oldugunun gosterilmesi yeterlidir. M

modiiliiniin keyfi bir sonlu tiretilmis alt modiiliit N olsun. Hipotez geregi N dual sonlu
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Rad — D;, modildiir. M modiilii diizgiin oldugundan N alt modiilii par¢alanamazdir.

Sonug 4.1.7 den N lokaldir. Dolayistyla M modiilii tek seriseldir.

Onerme 2.7.22 ve Sonug 2.7.23 kullanilarak bir basit modiiliin injektif biiriimiiniin
sifirdan farkl1 her alt modiiliiniin par¢alanamaz oldugu goriiliir. Ayrica Onerme 2.4.4
geregince basit bir modiiliin injektif bilirlimii diizgiindir. Bu 06zellik kullanarak

asagidaki sonug elde edilir.

424 Sonu¢ R halkasi lokal degismeli bir halka olsun. Kabul edelim ki

M =E( R / Ra d(R)) modiili ve M modiiliniin her alt modiili dual sonlu

Rad — D;, modiil olsun. Bu taktirde R tek seriseldir.

Ispat R halkas1 lokal halka oldugundan Rad (R), R nin tek maksimal ideali olup

R/Rad(R) basit modiildiir. Onerme 2.7.22 ve Sonu¢ 2.7.23 geregince

M=E (R / Rad( R)) nin sifirdan farkli her alt modiilii parcalanamazdir. Onerme

2.4.4 den M diizgiindir. Hipotez geregince M modiiliiniin her alt modiilii dual sonlu
Rad — D;, modiil oldugundan Onerme 4.2.3 den M modiilii tek seriseldir. R
degismeli lokal halka ve M tek serisel modiil oldugundan [7, Yardimci Teorem 6.2]

den R tek seriseldir.

4.2.5 Onerme Degismeli bir R halkasi iizerindeki her sag R-modiil dual sonlu

Rad — D, modiil ise, R serisel halkadir.

Ispat M serbest R-modiil olsun. Hipotez geregince M modiilii dual sonlu Rad — D,
modiildiir. Teorem 4.2.1 geregince R yar1 miikemmel halkadir. V1 <i <n, n €
N i¢in R; lokal olmak iizere R, R = R; @ ....D R, parcalanisina sahiptir [1, 42.6].
R degismeli halka oldugundan, R; lokal direkt toplam terimleri de degismelidir.
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Hipotez geregince her sag R-modiil dual sonlu Rad — D;, modiil oldugundan her sag

R;-modil  dual sonlu Rad —D;, modildir. 1 <i <n,n €N igin
E (Ri /Ra d(R,) ) R;-modiiliiniin her alt modiilii dual sonlu Rad — D;, modiil ve

diizgiin oldugundan Sonug 4.2.4 geregince R; tek seriseldir. Tek serisel modiillerin

direkt toplami olan R serisel halkadir.

4.2.6 Teorem R degismeli halkasi i¢in agsagidaki ifadeler denktir.
i) R artin serisel halkadir.

i) Her R- modiil Rad — D, dir.

Ispat (i) = (ii) Teorem 3.2.14 ve Onerme 3.3.4 geregince agiktir.

(ii) = (i) Hipotez geregince her projektif R-modiil Rad — D;, oldugundan Teorem
4.2.2 geregince R miilkemmel halkadir. R miikemmel halka oldugundan 1 < i <n,

n € N i¢in R; ler lokal miikkemmel halkalar olmak lizere R, R= R; @ ...D R,

pargalanigina sahiptir. R; ler lokal degismeli halkadir. Ri/ Rad(R)) basit R;-modiili
L

icin E < l/Rad(Ri)> diizgiin R;-modiildiir. E ( l/Rad(RL-)) nin her alt

modiili (dual sonlu) Rad — Dy, R;-modiil oldugundan sonug 4.2.4 geregince R; ler
tek serisel olup R serisel halkadir. Ayrica R; ler lokal halka oldugundan R; noether
halkadir. Onerme 2.9.5 geregince R, tek serisel noether R; halkalarmin sonlu
toplam1 olarak yazilabilen noether serisel halkadir. [ 4, 11.6.4] geregince R artin

serisel halkadr.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda dual sonlu (D;,) modiller ve Rad — Dy, modiiller
genellestirilmis ve dual sonlu Rad — D;, modiiller tanimlanmistir. Tanimlanan bu
dual sonlu Rad — D;, modiillerin belli o6zellikleri karakterize edilmistir. Ayrica
modilleri (dual sonlu) Rad — D;, olan halkalar iizerinde de ¢aligmalar yapilmistir.
Bu caligmalardan en c¢arpici olanlari; bir halkanin yar1 milkemmel olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul her serbest sa§ modiiliiniin dual sonlu Rad — D;, modiil olmas;
ayrica bir halkanin sag mitkemmel olmasi igin gerek ve yeter kosul her serbest sag
modiiliiniin Rad — D;, modiil olmasidir. Bunlarin disinda degismeli bir R halkasinin
tek serisel olmasi ile her R-modiiliin Rad — D;; modiil olmasinin denk oldugu
sonucuna varilmistir. Dual sonlu Rad — D;, modiillerinin Dedekind bdlgeleri
tizerindeki yapisi belirlenebilir. Ayrica dual sonlu Rad — D;, R-modiillerinin bir

ailesinin direkt toplaminin dual sonlu Rad — Dy, oldugu R halkalar1 belirlenebilir.
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