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1. GIRIS

Yasadigimiz evrende karsilastigimiz her olayr agiklamak ve bunlarla ilgili
tanimlamalar yapmak daima miimkiin olmayabilir. Iktisatta olaylarm gerceklesme
olasiligmin bilinmedigi durumlar veya alinan politik kararlar,  ekonomide
karsilasilan finansal- operasyonel riskler, fizikte bir elektronun konumu ve dogrusal
hizinin ayni anda bilinememesi, kimyada bir maddenin bozulmasi sirasinda hangi
atomun ne zaman bozulacagmin bilinmemesi gibi o6rnekler belirsizliklerle
karsilagilan durumlardan birkagidir. Bunlara benzer ¢evremizde belirsizlik tasiyan
bircok olay vardir. Belirsizligin bir¢ok ¢esidine 6zellikle ekonomi, miihendislik,
cevresel bilimler, sosyal bilimler, biyoloji ve tip bilimleri gibi alanlarda rastlanmakta
ve hemen hemen tiim bilimlerde 6zellikle makrodan mikroya dogru daha karmasik
ve anlagilmas1 gii¢ olaylarla karsilagilmaktadir. Bundan dolayr bilim adamlar
belirsizlikleri anlamak, modellemek ve buna uygun ¢oziimler bulmak igin bir¢ok

teori gelistirmeye baslamislardir.

Olasilik teorisi, bulanik kiimeler teorisi [1], yaklasimli kiimeler teorisi [2], esnek
kiimeler teorisi [3] belirsizlikleri modellemek i¢in sik sik kullanilan matematiksel

yaklagimlardan bazilaridir.

Esnek kiime teori ise ilk olarak Molodtsov [3] tarafindan belirsizlige farkli bir
yaklasim olarak tanimlandi. Esnek kiimeler bir¢ok yonii ile zengin bir uygulama
potansiyeline sahiptir. Bu uygulamalardan birkag¢ tanesi Molodtsov tarafindan kendi
calismasinda incelenmistir. Son yillarda ise esnek kiimeler iizerine yapilan ¢alismalar
hizlica artmaktadir. Molodtsov [4] siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun
teorisi, yoneylem arastirmasi, Rienmann integrali, Peron integrali, olasilik teori,
ol¢lim teori gibi bircok alana esnek kiime teorisini uyguladi. Daha sonra Maji vd. [5]
esnek kiime islemlerini tanimladi. Maji vd. [6], Pawlak’in [2] yaklagimli kiime teorisi
yardimiyla, bir karar verme probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasini yapt1 ve
esnek kiimelerde bazi islemleri tanimladi. Xiao vd. [7] esnek kiime temelli is rekabet
kapasitesi i¢in yapay bir hesaplama metodu iizerine bir ¢alisma yapti. Chen vd. [8, 9]

esnek kiimelerin parametre doniisiimlerini tanimladilar ve bir karar verme



probleminde esnek kiimelerin uygulamasini gelistirdiler. Xiao vd. [10] ve Pei ve
Miao [11] esnek tabanli bilgi sistemleri iizerine ¢alismalar sundular. Mushrif vd. [12]
esnek kiime temelli siniflandirmalar tizerine bir makale yayinladilar. Molodtsov [13]
esnek kiime teorisi iizerine dayali bir analiz gelistirerek, esnek sayi, esnek tiirev,
esnek integral gibi kavramlar1 formiile etti. Bu analiz, Kovkov vd. tarafindan [14]
optimizasyon teorisi ile ilgili problemlere uygulandi. Zou ve Xiao [15] tam olmayan
bilgi altinda esnek kiimelerin veri analizi yaklagimlarini sundular. Ali vd. [16] esnek
kiimelerde, iki esnek kiimenin daraltilmis arakesiti, daraltilmis birlesimi, daraltilmis

farki ve genisletilmis birlesimi gibi baz1 yeni tanimlar verdiler.

Daha sonra esnek kiimeler ve bunlara ait cebirsel Ozellikler de bazi arastirmacilar
tarafindan calisgilmaya baslandi. Ilk olarak Aktas ve Cagman [17] esnek kiime
teorisinin bulanik kiime teorisi ve kaba kiime teorisi ile olan iligkisini incelediler.
Ayrica Molodtsov’un esnek kiime tanimindan yola ¢ikarak esnek gruplar
tanimladilar ve esnek gruplarin bazi Ozelliklerini incelediler. Jun [18] esnek
BCK/BCl-cebirleri ve esnek alt cebir kavramlarini ortaya atarak, onlarin bazi temel
Ozeliklerini elde ettiler. Jun ve Park [19] esnek kiimeleri BCK/BCI-cebirlerine
uygulayarak, BCK/BCl-cebirlerinde esnek kiimelerin cebirsel 6zeliklerini tartisti.
Park vd. [20] esnek WS-cebirleri iizerine bir ¢alisma yapti. Feng vd. [21] esnek kiime
teorisini kullanarak esnek yar1 halkalar1 ve bunlarla ilgili baz1 6zelikleri incelediler.
Sun vd. [22] esnek modiilleri tanimlayarak modiiller yardimiyla bazi temel 6zellikleri
elde ettiler. Jun vd. [19] degismeli esnek ideal kavramini vererek degismeli idealistik
esnek BCK cebirlerini incelediler. Jun vd.[23] esnek p-idealler ve p-idealistik esnek
BCl-cebirleri kavramlarini ortaya koydularve BCI-cebirlerinde p-ideallerin
karakterizasyonunu verdiler. Jun vd. [24] esnek d cebirler, esnek d+-cebirler, esnek d-
idealler, esnek d=-idealler ve d-idealistik esnek dcebirler kavramlarin1 vererek onlara
ait bazi ozellikleri incelediler. Jun ve Park [25] esnek kiime kavramini hilbert
cebirlerine uyguladilar ve bunlara dair baz1 6zellikleri incelediler. Acar vd. [26]
esnek halkalar1 tanimladilar ve esnek halkalarin bazi temel 6zelliklerini incelediler.
Babitha ve Sunil [27] esnek kiime bagmntis1 kavramii ele aldilar ve bu kavramla
ilgili denk esnek kiime bagimtisi, boliim, birlesim, fonksiyon gibi bir¢ok kavrami

tartistilar. Cagman ve Enginoglu [28] esnek matrisleri ve onlarla ilgili islemleri



tanimladilar. Ayrica bir esnek maksimum-minimum karar verme metodunu
olusturdular. Feng vd. [29] bulanik kiimeler, kaba kiimeler ve esnek kiimelerin
hepsini birlestirmek i¢in bir yap1 olusturdular. Gong vd. [30] bijektif esnek kiime
kavramini ortaya koydular ve onlar ilizerinde baz1 kavramlari incelediler. Ayrica
karar verme problemi i¢in bijektif esnek kiimelerin bir uygulamasini tartistilar.
Kazanci vd. [31] esnek BCH-cebirlerini tanimlayarak esnek kiimelerin homomorfik
goriintii ve homomorfik ters goriintii teoremlerini verdiler. Majumdar ve Samanta
[32]’da esnek doniisiim kavramimi verdiler ve onlarin bazi Ozellikleri iizerinde
calistilar. Ustelik esnek doniisiim altinda bir esnek kiimenin resmi ve ters resmi gibi
yeni kavramlar verdiler. Liu vd. [33] esnek halkalarin bazi smiflarin1 tanimlayarak
esnek halkalarda birinci, ikinci ve {igiincii izomorfizma teoremlerini verdiler. Qin ve
Hong [34] esnck kiimelerin kafes yapisini insaa ettiler, esnek esitlik kavramin
incelediler ve bunlarla ilgili baz1 6zellikler elde ettiler. Zhan ve Jun [35] bulanik
kiimeler tizerinde esnek BL-cebirlerini incelediler. Xu vd. [36] vague esnek kiime
kavramin1 vererek bunlara ait Ozellikleri incelediler. Atagiin ve Sezgin [37]
Molodtsov’un esnek kiimelerle ilgili tanimim1 kullanarak bir halkanin esnek alt
halkalar1 ve esnek idealleri tizerinde galistilar. Ayrica bir cismin esnek alt cismi ve
bir sol R-modiiliin esnek alt modiillerini ele alarak halkalar, cisimler ve modiillerin
esnek alt yapilari arasindaki iliskiyi ortaya koydular. Yamak vd. [38] esnek
hypergrupoid kavramini verdiler ve esnek hyper grupoidlerin L-alt hypergrupoidlerle
olan iliskisini incelediler.Ayrica esnek hyper gupoidlerin bazi yeni 6zelliklerini elde
ettiler. Celik vd. [39] esnek kiimeler iizerinde yeni ikili islemler verdiler ve esnek
halkalarla ilgili yeni ozellikler elde ettiler. Tirkmen ve Pancar [40] esnek alt
modiillerin baz1 6zelliklerini ortaya koydular ve esnek alt modiillerin toplami, direk

toplami gibi baz1 yeni kavramlari incelediler.

Bu tezin amaci klasik cebirsel yapilarindan halka ve ideal kavramlarimin esnek kiime
tizerindeki yapilarini, temel &zelliklerini ve bu yapilardan elde edilen sonuglar
arasindaki iligkiyi arastirmak, klasik halka teorisi ile ilgili baz1 kavramlari, esnek

birlesimsel halka ve idealler ile karakterize etmektir.



Bu ¢aligma Genel Bilgiler, Materyal ve Metot, Bulgular ve Tartigma bdliimlerinden
olugsmaktadir. Genel Bilgiler ile Materyal ve Metot boliimlerinde temel olan bazi
tamim ve teoremler verilmistir. Bulgular ve Tartisma boliimiinde ise Esnek
Birlesimsel Halkalar, Esnek Birlesimsel Idealler ve Regiiler Halkalarm esnek

birlsimsel idealler ile iligkisi verilerek bunlara ait cebirsel 6zellikler islenmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde, tezin devaminda kullandigimiz Cebirsel Yapi, Grup, Halka, Tamlik

Bolgesi, Ideal gibi cebirsel ifadelerin tanimlarina ve bazi 6zelliklerine yer verilmistir.

2.1. Tanim

G bos olmayan bir kiime olmak tizere
x:G XG—->G
doniigiimiine G tizerinde bir ikili islem denir. Eger x, G iizerinde bir ikili islem ise

(G,*) ifadesine G’de bir cebirsel yap1 denir.

2.2. Tanim

G bos olmayan bir kiime ve * bu kiime iizerinde bir ikili islem ise asagidaki sartlari

saglayan (G,*) cebirsel yapisina bir grup denir.

Gi)VabceGicin(axb)xc=ax*(bxc)
G,) Oyle bir e € G vardir ki V a € G igin a x e = e * a = a olmalidir (e elemania
G’nin birim eleman1 denir).
G5) e, G nin birim eleman1 olmak {izere, G kiimesindeki her bir a elemani igin
axa' =a'xa=e
olacak sekilde bir tek a’ € G vardir (a’ elemanina a elemaninin tersi denir ve a™? ile

gosterilir).
Burada;
e Va,b€Giginaxb=b>bx*a sartin1 saglayan (G,x) grubuna degismeli grup

denir.

Ornek



Bir n kenarli diizgiin ¢okgende, r merkez etrafinda saat yoniinde dénmeyle elde
edilen keyfi bir permiitasyon ve s yansimalarla elde edilen keyfi bir permiitasyon
olmak iizere r" =1, s?=1 ve rs=sr"! sartlarm saglayan r ve s
permiitasyonlari tarafindan iiretilen

n

— 2 -1 2 n—1
Dy, ={1,r,r%, ...,r" 1 5,51, s1%, ..., sr" 1}

kiimesi bileske islemine gore bir gruptur. Bu gruba Dihedral grup denir.

2.3.Tanim

(G,*) bir cebirsel yapisi Tamim 2.1.2°deki sadece (G1) ozelligini sagliyorsa bu

cebirsel yapiya yar1 grup denir.

2.4. Tanim

(G,*) bir cebirsel yapist Tanim 2.1.2°deki sadece (G1) ve (G2) ozelliklerini

sagliyorsa bu cebirsel yapiya monoid denir.

2.5. Tanim

(X3

Bostan farkli bir kiime {izerinde tanimli ““+’" ve *“ -’ ile gosterilen ikili islemleri
alalim. (R, +,) cebirsel yapis1 asagidaki ozellikleri sagliyor ise (R, +,") iicliisiine bir

halka denir.

1) (R, +) degismeli gruptur.
i) (R,7) yarigruptur.
iii)Hera,b,c e Rigina-(b+c)=a-b+a-cve(b+c)-a=b-a+c-a’dm.

R bir halka, eger her a € R i¢in 1; a = a 1 olacak sekilde 1 € R mevcut ise R’ye
birim elemanli halka denir ve 1 elamanina da R halkasinin birim eleman1 denir.
Eger R halkasi, her x,y € R i¢in xy = yx kosulunu gercekliyor ise R’ye degismeli
(komutatif) halka denir.



Halkalara asagidaki 6rnekleri verebiliriz:
e n € N\ {0}i¢in (Z,, +,-) birimli bir halkadur.
o (R,+,),(Z,+,), (Q +,) birimli degismeli halkalardur.

2.6. Tanim

(R,+,") bir halka olmak iizere ‘‘+’’ islemine goére halkanin etkisiz elemanina

halkanin sifir eleman1 denir ve Oy ile gosterilir.

2.7. Tanim

R bir halka @ # S < R olsun. S, R’deki islemlere gore bir halka ise S* ye R’ nin alt

halkasi denir.

2.8.Tanim

R bir halka 0 # a € R olsun. b - a = 0y olacak sekilde O, # b € R varsa a’ya sag
sifir bolen, a - ¢ = 0y olacak sekilde 0 # ¢ € R varsa a’ya sol sifir bolen eleman
denir. Hem sag hem de sol sifir bélen elemana sifir bolen eleman denir.

2.9.Tanim

Sifir bélen icermeyen birimli ve degismeli halkaya tamlik bolgesi denir.

Ornek

e 7 bir tamlik bolgesidir.

e Z, bir tamlik bolgesidir. (p asal olmak tizere)

2.10.Tanim



R bir halka olsun. a? = a olacak sekilde a € R varsa a’ya idempotent eleman denir.

Birimli bir halkada 05 ve 1z idempotent elemandir.

2.11.Tanim

R bir halka ve I, R’nin bostan farkli bir alt halkasi olsun. Asagidaki kosullari

saglayan I’ya R halkasinin ideali denir.

i)Hera,b € ligina—b €1

ii)Herr € Rvehera € [i¢inra,ar € 1

Burada ra € I ise I’ya sol ideal, ar € I ise I’ya sag ideal denir. Acik olarak I, R’nin

bir ideali ise I, R’nin bir alt halkasidir.

Ornek

Her bir n tamsayisi i¢in n = kn | k € Z devirli alt grubu, Z tamsayilar halkasinin bir

idealidir.

Ornek

R bir halka olmak iizere {0} ve R, R’nin idealleridir. Bu ideallere R’nin asikar

idealleri denir.

Ornek

R bir halka A;|i € I, R’nin (sol) ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda i € I

olmak iizere A;’ler de R’nin bir (sol) idealidir.



3. MATERYAL VE METOT
3.1. Esnek Kiimeler

Bu boliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili bazi temel kavramlar Molodtsov [3] ve
Cagman ve Enginoglu, [41]’nun yapmis oldugu c¢alismalardan derlenerek

verilecektir.

Esnek kiime kavrami, U evrensel kiimesinin alt kiimeler ailesinin parametrize edilmis
bir ailesidir. Bir esnek kiimede sirali ikililer, esnek kiimenin elemani veya iiyesi
olarak isimlendirilirler. Biz bu esnek kiimeleri fy, fg, fc, ) ga, - seklinde

gosterecegiz.

Bir nesneler kiimesi lizerinde esnek kiime tanimlamak i¢in, nesneleri karakterize
eden Ozellikleri ifade etmek zorundayiz. Bu Ozellikleri ifade etmek igin
kullanacagimiz parametrelerin kiimesine parametre kiimesi denir. Birinci bilesende
parametre, ikinci bilesende Ozelligi saglayan nesnelerin kiimesi olacak sekilde
yazilan siral ikililerle bir esnek kiime yazabiliriz. Diger bir deyisle bir esnek kiime

bu sekilde iyi tanimli sirali ikililerin bir koleksiyonudur.
3.1.1. Tanim

U bir baslangic evreni; P(U), U’nun kuvvet kiimesi; E baslangi¢ evreninin

elemanlarini niteleyen tiim parametrelerin kiimesi ve A € E olsun. U {izerinde bir

(fa, E) esnek kiimesi, sirali ikililerin bir kiimesi ise asagidaki sekilde tanimlanir.
(fa E) = {(e'fA(e)):e EE, fu(e) € P(U)}

Burada f;: E — P(U) ve e & A igin f,(e) = @ seklindedir [41].

fa, yaklasim fonksiyonu olarak isimlendirilir. e € E parametreleri ile iliskili
nesneleri igeren f,(e) kiimesi, e —yaklasim deger kiimesi veya e —yaklagim kiimesi

olarak adlandirilir.
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Esnek kiimenin tanimina gore bir (fy, E) esnek kiimesi bigimsel olarak onun iiyelik
fonksiyonu olan f,’ya esittir. Biz herhangi bir esnek kiimeyi onun {iyelik fonksiyonu

ile belirliyoruz ve bu iki kavrami birbiri ile yer degistirebilir olarak goriiyoruz.

Bir esnek kiimeyi onun elemanlarini listeleme yolu ile gosterebiliriz.

Ornek

U = {u4,uy,u3} Universite mezunu bir gencin secebilecegi mesleklerin kiimesi

olmak tizere U kiimesinin elemanlari,

u,; “‘ogretmen’’,
U, “‘subay’’,
s

us “‘bankact’

olarak tanimlansin.

e, ‘dolgun maas”’,

e, ‘kisa mesai stiresi’’,

es “‘kariyer yolu agik’’,

e, ‘disiplinli”’,

es ‘‘'gece mesaisi mevcut’’

’

e ‘‘esnek ¢calisma saatleri””

e; “‘saygin meslek

parametreleri bu mesleklerin 6zelliklerini niteleyen ifadeler olmak iizere:

E = {e;, e,, €3, €4, €5, €¢, €7} parametrelerin kiimesi olsun.

A = {eq, e, €3, €4, €7}, E’nin alt kiimesi olmak iizere;

fa(er) = {uz,us}
fa(ez) = {uq}
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fa(es) = {uy, us}

faleg) = 0

fale7) ={uy, uz us} = U

seklinde tanimlayalim. Bu durumda f, esnek kiimesi:

fa = {(Ce1, {uz, uz}), (e2,{ws}), (€3, {uz, us}), (7, {us, up, u3})} seklinde yazilir.

Burada listelenmis olan elemanlarin siras1 dnemli degildir ve bir eleman sadece bir

defa listelenir.

3.1.2. Tanim

fa, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € A i¢in f;(x) = U ise f,’ya A evrensel

esnek kiime denir ve f ile gosterilir [41].

3.1.3. Tanim

fa, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € E i¢in f,(x) = U ise f,’ya evrensel

esnek kiime denir ve f ile gosterilir [41].

3.1.4. Tanim

fa Ve fg, U lizerinde birer esnek kiime olsun. Her x € E i¢in f,(x) S fz(x) ise f,

esnek kiimesine f5’nin esnek alt kiimesi denir ve f, € f5 ile gosterilir [41].

3.1.5. Tanim

fa Ve fg, U tlizerinde birer esnek kiime olsun. Her x € E i¢in f,(x) = fz(x) ise f; ve

f5 esnek kiimelerine esit esnek kiimeler denir ve f; = f5 ile gosterilir [41].
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3.1.6. Tanim

fa, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her x € E i¢in x —yaklagimi f (x) = U\ f,(x)
seklinde tanimlanan esnek kiimeye f,’nin esnek tiimleyeni denir ve f{ seklinde

gosterilir [41].

3.1.7. Tanim

fa ve fg, U ilzerinde birer esnek kiime olsun. Her x € E i¢in x —yaklagimi

faup(x) = fa(x) U fp(x)
seklinde tanimlanan esnek kiimeye f, ve fp esnek kiimelerinin esnek birlesimi denir

ve fu U fp seklinde gosterilir [41].

3.1.8. Tanim

fa ve fg, U ilzerinde birer esnek kiime olsun. Her x € E i¢in x —yaklagimi

fan(x) = fa(x) 0 f(x)
seklinde tanimlanan esnek kiimeye f, ve fp esnek kiimelerinin esnek kesisimi denir

ve f, N fp seklinde gosterilir [41].

3.1.9. Tanim

f4 Ve fg, U lizerinde birer esnek kiime olsun. Her x € A N B # @ i¢in x —yaklagimi

favgp (%) = fa(x) U fp(x)
seklinde tanimlanan esnek kiimeye f, ve fp’nin kisitlanmig esnek birlesimi denir ve

faugs 1le gosterilir [41].

3.1.10. Tanim

fa ve fg, U lizerinde birer esnek kiime olsun. Her (x,y) € E XE i¢in

(x,y) —yaklagimi
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fans (X) = f(x) N fp(x)
seklinde tanimlanan esnek kiimeye f; ve fg’nin esnek A —garpimi denir ve f, A fg

seklinde gosterilir [41].

3.1.11. Tanim

fa ve fg, U flizerinde birer esnek kiime olsun. Her (x,y) € E XE igin

(x,y) —yaklasimi1
fave(x) = fa(x) U fz(x)

seklinde tanimlanan esnek kiimeye f,; ve fg’nin esnek V —birlesimi denir ve f, V f5

seklinde gosterilir [41].

3.1.12. Tanim

(G,*) bir grup ve f;, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y € G igin;

fe(x*xy) € fe() U fe(¥)

ise f; esnek kiimesine U iizerinde bir esnek birlesimsel grupoid denir [42].

3.1.13. Tanim

(G,*) bir grup ve f¢, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Her x,y € G igin
) fo(x*y) € fe(x) VU fe(y)
i) fo(x™) = fe(x)

ise f; esnek kiimesine U iizerinde bir esnek birlesimsel grup denir [42].
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Esnek Birlesimsel Halkalar

Bu boliimde esnek birlesimsel halkalarin tanimi yapilacak ve esnek birlesimsel
halkalar ile ilgili baz1 teoremler verilecektir. Ayrica parametre kiimesi birer halka
olan esnek kiimeler iizerinde daha 6nce [43] de tanimlanmis olan esnek kesisim-
birlesim isleminin, tanimladigimiz esnek halkalar ve esnek birlesimsel idealler ile

iligkili baz1 6zelliklerine yer verilecektir.

Bundan sonra aksi belirtilmedigi siirece (R,+,)) yani kisaca “R” bir halkay1

gostermektedir.
4.1.1. Tanim

(R, +,") bir halka ve fz, U tizerinde bir esnek kiime olsun. Eger fg, U ilizerinde
R’deki ‘+’ iglemine gore bir esnek birlesimsel grup ve ‘-’ islemine gore bir esnek

birlesimsel grupoid ise fz’ye U lizerinde bir esnek birlesimsel halka denir.

Diger bir deyisle asagidaki oOzellikleri saglayan bir esnek fr kiimesine esnek
birlesimsel halka denir:

) fr(x + ¥) € fr() U fr(¥)

i) fr(=x) = fr(x)

i) fr(xy) € fr(x) U fr(y)

Ornek

R = Z¢ parametreler kiimesi ve U = {[i Z] | X € ZS} terimleri Zg’ten alinan 2 X 2

tipindeki matrisler kiimesi evrensel kiime olmak tizere U iizerinde fz esnek kiimesini

asagidaki sekilde tanimlayalim:

FO={; ol
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L ol o)
L5 ol

I
L5 ol

5 ol o

CR CR SR SR G2
SN ONOR ON ON

O kR OFR OFR OFkR OF
NN NN A NN NN

Burada f5’nin esnek birlesimsel halka oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek

R = Z¢ parametreler kiimesi ve
U=D,={< x,y>:x2=y?=¢,xy =yx}={e,x,y vyx}
dihedral grubu evrensel kiime olsun. U iizerindeki fp esnek kiimesini asagidaki
sekilde tanimlayalim:
fr(0) = {e,x}
frR() = {x,yx}
fr(2) = {x,y,yx}
fr(3) = {x,y}
fr(4) = {x,y,yx}
fr(5) = {x,yx}
Bu durumda fz(2- 3) = fz(0) ={e,x} € fr(2) U fr(3) = {x,y,yx} oldugundan

fz, U iizerinde bir esnek birlesimsel halka degildir.

4.1.2. Lemma

fr, U lzerinde esnek birlesimsel bir halka olsun. Og, R halkasinin sifir1 olmak {izere

her x € R igin fz(0g) S fr(x) dir.

fspat.
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fr, U tizerinde esnek birlesimsel bir halka olmak {izere her x € R i¢in,

fr(0p) = fr(x =) € fr(¥) U fr(=2%) = fr() U fr(x) = fr(x)

olup ispat tamamlanir.

4.1.3. Teorem

fr, U tizerinde bir esnek kiime olsun. fz’nin U iizerinde bir esnek birlesimsel halka

olmasi i¢in gerek ve yeter sart V x, y € R i¢in
) fr(x =) € fr(x) U fr(¥)
i) fr(xy) € fr(x) U fr(y) dir.

jspat.

fr, U lizerinde bir esnek birlesimsel halka olmak iizere esnek birlesimsel halka

tanimindan her x,y € R i¢in

fr(xy) € fr(¥) U fr(¥)
frRx+y) € frx) U fr(y)
fr(=x) = fr(x)

yazilabilir.

fr(x = ¥) € fr(x) U fr(=y) = fr(x) U fr(y) bulunur.

Tersine her x, y € Rigin:

fr(xy) € frRO) U fr(y)

ve

fr(x=y) € frR) U fr(¥)

olsun.

x = 0p secersek, Lemma 4.1.2°den;

fr(=Y) = fr(0gr —¥) € fr(0r) U fr(¥) = fr(¥)

bulunur.
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Dolayisiyla fz(—=y) € fr(¥)...(1)
Benzer sekilde,

fr@) = fr(=(=y)) = fr(Or = (=¥)) € fr(Or) U fr(=Y) = fr(=Y)
olup dolayisiyla fzr(y) € fr(—=y)...(2)

(1) ve (2)’den her y € R igin fz(—y) = fr(¥y) bulunur. Ayrica
frx +y) = frlx = (=¥)) € fr(®¥) U fr(=¥) = fr(x) U fr(¥)

oldugundan fg, U lizerinde bir esnek birlesimsel halkadir.

4.1.4. Teorem

R bir tamlik bolgesi ve fg, U iizerinde bir esnek kiime olsun. Her 0 # x € R igin
fr(0R) € fr(1g) = fr(x) ise f, U iizerinde bir esnek birlesimsel halkadir.

jspat.

0#x€R icin fr(0g) S fr(1lg) = fr(x) oldugunu kabul edelim. fz’nin U

tizerinde esnek birlesimsel halka oldugunu gostermek icin x, y € R olmak {izere

frRGx =y) € frR) U fr(y) ve fr(xy) € fr(x) U fr(Y)

oldugunu gostermeliyiz. x, y € R olsun. Asagidaki durumlar s6z konusudur:

Durum 1:

x#0vey=0veya x =0vey = 0olsun. Buradan

xy = 0ve fr(xy) = fr(0g)
oldugu gortiliir.

Her x € R i¢in fz(0g) S fr(x) oldugunu teoremin ifadesinden biliyoruz. Buradan
fr(xy) = fr(Og) S fr(x) ve fr(xy) = fr(0r) S fr(¥)’dir. Dolayisiyla

fr(xy) € frR(x) U fr(y)
*dir.
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Durum 2:

x # 0 vey # 0 olsun. Buradan xy # 0’dur.

fr(xy) = fr(1g) = fr(x)
ve

fr(xy) = fr(1r) = fr(Y).
Dolayisiyla fr(xy) € fr(x) U fzr(y) bulunur.

Durum 3:

x = 0 vey = 0 olsun. Buradan xy = 0’dir. Durum 1°de oldugu gibi,

fr(xy) € fr(x) U fr(y) saglanir.
X,y € Rigin x —y = Og veya x — y # 0g. Buradan asagidaki durumla izlenir:

i) x —y = Og olsun. Dolayisiyla,
x=y=0gVveyax # 0g, y # 0 ve x = y’dir.
Fakat her x € R igin fr(x —y) = fr(0g) ve fr(0g) S fr(x)oldugunu biliyoruz.
Buradan
fr(x =y) = fr(0r) S fr(x) U fr(¥)

bulunur.

i) x —y # 0z olsun. Buradan,

x#0g,y#0rvex+y

veya

x #0pvey =03
veya

x =0g vey # 0p
olur.

x # 0g,y # 0gve x # y olsun.

fr(x —y) = fr(1g) = fr(x) € fr(X) U fr(¥)
oldugu bulunur.



Simdi ise x # Ogzve y = 0y olsun. Buradan

fr(x—y) = fr(1g) = fr(x) € fr(x) U fr(y) dir.

Son olarak, x = 0z ve y # 0y olsun. Buradan
frx—y) = fr(1r) = fr(Y) € fr(X) U fr(¥)
oldugu bulunur.

Dolayisiyla fg, U lizerinde esnek birlesimsel bir halkadir.

4.1.5. Teorem

19

R ve S birer halka, fz ve fs kiimeleri U {izerinde birer esnek birlesimsel halka ise

fr V fs esnek vV —carpim kiimesi de U iizerinde bir esnek birlesimsel halkadir.

jspat.

R ve S birer halka, f ve fs kiimeleri U tizerinde birer esnek birlesimsel halka olsun.

Tanim 3.11.°den her (x,y) € E X E igin
frVfs = frs

ve

frvs(x,y) = frR(X) U fs(¥)
olsun. R ve S birer halka olduklarindan R X S’de halkadir.

(x1,y1), (x2,¥,) € R X S olmak tizere:

vas((xp)ﬁ) - (XnyZ)) = frvs(X1 — X2, Y1 — V2)
= fr(x1 = x2) U fs(y1 — ¥2)
S (fr(x1) U fr(x2)) U (fs(y1) U f5(¥2))
= (frR(x1) U fs(r1)) U (fr(x2) U f5(¥2))
= frvs (X1, ¥1) U frvs(x2,¥2)

vas((x1’3’1)(X2,3’2)) = frvs(X1X2, ¥1Y2)
= fr(x1%2) U fs(y1Y2)
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C (fr(x1) U fr(x2)) U (fs(y1) Y fs(32))
= (fr(x1) VU f5(r1)) U (fr(x2) U fs(32))
= frvs(*1, Y1) U frvs(x2,¥2)

bulunur. Dolayisiyla fz V fs, U lizerinde esnek birlesimsel bir halkadir.
4.1.6. Teorem

fr Ve hg, U lizerinde birer esnek birlesimsel halka ise fgz U hg kiimesi U iizerinde

esnek birlesimsel halkadir.
jspat.

fr Ve hg, U lizerinde birer esnek birlesimsel halka olsun. Her x, y € R igin;

(fr Uhp)(x-y) = fa(x = ¥) U hg(x—y)
S (frR®) VU frR() Y (hg(x) U hg(¥))
= (fr(x) U hgr(x)) U (fr(y) U hg(¥))
= (fr Uhp)(®) U (fr U hp) ()

(fr U hr)(xy) = fr(xy) U hp(xy)
S (fr() VU frR)) U (hp(x) U he(¥))

= (fr(®¥) U hr(x)) U (fr(y) U hr(¥))
= (fr Uhr)(®) U (fr U hp)(¥)

Dolayisiyla fp U hg, U lizerinde esnek birlesimsel bir halkadir.
4.1.7. Tanim

S, R’nin bir alt halkasi, fz U tizerinde bir esnek birlesimsel halka ve fg, U {izerinde

fr’nin bostan farkl: bir esnek alt kiimesi olsun. fs, U iizerinde bir esnek birlesimsel
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halka ise f5’ye U iizerinde fg’nin bir esnek birlesimsel alt halkasi denir ve f5 <p fz

ile gosterilir.

Ornek

R = Z, parametreler kiimesi ve
U=D; ={<x,y>:x3=y%=¢,xy=1yx*}={e,x,x%y,yx,yx*}
dihedral grubu evrensel kiime olsun. U flizerindeki frp kiimesini asagidaki sekilde
tanimlayalim:
fr(0) = {x,y, yx}
fr(1) = {e,x,y,yx, yx*}
fr(2) ={e,x,y,yx}
fr(3®) = {e,x,y,yx, yx*}

Burada fg, U iizerinde bir esnek birlesimsel halkadir. Simdi ise R’nin alt halkasi
olacak sekilde S = {0,2} kiimesi parametreler kiimesi olmak iizere olmak iizere

U = D5 iizerinde bir f; esnek kiimesini agsagidaki sekilde tanimlayalim:
fs(0) = {x, yx}
fs(2) = {x,y,yx}

fs, U tizerinde kendi basina esnek birlesimsel halka oldugu igin fz’nin bir esnek

birlesimsel alt halkas1 oldugunu sdyleyebiliriz.

4.1.8. Teorem

fr kiimesi U iizerinde bir esnek birlesimsel halka, fs <y fx Ve fr <y f»

ise fs Ug fr < fr dir.

fspat.
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fz kiimesi U iizerinde bir esnek birlesimsel halka, fs <, fr Ve fr <y fz olsun.

Tanim 3.9’dan
fs Ur f1 = fsugr
yazilabilir. Her x € SN T # @ igin, fgy r(x) = fo(x) U fr(x)’dir. x € S N T olmak

uzere

fsugr(x —=¥) =fs(x—y) U fr(x —y)
S (s U fr() VU (fr(x) U fs()
= (s U fr(x) VU ()Y fr()
= fsupr(X) U fsupr ()

fsupr(xy) = fs(xy) U fr(xy)
S sV fr(M) U (fr®) U fs()
= (s Ufr(x) V(s U fr()
= fsupr (X)) U fsupr (V)

olarak bulunur.
4.1.9. Not

fr, U iizerinde bir esnek birlesimsel halka, fs <, fr Ve fr <y fz is€ fs V fr kiimesi
U tlizerinde fp’nin bir esnek birlesimsel alt halkasi degildir. Ciinkii S ve T, R’nin

birer alt halkalar1 olmak tlizere S X T kiimesi R’nin alt halkas1 degildir.
4.1.10. Tanim

X, R’nin bir alt kiimesi olsun.

U, ER/X
SXC(X) = {@ X X E/X

seklinde tanimlanan Syc’ye X’in timleyeninin esnek karakteristik fonksiyonu denir
[43].
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4.1.11. Not

Her x € R igin fz(x) = @ ise fz’nin U lizerinde bir esnek birlesimsel halka oldugu

kolayca goriiliir. Bu tiir esnek birlesimsel halkalar1 8 ile ifade edecegiz. & = Sge

oldugu aciktir [43].
4.1.12. Lemma

fr, U lizerinde bir esnek birlesimsel halka olmak {izere,
)00036,/,0036vef0fr280

4.1.13. Tanim

R bir halka, fz ve ggr, U flizerinde birer esnek kiime olsun. Her 1 < i < m igin
X = Y, a;b; ve a;b; # 0 olmak iizere fp ve gp esnek kiimelerinin esnek kesigim-
birlesim ¢arpim1 f, ¢ g, ile gosterilir ve
(fr ¢ gr)(x) = ﬂ (fr(a;) U gr (b))
x=Z§Z1 aib;

seklinde, diger durumda ise (fg ¢ gr)(x) = U olarak tanimlanur.

Burada R, birimi 1; olan birimli bir halka olmak tizere, x =x- -1z =13 x

oldugundan Vx € R i¢in (fg ¢ gg)(x) # U olduguna dikkat edelim [43].
Ornek

R = Z5 halkasini ele alalim.

U=D, ={{x,y):x? =y? =e,xy = yx} = {e,x,y, yx} evrensel kiime ve f; ile gz,
U iizerinde birer esnek kiime olmak {izere

fr(0) = {e,y, yx}

fr(1) = {e, x}
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fr(2) = {y, yx}

ve

gr(0) = {e,x,y}
gr(1) = {e,yx}
gr(2) = {yx}

seklinde tanimlansmn. Z3’te 2=1+1=1-1+1-1=1-14+2-2=2-2+1"-1
oldugundan
(fz 0 9R)(@) = {(fax(D) U gr(D) U (fr(D) U gr (1))}

N {(fr(D U gz () U (fr(2) U gr(2))}

N {(fz(2) U gr () U (fr(1) U gr(1))}

= {e,x, yx}
olarak bulunur.

4.1.14. Teorem

fr:» gr Ve hg, U lizerinde birer esnek kiime olsun. Bu durumda

(1) (fr 9 gr) O hg = fr 0 (gr ¢ hg)’dir.

(i1) Genel olarak fz 0 gr # gg ¢ fr’dir. Ancak R degismeli ise fz 0 gr = gr 0 fr
dir.

(iii) fr 0 (gr N hr) = (fr 0 gr) N (fr O hr) ve (fr N gr) O hg = (fr 0 hg) N (gr ¢
hg)’dir.

(iv) fr 0 (gr Uhg) = (fr 0 gr) U (fr 0 hg) ve (fr Ugr) 0 hg = (fr 0 hg) U (gr ¢
hg)’dir.

(V)fR g Ir iSEfR 0 hR g IR 0 hR ve hR OfR § hR OgR’diI'.

(vi) tg ve lg, U ilizerinde birer esnek kiime ti € fr ve Iz € gg ise bu durumda
tR 0 lR g fR 0 gR’dir [43]

fspat.

(i) ve (ii) Tanim 4.1.14’ten agiktir.
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(iii) x € R olmak tizere her 1 < i < migin x = }/%; a;b; seklinde yazilamiyorsa

fz 0 (gr 0 hg) = U’dur. Benzer sekilde

((fR 0 gr) N (fr 0 hR))(x) = (fr0gr) (@) N (fr O hg)(x) = U yazlabilir. Her

1<i<miginx =Y", a;b; olsun. Buradan

f0rAh)@= [ (fela) U (gr ) (B))
x=2ﬁ1aibi
= () (@) U (grlb) 0 e (b))
x=Y " ab;
()
- [(Fe(@) U gr(5D) N (fa(a) U ha(b)]
x=zzlaibi

= ﬂ (fa(a)) U gR(bi))‘ n I ﬂ (fr(a;) U hg(by))

x=2ﬁ1aibi X=z:7=11 a;b;
= (fr 0 gr)(x) N (fr 0 hg)(x)
= ((fR 0 gr) N (fz 0 hR))(x)

bulunur. (fgr N gr) 0 hg = (fr 0 hg) N (gg ¢ hg) oldugu ve (iv) benzer sekilde

gosterilebilir.

(V) x € R olmak tizere her 1 <i <m i¢in x = X%, a;b; seklinde yazilamiyorsa
(fr O hg)(x) = (gg ¢ hg)(x) = U’dur. Aksi halde her 1 < i < m ve fz(x) € gr(x)
i¢in
Feohd@ =[] Cfalad Uhab)
X= Z:i1 aibi
c (] @@ vh)
x=2121 aib;

= (gr ¢ hg)(x)
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bulunur. Benzer sekilde hg ¢ fr € hg 0 gg oldugu gosterilebilir.
(vi) Bu kismin ispat1 (V) ile benzer sekilde kolayca yapilabilir.
4.1.15. Sonug

fr, U lizerinde bir esnek birlesimsel halka ve a = »%, x;y; olsun. Her 1< i <m
i¢in,
m
fu@ = fo (D x01) € fale) U fo)
l=

"dir [43].
4.1.16. Teorem

fr, U lizerinde bir esnek kiime olsun. fz’nin U iizerinde bir esnek birlesimsel halka

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

fo(x =) € frR) U fr(y) ve fr 0 fr 2 fr
olmasidir [43].

fspal.

fr, U tizerinde bir esnek birlesimsel halka olsun. fr(x —y) € fr(x) U fr(y)’dir.

a € R olmak tizere;

(fr 0 fr)(@) = Uise (fz ¢ fr)(a) 2 fr(a)
oldugu agiktir. Dolayisiyla fz 0 fz 3 f bulunur.

(fr 0 fr)(@) # U ise her 1 < i < m iginx = }[%, x;y; olmak {izere f, U tizerinde
bir esnek birlesimsel halka oldugundan
Grofo@= (] (rGufn)

a= Z?ilxiYi
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= ﬂ fr (i XiYi)

m F—
a=Zi=1xiyi =1

= (] r@

a= Z?;lxiyi

= fr(@)

bulunur. Buradan f ¢ fz 3 fx elde edilir.

Tersine fr(x —y) € fr(x) U fr(y) Ve fz 0 fr 2 frolsun.
fr(ab) & (fz 0 fr)(ab)

r ﬂ (Fo(x) U fa ()
a-b= z:’;lxiyi
€ fo(@) U fo(b)

elde edilir. Dolayisiyla fg, U tlizerinde bir esnek birlesimsel halkadir.
4.1.17. Sonug

fr bir esnek kiime olmak iizere asagidaki kosullar denktir.

) fr 0 fr 2 fr

i) Her 1 < i < migin

fa ) %90 € a8 U fr )
i=1

[43].
4.1.18. Teorem

A, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. A’nin R halkasinin bir alt halkas1 olmas1
icin gerek ve yeter sart a, f S U, a 2 f olmak lizere

a, XER-A

fR(x)={ﬁ, o

seklinde tanimlanan fz nin bir esnek birlesimsel halka olmasidir [43].
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jspat.

A, R’nin bir alt halkast ve x,y € R olsun. Eger x,y € A ise xy ve x —y € A’dr.
Bundan dolay1

frx —y) = frxy) = fr(x) = fr(y) =B

ve boylece

fr(x —y) € frR() U fr(y) ve fr(xy) € fr(x) U fr(¥)

bulunur.

Eger x,y ¢ A ise xy€ A veya xy¢ A ve x—y €A veya x —y & A’dir. Her

durumda

fr(x—y) € frR) U fr(y) = ave frxy) € frX) U fr(y) =«

olur ki buradan f5 bir esnek birlesimsel halka bulunur.

Tersine f esnek birlesimsel bir halka olsun. x, y € A olmak {izere;

frlx—y) € frx) U fr(y) = B ve fr(xy) € fr(x) U fr(y) = pdur.
Dolayisiyla

fr(x —y) = B ve fr(xy) = p’dr.

Bundan dolay1 x —y € A ve xy € A olur ki A, R halkasinin bir alt halkas1 bulunur.
4.1.19. Teorem

R bir halka X, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. X’in R halkasmin bir alt

halkas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart Syc’nin bir esnek birlesimsel alt halka
olmasidir [43].

fspat.

U, XER-X
SXC(x):{Q) xEX

ve U 2 @ oldugundan ve Teorem 4.1.18 den dolay1 ispat agiktir.
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4.2. Esnek Birlesimsel idealler

Bu boliimde esnek birlesimsel ideal tanimi ve bununla ilgili bazi teoremler
verilecektir. Ozel bir teorem ile esnek kiime iizerinde tanimlanan esnek birlesimsel
ideal vasitasiyla klasik cebirdeki halkanin idealine ulasilacaktir. Ayrica daha 6nce
tanimlanan ‘0’ iglemi ile ilgili baz1 teoremlere yer verilecek olup L(fz:a) ile
gosterilen bir esnek kiimenin alt @ —kapsamasi tanimi ile esnek birlesimsel idealler

ile ilgili uygulamalarina yer verilecektir.
4.2.1. Tanim

R bir halka ve fg, U tizerinde bir esnek birlesimsel halka olmak tizere her x,y € R
icin fr(xy) € fr(y) ise fr’ye U flizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sol ideali,
fr(xy) € fr(x) ise fg’ye U tizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sag ideali, fz, U
tizerinde R’nin, hem esnek birlesimsel sag ideali hem de esnek birlesimsel sol ideali

ise fz’ye U iizerinde R’nin bir esnek birlesimsel ideali denir.
Ornek

U = Z~ evrensel kiimesi parametre kiimesi ve

R= () Yleren)

terimleri Z,’den olusan 2 X 2 tipinde matrisler kiimesi olsun. U iizerinde bir

fr kiimesini esnek birlesimsel ideal olacak sekilde tanimlayalim:

fr

= =

RO kR OO

— —
I
T
=
I
\S}
—

="

—_ N N N
ro P2 2R 29
[ ——
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!\J
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Buradan, fz’nin U iizerinde R’nin bir esnek birlesimsel ideali oldugu kolaylikla

gosterilebilir.

Eger U = Z~ lizerinde bir hg esnek kiimesini

hg

=
=]

(
(
(

hg

_, RO R R OO
O = el el el —

hy (.o 1.) ={-1-3}

olarak tanimlarsak hg’nin U {izerinde bir esnek birlesimsel halka oldugu fakat

el 1o WD) =me(ly 2D ere(ly )

oldugundan hz’nin U iizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sol ideali olmadigi

goriiliir. Benzer sekilde

te(lo 2l12 ol =me(ly ol ere(ly 1)

olup hg’nin U tizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sag ideali olmadigi da goriiliir.
4.2.2. Teorem

R ve S birer halka, fz kiimesi U iizerinde R’nin bir esnek birlesimsel ideali ve fs, U
tizerinde S’nin bir esnek birlesimsel ideali ise fRVfs, U lizerinde R X S nin bir esnek

birlesimsel idealidir.
fspat.

R ve S birer halka, fz kiimesi U iizerinde R’nin bir esnek birlesimsel ideali ve f5, U
tizerinde S’nin bir esnek birlesimsel ideali olsun. Teorem 4.1.5°ten fr ve fs, U
tizerinde birer esnek birlesimsel halka ise, fpVfs esnek vV —c¢arpim kiimesi de U

tizerinde bir esnek birlesimsel halkadir. (x4, Y1), (x2,¥2) € R X S olsun. Buradan,
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frvs((er, ¥1), (X2, ¥2)) = frus(X1x2, Y1Y2)
= fr(x1x2) U fs(V1¥2)
< fr(x1) U fs(y1)
= frvs(x1, 1)

ve

frvs(Cer, ¥1), (2, ¥2)) = frus(X1x2, Y1Y2)
= fr(x1x2) U fs(V1¥2)
S fr(x2) U fs(y2)
= frvs(x2,¥2)

Dolayisiyla fzVfs, U tlizerinde R X S’nin bir esnek birlesimsel idealidir.

4.2.3. Teorem

fr Ve hg, U tizerinde R’nin esnek birlesimsel idealleri ise fi U hg, U lizerinde R’nin

bir esnek birlesimsel idealidir.

fspal.

fr Ve hg, U tlizerinde R’nin esnek birlesimsel idealleri olsun. fi ve hg, U iizerinde
esnek birlesimsel birer halka oldugundan Teorem 3.1.8°’den fr U hy kiimesi U

tizerinde esnek birlesimsel halkadir. x,y € R i¢in

(fr U hg)(xy) = fr(xy) U hp(xy)
S fr(x) U hgr(x)
= (fr U hp) (%)
ve
(fr Uhg)(xy) = fr(xy) U hg(xy)
S fr(y) VU hr(y)
= (fr Uhg)()
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Dolayisiyla, fgr U hg, U lizerinde R’nin bir esnek birlesimsel idealidir.
4.2.4. Teorem
fr, U lizerinde R’nin bir esnek birlesimsel ideali ise
Rf = {x € R: fr(x) = fr(0g)}
seklinde tanimlanan Ry kiimesi R halkasinin bir idealidir.

fspat.

fr, U lizerinde R’nin bir esnek birlesimsel ideali olsun.

Or ERF SR
oldugu agiktir. Her x,y € Ry ve r € R i¢in asagidaki ozelliklerin saglandigini
gostermeliyiz.
i)x—y €Ry
i) xr € Ry
i) rx € Ry

X,y € Ry ise, fr(x) = fr(y) = fr(0g)’dir. Her x,y € Ry ve r €R i¢in Lemma
4.1.2°den,

fr(Or) € fr(x —¥),
fr(0g) < fr(xr) ve
fr(0R) S fr(rx) dir.

fr, U lizerinde R’nin bir esnek birlesimsel ideali oldugundan her x,y € Rr ve 7 € R
icin,

Dfr(x —y) € frRx) U fr(y) = fr(Or)

i)fr(xr) S fr(x) = fr(Or)

i) fr(rx) S fr(x) = fr(Or)
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Dolayisiyla her x,y € R ve r € R igin
fr(x —y) = fr(0g),

fr(xr) = fr(0g) ve

fr(rx) = (0g)’dir.

Bu nedenle R¢, R halkasinin bir idealidir.

4.2.5. Teorem

fr, U tlizerinde bir esnek kiime olsun. fz’nin U {izerinde R’nin bir esnek birlesimsel

sol ideali olmasi igin gerek ve yeter sart
fr(x —v) € fr(x) U fx(y) ve 0 fr 3 f olmasidir [43].

jspat.

fr, U tizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sol ideali ve r € R olsun. Dolayisiyla
fr(x = y) € fr(x) U fr(y)’dir.
(B0 fR)(r) =Uised 0 fr 3 fx oldugu agiktir.

(50 fz)(r) # U ise

m

r= zxi%

i=1
olmak iizere fg, U lizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sol ideali oldugundan her

1<i<mi¢in

@ofom =[] (8600 fa00)

T=Z?i1xi3"i
= ﬂ <¢ U fr (Z::%%))
7‘=Z:Z1xiyi B

=[] GuiE)=kHO

r= Zﬁl Xi¥i



34
Buradan 8 ¢ f 3 fx bulunur.

Tersine fr(x — y) € fr(x) U fr(y) ve 8 0 fzr 3 fr olsun. Her 1 < i < m igin,

e <@ = [ (86 u ko)

xy=Y i Xy
c )V fr(y)
=0 U fr(¥)
= fr(¥)
olup fr(xy) € fr(y) bulunur. Dolayisiyla fg, U tizerinde R’nin bir esnek birlesimsel
sol idealidir.
4.2.6. Sonug

fr, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir.

)00 fr 3 fr
ii) Her 1 < i < migin,

fr (i(xiyi) € fr(x) U fr(i) ve fr (Z::%%) < fr(y)
i=1

’dir [43].
4.2.7. Teorem

fr, U lizerinde bir esnek kiime olsun. fz’nin U {izerinde R’nin bir esnek birlesimsel

sag ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart
falx = ¥) € fr) U fry) ve fr 06 3 fr
olmasidir [43].

fspat.

Teorem 4.2.5 ile benzer sekilde yapilabilir.
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4.2.8. Sonug

fr, U lizerinde bir esnek kiime olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir.

D) fr083f
ii) Her 1 < i < mig¢in,

frREZ1 %) € fr(x) U fr(yi) ve frRE2, x:yi) € fr(x;) dir [43].
4.2.9. Teorem

fr, U lizerinde bir esnek kiime olsun. fz’nin U {izerinde R’nin bir esnek birlesimsel

ideali olmasi icin gerek ve yeter sart

fax=y) S frR) U R Ve 60fr S frvefr003f
olmasidir [43].
fspat.
Teorem 3.2.6 ve Teorem 3.2.8 ile benzer sekilde yapilabilir.
4.2.10. Teorem

S, R halkasimin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. S’nin R halkasinin bir sol (sag)

ideali olmasi icin gerek ve yeter sart a, f S U ve a 2 folmak lizere

reo =g * S

seklinde tanimlanan fg alt kiimesinin R halkasinin bir esnek birlesimsel sol (sag)

ideali olmasidir [43].
fspat.

S, R halkasinin bir sol ideali ve x,y € R olsun. y € S ise xy € S’dir. Dolayisiyla

fr(xy) € fr(y) = p’dir
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Eger y & S ise xy € Sveya xy ¢ S’dir. Her durumda

fr(xy) € fr(y) = a’dr.
Benzer sekilde

frx=y) € fr) U fr(y) = a
oldugu Teorem 4.1.19°dan gosterilebilir. Buradan fz, R halkasmin bir esnek

birlesimsel sol idealidir.

Tersine fz, R halkasinin bir esnek birlesimsel sol ideali y € S ve x € R olsun.

Dolayisiyla
fr(xy) € fr(y) = p’dir.

Bu ise fz(xy) = B olmasini1 gerektirir. Dolayisiyla xy € S bulunur. Her x,y € § igin
x —y € § oldugu Teorem 4.1.19’dan benzer sekilde gosterilebilir. Dolayisiyla S, R

halkasinin bir sol idealidir.
4.2.11. Teorem

X, R’nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. X 'in R halkasinin bir sol (sag, iki tarafli)
ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart Syc’nin U iizerinde R halkasinin bir esnek

birlesimsel sol (sag, iki tarafli) ideali olmasidir [43].
fspat.

U  x€R/X
0} x€X

U220 ve Sxc(x) ={
oldugundan ve Teorem 4.2.10’den dolay1 ispat agiktir.

4.2.12. Not

fr, U tzerinde bir esnek birlesimsel ideal ise ayn1 zamanda esnek birlesimsel halka

oldugundan her x € R igin fz(0z) € fzr(x) dir [43].
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4.2.13. Onerme

fr Ve hg, U iizerinde R’nin birer esnek birlesimsel sol (sag) ideali ise fz 0 hg, U

tizerinde R’nin birer esnek birlesimsel sol (sag) idealidir [43].
Ispat.

fr Ve hg, U lizerinde R ‘nin birer esnek birlesimsel sol ideali olsun. x,y € R i¢in

(o 0 U 0k =[] @) Uha(b)

x=XI%, a;b;
v [ e uhat@)
y=Xi, cid;
= [ )] @V faled) b v ie(@)
x=x aib; y=XI,c;d;
2 ﬂ (fa(x) U R (3))
x+y=Yk  xy;

=(fr Ohr)(x+y)

ve
(fa 0 hp)(—x) = (fr (@) U he(b)
—x=X{%; a;b;
=[] e uro
x=X (—ap)b;
= (] GCapummy
x=X1" (—ap)b;
= (fr 0 hg)(x)
ve

G om0 = [ @) Uha(b)

y=Xit, a;b;
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- ﬂ (f(@) U hp (b))

xy=Y1%, (xa;)b;

> ] (rGapuhe)

xy=Y%, (xa)b;

= (fr ¢ hp)(xy)
bulunur.

Benzer sekilde (fz ¢ hg)(x) 2 (fr ¢ hg)(xy) oldugu bulunabilir.

Buradan fz 0 hg, R’nin bir esnek birlesimsel sol idealidir. Ispat sol ideal icin

yapildi. Sag ideal i¢in ispat benzer sekilde ispat yapilabilir.
4.2.14. Teorem

fr, U tlizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sag ideali ve gg, U iizerinde R’nin bir

esnek birlesimsel sol ideali olsun. Bu durumda
fr 0 gr 2 fr U gg’dir [43].

fspal.

fr, U tizerinde R’nin birer esnek birlesimsel sag ideali ve gg, U lizerinde R’nin birer
esnek birlesimsel sol ideali ideali olsun. fg, gg 3 0 her zaman saglandigindan
frOgr3fr003 frve
fz 0 gr 26 0 gg 3 g dir.
Buradan fz 0 gr 2 fzr U gg oldugu bulunur.

4.2.15. Tanim

fa, U lizerinde bir esnek kiime ve a € U olsun. {x € A|f,(x) S a} kiimesine f,;’nin

alt « —kapsamasi denir ve L(f,: @) ile gosterilir.
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4.2.16. Onerme

fr, U tlizerinde bir esnek kiime ve Im(fz) € P(U), fg’nin goriinti kiimesi ve
a € Im(fg) olmak tizere fg, U tizerinde R’nin birer esnek birlesimsel sol (sag) ideali
ise L(fz: @), R’nin bir sol (sag) idealidir.

Ispat.

a € Im(fg) oldugu igin fz(x) = a olacak sekilde x € R vardir ve
@ # L(fg:a) € R’dir.
X,y € L(fgp:a@) ve r €R olmak flizere fr(x) S a ve fr(y) S a yazlabilir.

L(fz: a)’nm R’nin bir sol ideali olmasi igin

)x —y € L(fr:a)
i) xy € L(fr: )
iii)rx € L(fz: a) oldugunu gostermeliyiz.

fr, U tizerinde R’nin birer esnek birlesimsel sol ideali oldugundan;

Nfr(x—y) € R U fr(y) S aUa=aolupx —y € L(fz: a)’dir.
iNfr(xy) € frRx) U fr(y) €S aUa = aolup xy € L(fg: a)’dir.
i) fr(rx) € fr(x) € aolup rx € L(fg: a)’dir.

Dolayisiyla L(fz: @), R’nin bir sol idealidir. Ispat sol ideal igin yapildi. Benzer
sekilde sag ideal oldugu da gosterilebilir.

4.2.17. Tanim

fr, U tlizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sol (sag) ideali olsun. R’nin bir sol (sag)

ideali olan L(fz: @)’ya fz’nin bir alt @ —sol (sag) ideali denir [43].
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4.2.18. Onerme

fr, U tizerinde bir esnek kiime, her @ € U igin L(fg: @) fr’nin alt a —sol(sag) ideali
ve Im(fr) kapsama altinda siral1 bir kiime olsun. Bu durumda f%, U tizerinde R’nin

bir esnek birlesimsel sol (sag) idealidir [43].

jspat.

Ispat, esnek birlesimsel sol ideal icin yapilacaktir, benzer sekilde esnek birlesimsel

sag ideal oldugu gosterilebilir.

X,y ER, fr(x) =a; ve fr(y) = ayolsun ve a; S a, oldugunu kabul edelim. Bu

durumda x € L(f: a1) ve y € L(fg: @) oldugu agiktir.

a, S a, Ve x,y € L(fr:a;) Ve L(fz:ay), fr'nin sol ideali oldugundan Onerme
4.2.16’dan

) x —y € L(fria)
i) xy € L(fg: ay)
iii)r € R i¢inrx € L(fz: ap)’dir.

Dolayisiyla,

Dfr(x —y) S ay =a; Ua, = frlx) U fr(y)
fr(xy) S ay =a; VUa, = frx) U fr(y)
i) fr(rx) € a; = frx)

bulunur. Buradan fz’nin U iizerinde R’nin bir esnek birlesimsel sol ideali oldugu

bulunur.

Ornek
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Z¢ halkasini ele alalim. U = Zg lizerinde fr esnek kiimesini asagidaki sekilde

tanimlayalim:

fr(0) = {1}

fr() = fr(5) = {1,2,3}
f=r(2) = fr(4) = {1,2}
fr(3) ={1,3}

Burada fz’nin U iizerinde R’nin bir esnek birlesimsel ideali oldugu kolayca

gosterilebilir. Im(f) dikkate alindiginda,

L(fr:{1,2,3}) ={0,1,2,3,4,5}
L(fr:{1,2}) ={0,2,4}
L(fr:{1,3}) ={0,3}
L(fr:{1}) = {0}

oldugu gortiliir.

Gergekten de {0},{0,3},{0,2,4},{0,1,2,3,4,5} kiimelerinin R’nin hem sol hem de sag
idealleri oldugu gosterilebilir [43].

Ornek

Z, halkasin ele alalim. U = D, = {e, x,y, yx} lizerinde fg esnek kiimesini asagidaki

sekilde tanimlayalim:

fr(0) = {x}
fR(l) = {e;x;}’}
fr(2) = {e, x}

fR(3) = {e;x;y}
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Buradan Im(fg) = {{e, x, vy} {e, x}, {x}}’dir. Im(fg)’nin kapsama altinda siral
oldugu dikkate alinarak,

{03, a = {x}
L(fR: a) = {0'2}1 a = {e,x}
{0,1,2,3}, a=1{ex, vy}

bulunur.
{0},{0,2} ve {0,1,2,3}, R’nin hem sag hem de sol idealleridir. Dolayisiyla fz, U

tizerinde R’nin bir esnek birlesimsel idealidir.

U = D, iizerinde bir hy esnek kiimesini su sekilde tanimlayalim:

hg(0) = {e}
hr(1) = {e, x}
hg(2) = {e, x, yx}
hg(3) = {e, x}

Buradan Im(fz) ={{e,x,yx}, {e,x}, {e}}’dir. Im(fg)’nin kapsama altinda sirali

oldugu dikkate alinarak,
{03, a = {e}
L(fr:a) =1{0,1,3}, a = {e, x}
{0,1,2,3}, a = {e, x,yx}

bulunur. {0,1,3}’in R’nin hem sag hem de sol ideali olmadig1 agiktir.

Ayrica hg(3-2) = hg(2) € hg(3) oldugundan hg, U tizerinde R’nin bir esnek
birlesimsel ideali degildir [43].

4.3. Regiiler Halkalar
Bu boliimde esnek birlesimsel halka idealleri ile klasik halka teorisinde 6nemli bir

yer tutan regiiler halkalar arasindaki iliski verilecek, regiiler halkalar, esnek

birlesimsel idealler ile karakterize edilecektir.
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R bir halka ve her a € R igin a = axa olacak sekilde x € R varsa R’ye regiiler halka
denir [44].

4.3.1. Teorem

Bir R halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir.
i) R regiilerdir.
i) R’nin her esnek birlesimsel sag R*ideali ve esnek birlesimsel sol L ideali igin

R*L = R* n L’dir.
4.3.2. Teorem

Bir R halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir.
1) R regiilerdir.
ii) U tizerinde R’nin her esnek birlesimsel sag fz ideali ve her esnek birlesimsel sol

gr ideali i¢in fz 0 gg = fr U gg’dir [43].
fspat.

R bir regiiler halka, fz, R’nin bir esnek birlesimsel sag ideali ve gr, R’nin bir esnek
birlesimsel sol ideali olsun. Teorem 4.2.14’ten R’nin her esnek birlesimsel sag fx
ideali ve her esnek birlesimsel sol g ideali i¢in;
fr09r 2 frUgr...(1)
yazilabilir. fz U ggr 3 fr 0 gr oldugunu gdstermemiz ispati tamamlayacaktir.
Va € R icin, R regiiler oldugundan
a = axa

olacak sekilde x € R vardir. Buradan

Fr 0@ =[] ) ugs00

a=2?£1xi}’i
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C f4(@x) U g,(a)
€ f4(@) U gg(@
= (f,09)(@) -.(2)

(1) ve (2) den fr 0 gr = fr U gg olup ispat tamamlanir.
Tersine;

R’nin regiiler oldugunu gostermek i¢in U {izerinde R’nin her sag R* ideali ve her sol
L ideali i¢in R*L = R* N L oldugunu gostermeliyiz. R* ve L sirasiyla R’nin sag ve sol
idealleri olsun. Bu durumda

R'’LESR* NL...(1)
oldugu agiktir. R* N L € R*L oldugunu gdstermemiz ispati tamamlayacaktir. Bir a
elemanint a € R*NL ve a & R*L olacak sekilde tanimlandigini kabul edelim.
Teorem 4.2.11°den Sp.c ve Sjc swrastyla R* ve L’nin esnek Karakteristik

fonksiyonlaridir.

a € RN Loldugundan a € R* ve a € L’dir. Buradan
Spee(@) = Sye(@) = @
Diger taraftan a € R*L oldugundan a = xy olacak sekilde x € R* ve y € L yoktur.
Buradan
(Sgec 0Se)(@) =U

bulunur. Bu ise a nin tanimlanmis oldugu kabul ile gelisir. Yani R* N L S R*L’dir.
Dolayisiyla R regiilerdir.

4.3.3. Sonucg

Bir R halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir.

i) R regiilerdir.

i) U tizerinde R’nin her esnek birlesimsel f; ve gg idealleri igin
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fr 0 gr = fr U gg’dir [43].
4.3.4. Teorem

Bir R halkasinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart R’ nin her esnek birlesimsel

ideallerinin idempotent olmasidir [43].
jspat.

R bir regiiler halka ve hg, R’nin bir esnek birlesimsel ideali olsun. hg, R’nin bir
esnek birlesimsel ideali oldugundan hp ayni zamanda R’nin bir esnek birlesimsel sag
idealidir. Buradan

hg O hg S hg 00 3 hy
yazilabilir. Simdi ise hg € hg ¢ hg oldugunu gostermeliyiz. R regiiler oldugundan,

Ya € R i¢in a = axa olacak sekilde x € R vardir. Buradan

(e 0h)(@ =[] (e U e

a=2?;1xiyi

2 U hp(ax) U hy(a)
azzyilxl‘yi

2 hg(a) U hg(a)

= hg(a)

DolaylSlyla hR g hR 0 hR’dII‘ Buradan (hR)z = h’R 0 hR = h’R bU|Unur

Simdi ise esnek birlesimsel sol ideale bakalim. R bir regiiler halka ve kg, R’nin bir

esnek birlesimsel ideali olsun. kg, R’nin bir esnek birlesimsel ideali oldugundan kj

ayni zamanda R’nin bir esnek birlesimsel sol idealidir. Buradan
krOkpr 30 0kg 3 kg

yazilabilir. Simdi ise kg 3 kg ¢ kg oldugunu gostermeliyiz.
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R regiiler oldugundan, Va € R i¢in a = axa olacak sekilde x € R vardir. Buradan

(0 k)@ =[] e Uka)

a=3" Xy,
C kp(ax) U kg(a)
C kr(a) Ukg(a)
= kr(a)

Dolayisiyla, kg 3 kg ¢ kg dir. Buradan (k,)? = kg 0 kg = kg bulunur.
4.3.5. Sonug

Regiiler bir halkanin her esnek birlesimsel sag (sol) ideali idempotenttir [43].
4.3.6. Teorem

R regiiler bir halka olsun. R’nin biitiin esnek birlesimsel ideallerinin kiimesi esnek
kesisim-birlesim islemi altinda regiiler bir halkadir ve R’nin biitiin esnek birlesimsel

idealleri fr = f 0 6 0 fz formundadir [43].
fspat.

fr, R’nin bir esnek birlesimsel ideali olsun. fz = fz ¢ gr ¢ fr olacak sekilde R’nin

bir gr esnek birlesimsel idealini tanimlayalim. Buradan;

fo=lr0gr0fr 3 fr 000 fr
S(fr06)T@0fr)
SfrUfr=fr
Dolayisiyla,
fROO0fRIfr00003f,00

ve



ROO0fR20000f200fR

Bu nedenle fr = fz ¢ 8 ¢ fz bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Belirsizliklerin ortadan kaldirilmasi ile ilgili birgok teori bulunmaktadir. Bu
teorilerden biri ise esnek kiime teorisidir. Bu teorinin ortaya atilmasi ile zaman
icerisinde ¢ok sayida matematiksel kavramlar esnek kiimeler ile karakterize
edilmistir. Matematigin yaninda bilgisayar bilimleri, miithendislik, tip, bankacilik gibi

bircok alanda bu teorinin uygulanabilir oldugu gorilmiistiir.

Bu calismada daha once tanimlanmis olan esnek kiimeler ve klasik cebire ait bazi
yapilarin harmanlanmasi ile esnek birlesimsel halkalar, esnek birlesimsel halka
idealleri ve regiiler halka yapilarina ait tanimlar ve bunlarla ilgili 6rnekler, teoremler

ve sonuclar verilmistir.

Bu teorem ve sonuglara dayanarak klasik halkalar1 karakterize etmek i¢in esnek

birlesimsel halkalarin 6zellikleri tizerinde daha fazla ¢calisma yapilabilir.
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