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1. GIRIS

Belirsizlik i¢eren bazi problemleri Aristo mantigma dayali klasik matematikle
modellemek ¢ok zordur. Giinliik hayatta kullandigimiz climleler icerisinde ¢ok sicak,
yiiksek hiz, giizel bebek, uzun boy gibi 6l¢iim degerleri kisiden kisiye degisen
belirsiz ifadelerdir. Hayatimizda, buna benzer belirsizlikler iceren bir¢ok olay vardir.
Giin gectikge, etrafimizda bulunan belirsizligin objektif olarak incelenmesi i¢in
klasik yontemlerin disinda belirsizligi de inceleyen metotlara ihtiyag duyulmaktadir.
Bu yilizden bilim adamlar1 belirsizligi anlamak ve elverisli ¢éziimler saglamak i¢in
bir hayli teori gelistirmeye baslamislardir. “Olasilik teorisi”, “aralik matematigi”,

“bulanik kiimeler teorisi” en iyi bilinen ve belirsizligi modellemek i¢in sik kullanilan

matematiksel teorilerden birkagidir.

Bu teoriler arasinda en dikkat cekenlerden birisi Zadeh’in [1] bulanik kiimeler
teorisidir. Bu teori son zamanlarda hizla gelismesine ragmen bazi yapisal zorluklar:
icinde barindirmaktadir. Bilindigi gibi bir bulanik kiime onun iiyelik fonksiyonu
yoluyla tanimlanir. Molodstov’a [2] gore liyelik fonksiyonunun dogasi fazlasiyla
bireyseldir. Bundan 6tiirii, her bir durum i¢in bir tiyelik fonksiyonu insa etme zorlugu
s0z konusudur. Bu sebeple, liyelik fonksiyonu insasindan bagimsiz bir kiimeler

teorisine ihtiya¢ duyulmustur.

Bu amagla, “esnek kiimeler teorisi’, Molodtsov [2] tarafindan 1999 yilinda
belirsizlikle basa ¢ikmak i¢in bir matematiksel ara¢ olarak ortaya atildi. Molodtsov
[2], oyun teorisi, islem arastirmalari, silirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar,
olasilik, Ol¢iim teorisi, Reimann integrasyonu, Perron integrasyonu vb. alanlarda

esnek kiime teorisini kullanarak basarili ¢galismalara imza atmistir.

Maji ve arkadaslar1 [3,4], Pawlak’in [5] yaklasimli kiime teorisinden faydalanarak,
karar verme probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasmi gelistirerek esnek
kiimelerde bazi iglemler tanimladi. Xiao [6] esnek kiime temelli is rekabet kapasitesi
icin yapay bir hesaplama metodu {izerine basarili bir calisma yapti. Yang [7], esnek

kiimeler ve yaklasimli kiimelere dayali klinik teshisin karar analizi ve indiiksiyon



bashgiyla calismasini yayimladi. Chen [8,9] ile Kong [10] esnek kiimelerde
parametre indirgemesi lizerine ¢alismalar yapti. Xiao [11] ile Pei ve Miao [12], esnek
tabanli bilgi sistemleri {izerine pek c¢ok calisma sundu. Mushrif [13], esnek kiime

temelli siniflandirmalar iizerine arastirmalar yaparak bir ¢calisma yapt1.

Esnek kiimelerin cebirsel ozellikleri gilinlimiizde de bazi yazarlar tarafindan
calisilmaktadir. Jun [14] esnek BCK/BClI-cebirleri ve esnek alt cebir kavramlarmni
tanimlayarak, onlarla ilgili bazi temel Ozelliklere ulasti. Jun ve Park [15] esnek
kiimeleri BCK/BClI-cebirlerine uygulayarak, BCK/BCI-cebirlerinde esnek kiimelerin
cebirsel Ozelliklerini arastirdi. Park [16], esnek WS-cebirleri iizerine incelemeler
yaptt. Feng [17], esnek kiime teorisini kullanarak esnek yari halkalar ile ilgili bir
calisma yapti. Bu, pek ¢ok yeni ¢alismanin Oniinii agan bir inceleme olmustur. Sun
[18], esnek modiillerin tanimini verdi. Ayrica modiillerin 6zelliklerini  ve
Molodtsov’un esnek kiime tanimini kullanarak baz1 temel 06zelliklerin
karakterizasyonunu yapti. Ali [19] esnek kiimeler iizerinde bazi yeni islemler

tanimlayarak teorik olarak esnek kiimeler lizerinde yapilan ¢calismalar1 genisletti.

Maji [20], bulanik esnek kiimeleri tanimlayarak sonrasinda pek c¢ok arastirmacinin
bulanik esnek kiimeler lizerine ¢alismalar yapmasinin oniinii agmistir. Roy ve Maji
[21] bir karar verme probleminde bulanik esnek kiimelerin bir uygulamasi lizerinde
bir takim 6nemli sonuglar buldu. Yang [22] bulanik esnek kiimelerde indirgemeyi
tanimlayarak, bulanik esnek kiimeler yoluyla bir karar verme problemini inceledi.
Enginoglu [23], esnek kiime islemlerinin daha islevsel olan yeni tanimlarini vererek,
gelistirilen yeni esnek yaklagim metotlar1 sundu. Ayrica, bu metotlarin karar verme

problemleri lizerine iki uygulamasini verdi.

Aktas ve Cagman [24] esnek kiimeleri, bulanik kiimeler ve yaklagimli kiimelerin
ilgili kavramlariyla karsilastirdi. Ayrica pek ¢ok yeni ¢aligmanin Oniinii acan ““ Esnek
Grup Teorisi’ni literatiire kazandirdi. Esnek grup yapisi iizerinde esnek alt grup,

normal esnek alt grup, esnek grup homomorfizmi gibi cebirsel yapilar tanimladi.



Bundan sonra esnek cebirsel yapilar iizerine yapilan ¢aligmalarin bazilari; Acar ve
ark. (2010) [25] esnek halkalar, Sezgin ve Atagiin (2011a) [26] esnek gruplar ve
normalistic esnek gruplar, Sezgin ve ark. (2013) [27] esnek N-gruplari, H. Aktas
(2014) [28] esnek bijektif gruplari, H. Aktas ve Serif Ozlii (2014) [29] devirli esnek
gruplari, Sezgin ve Atagiin (2016) [30] esnek vektor uzaylarini, Sezgin ve ark.
(2011) [31] ile Atagiin ve Sezgin (2016) [32] esnek yakin halkalar1 seklinde

sayilabilir.

Diger taraftan caligmalar, farkli bir yonden de ilerlemeye devam etmistir. Esnek
kiimeyi (esnek kiimenin deger kiimesindeki elemanlar1), klasik kiimeler teorisinde
kullanilan kesisim ve kapsama islemi kullanilarak karakterize edilmistir [33]. Yani
klasik kiime teorisi, cebir ve esnek kiime {icli bir arada kullanilarak tanimlar ve
islemler daha islevsel hale getirilmistir. Bu diisiince yeni ¢aligmalar1 da beraberinde
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getirmistir. Cagman ve ark. 2012°de tanimladig1 “ soft int-grup (esnek kesisimsel
gruplar)” yapisi1 [34] 2007 yilinda ortaya atilan esnek grup tanimindan farklidir ve
teorik olarak daha incelemeye acik bir yap1 haline gelmistir. Klasik grup teorisindeki
pek cok 6zellik analog olarak bu yapiya aktarilabilmektedir. Kaygisiz ve Simsek ve
ark., esnek kesisimsel gruplardaki calismayr bir adim ileri gotiirerek, esnek
kesisimsel normal altgruplar tlizerine 2012°de detayli iki calisma yaymlamistir
[35,36]. Ayn1 mantiktan hareket edilerek kapsama ve kesisim islemleri kullanilarak
pek cok cebirsel yapinin “esnek kesisimsel” hali yapilmis ve c¢alisilmistir. Bunlardan

en temel olanlar, esnek kesisimsel halkalar (2015) [37] ve esnek kesisimsel yakin-

halkalar (2012) [38], esnek kesisimsel hemi-halkalar (2015) [39].

“Soft int-grup” un oOnciiliik ettigi klasik kiime teorisindeki kapsama ve kesisim
islemlerinin kullanildig1 hal yerine alt kiime ve birlesim islemlerinin kullani1ldig1 yeni
cebirsel yapilar da incelenmeye baglamis, ortaya “soft uni-cebirsel yapilar” ve farkl
sonuglar ¢cikmistir. Bunlardan bazilar1 ise esnek birlesimsel halkalar [40,41], esnek
birlesimsel hemiring (2014) [42], esnek birlesimsel LA-yarigrup (2014) [43,44],
esnek birlesimsel yarigruplardir (2015) [45,46].



Bu tez calismasinda, normal esnek birlesimsel grubun cesitli 6zellikleri, bilinen
klasik grup teorideki teoremlerle bagdastirilarak incelendi. Parametre kiimesi grubun
elamanlarindan olusan esnek kiimeler lizerinde yeni bir islem tanimlanarak, normal
esnek birlesimsel grupla olan iliskisi verildi. Esnek karakteristik fonksiyonunun
tanimi1 verilerek Ozellikleri gosterildi. Daha 6nceden tanimlanan A-a esnek kiimeleri
iizerindeki esnek ¢arpim isleminde bir bagint1 verilerek bu islemin grup 6zelliklerini
sagladig1 gosterildi. Daha sonra bu islem tlizerinden esnek koset ile boliim gruplar1
tanimlanip Ornekler verildi. Son olarak da esnek goriintii altinda bazi homomorfik

yapilarin korundugu gosterildi.



2. GENEL BIiLGIiLER

Bu bélimde Tasg¢1 (2007) [48], Rotman (1999) [49], Dummit (1999) [50] ve Asar,
Ahmet ve Aynur Arikan (2012) [51] kaynaklarinda yer alan grup teorisi ile ilgili

diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler verilecektir.

Grup teorisi kavrami modern cebirin en temel kavramlarindan biridir. Geometrik
sekillerin simetri 6zelliklerinin arastirilmasinda ve cebirsel denklemlerin koklerinin
belirlenmesinde ortaya ¢ikmistir. Her geometrik sekle bir simetri grubu ve her
cebirsel denklemin koklerine bir Galois grubu karsilik gelir. Grup kavraminm ilk
izleri Lagrange’in cebirsel denklem iizerindeki ¢alismalarma dayanir. Galois (1811-
1832) ilk kez grup terimini permiitasyon grubu anlaminda kullanmistir. Galois’in
calismalar1 Liouville tarafindan 1846 da yaymlandiktan sonra grup kavrami
kullanilmaya baglamistir [S1]. Daha sonralar1 Cauchy, Cayley, Walter von Dyck bu
teorinin gelisimine katkida bulunarak yiizyillar boyu siirecek olan caligmalara

onciiliik etmiglerdir.

2.1. Tanim

G bos olmayan bir kiime olmak iizere
*x:G XG->G

fonksiyonuna G tizerinde bir ikili islem ve (G,x) ikilisine cebirsel yap1 denir.

2.2. Tanim

Asagidaki sartlar1 saglayan (G,*) cebirsel yapisina grup denir.
G)VabceGicin(axb)xc=ax(bx*xc)

G,) Bire€eG ve Va€eG igin axe=exa=a dir. (¢ elemanina G 'nin birim

elemani1 denir).

Gs) e, G nin birim elemani olmak iizere, G kiimesindeki her bir a elemani i¢in



axa' =a' xa=e
olacak sekilde bir tek a’ € G vardir (a’ elemanina a elemanimimn tersi denir ve a™! ile
gosterilir).
Burada;
e (G,) sartmi saglayan (G,x) cebirsel yapisina yari grup denir.
e (G,) ve (G,) sartlarmmi saglayan (G,x) cebirsel yapisina monoid denir.
e Va,b€Giginaxb=bxa sartin1 saglayan (G,x) grubuna degismeli grup

denir.

Ornek

Bir n kenarli diizgiin ¢okgende, r merkez etrafinda saat yoniinde donmeyle elde
edilen keyfi bir permiitasyon ve s yansimalarla elde edilen keyfi bir permiitasyon
olmak iizere r™ = 1, s = 1 ve rs = sr™ ! gartlarin1 saglayan r ve s permiitasyonlari
tarafindan tiretilen

n

4 2 -1 2 n-1
D,, ={1,r, 7%, ..., r" L, s, sr,s1%, ..., sr"" 1}

kiimesi bileske islemine gore bir gruptur. Bu gruba Dihedral grup denir.

2.3. Tanim

(G,*) grup ve H, G nin bos olmayan alt kiimesi olsun. Eger (H,*) cebirsel yapisi

grup ise, bu gruba (G,*) grubunun alt grubu denir ve H < G seklinde gosterilir.

2.4. Teorem

(G,*) bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Buna gore
H < G olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) Va,beHicinaxb€H

ii) Va€Higina ! €H

sartlarinin saglanmasidir.



2.5. Not

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e ve karisikliga neden olmadigi durumlarda (G,*)
seklinde gosterilen cebirsel yapilar kisaca G seklinde gosterilecektir ve ayrica

a,b € G i¢in a * b gosterimi yerine ab gosterimi kullanilacaktir.

2.6. Tanim

G grup ve H < G olsun. Va € G i¢cin aH = Ha ise, H alt grubuna G’nin normal alt

grubu denir ve H < G seklinde gosterilir.

2.7. Tanim

G bir grup ve H < G olsun.
N¢(H) ={g € G: gh = hg}

kiimesine H’nin G i¢indeki normalleyeni denir.

2.8. Teorem

G bir grup ve H < G olsun. Bu taktirde, N; (H) < G dir.

2.9. Tanim

G grup ve X, G ’nin altkiimesi olsun. Bu takdirde G 'nin X ’1 igeren biitiin alt
gruplarinin kesisimine X tarafindan iiretilen alt grup denir ve (X) ile gosterilir. X’e

(X) in bir tiretec kiimesi denir.

2.10. Teorem
G grup ve a € G olsun. O zaman

(a) = {a*: k € 7}
dir.



2.11. Tanim

G grup olsun. Eger G = (a) olacak bi¢cimde bir a € G varsa G ’ye a tarafindan

iiretilen bir devirli grup denir.
2.12. Teorem
G grupve H,K < G olsun. HK < G < HK = KH olmasidr.
2.13. Teorem
G grup ve H ile K, G’nin alt gruplar1 olmak tizere H < G ise, HK < G dir.
2.14. Teorem
G grup ve N < G olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.
i) Vg € G icinve Vn € N igin gng™* € N dir.
ii) Vg € GigingNg~! C N dir.
iii) Vg € G igin gNg~! = N dir.
iv) N <Q G dir.
2.15. Teorem
G grup ve H < G olsun. Bu takdirde H < N;(H) dur.
2.16. Tanim
G grup ve H,K < G olsun. HK = {hk:h € H,k € K} kiimesine H ile Knin ¢arpimi

(G ’nin iglemi “+” ise H+ K ={h+khe Hvek € K} kiimesine H ile K nin

toplamzi) denir.



2.17. Tanim

G bir grup, H < G ve a € G olmak lizere
aH = {ah: h € H}
kiimesine a elemanin H alt grubuna gore sol yan kiimesi ve
Ha = {ha:h € H}

kiimesine a elemanin H alt grubuna gore sag yan kiimesi denir.

2.18. Not

G grup ve H < G olsun. G nin H deki tiim farkli yan smiflarinin kiimesini G /H ile

gosterelim.

2.19. Teorem

G grup ve H < G olsun. Her a, b € G i¢in
(aH)(bH) = abH
ile taniml1
.:G/HXG/H - G/H
doniisiimiiniin iy1 tanmimli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul H Q G olmasidir. Bu
durumda, G /H tizerinde tanimli bu ikili isleme gdre bir gruptur. G /H grubuna, G nin

H alt grubuna gore boliim grubu denir.

2.20. Tanim

(G,*) ve (H,°) iki grup olmak lizere eger : G — H fonksiyonu Vx,y € G igin
pxxy) = @(x)° o)
ise, ¢ ye grup homomorfizmasi ya da kisaca homomorfizma denir.
Eger,
e ¢, Orten bir grup homomorfizmasi ise ¢ ye bir epimorfizma denir.

e ¢, 1-1 bir grup homomorfizmasi ise ¢ ye bir monomorfizma denir.
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e ¢, 1-1 ve Orten bir grup homomorfizmasi ise ¢ ye bir izomorfizma denir.

Bu durumda G ve H gruplarina “izomorftur” denir ve G = H ile gosterilir.
2.21. Tanim
@:G - H grup homomorfizmasi olsun.
Cek(p) = {g € Glo(g) = ex}

kiimesine ¢ nin ¢ekirdegi denir.
2.22. Tanim
@: G — H bir grup homomorfizmasi olsun. Bu taktirde Cek(¢) < G dir.
2.23. Tanim
@:G - H grup homomorfizmasi, A < Gve B < H olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanir.

i) @(A) <H dir.

ii) ¢~1(B) <G dir.
[zomorfizma Teoremleri
Bu kisimda gruplara ait temel nitelikteki {ic izomorfizma teoremi verilecektir.
Asagidaki teoremden goriildiigii gibi normal alt gruplar ile grup homomorfizmalar1
arasinda ¢ok yakin bir iligki vardir.
2.24. Teorem (Birinci Izomorfizma Teoremi)

@: G — H grup epimorfizmasi olsun. Bu takdirde G /Ker(¢) = H dir.

2.25. Teorem (ikinci Izomorfizma Teoremi)
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G grup ve H ile K, G’nin alt gruplar1 olmak tizere K, G’de normal olsun. Bu takdirde
HK/K =H/HNK
dir.

2.26. Teorem (Ugiincii izomorfizma Teoremi)

G grup ve H ile K, G’nin normal alt gruplar1 olmak iizere K, H’nin alt grubu olsun.

Bu takdirde H/K < G /K ve

G/K _

dir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Esnek Kiimeler

Bu boliimde, esnek kiime teorisiyle ilgili bazi temel kavramlar Molodtsov [2] ve
(Cagman ve Enginoglu, 2010) [52]’nun yapmis oldugu calismalardan derlenerek

verilecektir.
3.1.1 Molodtsov’un Esnek Kiime Yaklasim

Molodstov [2], yapmis oldugu ¢alismalarinda genellikle esnek kiimelerde islemler ve
esnek kiimeler arasindaki iligkilerden ziyade, esnek analiz iizerinde durmustur.
Molodstov [2], “Esnek Kiime Teorisi ve Ilk Sonuglarr” isimli ¢alismasinda limit gibi
temel analiz konularim1 esneklestirerek, sonraki calismalarina hazirlik yapmistir.

Yazar esnek yaklasimi, kendi ifadeleriyle asagidaki sekilde ifade etmektedir:

“Ekonomi, c¢evre ve saghk bilimi, miihendislik gibi pek ¢ok alandaki karmasik
problemlerde bazi belirsizlik tiplerinin varligi, bu problemleri ¢6zmek icin bilinen
klasik metotlar1 basarili bir sekilde kullanmamizi engeller bir sebeptir. “Olasilik
Teoris1”, “Bulanik Kiime Teorisi” ve “Aralik Matematigi” belirsizlikleri ortadan
kaldirmak i¢in matematiksel bir ara¢ olarak goz Oniine alabilecegimiz bilinen ii¢

temel teoridir. Bu teoremlerin her birinin gii¢lii oldugu kadar zayif yonleri de vardir.

[2]”

Olasilik teorisi sadece uygun istatiksel olaylarla ugrasabilir. Matematiksel detaylara

girmeksizin uygun bir matematiksel olayla kastetmek istedigimiz sey, uzun bir

n
1
Hn =;in

i=1

deneme serisinde

basit ortalamasinin mevcut olmasidir. Burada, denemelerde olaylar gerceklesirse x;,

“1” e, olaylar ger¢eklesmezse x;, “0” a esittir. Limitin varligmi test etmek i¢in ¢ok
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sayida deneme yapmaliyiz. Bunu miihendislikte gerceklestirebiliriz fakat birgok

ekonomik, ¢evrebilim ve sosyal problemlerde gerceklestiremeyiz.

Aralik matematigi, bir problemin kesin ¢6ziimii i¢in tahmini bir aralik insa ederek,
hesaplama hatalarin1 géz Oniinde bulunduran bir metot olarak ortaya cikar. Bu
bircok durumda faydalidir ancak aralik matematigindeki metotlar farkh
belirsizliklere sahip problemler i¢in yeterince uygun degildir. Bu metotlar diizgiin
degisen, giivensiz, yetersiz ve kismen amagla c¢elisen hatali bir bilgiyi, vb. durumlar1
yaklagik olarak tanimlayamaz.

Belirsizlikle basa ¢ikmak i¢in en yakin teori, Zadeh [1] tarafindan gelistirilen bulanik
kiime teorisidir. Bulanik kiime kavraminm tanimim hatirlayalim. Her A € X kiimesi

icin onun p, karakteristik fonksiyonu

1,x€eA
HA(X)={O x¢A

seklinde tanimlanir.

Bir kiime ile onun karakteristik fonksiyonu arasindaki bu esleme agik olarak 1-1 bir
eslemedir. Bir F bulanik kiimesi, onun up iiyelik fonksiyonu ile tanimlanir. Bu
fonksiyon her x € X noktasina, [0,1] kapali araliginda bir ug (x) reel sayisini karsilik

getirir. ugp(x) sayisi, x’in F bulanik kiimesine ait olma derecesi olarak yorumlanir.

Bu kiime teorisi iizerine yapilan caligmalar, simdilerde hizli bir sekilde ilerliyor.

Fakat bir zorluk mevcuttur: Ozel her bir durumda iiyelik fonksiyonu nasil kurulur?

Uyelik fonksiyonunu kurmak icin sadece bir yola yiiklenmemeliyiz. Uyelik
fonksiyonunun dogasi son derece bireyseldir. ur(x) = 0,8 notasyonunu herkes kendi
tarzinda anlayabilir. Bu yiizden, iiyelik fonksiyonlar1 ile yapilan aritmetik islemlere
dayanan bulanik kiime islemleri, dogal géziikkmez. Goriilebilir ki bu islemler, agirlik
ve uzunluklarin toplamina benzerdir. Muhtemelen bu zorluklarin sebebi, teorinin

parametrizasyon araclariin yetersizligidir.

3.1.2. Tanim
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U evrensel kiime ve A parametrelerin bir kiimesi olsun. F, A’dan U’nun tiim alt
kiimelerinin kiimesine bir doniisim ise (F,A) swali ikilisi, U iizerinde bir esnek
kiime olarak adlandirilir.

Baska bir ifadeyle bir esnek kiime U kiimesinin alt kiimelerinin parametrize edilmis

bir ailesidir [2].

Molodtsov [2] tarafindan ortaya atilan bu tanimin bazi zorluklarmdan dolay1
(Cagman ve Enginoglu, 2010) [52] tanim1 yeniden diizenleyerek lizerinde yapilacak
bircok calismaya Onciiliik etmislerdir. Biz tezimizde esnek kiimelerin bu tanimini

kullanacagiz.
3.1.3. Tanim

U baslangi¢ evrensel kiimesi, E parametreler kiimesi; P(U), U’nun kuvvet kiimesi ve
A € FE olsun.
Her x € A igin f,(x) = @ olacak sekilde f,: E = P(U) fonksiyonuna U lizerinde bir
esnek kiime denir. O halde, bir f, esnek kiimesi

fa ={(x fu(x)):x € E, fu(x) € P(U)}

bi¢iminde sirali ikililerin kiimesidir.

Baska bir deyisle, U iizerindeki esnek kiime, U evrensel kiimesinin alt kiimelerinin

parametrelenmis ailesidir.

geA olmak tizere F(e), (F,A) 'nin € — yaklasik elemanlarinin kiimesi olarak
diistiniilebilir.

E parametreler kiimesinin bir A alt kiimesi ile birden fazla esnek kiime
tanimlanabilir. Bu durumda esnek kiimeler f,, g4,hs vb. seklinde gosterilecektir.
Ayrica, E parametreler kiimesinin 4, B,C vb. farkl alt kiimeleri ile birden fazla
esnek kiime tanimlanabilir. Bu durumda esnek kiimeler f;, fz, fc, vb. seklinde
gosterilecektir. Bundan boyle, U lizerindeki tiim esnek kiimelerin kiimesi Sg (U) ile

gosterilecektir [52].
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Ornek

U satin almak i¢in iizerinde disiiniilen bebek arabalarinin bir kiimesi ve E
parametrelerin kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime veya bir kiimedir.

E = {hafif, ekonomik, katlanabilir, dayanikli, garantili}
Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, “ hafif bebek arabalari, ekonomik bebek
arabalar1 vb.” olusturmak demektir.
(F,E) esnek kiimesi Giil Vera Hanim’a alinmasi diisiiniilen “bebek arabalarinin
cekiciligi” olarak tanimlanir.

U evrensel kiimesinde asagidaki sekilde verilen 6 tane bebek arabasinin oldugunu

diistinelim.
U= {U1, Up, U3, Uy, Us, u6}
ve
E = {x,x5,Xx3, X4, X5}
olsun.
Burada,

x, "hafif" parametresini,
e x, "ekonomik" parametresini,
e x3 "katlanabilir" parametresini,
e x, "dayanikl" parametresini,
e x5 "garantili" parametresini
temsil etsin. Buna gore bebek arabasi almaya gelen Selma Hanim igin f; esnek

kiimesini olusturalim. Bunun i¢in Once verilen parametrelere gore arabalari

smiflandiralim.
o falxr) = {uz us}
o falxy) =0
o falx3)=U

o fa(xy) = {uy, uz us}

o falxs)=0
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(F, E) esnek kiimesi U’nun alt kiimelerinin parametrelenmis ailesi olan
{fa(x),i=1,234,5}

dir. Ayrica bize bir nesnenin yaklasik tanimlarmin bir derlemesini verir. Ornegin;

fa(xy) ve f4(x3) te "u," var. Yani u, bebek arabasi hafif ve katlanabilir 6zelligine

sahiptir. Buradan u, arabasmin 6zellikleri hakkinda yaklasik bir sonug ¢ikariyoruz.

O halde f, esnek kiimesini asagidaki sekilde yaklagimlarin bir derlemesi olarak
alabiliriz.

fa = {hafif arabalar = {u,,u,}, katlanabilir ézellikli arabalar =
U,dayanikli arabalar = {uy, us, us}}.

Burada esnek kiime kiime olmadigi i¢in elemanlarmi da 6zel olarak “ yaklagim ”

olarak adlandiririz. Bu esnek kiime

fa = {0y, {ug, uad), (3, U), (x4, {ug, us, us})}
seklinde yazilabilir. Burada goriintlisii bos kiime olan elemanlar yazilmamistir ve

bundan sonra da yazmayacagiz.

Bilgisayar ortaminda esnek kiime olusturmak i¢in esnek kiimeyi asagidaki tablo ile

temsil edebiliriz.

Sekil 3.1. Esnek Kimenin Temsili Tablosu

u "hafif" "ekonomik" | "katlanabilir" | "dayanikli" | "garantili"
Uy 0 0 1 1 0
U 1 1 0

1 1

E
—_
S| oo oo O
—_
(e
S| oo oo O
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3.1.4. Tanim

fa € Sg(U) olsun. Eger Vx € E icin f,(x) = @ ise f,’ya bos esnek kiime denir ve f;,
ile gosterilir [52].

3.1.5. Tanim

fa € Sg(U) olsun. Eger Vx € A i¢in f;(x) = U ise f,’ya A-evrensel esnek kiime denir
ve fz ile gosterilir [52].

3.1.6. Tanim

fa € Sg(U) olsun. Eger Vx € E i¢in f,(x) = U ise f,’ya evrensel esnek kiime denir

ve fz ile gosterilir [52].

3.1.7. Tanim

fa, fz € Sg(U) olsun. Eger Vx € E igin f;(x) € fz(x) ise f; esnek kiimesine fz nin

esnek alt kiimesi denir ve f, € fp ile gosterilir [52].

3.1.8. Tanim

fa,fz € Sg(U) olsun. Eger Vx € E i¢in f;(x) = fg(x)ise f, ve fg esnek kiimelerine

esnek egit kiimeler denir ve f; = fp ile gosterilir [52].

3.1.9. Tanim

fa € Sg(U) olsun. f, esnek kiimesinin esnek tiimleyeni £, her x € E igin f{(x) =

U\ f,; (x) seklinde tanimlanir [52].

3.1.10. Tanim
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fa, fz € Sg(U) olsun. f; ve fg esnek kiimelerinin esnek birlesimi

fa U fg, herx € E igin

(fa U fp) () = a0V f(x)

seklinde tanimlanir [52].

3.1.11. Tanim

fa,fs € Sg(U) olsun. f, ve fg esnek kiimelerinin esnek kesisimi fy N fz, her x € E
igin
(fa D fp)(x) = fa) N fp(x)

seklinde tanimlanir [52].

3.1.12. Onerme

fa € Sg(U) olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:

L(£) = f,

2. fi=fz

3. fUf=fy
4. 0 f=fy
5. fAUf¢=fA
6. fuf\fy =1y
7. fuUfp=fg
8. fuDfg=/fa
9. fa U ff=fs

10. fa O f5 = fp [52].
3.1.13. Onerme

far [z, fc € Sg(U) olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:
I fuUfs=1Uf,
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2. faffg=feNfy

3. (U fe)=finfs

4. (faD fe)=fL U fg

5. (aUfR)Ufe=f20(B0f)

6. (falfe)Dfe=fa0(fzNfc)

7. ﬁg(fBﬁfc)=(ﬁ40fB)ﬁ(ﬁ40fc)

8. fa A (fB U fc) = (fA ﬁfB) U (fA ﬁfc) [52].
3.1.14. Tanim

fa, fz € Sg(U) olsun. f; ve fp esnek kiimelerinin esnek A —carpimi f, A fg,
her (x,y) € E X E i¢in
(Fa A ), ) = fa(x) N f5(¥)

seklinde tanimlanir.

Burada dikkat edilecek olursa (f, A fg)(x,y) € Sgxg(U)’dur [4].

3.1.15. Tanim

fa, fz € Sg(U) olsun. f; ve fp esnek kiimelerinin esnek V —carpimti f, V fz,

her (x,y) € E X E i¢in
(fa V f5) () = fa(x) U fz(¥)

seklinde tanimlanir.

Yine burada dikkat edilecek olursa (f; V f5)(x,y) € Sgxg(U)’dur [4].

3.1.16. Tanim

G bir grup ve f; € Sg(U) olsun.

1. Herx,y € G i¢in f5(xy) 2 f5(x) N fe(¥)
2. Herx € G i¢in fz(x™1) = f(x)
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sartlar1 saglaniyorsa f; esnek kiimesine U ilizerinde bir esnek kesisimsel grup denir

ve kisaca EK-Grup olarak gosterilir [34].

3.2. Esnek Birlesimsel Gruplar

Bu boliimde Zeynep Kaya Tiirk’iin [47] tez calismasinda yer alan esnek birlesimsel

gruplar ile ilgili tanimlar ve baz1 6zellikler verilecektir.

3.2.1. Tanim

G bir grup ve f; € S;(U) olsun.

1. Herx,y € G i¢in f5(xy) € fc(x) U fo(¥)

2. Herx € G i¢in fz;(x™1) = fz(x)
sartlar1 saglaniyorsa f; esnek kiimesine U {izerinde bir esnek birlesimsel grup denir.
Bundan sonra tez ¢alismasi boyunca, "esnek birlesimsel grup" yerine kisaca "EB-

Grup" kullanacagiz [47].

Ornek 1

U = S5 evrensel kiime ve

G =D, ={(x,y):x?=y2=e,xy =yx}={e,x,y,yx}
dihedral grubu parametreler kiimesi olsun. Bilindigi gibi D, ’nin grup tablosu
asagidaki gibidir :

Sekil 3.2. D, ’nin grup tablosu

(D><"<k§k§

y
y
yX
e
X

X
X
e

yX
y

k§'~<><(1>
k§'~<><(I>(1>
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Eger f; esnek kiimesini,

fe(e) ={(13)}

fe(x) ={e (12),(13)}
fe) ={e (13),(23)}
fo(yx) = {e, (12),(13), (23)}

olacak sekilde insa edersek f; esnek kiimesi S5 iizerinde bir EB-Grup olur [47].
Ornek 2

U = Z,, evrensel kiime ve G = Z;, parametreler kiimesi olsun. f; esnek kiimesini
her x € Z, i¢in

fe(x) ={y€Zi:ye€ (x)}
seklinde tanimlayalim. Burada f; (0) = {0}, fz (1) = f: 3) = f5(7) = fc(9) = Z4,,
fe(2) = fe(4) = f¢(6) = f¢(8) = {0,2,4,6,8}, fc(5) = {0,5} olur.
fe(4+5)=109)=Z,zf;(4) U f;(5) ={0,2,4,5,6,8} oldugundan f; , Z,
iizerinde bir EB-Grup degildir [47].

3.2.2. Onerme
f, U lizerinde bir EB-Grup ise, her x € G i¢in f;(e) S f; (x) dir [47].
3.2.3. Teorem

G bir grup ve fg, U lizerinde bir EB-Grup olsun. Eger x,y € G i¢in fz(xy™*) =
fe(e) ise fg(x) = fo ().

Ispat fo(xy™) = f;(e) olsun. O halde x,y € G igin,
fo () = f5(Cey™)y)
S feley™ U f6(y)
=fe(e) U f(v)
= fc(¥)
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ve
fe =fey™)
= fe(x"1(xy™))
S fe(x DU feley™)
=fe(x™) U fe(e)
= fe (%)
dir. Bu nedenle f; (x) = f;(y) dir.

3.2.4. Teorem

U tizerinde bir f; esnek kiimesinin EB-Grup olmas i¢in gerek ve yeter kosul her

X,V € G igin fz (xy™1) € f; (%) U f; (y) olmasidir [47].
3.2.5. Teorem

fs, U lizerinde bir EB-Grup ve x € G olsun. O halde her y € G igin f;(xy) = fz(v)
olmasi igin gerek ve yeter sart f; (x) = f; (e) olmasidir [47].

3.2.6. Teorem
fe, U tizerinde bir EB-Grup ve x € G olsun. O halde her y € G igin
fe(x) = fe(e) = fo(xy) = fo(yx)
dir [47].
3.2.7. Sonug
fe, U tizerinde bir EB-Grup ve x € G ise her y € G igin
fe(xy) = fe(yvx) = fz(y) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f;(x) = f;(e) olmasidir

[47].

3.2.8. Teorem
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fc ve fy, U tlizerinde EB-Gruplar olsun. O zaman f; V fy, U lizerinde EB-Gruptur.
[47]

3.2.9. Teorem
fe ve fy, U lizerinde birer EB-Grup olsun. O zaman her (xq,y,), (x5,y,) € G X H
i¢in,
(fe A fi) (Cen, 1) (2, ¥2)™1) € (fe V fid) Cen y1) U (F V i) (2, v2)
dir. [47]
3.2.10. Teorem
fe ve hg, U tizerinde iki EB-Grup ise f; U h; de U iizerinde EB-Gruptur [47].

3.2.11. Teorem

Heriel igcin A; <G ve {fAi e I}’ler EB-Gruplarin bir ailesi olsun. Bu durumda

Ufer fa, EB-Gruptur.
fspat

fe ve hg EB-Grup oldugundan f; U h; 'nin de EB-Grup oldugunu biliyoruz.
V x,y € G alalim.

U fa, xy™h)

iel

U{fAi (xy™1): iel}

N

U{fAi (X Ufa, (): iel}

(U{fAi (x): iel}) U (U{fAi (y): iel})
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= (U fi (x)> U (U i (y))

iel iel

olur. Uiy fa, EB-Gruptur.

Asagidaki teorem U iizerinde EK-Grup ve EB-Grup arasindaki temel iliskiyi

vermektedir.
3.2.12. Teorem

fc, U lizerinde bir esnek kiime olsun. f;’nin U iizerinde bir EB-Grup olmasi igin

gerek ve yeter sart f£ nin U iizerinde bir EK-Grup olmasidir [47].

Teorem 3.2.12 bir esnek kiimenin U iizerinde bir EB-Grup olmasi halinde, onun
timleyeninin U iizerinde bir EK-Grup oldugunu ve tersinin de dogru oldugunu

gosterir [47].
3.2.13. Tanim

G bir grup, H < G ve f;, U lizerinde bir EB-Grup olsun. Eger fy (f;’ nin esnek alt
kiimesi) kendi bagina U tizerinde bir EB-Grup ise o zaman f’1n U iizerinde f; 'nin

bir esnek birlesimsel-alt grubu oldugu sdylenir ve bu "fy; <, f;" ile gosterilir [47].

Ornek

U = Z’y1 evrensel kiime olarak ve toplamsal grup G = Z,’1i parametre kiimesinin alt
kiimesi olarak diisiinelim. Esnek kiime f; ’yi f;(0) ={0,2}, fo:(1) =f;(3) =
{0,1,2,3} ve f;(2) = {0,2,3} ile tanimlayalim. O zaman f; nin U lizerinde bir EB-
Grup oldugu agiktir. H = {0,2} < Z, ve Z iizerinde fy, fy(0) ={0} ve fy(2) =
{0,2} ile tanimlansimn. fy, f; nin bir esnek alt kiimesi oldugundan ve kendisi de U

iizerinde bir EB-Grup oldugundan fy <, f; olur [47].
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3.2.14. Tanim

fa ve fg ortak evrensel kiime U iizerinde esnek kiimeler ve ¢, A dan B ye bir
fonksiyon olsun. O halde U iizerinde her b € B i¢in

(o)) = {3 Vr@le S Ave ol =035 2 o)

seklinde tanimlanan ¢(f;) esnek kiimesine f; nin ¢ altinda esnek goriintiisii denir.

Ayrica her a € A i¢in U lizerinde

(071 () (@ = fa(p(@)
seklinde tamimlanan @~ 1(f3) esnek kiimesine fz nin ¢ altinda esnek 6n goriintiisii
denir [47].

3.2.15. Teorem

fc ve fy, U lizerinde esnek kiimeler ve ¢: G = H bir grup izomorfizmasi olsun. Eger

fs, U tzerinde bir EB-Grup ise ¢ (f;), U lizerinde bir EB-Gruptur [47].
3.2.16. Teorem

fc ve fy, U lizerinde esnek kiimeler ve ¢: G = H bir grup homomorfizmasi olsun.

Eger fy, U iizerinde bir EB-Grup ise ¢~ 1(fy), U iizerinde bir EB-Gruptur [47].
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4. BULGULAR VE TARTISMA
4.1. Esnek Carpim Islemi

Bu boliimde klasik grup teorisinde oldugu gibi, parametre kiimesi grubun
elamanlarindan olusan esnek kiimeler iizerinde de bir esnek carpim islemi
tanimlandi, 6rnek verildi ve ozellikleri ile ilgili teoremler verilip ispat1 yapildi. Bir
esnek kiimenin eleman bazinda belirli sartlar1 sagladiginda EB-Grup oldugu
tanimlanmisti. Burada ise bu yeni tanimlanan islem ile bir esnek kiimenin kiime
bazinda hangi sartlar altinda EB-Grup olabilecegi ile ilgili teorem verilip ispati

yapild1.
4.1.1. Tanim

G grup olmak lizere A, B € G olsun. f, ve fp, U lizerinde esnek kiimler olmak iizere

fa ve fp esnek kiimlerinin esnek ¢carpima,

(fy o fo)(x) = ﬂ{fA(u) Uf(W:ww=x  wve€G)
olarak tanimlanir.
f4 nin tersi ise her x € G igin,

fa () = fa(x™)

olarak tanimlanir.

Ornek

G=(Z3+)veU=D,={x,y):x?>=y?=¢e,xy =vyx}={e, x,y,yx} olsun.
fG(O) = {e,y,yX}, fG(l) = {e,x}, fG(Z) = {Y’YX}

ve
he(0) = {e,x, ¥}, he(1) = {e,yx}, h(2) = {yx}
olsun. Bu durumda f; ve hg, U lizerinde bir esnek kiimedir.

o (feohg)0)=N{ff(WUh;(V):u+v=0, uve€E G}

u=0vev=90
u=1lvev =2
u=2vev=1

icinu+v=20 sa?glamr.)



(f6 ° hg)(0) = {f5(0) U hg(0)} N {f5(1) U hs(2)} N {f5(2) U hs(1)}
={e,x,y,yx} n{e,x,yx} n{e,y,yx}

= {e, yx}
o (feohy)D)=N{ff(WUh;(V):u+v=1, uveE G}
u=0vev=1
u=1lvev =0Jicinu+v= 15a§lamr.>
u=2vev =2

(fz © he)(D) = {f(0) U he (1} N {f; (1) U ke (0) N {f5(2) U he(2)3}
={e,y,yx}n{e,x,y} n{y, yx}

= {y}
o (feohy)=N{ff(WUh;V):u+v=2, uveE G}
u=0vev =2
u=2vev=0 iginu+v=25aglanlr.>
u=1lvev=1

(fe © he)(2) = {f6(0) U ha(2)} N {£5(2) U R (0) N {f5 (1) U he(1)}}
={e,y,yx}n{e x,y,yx} n{e, x,yx}
= {e, yx}

elde edilir.

4.1.2. Teorem

fa, fa, fc € S¢(U) olsun.
i) (faofp)efc=/fae(fs°fc)
ii) fa o fg # fp° fa, Ancak G degismeliise fy o fz = fp o f, dir.
iii) fao (f5 U fc) = (fa o fp) U(fa o fc) ve
(faUfp)efe=(fa o fc) U (fp ° fo).
) fae (fDfe) = (fa o fp) D (fa o fc) ve
(faDfe)ofe=(fa o fo) D (f ° fo).
v) fa € fpisefy ofc € fpofe dir

fspat

i) Vx € G igin,

27
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[ o fid e ol =[ ) e fid)@U fe®):ab =2 abea)

(VI () U fy():mn = amn e GU fo(b):ab=x,  abe€G)

= m{fA(m)UfB(n)Ufc(b):mnb =x, mmnbeG}

— () Un M) U f(b)inb =knbeG:mk=x  mmnb€G)

— (i) U (fs o f)():mk =%,  m k € G}

= [fa o (f5 ° fc)1(x)
olup (f4 © fg) © fc = fa ° (fg © fc) elde edilir.

ii) fo o fg # fg © f4 oldugu Tanim 4.1.1 den acgiktir. Kabul edelim ki G degigmeli

olsun.

(fa e f5)(x) = ﬂ{fA(u) Ufs(M:uwwv=x, u,v € G}

= ﬂ{fB(v)Uﬁ,(u):vu=x, u,v € G}

= (fp o fa)(x)
oldugundan f; o fz = f5 o f, dir.

iii) xy = a olacak sekilde x, y € G alalim.
(fao s 0f)@ = [ Ja® U (s 0@y =0, xy€G)
-(Na@vEm vEoNw =0 xyed

= [th@ v Xy =axyecyu[ |(h® U L0y = axyea)

= (fa o fe)@ VU (fa °fc)(a)
= ((fA °fz) U (fa ©fc) )(a).
Benzer sekilde (f, U fg) o fr = (fa © fc) U (fy ° fc) esitligi de gosterilebilir.

iv) xy = a olacak sekilde x,y € G alalim.

(fao o B )@ = [ Ja® U A fO@Iy =0, xy€G)
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- ﬂ{mx) U0 Nf0)ixy=a,  xy€G)

=[N v sOxay =axyeain[ |h® U LGy = axyea)

= (fa ofp)@n(fx °fc)a)
= ((fA °fg) O (fa °fc) )(a).
Benzer sekilde (f; N fg) o fr = (f4 © fc) D (fz ° f) esitligi de gosterilebilir.

v) f4 € fz olsun. Bu durumda Vx € G igin f;(x) € fz(x) oldugunu biliyoruz.

o fd@=[ [ a0 v fe@)xy=a,  xyea)

c(swuroizm=a xyes

= (fg ° fc)(a)
olur. f; o f¢ € fp o f elde edilir.

4.1.3. Teorem

fc esnek kiime olsun. f; bir EB-Gruptur & f; esnek kiimesi asagidaki durumlari

saglar:
(D) (fg ° f&) > fe
(2 fo_l = f5 (veya f5 2 fo_l veya fo_l 3 f5)

fspat

fe € Sg(U) olsun. Her x € G igin,

(feofe)x) = ﬂ{fg(u) Uf;(V):uv =x, u,v € G}

=) ﬂ{fg(uv):uv = x, u,v € G}

= fe(x)
elde edilir ciinkii f; € S;(U) dur. Dolaysiyla (f; © fz) 3 f, dir.

Ikinci kisim EB-Grup tanimindan dolay1 agikitir. Her x € G igin,

fo_l(x) = fe(x™) = fz(x)
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bulunur.

Tersine, (f; © fz) 3 f, oldugunu kabul edelim. Her x € G igin,

(fg © fo)(x) 2 fz(x)

dir. Bu durumda
fo(x) € (fg ° f6)(x)
= ﬂ{fG(u) Ufe(W):iuv = x, u,v € G}

elde edilir. Ciinkii f;(uv) € f;(u) U f;(v) oldugundan ve ikinci kisimdaki

kabuliimiizden dolay1 uv=x olacak sekilde 3 u, v € G vardur.
4.1.4. Teorem

A,B < G ve f,, fg EB-Gruplar olsun.

(faof) ™ =fz tofi"
dir.

fspat

X € G olsun. G bir grup oldugu icin

(fa ofa) ') =(fy o fp)x™1)

= m{fA(u) Ufp(v):uv =x71, u,v € G}

(e uh@w =27, wrec

= (@D U@ v = x

=t oD UL @Dt = x)

=(fa o fa D).

Klasik grup teorisindeki Teorem 2.12 den hareketle asagidaki sekilde bir teorem

verebiliriz.
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4.1.5. Teorem
A,B € G ve f,, fg EB-Gruplar olsun.
fa ° fg, EB-Gruptur ancak ve ancak f; o fz = fg o f, dir.

fspat

fa ve fz EB-Gruplar olsun. Oncelikle f, o fz nin EB-Grup oldugunu kabul edelim.
Budurumda fz o fy = fo ' o fa ' = (fa ©f3) ™" = fa o f dir.
Tersine, f4 o fg = fg © f4 oldugunu kabul edelim.
(faefe)o(facfe) =fac(fsofa)ofs
=fao(faofe)ofs
= (facfa)e (fzefp)
2 fa°fp
ve
(faefe) = ef) ™ =ftofa "=fiofs
olup f; o fg’nin EB-Grup oldugu goriiliir.

4.2. Normal Esnek Birlesimsel Gruplar Ile Ilgili Bazi Teoremler

Bu boliimde degismeli ve Normal EB-Grup tanimlari ile bazi teoremlere yer
verilecek. Daha sonra eslenik esnek birlesimsel gruplar ile normallestirici
kavramlarmin Normal EB-Gruplar ile iliskisi incelenecek. Daha once tanimladigimiz
esnek carpim isleminin, normal esnek birlesimsel grupla olan baglantis1 verilecek.
Klasik grup teorisinde yer alan normallikteki denkliklerle ilgili temel teoremin ve
Kenan Kaygisiz ve arkadaslarinin [35,36] Normal EK-Gruba uyarladigi teoremin
Normal EB-Grup’taki karsiligi verilecek. Son olarak da Normal EB-Gruplarda

fonksiyonlarin esnek goriintiilerinin homomorfik yapilarda korundugu gosterilecek.

4.2.1. Tanim



32

fe, U lizerinde bir EB-Grup olsun. Her x,y € G i¢in f;(xy) = f;(yx) oluyorsa f;,
U tlizerinde bir abelyan(degismeli) esnek birlesimsel-grup olarak adlandirilir. G

abelyan ise f; nin U lizerinde abelyan oldugu agiktir [47].

4.2.2. Tanim

fe , U lizerinde EB-Grup ve fy <y f; olsun. Eger fy , U iizerinde degismeli
EB-Grup ise fy, U iizerinde f; nin Normal EB-Alt grubu olarak adlandirilir ve
"fv Ay fg" ile gosterilir.

Aciktir ki eger G degismeli grupsa fy, U lizerinde f; nin bir Normal EB-Alt
grubudur [47].

Ornek

U = Zg evrensel kiime ve G = S; parametreler kiimesi olsun. f; esnek grubunu,
fo(e) ={2,3},

f6(12) = f5(23) = fc(13) ={1,2,3,5,7}

f5(123) = f,(132) = {1,235)

olarak tanimlayalim. f; ’nin U iizerinde EB-Grup oldugu kolaylikla
gosterilebilir. N = A3 = {e,(123),(132)} < S; alterne grup ve fy, S3 lizerinde
esnek kiime oyle ki fy(e) = {3} ve fy(123) = fy(132) = {2,3,5}. fv <u f&
oldugu kolayca gosterilebilir, iistelik fy Ay f; *dir [47].

4.2.3. Teorem

fe, U tlizerinde bir esnek kiime ve fy, U lizerinde f; nin bostan farkli esnek
altkiimesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) Herx,y € G icin fy(xy) = fy(yx),

i) Herx,y € G icin fy(xyx™") = fy(y),

iii) Her x,y € G icin fy (xyx™1) 2 fy(y),

iv) Herx,y € G icin fy (xyx~1) € fy (y).
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fspat

X,y € G alalim.

(i=ii) fuCeyx™) = fy(x7xy) = fiy ().

(ii = iii) Agik.

(iii = iv) fy(eyx™) € fyxrayx ™t (x™H™H = fiu ().

(lv=1) fy(xy) = fy(eyxx™) € fiy(yx) = fyxyy ™) € fy(xy). O halde
fn(xy) = fu(yx).

Klasik grup teorisindeki Teorem 2.12 ve Teorem 2.13 den hareketle Normal EB-

Gruplar i¢in asagidaki teoremi verebiliriz.
4.2.4. Lemma

G grup ve A, B € G olsun. fz, G’de EB-Grup olmak iizere eger f;, U lizerinde
Normal EB-Grup ise

faecfe =1s°fa
saglanir.

fspat

Her x € G i¢in,

ae f)@ = [ Ja@ U fo@iww=x,  wved)

fa Normal EB-Grup ve uv = x ise u = xv~! oldugu i¢in

(ae f)@ = [ JaGer DU fr@iGv v =2 ved)

= ﬂ{fB(v) U tx):v(xv)=x, veEG}
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= (fz e fa)(x)

Klasik grup teorisinden hareketle Teorem 2.13 ii Normal EB-Gruplara uyarlayarak

asagidaki sekilde verebiliriz.

4.2.5. Teorem

fa , U tzerinde Normal EB-Grup ve fp , U lizerinde EB-Grup ise f, o fp ’de
U tizerinde EB-Gruptur.

fspat

Ik olarak

(faofe)oe(facfe) =fac(fzofa)efs
= fao (fae fz) o fp (Lemma 4.2.4)
= (facfa)o(fpefs)
D (fy © fz) (Teorem 4.1.3)

Ikinci olarak, her x € G igin,
m

faefp)x™)=| iU fr(M:uwwv=x"1,  u,veEG}

=A@ DA D)@ v ) =x  wveG)

= m{fB(v‘l) Ufa(u v tut =g, u,v € G}

= (fg ° fa) (%)
= (fy o fg)(x) (Lemma 4.2.4)

4.2.6. Sonug

Eger f, ve fz’nin ikisi de Normal EB-Grup ise (f, o fz)’de Normal EB-Gruptur.

fspat
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Teorem 4.2.5’den dolay1 (f, o fz) EB-Gruptur. Biz (f; ¢ fg) nin Normal EB-Grup

oldugunu gosterelim. Her x € G i¢in,

e @ = [ Ja@ U fr@wr=x,  wved)

= ﬂ{fA(W_luw) U fp(w=tow): (w ™ uw)(w~tvw)

=w~lxw, u,v € G}

=(fae fpdw™xw)(Vw,x € G)
Boylece (f, © fg)’ nin U iizerinde Normal EB-Grup oldugu goriiliir.

4.2.7. Teorem

fc, G’de Normal EB-Grup ve H bir grup olsun. Eger ¢, G’den H’ye bir epimorfizma
ise ¢(f;), H’da Normal EB-Grup olur.

fspat

¢@(f;)’nin H’da EB-Grup oldugunu biliyoruz (Teorem 3.2.15). Herhangi x,y € H
icin @(u) = x ve @(v) = y olacak sekilde u,v € G vardir. Boylece her x,y € H
i¢in,
p(fe)xy) = Jfe(W):w € G, ow) = xy}
=| [fev):uv € G, p(uv) = xy}

=| [{fc@uv):vu € G, owe) = xy}

=\ {feuv):vu € G, o) =xvep) =y}

= u{fG(Vu):vu € G, o) = yx}

= \_J{fG(VU):vu € G, p(vu) = yx}

= ¢(fe) (yx).
Boylece ¢(f;) Normal EB-Gruptur.
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4.2.8. Teorem

H bir grup ve fy, H’da Normal EB-Grup olsun. Eger ¢, G ’den H ’ye bir

homomorfizma ise ¢~1(fy), G’de Normal EB-Gruptur.
fspat

@~1(f,)"nin G*de EB-Grup oldugunu biliyoruz(Teorem 3.2.16). Her x, y € G icin,
o (fi) (xy) = fu(@(xy))
= fu(p()e ()
= fu(p (o))
= fu(o(yx))

= ¢~ (fu) (yx)
Boylece ¢~ 1(fy) Normal EB-Gruptur.

4.2.9. Sonug
Her iel i¢in A; < G olsun. {fAi:ieI}, G’nin Normal EB-Gruplarmin bir ailesi

olsun. Bu durumda U{¢; fa, de Normal EB-Gruptur.
fspat

Her i€l icin A; <G ve {fAi e I} ’ler EB-Gruplarin bir ailesi oldugundan
Ufe1 fa, ‘nin de Teorem 3.2.11 den dolay1 EB-Grup oldugunu biliyoruz.

Her x,y € G alalim.

s Gy = | U, Gox: et

iel

= U{fAi (y): iel} ({fAi :ie1} Normal EB — Grup oldugu igin)
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= U fAi )

iel

oldugundan U fa, birlesim kiimesi Normal EB-Gruptur.
4.2.10. Tanim

fa ve fg EB-Grup. Her x € G icin, f4(x) = fz(uxu™t) olacak sekilde u € G
mevcutsa f, ve fg eslenik EB-Grup olarak adlandirilir ve "f; = fpu" seklinde

gosterilir. Her x € G igin fzu(x) = fp(uxu~1) dir [47].

4.2.11. Teorem

fa, G tizerinde Normal EB-Gruptur ancak ve ancak her u € G i¢in fqu = f, dur.
fspat

fa, Normal EB-Grup olsun. Her x,u € G igin,
farGe) = faluxu™)
= fy(xuu~1)
= fa(®)
Tersine f4u = f, olsun. Her x,u € G igin,
faxu) = f(xuxx™1)
= falx(ux)x™)
= fa(ux)

olur. Boylece f,;, U iizerinde Normal EB-Gruptur.

4.2.12. Tanim

fe , U tzerinde EB-Grup olsun. N(f;) = {g € G: ng = fG} olarak tanimlanan

kiimeye f; nin Esnek Normallestirici Kiimesi denir [47].
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4.2.13. Sonug

fc EB-Grup ise, her y € G i¢in f; nin Esnek Normallestirici Kiimesi,
N(fe) ={x € G: fo (xy) = fo (yx)}
olarak tanimlanabilir.
Biitiin f; EB-Gruplarda, G’nin birim elemani N (f;)’dedir ve G degismeli ise
N(f;) = Gdir [47].

4.2.14. Teorem

fe, U tizerinde EB-Grup olsun.

i) N(fs) <G,
ii) fg, Normal EB-Gruptur < N(f;) = G [47].

4.2.15. Teorem

fe, U tizerinde EB-Grup olsun. H < G ise f;|H kisitlanis1 da EB-Gruptur.

fspat
fe, U tizerinde EB-Grup olsun.
Her x,y € Higin H < G oldugundan f;(xy™) € f,(x) U f;(y) ve
fu(x) = fz(x) ’dir. Aym zamanda H bir grup oldugundan xy~! € H °dir. Bu
durumda her x,y € H i¢in,
futxy™) = fexy™)
< fe(x) U fz(y)

=fa(x) U fuy)
fu, U tizerinde EB-Gruptur.
Yani f; € S;(U)ve H < G = f;|H € Sy(U) *dur.

4.3. Esnek Birlesimsel Gruplarda Esnek Karakteristik Fonksiyon
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Esnek karakteristik fonksiyon daha 6nceden yar1 gruplar [53] ve halkalar [54] i¢in
tanimlanmisti. Bu boliimde ise grup yapisi iizerinde esnek karakteristik fonksiyonun

tanim1 yapilacak ve bazi 6zellikleri gosterilecektir.

4.3.1. Tanim

X, G’nin bir alt kiimesi olsun. Syc ile gosterilen X’in tiimleyeninin esnek karakteristik
fonksiyonu

(9, x € X ise,
Sye(x) = { U~ x€G\Xise

ile tanimlanir.
4.3.2. Teorem

X ve Y, G grubunun bostan farkli iki alt kiimesi olsun. Bu durumda asagidaki
ozellikler saglanir:
Eger Y € Xise Syc € Syc dir.

Syc N Syc = Sycnye ve Syc U Syc = Sxeyyc dir.
Ispat

Tanim 4.3.1 den agiktir.

g € G alalim.

g € X N YC olsun. Bu durumda g € X ve g € Y© dir.

(Sgc M Syc)(g) = Sxc(g) NSyc(g) =UNU =U = Sycyc(g) ve
g & X¢ N YC olsun. Bu durumda g ¢ X¢ veya g & YC dir.

(SXC n SYC)(g) = Sxc (®n Syc @=0= Sxcnyc(8) olup

Syc N Syc = Sycye saglanir. Simdi ise

g € X¢ U Y® olsun. Bu durumda g € X® veya g € YC dir.

(SXC V] SYC)(g) = Syc(g) U Syc(g) = U = Sycyc(g) ve

g & XC U YColsun. Budurumda g € X¢ ve g ¢ Y© dir.
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(SXC U SYC)(g) = Syc(g) USyc(g) =0 = Sxcyuye(g) olup

Sxc U Syc = Sycyc saglanir.

Her x € G igin fz(x) = @ oldugunda f; nin U iizerinde bir EB-Grup oldugunu
gormek kolaydir. Bu tiir EB-Grubu 8 ile gosterelim. 8 = Sic oldugu agiktir. Yani her
X € G icin 8(x) = @ dir.

4.3.3. Lemma

fg, U tizerinde EB-Grup olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir:

4.3.4. Teorem

G grubunun bostan farkli bir H alt kiimesini alalim. H nin, G nin bir alt grubu olmas1

icin gerek ve yeter sart o, 3 € U ve a 2 3 olmak iizere

o= {5 SOy

ile tanimlanan fg nin EB-Grup olmasidir.
fspat

H, G nin bir alt grubu ve X,y € G olsun. Eger x,y € Hise xy~! € H dir. Bu durumda
fo(xy™) = (@) =fe(y™) = fo(y) =B olup folxy™) € f(x) Ufs(y) saglanir.
Eger x,y € H ise xy~! € H veya xy~! & H dir. iki durumda da f5(xy™!) € f;(x) U
fe(y) = a dir. Boylece f;, EB-Gruptur.

Tersine fg nin G tizerinde EB-Grup oldugunu kabul edelim. x,y € H alalim. Bu
durumda fg(xy™1) € fz(x) U fg(y) = B olur ki bu da f;(xy™1) = B anlamma gelir.
Yani xy~! € H dir. Dolayistyla da H, G nin bir alt grubudur.
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4.3.5. Teorem

X, G grubunun bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Bu durumda X in, G nin bir alt

grubu olmasi i¢in gerek ve yeter sart Syc nin, G iizerinde EB-Grup olmasidir.
fspat

(9, x € X ise,
Sye(x) = { U~ x€G\Xise

ve U 2 @ oldugu i¢in ve Teorem 4.3.4 den dolay1 ispat1 goriiliir.
4.4. A-a Esnek Kiimeleri, Kosetler ve Boliim Gruplar

Bu bolimde Kenan Kaygisiz’in (2012) [35] tanimladigi A-o Esnek Kiimesi
verilecek. Bu kiimeler iizerinde daha 6nceden tanimladigimiz “o” islemi altinda grup
ozelliklerinin saglandig1 gosterilecek. Daha sonra bu islem {izerinden esnek koset ile

boliim gruplar1 tanimlanip 6rnekler verilecek.
4.4.1. Tanim

fa € S(U) ve a € P(U) olsun. Her x € A igin f;,(x) = a bigiminde tanimlanan f,,
esnek kiimesi 4A-a esnek kiimesi olarak tanimlanir. A tek nokta kiimesi ise, bu tek
nokta kiimesine {w} diyelim, bu durumda f,,, esnek tek nokta kiimesi olarak

adlandirilir. Eger @ = U ise fyy = fz, A’nin karakteristik fonksiyonudur [35].
4.4.2. Teorem

G bir grup ve fyq , fyp € S(U) olsun. Her x,y € G ve @ Ca, § € U olmak iizere

fxa © fyﬁ = f(xy)(auﬁ)

esitligi saglanir.

fspat



fxa » fyp € S(U) olsun. Tamim 4.1.1 den dolay1 herhangi bir w € G igin

(fra ® Frp) ) = [ |eal) U f@Diur = w,
u=x ve v=y oldugunda f;, () U f,,3(v) = a U ’dr, diger durumlarda
fra() U fy5(v) = U olur.

(fea © f8) W) = ﬂ{U,Of UB}=aUpB = fiy)aupy W)

olup
fea © fyp = fay)@up)

oldugu goriiliir.
4.4.3. Sonug

ACG,fy €SWU) Ve fra > fyp » f2y fa datek nokta kiimeleri olsun.
i) (fxa °fyﬁ) °foy = fxa ° (fyﬁ °ny)’
i) fya © fy[g = fy[g o fia , G degismeli ise
1)) fra ® fe(ra) = fe(fa@)® fra = fra s fa € Sg(U) ise

fspat

fa € S(U) olsun.
i) feasfyg > foy € fa olsun.
(fea © fyp) © for = Foonraupy © for
= f()2)((@up)vy)
= f(xv2))(avpuy))

= fra ° fyzygur)
= fra © (fyﬁ ° fZV)

i) fxa ©fyp = fayyaup) = foxygua) = fyp © fra

iii) fya € f4 Olsun.

u,v € G}

42
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fxa © fe(fA(e)) = f(xe)(anA(e)) = fra = f(ex)(fA(e)Ua) = fe(fA(e)) ° fra
4.4.4. Teorem

A C G ve f; € S;(U) olsun. " o " igleminin birim elemani fe(fa(ey)’ dir [35].

4.4.5. Teorem

A,B € G ve f; ve fp esnek kiimeler olsun. 3 x € G i¢in,

(a0 = [ Yt U S0} = [ |faCer D U fo @)

VEG VEG

[35].
4.4.6. Sonug

A S G ve a = f,;(A) olacak sekilde f, ve f,, esnek kiimeler olsun. 3 x,u € G igin,

(fua © f) () = fuu™'x) ve (fy © fua)(x) = fo(xu™)
fspat
3 x,u € G igin,

(fuaa® )0 = [ | U (w2}

UueaG

=a U f(utx)

= fau™'x)
4.4.77. Sonug

fe € Sg(U) olsun. fzve f ero(f6(©) Normal Esnek Birlesimsel Guptur.

4.4.8. Sonug



(NS;(U),°) degismeli idempotent bir yarigruptur. Ciinkii
1. NS;(U), o islemi altinda kapalidir. (Sonug 4.2.6)
2. (NS;(U),0), degismelidir.
3. (NS;(U),0), birlesmelidir.
4. (NS;(U),0), idempotenttir. (f; © fz = f5)

Su ana kadar verilen teorem ve sonuglari kullanarak kosetin gosterimini

tanimlayacagiz.

fe € S¢(U) ve a € G olsun. f;’ nin (fa(f,;(e)) ° fG) ve (fG ° fa(fG(e))) esnek alt

kiimeleri sirastyla ‘sol koset’ ve ‘sag koset’ olarak adlandirilir. Onerme 3.2.2 den

dolay1 her x € G i¢in f;(e) S f;(x) oldugu i¢in
(fa(fc(e)) ° fG) () = fgla™y) ve (fo ° fa(fG(e))) ) = fe(ya™) dir.

Bu ¢ikarimlar sonucunda takip eden tanimi verebiliriz.
4.4.9. Tanim

fe € S(U) ve a € G olsun. f; nin esnek sol koseti, her x € G i¢in

(afg)(x) = f;(a 'x) yaklasim fonksiyonu ile tanimlanir ve ‘af;’ ile gosterilir.
Benzer sekilde f;;’nin esnek sag koseti, her x € G icin (fga)(x) = fz(xa™1) ile
tanimlanir ve ‘f;a’ ile gosterilir.

H < G ve H’nin karakteristik fonksiyonu f olsun. Yani

U xe€eH

afy, G tzerinde bir fonksiyondur, dyle ki

U x€aH
afy(x) = {(2), % € G|(aH)

4.4.10. Teorem

44



fc € NSz (U) olsun. 3a € G ve Vg € G igin
afg(ga) = af;(ag) = f;(g) dir.

fspat

g € G alalm. 3a € G igin
af;(9a) = fz(a™* (ga))
= f.(a"*(ag)), f; € NS;(U) oldugu icin
= f;((a *a)g), Sonug 4.4.8 den
= f¢(9)

Ve
fe(9) = fe(eg)
= f;((a"*a)g)
= fc (a_l(ag))
= af;(ag)
olup afs(ga) = afg(ag) = fz(g) dir.

4.4.11. Teorem
fe € S¢(U) olsun. Va,b € G i¢in af; = bf; < aef; = bef; dir.
fspat

af; = bf; olsun. Vx € G i¢in

aef;(x) = fe((ae)™x)
= fe(a™'x)
= afg(x)
= bfg(x)
= fe(b™'x)
= fo((be)™'x)
= bef;(x).
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Tersine aef; = bef; olsun. Vx € G alalim

afe(x) = fe(a™'x)
= fo((ae)™x)
= aefs(x)
= befs (x)
= fo((be)™*x)
= fe(b™'x)
= bfe(x)

4.4.12. Teorem

fe € NS;(U) olsun.
Eger af; = bfg ise 3 a, b € G icin f;(a) = f;(b) dir.

4.4.13. Teorem

fe¢ € NS;(U) olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan

G/f; = { xfz: x € G } kiimesini tanimlayalim. Her x, y € G i¢in,

L (xfs) e Ofe) = (xyfe)
2. (G/fg,°) bir gruptur. Ayrica G abelyan ise G /f; de abelyandir.

fspat

Her x,y € G igin,
L Gfa) e 0fa) = (Firaeen © fo) ° (Furoen © fo)
= Fetro@) ® (o Fy(roen) ° fo
= Futro@) ® (Fy(ro) ° fo) ° fo
= (Ftroten ° Firown) © o © fo)

- (fX(fc(e)) ° fy(fG(e))) ° fg, (Sonug 4.4.8)
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= fxy(fg(e)) o fG’ (Teorem 442)
= xYfe
2. (G/fg,°), 1. 6zellikten dolay1r "o " islemi altinda kapalidir ve Sonug 4.4.3 ten

dolay1 birlesmelidir. Her x € G i¢in,
fo o xfe =efgo xfe = (ex)fs = xfe = (xe)fc = xfg o efc =xfg ° fg
oldugu i¢cin G /f; ’nin birim eleman f; = ef;’dir. Ayrica her x € G i¢in,
(x_lfo) ° (xfo) = (x‘lx)fG =ef; = (xx‘l)fG = (ng) ° (x_lfg)
oldugu igin (x~1f;), (xf;) nin tersidir. Sonug olarak (G /fg,°) bir gruptur.
Eger G abelyan ise her x,y € G i¢in,
xfe o yfe = y)fe = xX)fe = yfe ° xfs
olur. Dolayisiyla G/f; de abelyandir.

4.4.14. Tanim

fe, U tizerinde Normal EB-Grup olsun. Teorem 4.4.13 ile tanimlanan G /f; grubuna,

G’ nin f; Normal EB altgrubuna gore boliim grubu denir.
Ornek

U = S3 ve G = D, olsun. D, = {e, x,y, xy} elemanlar1 i¢in
fe(e) ={(13)}
fe(x) = {e, (12),(13)}
fe) = {e,(12), (23)}

fe(yx) = {e, (12),(13),(23)}

Bu sartlar altinda f;, U iizerinde Esnek Birlesimsel Gruptur. Ciinkii Vx,y € G i¢in

i) foGey) € o)V fe(y)

i) fo (x ™) = f5 (%)

ozelliklerini saglar.

Vx,y € G alalim.

fo(xy) = fe(Gxy)™)

= fey™'x™h)



= faley™'x7"e)
= fe(y?y'x1x?)
= fe(yx)
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oldugu i¢in f; degismeli Esnek Birlesimsel Grup olup f;, Normal Esnek Birlesimsel

Altgruptur.

G/fs = {xf;: x € G } b6lim grubunu olusturabiliriz.
(xfz) o (Wfs) = (xyf;) oldugunu gosterelim.
xfe(e) = fo(x7'e) = fe(x™) = fe(x)

xfe (x) = fo(x7'x) = fz(e)

xfe ) = fo(x™ty) = fo(xy)

xfe(xy) = fo(x7xy) = fe (),

vice) =fe(yte) = fe(v™) = fc(»)
Vic(x) = fo(y™x) = fz(yx)

Vi) = fe(y™'y) = fs(e)

vfe(y) = fo(y™'xy) = fo (),

xyfe(e) = fo(y'x7te) = f5(xy)

xyfe(x) = fe(y ' x7'x) = fo(v)

xyfe ) = fe(y 'x7y) = fe(x)

xyfe(xy) = fe(y 7 xtxy) = fe(e).
» e € igin,

(xfg) e (¥fs)(e) = ﬂ{xfg(u) Uyf(V):uv = e, u,v € G}
u=evev=e
U=xvev=x
u=yvev=y

u=xyvev=xy

icinuv =e sa?;lamr.)

= [xfs(e) U yfe(e)] N [xfs (x) U yfe ()] 0 [xfe () U yfe(v)]

N [xfe(xy) U yfe(xy)]

= [fe U feM]n[fs(e) U fe vyl n[fe(xy) U fe (] n [fe () U f5(x)]
= fe(xy) N f5(xy) N f6(xy) N f5(xy)

= fe (xy)
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= (xyfs)(e)
olup (xf;) o (vfg) = (xyfy) elde edilir.
» Vx € G alalim.

(xfg) o fe)(x) = ﬂ{xfg(u) Uyfe(v):uv = x, u,v € G}

u=xvev=e

u=evev=x
u=xyvev=y
u=yvev=xy

icinuv = x sa?glamr.)

= [xfe(x) Uyfe(e)] n[xfz(e) U yfe (Ol N [xfe (ey) U yfe(¥)]
N [xfs (v) U yfe(xy)]
= [fe(e U feMINn[fe(x) U feGey)]n [fe () U fe(e)] n [fe(xy) U fz(x)]
= fe) N fe(xy) n fo(y) N f5(xy)
= fe () N fe(xy)
= fe ()
= (xyfe) (x)
oldugundan (xf;) o (yf;) = (xyf;) elde edilir.
» Vy € G alalim.

(o) e G = [ Jefi@ Uyfeiuww =y, wvea

u=yvev=e
u=evev=y
Uu=xyvev=x
u=xvev =xy

icinuv =y sa?glamr.)

= [xfe(¥) Uyfe(e)] n [xfs(e) U yfe (0] N [xfe (ey) U yfe ()]
N [xfe(x) U yfe(xy)]
= [feGy) U feMIn[felx) U fe(e)]n[fe(y) U foxy)ln[fz(e) U fe(x)]
= fe(xy) N f5 () N fz(xy) N fz(x)
= fe(x) N f5(xy)
= fo(x)
= (xyfe) (v)
oldugundan (xf;) o (yf;) = (xyf;) elde edilir.
» Vx,y € G alalim.

o) e f) o) = [ Jafe@ U yfoiuw =xy,  wve )



u=xvev=y

u=yvev=x
u=xyvev=e
u=evev=xy

= [xfe(x) Uyfe (] N [xfe () U yfe GOl N [xfe (xy) U yfe(e)]

N [xfg(e) U yfs(xy)]

= [fe(e) U fe(@]n [fecy) U fe eI n[fe () U eI 0 [fa(x) U £z (x)]
= fe(e) N fo(xy) N fe(¥) N fe(x)

= fa(e)

= xyfe(xy)

oldugundan (xf;) o (vf;) = (xyf;) elde edilir.

G/fec ={efc, xfe,Yfc, xyfe} bolim grubu elde edilir.

icin uv = xy saglanir.

4.4.15. Not

Ornekten de goriildiigii iizere klasik grup teoriden farkl olarak EB-Gruplar iizerinde
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kurulan boliim gruplarinin eleman sayis1 grubun eleman sayisi1 kadardir. Klasik grup

teorisinde ise bolim grubunun eleman sayisi, gruplarin mertebelerinin orani1 kadar

oldugu icin degiskenlik gdstermekteydi. EB-Gruplarda ise boyle bir durum

olugsmamustir.

4.4.16. Teorem

fc, U tizerinde Normal EB-Grup olsun. Bu durumda G /f; = G/ef;’ dir.

fspat

fe € NS;(U) oldugu icin ef;, G ’nin normal altgrubudur. Dolayisiyla G/ef; bir

boliim grubudur. Ayrica Teorem 4.4.13 ten dolay1 G/ f; bir gruptur.
Simdi ¢ (xf;) = xef; olacak sekilde
p:G/fe = G/ef

doniistimiinii tanimlayalim.
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@, bir homomorfizmadir ¢ilinkii her xf;, yf; € G/f; icin,
o(Cefe) o Wfe)) = o(xyfe)

= xyefc
= (xefs) ° (vefs)
= @(xf5) e (¥ fs)

Bununla birlikte ¢, birebir ve ortendir ve boylece

G/fec = G/efs

4.4.17. Teorem

fc, U tlizerinde Normal EB-Grup olsun. G/f; lizerinde bir f; ™) esnek kiimesini

tanimlayalim. Vx € G icin, £z (xf;)=f,;(x) olsun. Bu durumda f; , G/f;’ nin
bir Normal EB-altgrubudur.

fspat

Oncelikle fG(*)’m iyi tamiml1 oldugunu gosterelim. Herhangi xf;, yf; € G/f; alalim.
xfe =yfe = fe(x) = fc¢(¥)
= [0 Cfe) = 0 0fe)
Ikinci olarak Vx,y € G igin,
1o (@fe) e 0fe)) = £ evfo) = foCem)E fe() U f5()
= e f) U £ 0 fe)
ve Vx € G igin,
fo ()™ = 007 o) = fo™) = fo () = f6 ()
Olur. Boylece f; ™) U tizerinde EB-Gruptur. Simdi normalligini gosterelim.
Vx,y € G i¢in,
1 (efe) ° 0fe)) = £ ey fe)
= fo(xy)
= fo(yx)
= £ rxfe)



olup f; (*), U iizerinde Normal EB-Gruptur.

= :(fe) o (xf2))

52



53

5. SONUC VE ONERILER

Klasik grup teorisindeki carpim islemi parametre kiimesi grubun elamanlarindan
olusan esnek kiimeler iizerinde de tanimland1 ve bu tanimlanan esnek ¢arpim islemi
klasik grup teorisindeki teoremlere uyarlandi. Eleman bazinda gdsterilen EB-Grup
olma sart1 esnek carpim islemi altinda yeniden belirlendi. Normallikteki denkliklerle
ilgili temel teoremin Normal EB-Grup’taki karsilig1 verildi. Esnek carpim isleminin,
normal esnek birlesimsel grupla olan baglantis1 verildi. Normal EB-Gruplarda
fonksiyonlarin esnek goriintiilerinin homomorfik yapilarda korundugu goriildii.
Esnek karakteristik fonksiyon tanimlanarak ozellikleri gosterildi. A- @ esnek
kiimeleri yardimiyla esnek kosetin tanimi yapildi, boliim gruplar1 olusturuldu ve

izomorfizma teoremi verildi.

Benzer sekilde ‘Coziilebilir ve Nilpotent gruplar’, ‘p-gruplar1 ve Sylow Teoremleri’
gibi klasik grup teorisindeki kavram ve teoriler esnek kiimeler iizerinde tanimlanip

ozellikleri gosterilebilir.
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