IKi ARALIKLI BiR SINIR DEGER PROBLEMININ COZUMLERINE
DAIR ASIMPTOTIK iFADELER VE
KARAKTERISTIK POLINOMLAR

TEVHIDE BALTURK

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

_ AMASYA
UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Temmuz 2017
AMASYA






IKi ARALIKLI BiR SINIR DEGER PROBLEMININ COZUMLERINE
DAIR ASIMPTOTIK iFADELER VE KARAKTERISTIK
POLINOMLAR

TEVHIDE BALTURK

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

_ AMASYA
UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Temmuz 2017
AMASYA



Tevhide BALTURK tarafindan hazirlanan “IKi ARALIKLI BIR SINIR DEGER
PROBLEMININ COZUMLERINE DAIR ASIMPTOTIK IFADELER VE
KARAKTERISTIK POLINOMLAR” adli bu tezin Yiiksek Lisans tezi olarak uygun

oldugunu onaylarim.

Prof. Dr. Mustafa KANDEMIR
Tez Danismani, Matematik Anabilim Dali

Bu caligma, jiirimiz tarafindan oy birligi ile Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek

Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU e,
(Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Anabilim Dali, GOU)

Prof. Dr. Mustafa KANDEMIR
(Uygulamali Matematik Anabilim Dali, A.U.)

Yrd. Dog. Dr. Serpil SAHIN
(Uygulamali Matematik Anabilim Dali, A.U.)

Tarih: 10/07/2017
Bu tez ile A.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Yiiksek Lisans derecesini

onamistir.

Do¢. Dr. Mehmet KARA

Fen Bilimleri Enstitist Muduri



TEZ BiLDiRIMi

Tez iginde yer alan biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallara uygun olarak
hazirlanip sunuldugunu, tez yazim kurallarina uygun olarak yazildigini ayrica bu tez
caligmasinda bana ait olmayan her tiirlii bilgi ve ifadenin kaynagmna eksiksiz atif

yapildigini bildiririm.

Tevhide BALTURK



IKi ARALIKLI BiR SINIR DEGER PROBLEMININ COZUMLERINE
DAIR ASIMPTOTIK IFADELER VE KARAKTERISTIK
POLINOMLAR
(Yiiksek Lisans Tezi)

Tevhide BALTURK

AMASYA
UNIVERSITESI

FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
Temmuz 2017

OZET

Bu tez, iki aralikli bir smir deger probleminin ¢dziimiine dair asimptotik
ifadeleri ve 6zellikle de problemin 6zdegerlerine ait karakteristik (kuazi) polinomlari

incelemek amaciyla hazirlanmistir.

Bu tez, esas olarak sekiz bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde tez

konusunun tarihi hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci bdliimde, diferensiyel denklemler, baz1 uzaylar ve lineer operatdrler

hakkinda bazi temel tanim ve 6zelliklere yer verilmistir.

Ugiincii boliimde, asimptotik notasyonlardan olan biiyiik-O gdsteriminin ve
kiiciik-0 gosteriminin tanimia yer verilmistir. Ayrica biiyliik-O gosterimi ve kiigiik-

0 gosterimi ile ilgili bazi teoremler ve drnekler verilmistir.

Dordiincii boliimde, matrisler ve lineer denklem sistemleri ile ilgili bazi temel
tanimlara, teoremlere ve 6rneklere yer verilmistir. Yine bu boliimde sabit katsayili
lineer homojen diferensiyel denklem sistemlerinin genel ¢oziimleri elde edilirken
kullanilan farkli 6zdeger ve katl 6zdeger kavramlarina yer verilmis, tam ve eksik

6zdeger kavramlar1 tanimlanmis, bu kavramlar ayrintili olarak incelenmistir. Ayrica



bu bolimde 6zdegerlere ait genellestirilmis 6zdeger, cebirsel kat, geometrik kat,

Ozuzay ve 0zbaz kavramlar1 tanimlanmstir.

Besinci boliimde, diferensiyel operator, sinir deger problemi ve Sturm
Liouville sinir deger problemi tanimlanmistir. Ayrica yine bu bdliimde sinir deger
problemleri ve Sturm Liouville sinir deger problemlerine ait 6zdeger ve 6zfonksiyon

problemlerine yer verilmistir.

Altinct bolimde, iki aralikli bir smir deger probleminin ¢oziimiine dair
asimptotik ifadelere ve bu smir deger probleminin 6zdegerlerine ait karakteristik

(kuazi) polinomlara yer verilmistir.

Yedinci bolimde tez calismamizda kullandigimiz materyal ve metotlar

aciklanmastir.

Sekizinci bolimde tez calismamiz ile ilgili sonug ve Onerilere yer verilmistir.
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1. GIRIS

Sturm-Liouville teorisinin baglangici 1830°1u yillara dayanmaktadir. Charles Sturm ve

Joseph Liouville bu yillarda yayinlamis olduklar1 makalelerde bir diferensiyel

denklemin niteliksel 6zelliklerini incelemislerdir [2] . Giiniimiizde fizik, matematik ve

miithendislikte Sturm-Liouville teorisi ile ilgili ¢alismalar yapilmaktadir.

Birkhoff 1908 yilinda yaymnlanan “Boundary Value and Expansion Problems of
Ordinary Linear Differential Equations” isimli makalesinde 6zdeger parametreli
diferensiyel denklemin ¢Oziimiiniin dogasini, karakteristik degerlerin dagilimini
incelemis, regiiler smir sartin1 tanimlamis, diferensiyel denklemle iligkili agik bir

aralikta verilen bir  fonksiyonun ag¢ilimmin yakinsakligi hakkinda bir teoremi

ispatlamustir[8] .

Titchmarsh, 1946 yilindaki “Eigenfunction Expansions Asoociated With Second-
Order Differential Equations” isimli kitabinda, 6zdeger acilimlarini, tekil durumlari
incelemis, bu durumlarla ilgili ¢esitli lemma ve teoremleri ispatlari ile birlikte vermis,
tekil durumlarin genel halini agiklamis ve ilgili 6rneklere yer vermistir. Ayrica

spektrumun dogasi baslig1 altinda ¢esitli bilgilere yer veren Titchmarsh kitabinda 6zel

bir yakinsaklik teoremine yer vermis ve 6zdegerlerin dagilimini incelemistir [38] :

M. A. Naimark 1968 yilinda yaymlanan “Linear Differential Operators” isimli
kitabinda, diferensiyel operatorlerin spektral teorisi konu baslig1 altinda bilgiler vermis
ve yine bu baslik altinda 6zfonksiyon acilimlar1 konusunu incelemistir. Bu kitabinda
Naimark ayrica birinci mertebeden diferensiyel denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin

asimptotik davranis1 ve ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemin asimptotik

davranis1 hakkinda bilgi vermistir [32] :

Yoshimi Saito, 1971 yilindaki “Eigenfunction Expansions Associated with Second-

order Differential Equations For Hilbert Space-Valued Functions” isimli makalesinde



yar1 acik bir aralikta 6zel bir diferensiyel operator ele almis ve bu operatorle iligkili

Ozdeger acilimi lizerine ¢alismistir [36] :

Sasun Yakubov, regiiler diferensiyel operatorler teorisi {izerine olan eserini 1994
yilinda yaymlamistir. Ayrica, Yakov Yakubov ile birlikte kaleme aldig1 adi ve kismi
diferensiyel denklemlerle ilgili diferensiyel operator denklemleri konu alan kitabin1 ise
1999 yilinda yaymlamistir. Bununla birlikte Sasun Yakubov ve Yakov Yakubov

stirekli katsayil1 sinir deger problemleri ile ilgili ¢ok sayida makale yaymnlamiglardir

[41,42,43,44,45).

Werner O. Amrein, Andreas M. Hinz ve David B. Pearson ‘un editoriiliigiinii yaptigi
2005 yilinda yayinlanan “Sturm-Liouville Theory Past and Present” isimli kitapta
Sturm ile Liouville’in ¢aligmalarina nasil basladiklar1 hakkinda bilgilere yer verilirken
ayrica Sturm’un Salmim Teorisi (Oscillation Results) ile ilgili sonuglara, teorinin
gelisimine, karsilastirma teoremlerine, Sturm-Liouville operatorlerinin spektral

teorisinin ve Sturm-Liouville operatorlerinin spektral analizinde asimptotik metotlarin

agiklandig: oldukga Snemli béliimlere yer verilmistir [2].

Vladimir A. Marchenko, 2011 yilinda yayinlanan “Sturm-Liouville Operators and
Applications Revised Edition” isimli kitabinda, sinirh aralik tizerinde Sturm-Liouville
siir deger problemi, Sturm-Liouville denkleminin ¢6ziimleri, 6zdegerler ve iz

formiilleri i¢in asimptotik formiillere yer vermistir. Bu kitapta ayrica Sagilim Teorisi

(Scattering Theory)’nin sinir deger problemi boliimiine de yer verilmistir [23] .

Bu tez iki aralikli bir sinir deger probleminin ¢dziimiine dair asimptotik ifadeleri ve
karakteristik (kuazi) polinomlar: incelemek amaciyla ortaya konulmustur. iki aralikls
bir sinir deger problemine ait 6zdegerler ve bu Ozdegerlere ait Kkarakteristik

polinomlarin elde edilisi incelenmistir.



Bu tez calismasinda ele aldigimiz sinir deger problemi siireksizlik noktast ve sinir
sartlarinda soyut lineer fonksiyoneller igerdigi i¢in lokal olmayan bir sinir deger
problemidir. Bu tipte sinir deger problemleri O. Sh. Mukhtarov ve ¢aligma arkadaslar1
tarafindan c¢aligilmistir. O. Sh. Mukhtarov ve c¢aligma arkadaglarinin bu tipte

problemlere  ait ¢ok sayida  yaymlanmis  makaleleri  bulunmaktadir

[1,4,5,18,19,21,22,24,25,26,27,28,29,30].



2. ON BILGILER

Bu bolimde tezde kullanacagimiz bazi temel kavramlar1 verecegiz.
2.1. Diferensiyel Denklemler

Dogadaki olaylar1 betimleyen yasalarin ¢ogu bir veya daha fazla biiyiikliigiin, diger
baz1 biiyiikliiklere gore degisim hizlarini icermektedir. Bu degisim hizlar1 matematikte
tiirev ile ifade edilmektedir. Her bir siirecin matematiksel ifadesinde farkli degisim
hizlari, farkh tiirevler olarak ifade bulur. Ayrica fiziksel siireci tanimlayan yasalar,
tiirevleri de ihtiva eden bazi matematiksel bagintilar halini alir. Siireci ortaya koyan
fonksiyonlarla birlikte bu fonksiyonlarm sonlu mertebeden tiirevlerini de igeren

matematiksel bagintilara diferensiyel denklem denir [16].

Simdi diferensiyel denklemin matematiksel tanimini verelim.

2.1.Tamm R yada C kiimesi F ile gosterilsin. ™ {izerinde tanimlanan norm Euclid
normu olsun. Bu durumda

f:DcRx(F")"™ —>F", m>1,n>1(mneN)
fonksiyonu ile tanimlanan

F(% (0, Y00,y (9, y"(¥),-... Y (¥)) =0
denklemine adi diferensiyel denklem adi verilir.
Buna gore bir adi diferensiyel denklem bir bagimli degisken, bir bagimsiz degisken
ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini ihtiva eden bir denklemdir

[20].

2.2. Tamim Kismi tiirevli diferensiyel denklem birden fazla bagimsiz degiskeni, en az
bir bagimli degiskeni ve bu bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore kismi
tiirevlerini ihtiva eden bir denklemdir.

F, R yada C ile gosterilsin. F™ iizerinde tanimlanan norm Euclid normu olsun. Bu

durumda



f:QcEV xE) x--x(F")"xF"xR" > F" m>1, n>2,(mneN)
fonksiyonu araciligiyla tanimlanan
f (D"u(x), D*u(x),..., Du(x),u(x), x) =0
denklemine m tane bagimli degisken ve n tane bagimsiz degisken ihtiva eden K - ymci
mertebeden bir kismi tiirevli diferensiyel denklem adi verilir. Bu denklemdeki u(x)
bilinmeyen fonksiyonu
u:K R = TF", u(x) = (u,(x),u,(x),...,u, (X))
bigiminde tanimli bir fonksiyondur. Ayrica x =(x,X,,...,x,)€R" ve k pozitif bir
tam sayidir.
D*u(x) ise u(x) fonksiyonunun k -ymeci mertebeden biitiin tiirevlerinin kiimesini ifade

eder [20].

2.3. Tamim X bir bagimsiz degisken ve y = y(x) bagimli degisken olmak tizere n.
mertebeden bir diferensiyel denklem

F(x ¥y, Y9, Y, ¥y (X, ... Y"(X))=0
bi¢iminde yazilir.
Bir | araliginda siirekli olan bir u=u(x) fonksiyonunun u’,u”,...,.u™ tirevleri |
araliginda mevcut ve bu aralikta bulunan biitiin X ler i¢in

f(x,u,u’,u",...,u(”))zo

ise u=u(x) fonksiyonuna

F(x ¥, Y09, Y0, Y"(x), - ¥ (X)) =0

diferensiyel denkleminin bir ¢éziimii ad1 verilir [14].

2.4. Tamm
F(x vy, Y9, Y, ¥y (X, .. Y"(X))=0
diferensiyel denklemini saglayan ve i¢cinde n adet keyfi sabit ihtiva eden
F(x,y,¢c,¢C,,...,.C,) =0

bagntisma bu diferensiyel denklemin genel ¢oziimii ad1 verilir [20].



2.5. Tamm F(X,Y,C,C,,...,C,) =0 genel ¢oziimiindeki C,,C,,...,C, keyfi sabitlerine

n

ozel degerler vererek, F(X,Y,C,C,,...,C.)=0 genel ¢oziiminden elde edilen
¢oziimlere f(x, VARV AL y(”))=0 diferensiyel ~ denkleminin  ézel

¢oziimleri ad1 verilir [20].

2.6. Tamim f(x, y(x), Y'(X), Y (X, y"(X), ..., y(")(x))=0 diferensiyel denklemini

ele alahm. x in belli bir X, degeri i¢in y nin ve y nin (n-1). mertebeye kadar
tiirevlerinin degeri

(%) =Yor Y'00)= Y0 ¥ (%) =Yz s Y (%) =Yy
bi¢iminde tanimlansm. Bu bigimde tanimlanan ifadelere baslangic sartlar adi verilir.

Baslangig sartlar1 ile beraber kurulan
{f(x, YO0, YO0, Y0, Y09, -y YO (%))=0
Y(%) = Yor V(%) = Y1 Y (%)= Yar oo YO (%) = Yo
bigimindeki problemlere baslangi¢ deger problemi denir [20].

2.2. Vektor Uzaylar ve Bazi1 Normlu Uzaylar

2.7. Tamm (V,®) degismeli bir grup, (K, +, ) bir cisim olarak verilsin.
O:KxV -V,
O:(k,x) >kOx
dis islemi asagida verilen 6zellikleri sagliyorsa, V ye (K, +, ) cismi iizerinde vektor
uzayi adi verilir.
I. Vke K ve VxeV icinkOxeV
ii. VkeKvevx,yeVicinko(x®y)=Kkox)®koy)
iii.  Vvk,leKvevxeVicin (k+DoOx=KkoOx)®(10OX)
iv. Vk,ileKvevxeVicin(k-)oOx=ko(OXx)

V. leKvevxeViginlOx=x



Vi. (K, +, ) cismi iizerindeki V vektdr uzay: ((V,@), (K, + ), @) biciminde
gosterilir.
Eger K=R ise V ye reel vektor uzayl, K =C ise kompleks vektor uzay: denir
[11].
2.8. Tammm A bos olmayan herhangi bir kiime olmak {izere
d:AxA—>R
fonksiyonu VX,Y,Z € A igin
I. d(x,y)=0

. d(x,y)=0<x=y

. d(x,y)=d(y,x)

iv. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (licgen esitsizligi)
ozelliklerini sagliyorsa d fonksiyonuna A kiimesi tlizerinde bir metrik denir. d

fonksiyonu A kiimesi iizerinde bir metrik ise (A, d) ikilisine metrik uzay adi verilir

[6].

2.9. Tanmm A, F cismi iizerinde bir vektor uzay olmak iizere
Vx,ye A ve Vo eF igin
i. |x|=0

ii. |x[|=0<x=0

ii. | ox]| =[] x|

v xry]<]x]+]y]
dzellikleri saglantyorsa

|.|:A>R

fonksiyonuna A {izerinde bir norm ad1 verilir.

Uzerinde bir || . || normu tanimlanmig A vektor uzayma normlu vektor uzay ya da

normlu uzay denir. (A, |.[) bigiminde gosterilir [12].



2.10. Tammm (A,d) metrik uzayndan alman bir {x,} dizisini géz oniine alalim.
Ve>0 ve vm,n>n, igin d(X,,X,) <& olacak bi¢imde bir n,=n,(g)€Z" sayisi

mevcut ise {x,} dizisine bir Cauchy dizisi ad: verilir [37].

2.11. Tamim (A,|| ||) bir normlu vektér uzay ve d fonksiyonu, d(x,y)=||x—y| ile
bir metrik tanimlar. O halde d metrigine || : || normu tarafindan indirgenen (iiretilen)

metrik adi verilir [37] .

2.12. Tamm (A,d) metrik uzayinda yer alan her Cauchy dizisi yakmsak ise (A, d)

metrik uzayma tam uzay adi verilir [37].

2.13. Tanim Bir normlu vektor uzayi, normdan tretilen metrige gére tam ise bu

normlu vektdr uzayina Banach uzay adi verilir [37].

2.14. Tammm A bir kompleks vektor uzayi olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan
<,> AxA—>C
fonksiyonuna bir i¢ ¢arpim adi verilir. VX,y,z€ A ve V0 €C i¢in

i (X,x)=0ve (X,x)=0<x=06,

i (xy)=(y,x),

i.  (Sxy)=5(xy),

iv.  (x+y,2)=(x,2)+(y,z).
Uzerinde bir i¢ ¢arpim tanimh olan A vektdr uzayma ise bir i¢ carpim uzay: denir
[13].

2.15. Tamim Uzerindeki i¢ ¢arpim aracihigryla tanimlanmis metrige gore tam olan ig

¢arpim uzayma ( 6n Hilbert uzayma), bir Hilbert uzay ad1 verilir [12].



2.3. Lineer Operatorler ve Spektral Ozellikleri

2.16. Tanim U ve V normlu vektor uzaylari skaler F cismi tizerinde tanimli olsun.
seRvepeR (yada C)olsun. Her x,y eU igin
AU -V

fonksiyonu
A(Sx+ By) =6 A(X) + BA(Y)

kosulunu sagliyorsa A fonksiyonuna lineer doniisiim ya da lineer operator ad:

verilir [39] \

2.17. Tamim Bir lineer operator

AU >V

olmak iizere V =F (R veya C) durumunda A:U —V lineer operatdriine lineer

fonksiyonel ad verilir [37].

2.18. Tanim (X||||X) ve (Y||||Y) normlu lineer uzaylar ve T : X —Y lineer bir

operator olsun. Her X € X igin
] < K,
olacak bigimde bir K >0 reel sayis1 varsa T lineer operatoriine simirh operator adi
verilir [6].
T:X =Y smurh bir lineer operatdr olsun. |T|| normu, [Tx|, <K|x|, esitsizligini

saglayan en kiiciik K sayisidir.

bigiminde gosterilir.
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2.19. Tammm X , bir Banach uzay1 olmak iizere

T:X—>X
bi¢ciminde tanimlanan bir sinirl lineer operator olsun.

TX=AX
yada | birim operator olsun. Bu durumda
(T-21)x=0
denkleminin sifirdan farkli bir X ¢6ziimii mevcut ise A €C degerine T operatoriine
ait karakteristik deger ya da 6zdeger (eigenvalue), X vektoriine ise 4 6zdegerine
karsilik gelen karakteristik vektor ya da ézvektor (eigenvector) adi verilir [20].
2.20. Tammm X | bir Banach uzay1 olsun.
T:D(T)c X ->R(M)c X

simirlt lineer operatdr olmak tizere, (T —Al) operatoriiniin tersinin var olmasini

saglayan A eC degerine T operatdriiniin regiiler degeri denir.

p(T)={/1€(C| (T —A1)™ mevcut }c(C
kiimesine ise T operatoriiniin regiiler degerlerinin kiimesi adi verilir. (T — A1)

operatoriinin (T —A1)™ tersinin var olmasi durumunda bu ters operatore T
operatoriiniin rezolventi (resolvent) denir.

R(A,T)=(T-AD"
bigiminde gosterilir. Bundan dolayr T operatoriiniin regiiler degerlerinin kiimesi

ayrica rezolvent kiimesi olarak da isimlendirilir [20].

2.21. Tamm T operatérii X Banach uzaymda smirh lineer operatér olsun. T

operatoriiniin p(T) regiiler degerlerinin kiimesinin tiimleyeni olan
o(T)=C-p(T)={AeC |(T—Al)* yoktur}
kiimesine T operatoriiniin spektrumu (spectrum) adu verilir [20].

2.22. Tammm A € o(T) olsun. Bu durumda i, ii ve iii ifadeleri gegerlidir.
i) T nin nokta spektrumu

o,(T)={2C|(T - Al) birebir degildir |
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kiimesi ile tanimlanir. Burada o (T) kiimesinin elemanlari T operatdriinin
Ozdegerleridir. Buradan (T —A1)y =0 oldugundan (T —Al) nin birebir olmadigi

anlagilir. Buradan da (T —A1)™" ifadesinin tersinin var olmadigi elde edilir.

Dolayisiyla 6zdegerler T operatériiniin bir spektrumu olur.

i) T nin siirekli spektrumu
o,(T)={4 e C|(T - A1) bire bir, brten degil ve R(T —A1)= X}

kiimesi ile tanimlanir.

iii) T nin artik spektrumu
o.(T) ={leC|(T — A1) bire bir, 6rten degil ve R(T — A1) X |

kiimesi ile tanimlanir [20].

2.1.0rnek T e B(fz) operatorii

T (Xy Xg s g0 Xgree) = (X, =Xp, X3y =Xy 00 )
bi¢iminde tanimlansim.

i. T operatdriiniin (1,0,0,0,...) 6zvektdriine karsihk gelen zdegerinin 1
oldugunu ve T operatoriiniin (0,1,0,0,...) Ozvektoriine karsilik gelen
0zdegerinin -1 oldugunu gosterelim.

ii. T operatorii igin |T|2 yi bularak T operatoriiniin = spektrumunun

G(T ) = {—l, l} kiimesi oldugunu gdsterelim.

Coziim:
i) 1 degerinin T operatoriiniin 6zdegeri oldugunu gostermek i¢in
T (1, 0,0,0, ) = /1(1, 0,0,0, ) esitligini sagladigini géstermeliyiz.

(1,0,0,0,...)662

oldugundan
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T(10,0,0,..)=(10,0,0,...)=1-(1,0,0,0,...)

olur. Boylece yukarida verilen esitlik saglanir. Buradan 1 degerinin T operatoriiniin

0zdegeri oldugu elde edilir.

Benzer sekilde —1 degerinin T operatoriiniin 6zdegeri oldugunu gostermek icin
T(0,1, 0,0,...) =1(0,1,0,0,...)
esitligini sagladigini gostermeliyiz.
(0,1,0,0,...)e (?

oldugundan
T (0,1, 0,0, ) = (O, -1,0,0, ) = (—1)-(0,1, 0,0, )

olur. Boylece yukarida verilen esitlik saglanir. Buradan —1 degerinin T operatoriiniin

0zdegeri oldugu elde edilir.

i)
T2 (X0 X0 Xao X)) =T (T (X0 X0 Xa0 X)) =T (X=X Xy, =Xge0) = (X0, Xy, X X0
olur. Buradan

T?=1
olur.

T? =1 oldugundan

olur. Dolayisiyla

esitligi mevcut oldugundan

dir.
1 ve -1 degerleri T operatdriiniin 6zdegerleri oldugu i¢in
-1l co(T)

olur. Boylece
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G(T) c {—1,1} ve {—1,1} c O'(T)
oldugundan
o(T)={-11}

elde edilir [35].
2.2. Ornek Oyle bir T € B(Ez) operatdrii bulalim ki T 0 ve o(T)=0 olsun[35].

Coziim: T operatorini

T (X0 X0 X3 Xy %) = (0,%7,0,5,0,...)
olarak tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan T operatorii icin T #0 oldugu agiktir.

Ote yandan

HT (%, %, x3,x4,x5,...)H2 =H(O, x2,0, x§0)H2 < H(xf X2, X2, X2, xj)”z
olur. Dolayistyla T operatorii smirlidir. Buna gore
T2 (X, X0 X5 X0 %) =T (0,%7,0,%3,0,...) =(0,0%,0,0%,0,...) =(0,0,0,0,0,...)
elde edilir. Buradan ise,
T?=0
olur. Dolayistyla A € o (T) ise 0 zaman
o(T*)={0}
olur. Buradan
A’ ec(T?)={0} elde edilir.
Ayrica bir (0,0,0,,0,...) elemant igin,

7(0,0,0,1,0,..)=(0,0,0,0,0,...)
-0.(0,0,0,0,0,...)

olur. Yukaridaki esitlikten Odegerinin T operatorii ig¢in bir 6zdeger oldugu anlasilir.

Buradan da

0eo(T)
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elde edilir. Boylece

o(T)=10)

olur.
2.4. Zayif Tiirevler ve Sobolev Uzaylan

2.23. Tamm (X, A,n7) bir 6l¢ii uzay: olarak verilsin. g € M (X, A) olmak iizere

I9+dﬂ ve Ig‘dn integrallerinin ikisi de sonlu oluyorsa g fonksiyonuna X
X X

tizerinde 7 ye gore integrallenebilir fonksiyon adi verilir. Bu integral
[odn=[g'dn-{gdn
X X X

reel sayisi olur [11] .

2.24. Tamm Qc R" ve f:Q — R fonksiyonu siirekli olmak tizere,

{xeQ|f(x)=0}

kiimesine f fonksiyonunun supportu (destegi) adi verilir ve supp f ile ifade edilir.

f fonksiyonunun support kiimesi Q kiimesinde kompakt oluyorsa f fonksiyonuna

supportu kompakt olan fonksiyon adi verilir [3].

2.25. Tamim Her mertebeden tiirevlenebilen ve Q kiimesinde supportu kompakt olan
fonksiyonlara test fonksiyonu adi verilir. Q kiimesindeki test fonksiyonlarinin uzay1
D(Q) seklinde gosterilir. Buradan D(Q) uzayi,

C5(Q) =D(Q) ={f C*(Q) |supp(f) kompakt]

bi¢iminde ifade edilebilir [3].
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2.26. Tamm R" de bir bdlge Q olsun. Y, Y = R" kiimesinin kapanist olsun. Y < Q
ve Y kiimesi R" nin kompakt bir alt kiimesi oldugunda Y ccQ yazilir. f

fonksiyonu, Y kiimesinde  tanimli  ise, f fonksiyonun  destegi

supp f ={xeY |f(x)#0} bi¢iminde tanimlamr. Ayrica suppf cc Q oluyorsa f

fonksiyonuna Q da kompakt destege sahip fonksiyon adi verilir [3].

2.27. Tamm D(Q) iizerinde tanimli olan siirekli lineer fonksiyonellerin uzayina

D(Q) uzaymin dual uzayi adi verilir ve

D'(©) ={f|f : D(Q) — F sirekli ve lineer |
biciminde gosterilir. D'(Q) dual uzaymin elemanlarina ise genellestirilmis fonksiyon
denir [11].

2.28. Tamm 1<p<oo ve Q, R" de bir bolge olsun. Bu durumda p. kuvveti Q
bolgesinin biitiin kompakt alt kiimelerinde integrallenebilen Q deki biitiin élgiilebilir

fonksiyonlar uzayr L] (Q) biciminde gosterilir. Bu uzay p=1 i¢in lokal

integrallenebilir fonksiyonlar smifin1 ifade eder ve L () bigiminde gosterilir [3] .

2.29. Tanmmm u fonksiyonu, Q fizerinde hemen hemen her yerde tanimlanmis olsun.
Her ack UcQ icin uel'(U) olmak iizere, u fonksiyonuna lokal

integrallenebilirdir denir ve u e i, (Q) bigiminde gosterilir.

Her uel;, (Q) fonksiyonuna karsilik gelen burada bir T, =D'(Q2) genellestirilmis

fonksiyonu mevcuttur ve

T.(9)=[ue()dx,  o(x) e D(Q)

biciminde ifade edilir [11].
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2.30. Tamm R" de bir bdlge Q ve keZ-Z olsun. Q bdlgesinde || <k

mertebesine kadar biitin D“f kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlardan meydana

gelen lineer uzay C*(Q) seklinde ifade edilir.

C(Q)=C°(Q) ve C*(Q)=(C*(Q)
k=0
olmak iizere C°(Q) ve C*(Q) alt uzaylar1 sirastyla Q da kompakt destege sahip olan
C°(Q) ve C*(Q) uzaylarndaki biitin fonksiyonlardan meydana gelir. C*(Q)
uzaymin elemanlarina test fonksiyonu ya da diizgiin (smooth) fonksiyon adi verilir.

C* () uzaymm Q bélgesinde yer alan ve kompakt destege sahip fonksiyonlarindan

olusan uzay ise Cj (€2) bigiminde ifade edilir [3].

2.31. Tamm «a ¢oklu — indisi ve u e L, (Q) fonksiyonu verilsin. Her y e Cy (Q) i¢in
— (_1\ o
jng(x)dx_( 1) jQuD wx
esitligi saglaniyorsa v e L)} (Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun e. zayif tiirevi adi

verilir [3].

2.32. Tamim R" de bir agik kiime Q olarak verilsin. k e NU{0} ve 1< p <o olmak
lizere L, (Q) uzaymnda alman ve K —yinct mertebeden kismi tiirevleri mevcut olan

fonksiyonlarin

Wy (Q)={ueL,|DueL,(Q) o <k}

p
uzayma Sobolev uzayi ad1 verilir.
Burada,
i.  u:Q—1R lokal integrallenebilen fonksiyon
ii.  a bir coklu-indis olmak iizere |a| =, +a, +...+ a,,

Pl
OX, 10X, ...OX, ™

.  D“u=0"u=0%0"..0"u=

bigiminde tanimlidir.
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iv. ~ D“u, u nun a-ymc1 mertebeden genellestirilmis tiirevini ifade etmektedir.

V. WS (Q) uzayi

Jo
lul, =| Sou|” | . 1<p<o,
S e
”u”w,';(gz) = r‘g‘ga( D“u L@’ p=o

normuna gore bir Banach uzayi olur.

Vi.  p=2 i¢in W, (Q) uzay

- fowou,, |

|er|<k

i¢c carpimina gore bir Hilbert uzayi olur.

vii. W (Q)=L,(Q) [3].

2.33. Tanim (Sobolev Uzaylarinin Direkt Toplam)
p >1reel say1 ve k >0 olmak iizere Sobolev uzaylarinin direkt toplam
W, (-1,0,1) =W (-1,0)+W(0,1) ile gosterilir. Bu durum

T O
normu ile sirastyla (—1,0) ve (0,1) araliklarinda W (—1,0) ve W (1,0) uzaylarina
ait olan, [~1,0)U(0,1] araliginda tanimh u =u(x) kompleks degerli fonksiyonlarin

Banach uzay: seklinde ifade edilir [11] :
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3. ASIMPTOTIK NOTASYONLAR

Bu bolimde asimptotik notasyonlardan biiyiik-O ve kiiciik-0 gosterimleri
tanitilacaktir. Ayrica bu gosterimlere ait birtakim Ozelliklere ve Orneklere yer

verilecektir.

3.1. Biiyiik-O Gosterimi

Paul Bachmann, biiyiikk-O gosterimini ilk olarak 1892 yilinda yayinlanan kitabinda
tanitmugtir.  {lerleyen yillarda Edmund Landau tarafindan biiyiik-O gosterimi
gelistirilmistir. Biiyiik-O gosterimi, Edmund Landau’nun katkilarindan dolay1

Landau sembolii olarak da adlandirilir [15] :

3.1. Tanmm f :R —- R ve g:R — R tanimli fonksiyonlar olmak tizere, x > n oldugu
zaman |f(X)| < K|g(X)| olacak bi¢imde bu esitsizligi saglayan pozitif K ve n reel

sayilar meveut ise f (x) =0(g(x)), x — o olur.

Bu ise “ f (x) fonksiyonu g(x) fonksiyonunun biiyiik-O sudur” ile ifade edilir. Eger
f fonksiyonu g fonksiyonunun biiyiik-O su ise f € O(g) bi¢iminde yazilabilir

[33].
Diger bir ifadeyle,
f(x):¥x=nigin |f (x) <K|g(x)| olacak sekilde
s
pozitif K ve n reel sayilar1 mevcuttur.
seklinde de yazilabilir.

Baska bir deyisle, f(x) fonksiyonunun O(g(X)) seklinde belirlenmesi demek, X

sonsuza giderken f(x) fonksiyonunun alacagi degerlerin g(x) fonksiyonunun bir
sabit say1 ile ¢arpilmis halinden daha yavas biiyliyor olmast demektir. Ayrica buradan

g fonksiyonunun f fonksiyonu igin bir asimptotik iist smir oldugu soylenir [17].

f(x) € O(g(X)) oldugunu gostermek i¢in x>n oldugu zaman |f(X)| < K|g(X)|

olacak bigcimde bu esitsizligi saglayan K ve n sabitlerinden yalnizca bir tanesine
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ihtiyacimuiz vardir. f(x) fonksiyonunun O(g(x)) olmasi igin K ve n sabitleri
mevcut ise, sonsuz sayida K ve n sabitleri bulabiliriz. Bu durumu goéstermek igin
X>n"veXx>n oldugu zaman | f (X)| <K |g(X)| < K'|g(x)| oldugu dikkate almmalidir.
Burada K ve nsabitleri K <K’ ve n<n’ kosulunu ger¢ekleyen herhangi bir K’ ve
n’ sabitleri olmaktadir.

f(x) fonksiyonunun O(g(x)) olmasi iliskisi bazen f(x)=0(g(x)) seklinde de
ifade edilir. Lakin buradaki esitlik durumu gergek esitligi ifade etmemektedir. Ciinkii
O(g(x)), degeri O(g(x)) olan fonksiyonlar kiimesidir.  Dolayisiyla,

f(x) e O(g(x)) seklinde de yazilabilir.

Biiyiik-O gdsterimi kullanildigi zaman f(x) € O(g(x)) olmasi durumunda g(x)

fonksiyonu miimkiin oldugu kadar kii¢iik segilir [33].

3.1. Ornek Biiyiik-O gosteriminden yararlanarak I' tane pozitif tamsaymn toplami

icin biiylik- O Ongoriileri elde edelim.

Coziim: ik I tane tam saymm toplaminda yer alan her bir tamsayr I i

gecmemektedir. Buradan,

1424..4r<r+r+..+r=r?

olmaktadir. Bu esitsizlikten 1+2+3+...+r toplami O ( r’ ) olmaktadir. Burada

sabitler K =1 ve n=1 olarak almmustir [33].

3.2. Ornek Faktoriyel fonksiyonu ile faktoriyel fonksiyonun logaritmas igin biiyiik-

O gosteriminden yararlanarak bityiik- O 6ngoriileri elde edelim.

Not: Burada faktoriyel fonksiyonu f(r)=r! olarak tanimlanmaktadir. r!=1-2-...-r

olmak tizere I' bir pozitif tamsayidir. Ayrica 0!=21dir.
Not: r! fonksiyonu hizli bir sekilde biiytimektedir. Yani;

=1, 21=2,3!=6, ... 101=3628800 seklinde hizla biiylimektedir.
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Coziim: Carpimda yer alan her bir terim I' yi gegmemektedir. Boylece r! i¢in

biliylik- O ongoriileri elde edilebilir. Buradan

r'=1.2-...-r
<r-r-.-r
:rl‘

esitsizligi elde edilmektedir.

Bu esitsizlik sayesinde r! degerinin O(r")oldugu elde edilir. Burada sabitler

K =1 ve n=1 olarak alimmustir.
r! i¢in elde edilen esitsizligin her iki tarafinin logaritmasini alacak olursak
logr!<logr"=rlogr

olur. Buradan logr!degerinin O(rlogr) oldugu elde edilir. Burada K =1ve n=1

sabitler olarak belirlenmistir [33].

3.3. Ornek f(x)=x*+3x+1e0(x*) oldugunu gosterelim.
Céziim: X >1 oldugu zaman x < x* ve 1< x? olacaktir. Buradan, X>1 oldugu zaman
0< X?+3x+1< x? +3x% + x* =5x°

olarak bulunur. Burada K =5 ve n=1 degerlerini f(x) € O(x*) oldugunu gostermek
icin  sabitler olarak kabul edebiliriz. Dolayisiyla x>1 oldugu zaman

f (X) = x> +3x+1<5x* olmaktadir. Ayrica
X >3 oldugu zaman ise 3x < x* ve 1< x* olmaktadir. Buradan, x >3 iken
0<X?+3x+1< X2 + X% +x? =3x?

olmaktadir. Buradan sonug olarak K =3 ve n=3 degerleri f(x) e O(x*) olmas:

icin aranan sabitleridir.
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“f(x) €eO(x*) olmas1” durumunda x? nin, x? den biiyiik degerleri olan baska bir
fonksiyon ile yer degistirilebilecegi dikkate almmalidir. Ornegin, f (x) € O(x%),
f (x) € O(X* + x+6) gibi.

3.2. Biiyiik -O Gosterimine Ait Teoremler

3.1. Teorem f:N—>R, g:N—R seklinde tanimli fonksiyonlar olsun. Eger

|f(x)| .
=L, L>01ise f €0(g)
x—>w|g(x)|
olur.
Ispat: Kabul edelim ki I|m|| (x )|| L olsun. Burada L, negatif olmayan bir reel
X—0 g X
sayidir.
A & 0
Limitin tamim1 geregi X -l yeterince biiylik segerek | ()| ifadesini L ye
g(x
yaklastirabiliriz.
. . L RECS E— :
Ozel halde baz1 pozitif n sayilari i¢in X >n secerek m ifadesinin L nin 1
g(x
komsulugunda olmasini saglayabiliriz. Burada x>n ve n>0 olacak sekildeki n
f e
sayisl i¢in | (X)|— <1 elde edilir. Ozel halde,
|9(x)|

PO POy o)< (LD o o)

lg(x)| l9(x)|

olur. Buradan K = L +1 segilebilir. Dolayisiyla f € O(g)olur [10].
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3.4. Ornek x*+10€0(x%) oldugunu gésterelim.
Coziim:

1.Yol (Biiyiik- O tanimini kullanarak): K =3 ve n=3 olsun. Buradan, eger x> 3 ise,

3x% = X2 +2x% > x? +2.32 > x* +10 oldugundan X* +10 € O(x*) olur.
2.Yol (Biiyiik- O tanimini kullanarak): K =2 ve n =4 olsun. Buradan, eger X >4 ise

2x2 = X2+ X2 = X2 + 42 > x2 +10 oldugundan x*+10 e O(x?) olur.

3.Yol ( 3.1 teorem kullanilarak): lim

X—o0 X X—00

2
Xtulﬂm{rﬂgj=un=1mm.
X

Dolayistyla 3.1 teorem geregi, X* +10 € O(x*) olur [10].

3.2. Teorem : f:N—>R, g:N—>R seklinde tanimli fonksiyonlar olsun. Eger

IimM

=o0 ise bu durumda f ¢ O(g) olur.
x—>oo|g(x)|

. f
fspat:  Kabul edelim ki fim %)

| ( )| =oo olsun. Bu ise, her pozitif K sayisi i¢in dyle
X—00 g X

|[F(¥)]
l9(x)|

Dolayisiyla her K ve n pozitif sayisi igin bir x>n (X, n ve M nin en biiyiigiinden

[T (¥)]
l9(x)|

bir M pozitif sayist vardir ki X>M igin > K olmasi anlamina gelir.

daha biiylik olarak almiyor) vardir Oyle ki

>K veya |f(x)|>K]|g(x)|dir.

Buradan f ¢ O(g) olur [10].

3.5. Ornek x*> ¢ O(x) oldugunu gosterelim.

Coziim: 1.Yol (Biiyiik-O tanimini kullanarak): X -i 6yle secelimki x>n ve x>K

olsun. Buradan x* = x.x > K.x esitsizligi elde edilir. Boylece x* ¢ O(x) elde edilir.
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2
2.Yol ( 3.2 teorem kullanilarak): limX =limx=co olur. Dolayisiyla 3.2 teorem

X—>0 X X—»00

geregi x> ¢ O(x) olur [10].
3.6. Ornek 6x> € O(x%) oldugunu gosterelim.

Céziim: X >6 oldugu zaman, 6x* < x® esitsizligi mevcuttur.
Burada, K =1 ve n=6 degerlerini 6x? nin O(x*) olmasi durumunun sabitleri olarak
kabul edebiliriz. Ayrica, Xx>1 oldugu zaman 6x* <6x* olur. Yani K=6 ve n=1

degerleri de, 6x? nin O(x*) olmas1 durumunun sabitleri olur.

3.7. Ornek 6x> € O(x%) oldugunu gosterdik. Acaba x* € O(6x*) midir?

Coziim: x° € O(6x°) olup olmadigmi bulmak icin, x>n oldugunda x* < K(6x?)
esitsizligini saglayan K ve n  sabitlerinin olup olmadigini bulmamiz gerekir.
x® < K(6x%) esitsizligi X <6K esitsizligine denktir. Son esitsizlik ilk esitsizligin
pozitif degerler alan x* ile boliinmesi ile elde edilmektedir. n-nin degeri ne olursa
olsun tim x>n-ler icin X<6K esitsizligini saglayan bir K yoktur. Clinkii X ¢ok
biiyiik herhangi bir say1 yapilabilir. Yani, buradaki biiyiik- O iliskisi i¢in hi¢cbir K ve
n sabitleri yoktur. Dolayisiyla x* ¢ O(6x°) olur.

3.3. Teorem f(x)=a,x"+a, x"*+..+ax+a, olmak iizere, a;,a,..,a, reel

sayilardir. Bu durumda f (x) e O(Xp ) olur.

Ispat: Ucgen esitsizligini kullanacak olursak, eger X >1 ise
| ()] =[a,x" +a, X" +..+ax+a|
<[a,[XP +[a,y[XPH +..+ fay x +[ay)

‘apfl‘ ot 2 +m

X xP?t o xP

_ybh
=X ‘ap‘+

<xP (‘ap‘+‘ap_l‘+...+|a1|+|ao|)
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Buradan x>1 oldugu zaman
| f (x)| < Kx"
esitsizligi elde edilir.
Burada K =[a,|+[a, |+..+|a|+[a] olarak almr. Dolayisiyla ~sabitler
K =‘ap‘+‘ap_l‘+...+|a1|+|ao| ve n=1 olarak belirlenirse f(x) € O(x") oldugu elde

edilir [33].
3.4. Teorem f,(x) €0(g,(x)) ve f,(x)€O(g,(x)) olsun. Bu durumda

(f,+f,)(x) eO(max{lg,(¥)].|9,(0)]})

olur.
Ispat: Biiyiik-O gosteriminin tanimindan yararlanirsak
x>n; oldugu zaman |f,(X)| < K,|g,(X)| ve x=n, oldugu zaman |f,(x)|<K,|g,(X)|
esitsizligini saglayan K, K,, n, ve n, sabitleri mevcuttur. f,(x) ve f,(X) toplamim
tahmin etmek icin, tiggen esitsizligini kullanacak olursak
(£, + £,) 00| =] £.00 + f,(x)|
S|f1(x)|+|f2(x)|
esitsizligini elde ederiz.
X, N, ve n,degerlerinin her ikisinden biiyiik oldufu zaman, |f,(x)| ve |f,(X)|
ifadelerinin esitsizlikleri sayesinde asagidaki sonuca ulagilmaktadir.
| 5,00 +] f,00] < K, |9, (¥)] + K, |9, (X)]
<Ky |g(x)[+ K, [g(x)|
= (K, +K;)[g(x)
=Klg(x)],

Buradaki esitsizlikte K =K, +K, ve g(x) = max(|g1(x)|,|gz(x)|) olarak alinmaktadir.
Bu esitsizlik ile x>n oldugu zaman |(f1+ fz)(X)| < K|g(X)| elde edilmektedir. Bu

esitsizlikte n=max(n,,n,) olarak alinir.

Boylece (f, + f,)(x) € O(max{|g,(X)],|9,(x)[}) oldugu elde edilir [33] .



25

3.1. Sonug Eger f,(x) ve f,(x) fonksiyonunun her ikiside O(g(x)) ise bu durumda
(f,+f,)(x)eO(g(x))olur.

3.5. Teorem f,(x)€O(g,(x)) ve f,(x)e0(g,(x)) oldugunda

(f,1,) () €0(9,(x)9,(x))
olur.
Ispat:
‘( f.f,) (X)‘ = £,(q[| £, (X))
< K, |9, (0)[ K, 9, (%)]
<KK, [(9,9,) ()|
=K ‘( 9192)()()‘

Bu esitsizlikte K =K,K, olarak alnirsa, (f,f,)(x) e 0(9,9,) elde edilir. Yani
X >n oldugu zaman ‘( f, fz)(x)‘ <K|9,(x)9,(x)| durumunu saglayan K ve n sabitleri
mevcuttur. Bu sabit degerler K = KK, ve n=max(n,,n,)olarak alnir [33].

3.8. Ornek f(m)=4mlog(m!) + (m2 +3)Iog m i¢in biiyiik-O tahmini elde edelim.

Coziim: Oncelikle 4mlog(m!) ¢arpimi i¢in biiyiik-O tahmini elde edelim. 3.2
ornekten log(m!) € O(mlogm) olmasi durumu ile 4m € O(m) olmasi durumu

kullanilir ise 3.5 teoreminin ifadesi ile

4mlog(m!) € O(m2 log m)
durumu elde edilir.
Ardindan (m2 +3)Iog m ¢arpmmu i¢in biiyiik-O tahmini elde edelim. m>2 oldugu
zaman m*+3<2m’ oldugu igin m*+3 € O(m’) olur. Buradan 3.5 teoremden
(m*+3)logm € O(m? logm)
olur. 3.1. sonucunun ifadesinden
f (m) =4mlog(m!) + (m*+3)logm € O(m’ logm)

oldugu elde edilir.
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3.6. Teorem Eger f, €O(f,) ve f,e0(f,) ise f, €O(f;) olur.

3.7. Teorem Eger f(x)eO(g(x)) ise ve peN sabitii¢in p.f(x) eO(g(x)) olur.

Ispat: Eger f (x) e O(g(x)) ise ¥V x=n i¢in dyle bir pozitif K e R ve ne Nsabiti
vardir ki | f (X)| <K |g(X)| olur. Dolayisiyla V x>n ve peN igin
|p.f(¥)|=p|f(¥)|[<(pK)|g(x)| olur. Buradan biyik-O tammi  geregi
p.f(x) €O(g(x)) elde edilir.

3.9. Ornek f (x)=(x+1)log(x*+1)+5x* fonksiyonu icin biiyiik-O tahmini
verelim.

Coziim: Oncelikle (x+1)log(x*+1) igin biiyik-O tahmini elde edelim.
(x+1) €O(x) olur. Buradan x>1 oldugu zaman x*+1<2x* olur. Burada x> 2ise,
log(x* +1) <log(2x* ) =log 2+ log x* = log 2+ 2log x < 3log X
esitsizligi elde edilmektedir. Bdylece, log(x*+1)eO(logx) oldugu anlasilir. 3.5.
teoremden (x+1)log(x*+1) € O(xlogx) olur. Ayrica 5x°€O(x’) oldugundan

3.4.teoreminin ifadesi geregi O(max(xlog X, xz)) olur. x>1 oldugunda xlogx < x?

elde edilir. Buradan f(x)eo(xz) olur.

3.3. Kiiciik- 0 Gosterimi

Eger f ve g fonksiyonlari, |im%=0 seklinde fonksiyonlar ise f(x) fonksiyonu,

g(x) fonksiyonunun kiigiik-o sudur denir. f €o(g) seklinde yazilir. Ayrica 3.1

teoreminin bir sonucu olarak asagidaki teorem elde edilir [10].

3.8. Teorem Eger f €0(g) ise bu durumda feO(qg) olur.

3.8 teoremde ifade edildigi gibi, kiiglik-0 iligkisi, biiylik-O iliskisinden daha

kuvvetlidir. Bu iligkinin en 6nemli iki 6rnegi asagida verilmistir.
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i. log, xeo(x) dir. Burada asayisi, 1 den farkh bir pozitif sayidir.

ii. a>1igin x" eo(ax) [10].
3.10. Ornek a, 1 den farkli bir pozitif say1 olmak iizere log, XeO(X) oldugunu
gosterelim [10].

Coziim: Oncelikle limlog, x=limx=0 oldugu ve Inx=log, X olmak iizere

X—00 X—»00

d log, x= L oldugu bilinmektedir. L’Hdspital kuralindan
dx xIna
1
lim %X _© _jimxina _g
X—00 X o xoo ]

olur. Boylece kiigiik- 0 gdsteriminin tanimindan log, X € O(X) elde edilir.

3.11. Ornek a>1 icin x e o(ax) oldugunu gosterelim.

Coziim: Oncelikle limx=Ilima* =w oldugu bilinmektedir. L’Hospital kuralindan

X—00 X—»00

=0

. . X 0 .
a>1 olmak tizere lim—=—=Ilim—
X0 q 00 X—o g |na

olur. Buradan kiigiik-0 gdsteriminin tammindan a>1 igin xeo(a*) elde edilir
[10].

3.12. Ornek (X4 +5log X)/ X*+1le O(Xm) olmak iizere en kiiciik m tamsayismn1

bulalim.
. X’
Coziim: Oncelikle N ifadesini géz Oniine alalim.
+
4 3
X)X +1 X3
Iim( )( )zlim — =1
X—>0 X x—0 X% +1
olur.
X4
Limit degeri 1 oldugundan, 3.1 teoreminin ifadesi geregi ] € O(x) elde edilir.
+

X4

X3 +1

¢ O (XO) =0(2) oldugunu gostermek igin 3.2 teoremi kullanilabilir:
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4 3
lﬁg(x )/(lx +1)=|Xm Xl Y
1+?

X4

X +1

oldugundan 3.2 teoreminin ifadesi geregi FXO) (XO) =0() olur.

Simdi % ifadesini gdz dniine alalim. log x € O(X) oldugundan,
+

5log x
x*+1

€ o(x)

O( 35 X 1) olur. Yukaridakine benzer bir limit alindiginda
X"+

olur. Buradan 3.8 teorem geregi € O(x) sonucuna ulagilir.

x3+1

Asil fonksiyon iki fonksiyonun toplami oldugundan ve her iki fonksiyon da O(X)

oldugundan 3.1 sonugtan (X4 +5log X)/ (x*+1) € O(x) olur. Sonug olarak en kiigiik

m tamsay1s1 1 olarak bulunur [10].
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4. LINEER DIiFERENSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI

4.1. Normal Lineer Diferensiyel Denklem Sistemleri

4.1. Tanim n-tane Y,, (i=12,...,n) bilinmeyen fonksiyonlarmin yalnizca birinci

mertebeden tirevlerini ihtiva eden

d

d_))/(l =a,(X)y, +a,(X)y, +---+a,(x)y, + f,(x)

d

Do 2, (09, + 3 00V, ++++ 85, (0, + 500 (4.1)
d

% = anl(x)yl +an2(X)y2 +--~+ann(x)yn + frI (X)

sistemine normal lineer diferensiyel denklem sistemi adi verilir. (4.1) sistemi kisa

olarak

dy, < :
azéaﬁ(x)yj +f(x), i=12,..,n

bigiminde de yazilabilir. Burada, a;(x) ve f.(x) (i=12,...,n, j=12,...,n), bir
a<x<b araliginda siirekli olan fonksiyonlardir. Eger her i ve j igin a;(x)

katsayilar1 sabit reel sayilarsa (4.1) sistemine sabit katsayili normal denklem sistemi

aksi durumda degisken katsayili normal denklem sistemi ad1 verilir. Ayrica; her i igin

f.(X)=0 oluyorsa (4.1) sistemine homojen normal denklem sistemi, aksi durumda

homojen olmayan normal denklem sistemi denir [20].

4.2. Tanmm n -bilinmeyenli ve m -tane denklemden meydana gelen

Ay X +apX, o+ 3 X, :bl
A X +a,X, +--+8,,X, =D,

2n*n

(4.2)

a X +a,X +---+a X =b

m

lineer denklem sistemini ele alalim.
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a; 8 &, X by
a a a X

A _ .21 .22 2n X = '2 ve B — 2
aml am2 a'mn Xn bm

olmak tizere (4.2) sistemini
Ax=B
bi¢iminde de yazabiliriz. Burada B =0 ise (4.2) lineer denklem sistemine homojen
olmayan denklem sistemi ad1 verilir. B=0 oluyorsa
Ax=0 (4.3)

sistemine homojen sistem denir.
Burada n - bilinmeyenli n - tane denklemden meydana gelen lineer ve homojen olan

a X +a,X +---+a,X =0

Ay X, + 8y X, f"'+aZan =.0 (4.4)
a X +a X, +--+a, X =0

denklem sistemi ele almacaktir. Buna gore bu sistemin katsayilar determinanti,

a, &, - a4,
deta=| 2 2 7 % (4.5)
ay a, - 4,

bigiminde olmaktadir [20].

4.1. Teorem (4.4) denklem sisteminin sifirdan farkli bir ¢6ziimiiniin var olmasi i¢in
gerek ve yeter sart (4.4) denklem sistemine ait (4.5) katsayilar determinantinin sifir

olmasidir [20].

4.2. Teorem (4.4) denklem sisteminin yalnizca bir tek ¢oziimiiniin (asikar
¢Ozliimiiniin) var olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.4) denklem sistemine ait (4.5)

katsayilar determinantmnin sifirdan farklh olmasidir [20].
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4.3. Tamim
a; & &, X
A= a21 a22 a2n X = X2
anl anz ann Xn

4 reel ya da karmagik olan bir sabit say1 olsun. Burada

AX = AX (4.6)
denklem sisteminin sifirdan farkli bir X ¢6ziimii varsa 1 sayisina A matrisine ait
karakteristik deger ya da 6zdeger (eigenvalue) adi verilir. 1 sayis1 A nin 6zdegeri
olmak iizere 1 06zdegerine karsilik gelen X vektdrine de A nin karakteristik
vektorii ya da 6zvektorii (eigenvector) denir.
Ax=Ax denklem sistemi yukaridaki matris ifadeleri kullanilarak tekrar yazilacak
olursa

(ail_ﬂ“)xl-i_aﬂxz ot a X, =0

8.21X1+(8.22—/7,)X2+--.-+a2an=0 (4.7)

ayX +a,X, +--+(a,-4)x,=0
esitlikleri elde edilir. (4.7) denklem sistemi daha kisa olarak
(A—ADx=0
bi¢iminde de ifade edilir. 4.1 teorem geregince (4.7) denklem sisteminin sifirdan farkl

bir ¢oziimiiniin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a11_/1 a;, ay,
a a,—A - a
det(A-Al)=| = % =0 (4.8)
anl a'n2 ann_ﬂ'

olmasidir. (4.8) determinant1 hesaplandiginda 1 ya gore n-yinci dereceden bir

denklem bulunur. Bu denklemin kokleri ise 1 6zdegerlerini (ya da karakteristik
degerlerini) vermektedir. (4.8) denklemine A matrisine ait karakteristik denklem

denir [20].
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4.2. Sabit Katsayih Homojen Normal Lineer Diferensiyel Denklem Sistemleri

Yi =8y, +a,Y, +..+a,Y,
y; =ayy, tayy, t...+a,Y,

yr’1 = a‘nlyl +a‘n2y2 +"'+annyn

(4.9)

denklem sistemini ele alalim. Burada a;, (1=12,..,n;j=12,..,n) katsayilari reel

sabit katsayilardir. (4.9) sistemini matris formunda yazalim.

A, nxn tipinde reel sabit matris

seklinde gosterilsin.

y

Yi
Y,

Yn

bir vektor olarak tanimlansin. Bir vektorin tiirevi tanimindan

!

y

ve bir matrisin bir vektorle ¢arpimindan

&, a, -
Ay _ .21 .22 '2n
anl an2 ann

elde edilir.

A
A

yr

Y1
Y,

Y

a11y1 + a12 y2 +
a‘21y1 + a'22 y2 +

anlyl + an2 y2 +

- ta,Y,
vt Y,

wtany,

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)
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Burada (4.9) sistemi yukaridaki gosterimler dikkate alinirsa daha basit bir sekilde

y'=Ay (4.14)
seklinde ifade edilebilir. Burada (4.10) ile tanimlanan A matrisine (4.14) sabit

katsay1li homojen lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi adi verilir [34].

4.4. Tamm: Yy’ = Ay homojen lineer denklem sisteminin ¢ ziimii

]
2

p=| " (4.15)
X

nx1 tipinde vektor fonksiyonudur. Bu fonksiyonun bilesenleri olan &,4,,...,4, nin

her biri a<t <b araliginda siirekli tiirevlere sahiptir ve a<t<b olan Vv t i¢in

¢(t) =a, 4 (t) +a,4,t) +..+a,4,(t)
B (1) = 3, (1) + 3,0, (1) +... + 85,4, (1)

(4.16)
¢, () =24 (t) + a.n2¢2 () +...+a,4,(t)
seklindedir. Baska bir ifadeyle ¢ nin ¢, d,....¢, bilesenleri
y: =i (t)
Y2=4.() (4.17)
Yo =4 kt)

seklinde de yazilabilir [34].
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4.5. Tamm: y'= Ay homojen lineer denklem sisteminin lineer bagimsiz ¢6ziimleri

¢11 ¢12 ¢ln
e e T e P (4.18)
¢n1 ¢n2 ¢nn

olsun. c,c,,...,C, ise n tane keyfi sabitler olmak iizere y'= Ay homojen lineer

n

denklem sisteminin genel ¢oziimii

y=Ch (1) +C () +...+ C,6, (1) (4.19)
seklinde ifade edilir. Daha agik bir ifadeyle
Y1 = Chy () + o, (1) +... 4 Cohy, (1)

Y, = 1¢21(t)+cz¢2:2 (t)+...+Cy, (1) (4.20)
Yo = Cith (1) +Cop () + ..+ C 4y, (1)
seklinde de ifade edilebilir [34].
4.6. Tamim: n tane ve sirasiyla
¢11 (t) ¢12 (t) ¢1n (t)
t t t
4() = ¢21§( ) ) = ¢225( ) ()= ¢2n5( ) (4.21)
¢nl (t) ¢n2 (t) ¢nn (t)
olarak tanimlanan ¢,,@,,...,4, vektor fonksiyonlarin1 g6z dniine alalim.
¢11 ¢12 ¢1n
¢:21 ¢22 e ¢2n (4.22)
¢n1 ¢n2 e ¢nn

nxn determinanti, (4.21) ile tammlanan ¢,d,,....d, vektor fonksiyonlarmin
Wronskiani olarak adlandirilir. Bu determinant W(é,4,,...,4,) ile gosterilir. Bu

determinantin t deki degeri ise W (4, ,,....4,)(t) ile ifade edilir [34].
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4.3. Teorem (4.21) de tanimlanan @&, ¢,,...,4 vektor fonksiyonlart a<t<b
arahginda lineer bagimli ise [a,b] araligmnmn biitiin noktalarinda W (¢, ,....¢,) =0

olur [20].

Ispat: Eger ¢, ¢,,...,4, vektor fonksiyonlar1 lineer bagimli ise a<t <b arahgmnda
Ch+Ch +---+C¢, =0
olacak bi¢cimde en az biri sifirdan farkh olan C,, C,,...,C, sayilar1 mevcuttur. Bu

ERPR )

denklem sisteminin daha agik hali olan

Cyh (1) + o, (1) +... +Cohy, (1)

Cuhyy () +Coy, (1) +... 4 C iy (1) (4.23)

Cyh (1) +Cohp (1) + ..+ C 4, (1)

sisteminde yer alan ¢, katsayilarmin tamami sifir olmadigi i¢in bu sistemin sifirdan

farkli ¢6ziimii vardir. Bu durumda 4.1 teorem geregince (4.23) denklem sisteminin

katsayilar determinanti sifir olur. (4.23) denklem sisteminin katsayilar determinant ise

¢, @,,....4, vektor fonksiyonlarina ait Wronskian determinant1 oldugu igin [a,b]

arahigmin her bir noktasinda W (4, 4,,...,¢,) =0 olur.

4.4, Teorem (4.21) de tanimlanan @&, ¢,,....4, vektor fonksiyonlar1 a<t<b
arah@min herhangi bir noktasinda W (¢, #,,...,#,) =0 ise bu vektor fonksiyonlar: bu

aralikta lineer bagimlidir [20].

Ispat: W(4,,4,,....4,)=0 ise (4.23) denklem sisteminin sifirdan farkli ¢oziimleri
mevcuttur. Buradan (4.23) denklem sistemini saglayan C; sayilarinin tamami sifir

degildir. Yani @, ¢,,...,4, vektor fonksiyonlar1 lineer bagimli olur.

4.3 teoremden ve 4.4 teoremden elde ettigimiz sonuglara gore asagidaki teoremi ifade

edebiliriz.
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4.5. Teorem y'= Ay homojen lineer denklem sisteminin a<t<b arahigindaki
¢ozimleri ¢, ¢,,...,4, vektor fonksiyonlari olsun. Bu vektor fonksiyonlarmnin
Wronskian determinanti ise W (4, ¢,,...,¢,,) olsun. Burada a<t <b araliginn biitiin

noktalarinda W (¢, 4,,....¢,) =0 olur yada W (¢, 4,,....¢,,) =0 esitligini

saglayacak bigimde [a,b] araliginin higbir noktasi yoktur [20].

4.6. Teorem y'= Ay homojen lineer denklem sisteminin n tane ¢,@,,...,4, vektor

fonksiyonlarmm bir a <t <b araliginda lineer bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart

v tela,b] icin W(d,4,....4,)(t) #0 olmasidir [34].

Ispat: ¢, 4,,...,4, vektor fonksiyonlar1 lineer bagimsiz ise a<t <b araliginda

C1¢1+Cz¢2+"'+cn¢n =0

esitligi yalnmizca ¢, =C, =---=C, =0 oldugu zaman saglanir. Bu denklemin agik hali

olan (4.23) denklem sisteminde de ¢, =c,=---=c, =0 oldugu igin bu sistemin
yalnizca agikar ¢Oziimii mevcuttur. 4.2 teorem geregince sistemin katsayilar
determinanti sifirdan farkli olur. Dolayisiyla W (4, &,,...,4,)(t) # 0 olur.

Tersine, eger W(4,8,,...,¢,,) #0 ise (4.23) denklem sisteminin 4.2 teorem geregince
yalnizca asikar ¢oziimii vardir. Bu denklem sistemi i¢in (4.21) vektor fonksiyonlarmin
hepsi sifir olmadigi i¢in bu durum sadece C,=C,=---=C, =0 olmasi durumunda
gergeklesir. Buradan ¢, @, ,...,4, vektor fonksiyonlarinm lineer bagimsiz oldugu elde
edilir.

Simdi y' = Ay sisteminin «,,@,,...,a, ve A sabitler olmak iizere

At

Y1 =o€

— eM
V2= % (4.24)
yn — anelt

seklindeki asikar (trivial) olmayan ¢oziimlerini inceleyelim.
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a, Yi
a=|%|vey=|" (4.25)
a, Yo

olarak alinirsa (4.24) denklemleri kisa olarak

y =ae"
seklinde de ifade edilebilir. Dolayisiyla y'= Ay homojen lineer denklem sisteminin
¢oziimleri o bir sabit vektor ve A bir say1 olmak tizere

y = ae” (4.26)
seklinde aranacaktir.
(4.26) denklemleri y'= Ay homojen lineer denklem sisteminde yerine yazilirsa

Aoe™ = Ace™
esitligi elde edilir. Buradan
Ax = Aa (4.27)
seklinde yazilabilir. Dolayisiyla |, nxn tipinde birim matris olmak iizere
(A—A)a =0
esitligi elde edilir. Simdi (4.24) ¢6ziim fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlarin tiirevleri
(4.9) denklem sisteminde yerine yazilirsa &, &,,...,&,, N tane bilinmeyen olmak iizere

(a11 - /1)“1 + a,a, +...+ o, = 0,

a210£1 + (a22 - /1)“2 +ot aznan - 0’ (428)

a,o + a,a, +...+(a, —A)a, =0,

sistemi elde edilir. Bu sistemin asikar (trivial) olmayan ¢6ziime sahip olmasi i¢in 4.1

teoreminin ifadesi geregi

ail_ﬂ“ a12 aln
S (4.29)
a a a —A

nl n2 nn
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olmasidir. Bu determinant A-ya bagli n-yinci dereceden bir polinomdur. Bu
polinoma ise A matrisinin karakteristik denklemi denir. A matrisinin karakteristik
denkleminin kokleri

PRV R
degerlerine ise A matrisinin karakteristik degeri ya da 6zdegerleri denir.
Herbir 4 (i=12,...,n) 6zdegeri (4.28) sisteminde yerine yazilirsa (4.28) sisteminin

asagidaki trivial olmayan ¢6ztiimii elde edilir.

o=y 0, =0y .., 0, =0, (1=12,..,n).
Burada
i
a® = 2| (i=12,..,n), (4.30)
4

ni
olarak tanimlanan vektor A,-ye bagh (i=1,2,...,n) bir 6zvektordiir.
Dolayisiyla, eger
y'=Ay
homojen lineer denklem sistemi
y =ae”
seklinde ¢oziime sahipse A sayis1 A katsayilar matrisinin bir A, 6zdegeridir. Buradan

a vektorii de 4, 6zdegerine karsilik gelen o™ dzvektoriidiir [34].

4.2.1. Farkh Ozdegerler

Bu boliimde karakteristik denklemin koklerinin farkli olmasi durumunda 6zvektorlerin
nasil elde edilecegini ve buradan diferensiyel denklem sisteminin genel ¢ézlimiiniin

nasil bulunacagini inceleyecegiz.

y"= Ay homojen lineer denklem sisteminin nxn tipinde A katsayilar matrisinin n

tane 4,,4,,...,4, 6zdegerinin her birinin farkli yani tekrar etmedigini kabul edelim.

® @ (n

Ayrica a®,a?,...,a™ vektorleri A katsayilar matrisinin n tane lineer bagimsiz
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Ozvektorleri olsun. Buna gore y'= Ay homojen lineer denklem sisteminin her reel
[a,b] aralig1 iizerindeki ¢dziimleri

yO (1) = a®e, yO(t) = a@e™, ...,y (t) = ¢ e (4.31)
olarak tanimlanan VY,,Y,,...Yy, , n adet farkli vektor fonksiyonudur. Her i=1,2,...,n
icin (4.27) esitliginden

Ao = Ag®
oldugu ve Y, (t) nin (4.31) deki tanimini kullanirsak
[v, (t)]' = LaWe’ = AaWet = Ay®D(t)
oldugu kolayca gériilebilir. Bu da [a,b] iizerinde y“(t) nin
y'=Ay

homojen lineer denklem sistemini sagladigini gosterir.

Simdi (4.31) ile tanimlanan n adet y®,y®,.,y™ c¢Oziiminin Wronskian

determinantini g6z 6niine alalim.

a” a,e” - o™
At ot At
O (2 n) _|axn€ 5, Tt Op€
Wy, y ) = : "
a.e™ o e”? a, e
a, Gy o Qg

N L Uy G " O

a, a, - a,
seklinde elde edilir.
n adet a®,a?,...,a™ ézvektorleri lineer bagimsiz oldugundan

Gy Gy Oy,

0‘.21 a?z azzn 20

O Oy 0 Oy

olur. Ayrica, her t igin e*****)" %0 dir. Dolayisiyla [a,b] aralig: iizerindeki her t

icink W(y®,y@ ., y™)(t)#0 olur. Ayrica y'=Ay homojen lineer denklem
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sisteminin ¢oziimleri olan y®,y®,...y® ¢oziimleri 4.6 teorem geregi [a,b]

araliginda lineer bagimsizdir. Dolayisiyla C;,C,,...,C, , n adet keyfi sayilar olmak
iizere (4.14) denklem sisteminin genel ¢oziimii
y=cy? +c,y? +...+c,y"

olur. Asagidaki teorem elde edilen sonuglari 6zetlemektedir:

4.7. Teorem

yll =a,y, tayy, +..ta,y,
y; =ayuy tayy, +..+a,Y,

Yo =8uYi+a,Y, +otay, Y,
homojen lineer denklem sistemini ele alalim.

Yani a;(i=12,.,n;j=12,..,n) reel sabitler ve A , nxn tipinde matris

a, @, - 4, Y1
A= A Ay 3y, y = Y,
aml amZ o amn yn
olmak tlizere
y'=Ay

homojen lineer denklem sistemini g6z 6niine alalim.
A matrisine ait n adet 4,,4,,...,4, 6zdegerlerin her birinin farkli oldugunu kabul
edelim. Buradan, her reel aralik tizerinde y’ = Ay homojen lineer denklem sisteminin

genel ¢oziimii , Ve, a®e™, .., aMe™

N tane lineer bagimsiz ¢oziimler ve
C,;C,,...,C, n tane keyfi sabitler olmak tizere
y=ca®e™ +c,a®e™ +..c,aMe™
seklinde ifade edilir.
Ayrica A, 4,,..., 4, dzdegerlerinin farkli olduklari kabul edilmis olmasma karsin bu

6zdegerlerin reel olmalari sart degildir. Bu 6zdegerler kompleks 6zdegerler de olabilir.
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Ancak, A reel bir matris oldugundan 6zdegerler eslenik g¢iftler olarak ortaya ¢ikmak
zorundadir. 4, =a+bi ve 4, =a—Dbi degerleri bir ¢ift olarak kabul edilirse
bu ¢ifte bagli ¢ozliimler

aWe@Hit ya o @ga-bit

seklinde olur. Bu ¢oziimler kompleks ¢oziimlerdir [34].

4.1. Ornek

Yy =2y, +3Y, — Y,
Y, =Y, +4Y, — Y,
Y; =3y, +3Y, -2y,

denklem sisteminin genel ¢ozliimiinii bulalim.

Coziim:
Yy =2Y, +3Y, —Ys
Yo =Y. +4Y,—Ys (4.32)
Y5 =3y, +3Y, —2Y,
olsun.
Vi 24
y=ae” yada y=|y, |=|a, |&" (4.33)
Y3 a,

ifadesi (4.32) denklem sisteminde yerine yazilirsa
2-A)a,+3a,—a; =0
o+@G-Na,—a, =0 (4.34)
3y +3a, —(2+A)a; =0

sistemi elde edilir. (4.34) sisteminin katsayilar determinanti

(2-1) 3 -1
1 (4-2) -1 |=-2*+41°+1-4
3 3 —(2+4)

= (A2-1)(4-2)=0

oldugundan bu denklemin kokleri yani (4.32) sisteminin 6zdegerleri
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h=-14=14=4
sayilaridir.
A, =—=1 6zdegeri (4.34) sisteminde yerine yazilirsa
3o, +3a, —a; =0
a, +5,—a, =0
3o, +3a, —a; =0
denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin birinci ve tigiincii denklemleri ayni ifadelerdir.
Birinci veya tiglincii denklem ile ikinci denklem arasinda
3o, +3a, = o, +5a,
bagintisi elde edilir. Burada 6zel olarak
o =a,=1

olarak alinirsa

oldugundan

olarak elde edilir.

A =-1 O6zdegerine karsilik gelen 6zvektor,

bigiminde bulunur. Bu 6zvektor yardimiyla bulunan ve ayn1 zamanda (4.32) sisteminin

bir ¢6zlimii olan vektor fonksiyonu

bi¢cimindedir.

A, =1 6zdegeri (4.34) sisteminde yerine yazilirsa
o, +3a,-a, =0
o +3a,—a; =0
3ay +30, —3a, =0
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sistemi elde edilir. Bu sistemin birinci ve ikinci denklemi aynidir. Birinci veya ikinci

denklem ile tiglincii denklem arasinda
o, +3a, =a,+a,

bagmntisi elde edilir. Buradan

3a, = a,
olarak bulunur. Boylece

a,=0
elde edilir. a, =0 degeri birinci denklemde yerine yazilirsa

a, =a,
bagintisi elde edilir. Burada 6zel olarak

a,=a,=1

alinirsa A, =1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

1
a%:O
1

bi¢iminde bulunur. Bu 6zvektér yardimiyla elde edilen ve ayni zamanda (4.32)

sisteminin bir ¢6ziimii olan vektor fonksiyonu

et

$,=a,€ =0

et

bigimindedir.
Ay, =4 6zdegeri (4.34) sisteminde yerine yazilirsa
—20, +30, —a; =0

o, —a, =0
3ay +3a, —6a; =0

sistemi elde edilir. Bu sistemin ikinci denkleminden
o, =a,
bagintis1 elde edilir. Burada 6zel olarak

a,=ay=1
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almirsa ve birinci denklemde o, = o, =1 yerine yazilirsa

—2+3a,-1=0
3a, =3
a,=1

bulunur. Boylece
o =a,=a,=1
olarak bulunur.

Ay, =4 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor
1
a, =1
1

bi¢iminde bulunur. Bu 6zvektér yardimiyla elde edilen ve ayni zamanda (4.32)

sisteminin bir ¢éziimii olan vektor fonksiyonu
e4t

¢ =a,e" =|e"

e4t

bi¢imindedir. O halde (4.32) sisteminin ¢6ziim fonksiyonlar1

t

e e e
p=a,e' = e | g=a=0|¢=ac¢e"=|e"
6eft et e4t

seklinde elde edilmis olur. Buna gére (4.32) sisteminin genel ¢oziimii C;,C, ve C, keyfi
sabitler olmak iizere
Y =Ci +C,0h, + Cyhy

biciminde ya da matris formunda

t 4t

A e e e

-t 4t

y=|Y,|=¢| e |+C,| 0 [+c;|e
y3 664 et e4t

bicimindedir. Bu ¢6zlim sistemi acik bir sekilde yazilirsa
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—t t 4t
Y, =Ce ' +Ce' +ce
y, =ce " +ce”
-t t 4t
Y, =6Ce +Ce +Ce
olur. Bu ¢6zlim sisteminin Wronskian determinanti

—t t

€

W(¢1’¢21¢3) =|e"

e e4t
e =5e*" 20
6e—t et e4t

oldugu i¢in ¢6ziim fonksiyonlariolan ¢, @,, @, vektor fonksiyonlari lineer bagimsizdir.
4.2.2. Kath Ozdegerler
Bu boliimde karakteristik denklemin kdklerinin katli olmast durumunda 6zvektorlerin

nasil elde edilecegini ve buradan diferensiyel denklem sisteminin genel ¢oziimiiniin

nasil bulunacagini inceleyecegiz.

%— 4L RS
Iy cuYitan) 8, Yy

%:a y,+a,y,+--+a,y
dX 2171 2272 2nJn
%—a +a +.--4+2a

dX - nlyl n2y2 nn yn

denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sistemine ait ¢oziim sistemi
y=aqe
bigiminde oldugundan y = ae” ¢6ziim sistemi denklem sisteminde yerine yazilirsa

(8 — Ay +a,a, +--+a,a, =0
o +(a,-A)a,+---+a,a, =0

2n"n

a,o +a,a,++(@,-4)a, =0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi
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ail_;t a, a,
(Aan)=| P Fah o
anl anz ann_ﬁ“

seklindedir. Bu matrisin determinant1 ya da A matrisinin karakteristik denklemi k <n

olmak tizere
k

P =|A-A=TT(2-4)" =(2-4)" (A=2)" ~(2-4)"™ =0,

i=1
bigiminde bir polinom denklemidir.

Bu polinom denklemindeki m,,m,,...,m, sayilarina swrastyla A4,4,,...,4,

0zdegerlerinin kat1 denir. Bu 6zdegerlerin katlarinin toplami ise polinomun derecesine

esit olur. Buradan

Zk:mi =N
i=1

esitligi yazilabilir. P(4) polinom denklemine ise A  matrisinin karakteristik

denklemi ad1 verilir.

4.7. Tamm P (1) karakteristik denkleminin 4, ile ifade edecegimiz bir A = 4, kokii
var oldugunu ve (A-4,)" (l<m<n) carpanma sahip oldugunu kabul edelim.
Buradan 4, sayis1 P(4) karakteristik denkleminin m -kath bir kokii olmaktadir. Eger
A =4, 6zdegerine kargilik m -tane lineer bagimsiz 6zvektor varsa A =4, 6zdegerine

tam 6zdeger (hatasiz) adi verilir.

m kath A, 6zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz vektor sayist Kk olsun. Buna gore,

i) k=m vyani A, ozdegeri tam ise m-tane lineer bagimsiz 6zvektor vardir.
Dolayisiyla bu m-tane vektor A=4;, degeri igin (A—4,1)a=0 sisteminden

kolaylikla bulunabilir.



47

ii) 1<k <m yani 4, 6zdegeri tam degil ise 6zvektorlerin sayisi eksik olur. Yani 4,
Ozdegeri defektli (defective) olur. Dolayisiyla buradan denklem sisteminin genel
¢cozlimiinii bulmamiz i¢in gerekli olan lineer bagimsiz vektor fonksiyonlariin eksik

oldugu gdriiliir [20].

4.8. Tanmum Eksik 6zvektorlerin
d=m-k

sayisina defektli A, dzdegerinin hatas: denir [20].

A matrisi 1<m<n olmak iizere m kath bir 4, 6zdegerine sahip olsun. Eger varsa

diger tim A_,,4 A 6zdegerleri farkli olsun. Burada 1<k <m olmak tizere

m+1? 7" m+2 1t
tekrarli m katli A, 6zdegeri k tane lineer bagimsiz 6zvektore sahip olsun. Simdi iki

tane alt durumu goz oniine alalim.
1. k=m durumu

2. k<m durumu

1. k=m durumu:

k=m durumunda, m kath /4 oOzdegerine bagli m tane lineer bagimsiz

o @

a?, . a™

a Ozvektorii vardwr. Buradan y'= Ay homojen lineer denklem

sisteminin lineer bagimsiz ¢oziimleri
a(l)eﬂlf’ a(Z)e/ht’__, a(m)eﬂﬁ’ a(m+1)e/1m+1t’m, a(n)eint
seklinde ifade edilebilir.
y'=Ay
homojen lineer denklem sisteminin genel ¢oziimii ise, n tane keyfi sabitler
C,,CprensC,
olmak {izere

y=ca®e” +c,a®e™ +..+c a™e* +c, ,a™Pe 1. +c Ve

seklinde ifade edilir.
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2. k<m durumu:
k<m durumunda m kath A, 6zdegerine bagli m taneden az sayida lineer bagimsiz
a® 6zvektorleri vardir. Dolaysiyla (4.9) denklem sisteminin a®e*" seklinde 7, -€

bagli m taneden az sayida lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. Simdi diger lineer bagimsiz
¢oztimleri aragtiralim.

A, m=2 katli bir 6zdeger olsun. k =1<m kabul edelim. Buradan sadece bir tek tipte

o, Ozvektorii vardir ve dolayisiyla sadece bir tipte A -ya bagh
Y, = ope”
seklinde ¢Oziim vardir.
Buradan Y, =ae" ¢dziimii ile lineer bagimsiz olacak bigimde aradigimiz diger eksik
ikinci ¢oziim ise &, vektori icin
Y, = (alt + Olz)e/th
seklinde bir vektor fonksiyonudur.

Burada Yy, ¢oziimii ve tirevi y'= Ay homojen lineer denklem sisteminde yerine

yazilirsa
ae™ = (A=A Dagte™ + (A- A1) a,e™
denklemi elde edilir. Eger t-ye gbre ayni dereceden terimlerin katsayilar1 birbirine
esitlenirse, a; vektorii
(A=A, =0
esitligini saglayan bir 6zvektor ve o, vektori
(A-A)a, =0,
esitligini saglayan bir 6zvektor olur. Ayrica «; 6zvektdrii bilindiginden «, 6zvektorii
(A-Aa, =,
esitliginden bulunabilir. Yine bu esitlikten ¢, vektori icin
(A= A1) e, = (A= AD(A-Aa,]= (A= A1)y =0
esitligi saglandig1 i¢in «, vektorii

(A= A1)’a, =0
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esitliginden ve ¢, vektorii ise

(A-ADa, =y
esitliginden bulunabilir.

Simdi A, m=3 katli bir 6zdeger olsun. k <m oldugunu kabul edelim. Burada iki
olasilik vardir. Bunlar k =1 ve k =2 durumlaridir.
Eger k=1 ise sadece tek tipte 6zvektor vardir ve dolayisiyla sadece bir tipte A-ya
bagh
y, = o™ (4.35)

seklinde ¢6ziim vardir. Buradan «, vektorii A -ya bagli 6zvektor olmak iizere bir ikinci
¢0zum

Y, = (ot + )8 (4.36)
seklindedir. Burada «; vektorii

(A-A)e, =0 (4.37)
esitligini saglayan bir 6zvektor ve o, vektori

(A-Al)a, = (4.38)
esitligini saglayan bir 6zvektordiir.
Bu durumda, A-ya bagl bir tigiincii ¢oziim, ¢, 6zvektori (4.37) denklemini; «,

ozvektori (4.38) denklemini saglamak {izere
t2
Y, =(al§+a2t+a3]e“ (4.39)

seklindedir. Burada «, vektorii
(A=A, =a, (4.40)
esitligini saglar. Bulunan ii¢ adet ¢6ziim yani (4.35), (4.36) ve (4.39) ¢6ziimleri lineer
bagimsiz ¢oziimlerdir.
Eger k=2 ise A-ya bagh iki tane lineer bagimsiz «, ve a, 6zvektorleri mevcuttur.
Buradan
y, =™ ve y, =a,e" (4.41)

seklinde iki tane lineer bagimsiz ¢oziim vardir. Buradan A -ya bagl bir ii¢iincii ¢zim
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y; = (Bt+a;)e” (4.42)
seklindedir. Burada £,

p=Cca +Ca, (4.43)
olmak tizere C, ve C, sayilar1

(A-ADa,=p (4.44)

denklemini saglayacak sekilde segilir. C, VeC, sayilar1 bulunduktan sonra S vektori
bulunur. Dolayisiyla eksik olan iigiincii &zvektdr o, 06zvektorii bulunmus olur.
Buradan Yy, ¢oziimii elde edilir. Sonug olarak elde edilen ii¢ adet (4.41) ve (4.42)

¢oziimleri lineer bagimsiz ¢dziimlerdir [34].

4.9. Tanim nxn tipinde bir matris T olsun. T matrisine ait bir 6zdeger 4, sayisi

olmak tzere

1) A, Ozdegerinin tekrar etme sayisina A, Ozdegerinin cebirsel kati adi verilir.
Buradan 4, o6zdegerinin cebirsel katmmn m olmasi demek, 4, sayst [T —A1|=0

karakteristik denkleminin m - kath bir kokii, dolayisiyla (1—A,)™ (m < n) ifadesinin

T matrisine ait karakteristik denklemin bir ¢arpani oldugu anlamima gelmektedir.

2) A, 6zdegeri T matrisinin Katli bir 6zdegeri olmak tizere 4, 6zdegerine karsilik
gelen lineer bagimsiz 6zvektorlerin sayisina A, in geometrik kati denir. T matrisinin
bir A, 6zdegeri i¢in, (4, 1n geometrik kat1) < (4, n cebirsel kati) esitsizligi saglanur.
Bu ifade daha kisa olarak,

Or (4) < (&)
bi¢ciminde de ifade edilebilir [20].
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4.2.3. Ozuzay ve Ozbaz

4.10. Tamm nxn tipinde bir matris T olmak tizere, T matrisine ait bir 6zdeger 4,
sayis1 olsun.

(T-4Da=0
denkleminin ¢6ziim kiimesine T matrisinin A, 6zdegerine karsilik gelen 6zuzay: adi

verilir. E, (T) yada E, bi¢iminde gosterilir.

4.11. Tammm nxn tipinde bir matris T olmak iizere, T matrisinin 6zvektorlerinden

meydana gelen R" nin bir bazina T matrisinin 6zbaz adi verilir [20].

4.2. Ornek

10

T=/0 2 1

0 1

matrisini ele alalim.
1-4 0
T-All=| 0 2-2 1 |=(A-3)(A-1)*=0
0 1 2-1
karakteristik denkleminden
A=A =1ve 4,,=3

Ozdegerleri bulunur. A=1 6zdegerine ait cebirsel kat 2 ve A=3 06zdegerine ait
cebirsel kat 1 olur.

A =1 6zdegeri i¢in, (T —Al)a =0 esitliginden

0 0 0«
T-Na=/0 1 1|« |=0
01 1){a

ya da
a,+a,=0
a,+a,=0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler iki parametreye bagli olduklarindan
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olarak alinirsa A =1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorler

1 0
Olvel| 1
0 -1

olarak elde edilir.
A =1 6zdegerine ait iki tane 6zvektdr bulundugu i¢in bu 6zdegere ait geometrik kat 2

olur. Buradan A =1 6zdegerine karsilik gelen 6zuzay

X, X, 1 0
E =1] %, X, |[=o4| 0 [+a,| 1 |, o, eR
X, X, 0 —A

=ker(r—|)={xER3\(T—|)x=o}

1) (0
=spilol,| 1
0) -1

bi¢iminde elde edilir.

A =3 0zdegeri i¢in, (T —Al)a =0 esitliginden

-2 0 0\«
T-3)a={0 -1 1|« |=0
0 1 -1)ea
ya da
—2a,=0
—-a,+o,;=0
a,—a,;=0

denklemleri elde edilir. Birinci denklemden «, =0 olarak bulunur. Ikinci ve iiciincii

denklem ayn1 denklemdir. Buradan «, = «; esitligi elde edilir.
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olarak alinirsa, A =3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

0
a=1
1
olarak bulunur. Buradan A =3 6zdegerine ait geometrik kat 1 olur. Dolayisiyla 4 =3

0zdegerine karsilik gelen 6zuzay

K 0
E,=1] % X, |[=o,| 1|, a,eR
X, X, 1

=ker(|'—3|)={XER3 \(r—sl)x=o}
=Sp
bi¢iminde elde edilir.
4.12. Tamm nxn tipinde bir matris T olmak tizere, T matrisinin lineer bagimsiz
Ozvektorlerinin sayist N den kiiciik ise T matrisine eksik matris ya da defektli matris

ad1 verilir. Bagka bir ifadeyle , nxn tipindeki bir T matrisi en az bir eksik 6zdegere

sahip ise bu T matrisine eksik ya da defektli matris ad1 verilir [20].

4.3. Ornek
2 2 2
T=/{0 0 2
0 0 2

matrisi verilsin.



2—-4 2 2
T-All=| 0 -4 2 |=(2-4)°*(-4)=0
0 0 2-4
denkleminden
A=4=2ve ;=0

0zdegerleri bulunur. A =2 6zdegeri igin,

0 2 2\
T-2N)a=|0 -2 2| «a,|=0
0 0 O)\e
esitliginden «, =a, =0 olur. Buradan
1
0
0
6zvektori bulunur.
A =0 0zdegeri i¢in,
2 2 2\«
(T-0)a=Ta={0 0 2|« |=0
0 0 2)\a

esitliginden o, =0 ve o, =—a, olur. Buradan

-1
1
0

Ozvektoril elde edilir. Dolayistyla T matrisinin 6zbazi

1)(-1
0| 1
0/ 0

seklindedir. Yani T matrisi defektli (eksik) matristir .
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4.2.4. Genellestirilmis Ozvektor

55

4.13. Tamim nxn tipinde bir matris T olmak {lizere, T matrisine ait bir 6zdeger A

olsun.

(T—-A1)°a,=0 ve (T—-Al)" e, =0, p21

ise sifirdan farkli @, vektoriine A O6zdegerine karsilik gelen p-yinci dereceden

genellestirilmis 6zvektor adi verilir. p=1 ise «, vektoriine regiiler (siradan,

ahisilnus) bir 6zvektor adi verilir [20] :

Genellestirilmis 6zvektorler, kath 6zdegerler eksik oldugunda karsimiza ¢ikmaktadir.

4.4. Ornek

y; =4y, +3Y, + Y,
Yy, =4y, -4y, -2y,
y; =8y, +12y, + 6y,

denklem sisteminin genel ¢6ziimiinii bulalim.

Coziim:
Yy =4y, +3Y, + Y,
Yy, = -4y, -4y, -2y,
y; =8y, +12y, + 6y,
olsun.
Y1
Y=Y, |= b e,u
Ys c

ifadesi (4.45) denklem sisteminde yerine yazilirsa

(4-A)a+3b+c =0
—4a—(4+A)b-2c=0
8a+12b+(6—A)c =0

(4.45)

(4.46)

(4.47)

sistemi elde edilir. Bu sisteme ait katsayilar determinantinin kokleri, (4.45) denklem

sisteminin  6zdegerlerini verecektir. Elde edilen (4.47)

determinanti

sisteminin katsayilar
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(4-1) 3 1
4 —(4+1) -2 |=(1-2P°=0
8 12 (6-2)

oldugundan bu denklemin kdkleri yani (4.45) sisteminin 6zdegerleri

A=2
3 katli 6zdegeridir. A =2 ¢ kath 6zdegeri (4.47) sisteminde yerine yazilirsa
2a+3b+c =0
—4a—-6b-2c=0

8a+12b+4c =0

sistemi elde edilir. Bu ii¢ denklem de aymi denklemdir. 2a+3b+c=0 denklemini
saglayacak sekilde
a=1b=0c=-2

olarak secilirse bulunan 6zvektor

a,=|0
-2

seklindedir. Benzer sekilde 2a+3b+c =0 denklemini saglayacak sekilde
a=0,b=1c=-3

secilirse bulunan 6zvektor

a,=|1
-3

seklindedir. Bu 6zvektorlere gore sistemin lineer bagimsiz ¢oztimleri
y, =ae® Ve y, =a,e”
seklinde bulunur. Bu ¢oziimlerle lineer bagimsiz olacak sekilde tigiincii bir ¢oziimii
bulmak i¢cin @, ve «a, Ozvektorleri ile lineer bagimsiz olacak sekilde bir «;
ozvektoriniin elde edilmesi gerekmektedir. C, ve ¢, keyfi sabitler ve
B =Cca +Ca,
olmak {izere

(T-2D)a;=p
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esitligini dikkate alalim. a, genellestirilmis 6zvektorii
kl
a; =\ k,
k3
olsun.
(T-2)a,=co, +C,a, = B

denkleminden

2 3 1)k 1 0 C
T-2Na,=| 4 6 -2|Kk,|=c| 0 |+c,| 1 |= c,
8 12 4 )k, -2 -3) \—2c,—3c,
2k, +3k, +k, C,
=| —4k, -6k, — 2k, |= c,

8k, +12k, + 4k, -2¢, -3¢,

elde edilir. Buradan,

2k, + 3k, +k, =C,

—2(2k, +3k, +k;) =c,
denklemlerinden

—-2C, =C,
esitligi elde edilir. Burada
¢=1lvec,=-2

olarak almirsa

B=co +Ca,

1 0) (1
=1 0 |-2| 1 |=|-2
2) |-=3) |4

olarak bulunur.
2k, +3k, +k, =¢
esitliginden

2k, +3k, +k, =1
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olur. Burada
k,=k,=0ve k; =1
olarak alinirsa
K, 0
a, =k, |=|0
k 1

3
bi¢iminde bulunur. Buna gore (4.45) sisteminin ti¢iincii ¢6ziimii,
Y; = (Bt+az)e”
seklinde elde edilir. Buna gore (4.45) sisteminin genel ¢6ziimii; C,C,,C, keyfi sabitler
olmak tizere

Yy=0CY, +CY, +CY;
=c,a,e” +C,a,e™ +C, (St +a,)e”
11 22 3] 3

1 0 1 0
=c| 0 |e*+c,| 1 [e”+c,||—-2|t+]|0][e*
-2 -3 4 1
C, +Cgt
= c, — 2¢,t e’

—2¢, —3c, +C, (4t +1)

bi¢iminde bulunur [34].

4.2 5. Genel Durum

Simdi 4.2.2 kath 6zdegerler durumunda m=2 ve m=3 i¢in verdigimiz ifadeleri

genellestirelim.
A=A, sayisi (4.9) denklem sisteminin karakteristik denkleminin m -kath bir kokii ve
a, de 4, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii olmak tizere, eger A, 6zdegerinin hatasi

m—1 ise yani m—1 tane eksik vektor mevcut ise bu eksik vektorler asagidaki bigimde

bulunur.
A, degerine karsilik gelen vektor a; olmak tizere (4.9) denklem sisteminin bu vektore

dayal1 bulunan bir tek ¢oziimii



— At
Y1 =o®

fonksiyonu olarak elde edilir. (4.9) denklem sisteminin diger eksik ¢6ziimleri ise
y, = ote™ + o e™
1 2 At At Aot
Y, = Ealt e" +a,le™ +a,e

1
+—a, te" +a e +a e
2! p p p

biciminde yazilabilir [20] .

4.5. Ornek

Yy =2y, +3y, —3Y,
Y, =3y, +2Y, -3y,
Y5 =—3Y; —3Y, +2Y,

denklem sisteminin genel ¢éziimiini bulalim.
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Coziim:
Yy =2y, +3Y, —3Y,
y; :3y1+2y2 _3y3 (4-48)
Y5 =3y, —3Y, +2V,
olsun.
Y1 a,
y=ae” yada y=|y, |=|a, |&" (4.49)
Y3 a,

ifadesi (4.48) denklem sisteminde yerine yazilirsa
(2-A)a, +3a,—3a, =0

3y +(2-A)a,—3a; =0 (4.50)

—3a, —3a, +(2-A)a; =0
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sistemi bulunur. Elde edilen (4.50) sisteminin katsayilar determinanti

2-41) 3 -3
3 (2-4) -3 |=-4*+642+151+8
3 -3 (2-2)

=(1+1)°(8-1)=0
oldugundan bu denklemin kokleri yani (4.48) sisteminin 6zdegerleri
A=A =-1ve A,=8
sayilaridir. A, = 4, = -1 cift kath kokii (4.50) denklem sisteminde yerine yazilirsa

3, +3a, -3a; =0
3, +3a,-3c; =0
-3a, —3a, +3a, =0

sistemi elde edilir. Bu sistemdeki denklemler ayni oldugundan katsayilar matrisi

3 3 -3
(T+1)=|3 3 -3
3 -3 3

seklinde olup ranki 1 dir. Buradan sistemin n—r =3-1=2 tane parametreye bagl
sonsuz sayida sifirdan farkli ¢6ziimii vardir. (4.48) denklem sisteminin genel

¢Oziimiiniin yazilmasi i¢in iki tane lineer bagimsiz vektor elde etmemiz gerekir. Bu

yizden sistemdeki 1. denklem olan 3¢, +3a,—3a; =0 denklemini ele alalim.

a, = a, =1 olarak alinirsa «, = 0 olur. Dolayisiyla birinci 6zvektor,

olarak bulunur. Benzer sekilde o; =1 o, =-1 alinirsa a; =0 olur. O halde ikinci

0zvektor,

olarak bulunur. Bu 6zvektorlere karsilik gelen (4.48) sisteminin lineer bagimsiz

¢oziimii olan vektor fonksiyonlar: da
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1 1
p=a,e =0, g=a,e" =-1le"
1 0

bi¢giminde elde edilir.

A, =8 ozdegeri (4.48) sisteminde yerine yazilirsa

—6a, +30, -3c; =0
3o, =6, —3c; =0
-3a, —3a, —+6a; =0

denklem sistemi elde edilir. Buradan birinci ve ikinci denklemden ¢, = «, bagintisi
elde edilir. Burada keyfi olarak ¢; = o, =1 olarak alinirsa
a,=-1

elde edilir. O halde A, =8 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

olarak bulunur. Bu 6zvektorlere karsilik gelen ve aymi zamanda (4.48) sisteminin

lineer bagimsiz ¢6ziimii olan vektor fonksiyonu

bigiminde bulunur. Boylece (4.48) sisteminin ¢dziim fonksiyonlari

1 1
g=ae'=0le", g=a,e' = -1le", g=a,e" =| 1 |&"
1 0 -1

bicimindedir. Buna gore (4.48) sisteminin genel ¢oziimii C,C, ve C,keyfi sabitler
olmak {izere
Y =Ci +C,0h, + Cyhy

bi¢iminde veya matris formunda
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i e e
y=|Y,|=¢c| 0 |+c,| - |+c,| e
Vs e 0 —e™

bi¢cimindedir. Bu ¢6zlim sistemi agik bir bicimde yazilirsa
y,=ce " +c,e” +ce”
Y, =—C,e" +C,e™
s =ce” —ce”

olur. Bu ¢ozlim sisteme ait Wronskian determinanti

e e e
w (¢1’ ¢21¢3) =10 —e' e"|=3e"=%0
e—t 0 _e8t

oldugu i¢in ¢6ziim fonksiyonlariolan ¢, @,, @, vektor fonksiyonlari lineer bagimsizdir.

Asagida verilecek olan metotlar genellestirilmis ozvektorlerin tespiti icin

uygulanabilir.

1) A, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor «; olsun.
(M- =0, T-ADa,=a,, T-ANxz=0a,,..., T-4)a,=a,,
esitlikleri sirasiyla uygulanarak «; 6zvektoriinden yararlanarak
T-A4Da, =,
esitliginden «, genellestirilmis Ozvektorii elde edilir. Ayni1 ydntemle «,
Ozvektoriinden yararlanarak
M-, =a,
esitliginden «; genellestirilmis O6zvektorii elde edilir. Diger genellestirilmis
ozvektorler benzer yontemle bulunabilir.
2) Eger (T —Al1)* =0 ise (T —A1)" =0 denklemi, herhangi bir «, (ap ¢0) vektorii

icin saglanir. Buradan

(T-A)°a, =0
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esitligi dogru olur. Béylece &, genellestirilmis 6zvektorii keyfi olarak segilebilir. &,
ozvektori segildikten sonra yukaridaki esitlikler kullanilarak,
T-4Na, =a,,
esitliginden &, ; 6zvektorii elde edilir. Ayni sekilde devam edecek olursak, son olarak
T-A4Da, =,

esitliginden a, 6zvektorii elde edilir [20].

4.6. Ornek
Yi=3Y:— Y, Vs
y; 3 2y1 —Y;
yé, =Y

denklem sisteminin genel ¢6ziimiinii bulalim.

Coziim:
Y =3Y, =Y, — Vs
Y =2Y, Y, (4.51)
yé, =Y
olsun.
Vi a,
y=ae” yaday=|y, |=|a, |&" (4.52)
Y3 a,

ifadesi (4.51) denklem sisteminde yerine yazilirsa
B-ADay—a,—a,;=0

20, —Aa,—a; =0
o, — Aa, =0
(4.53)
sistemi bulunur. Elde edilen (4.53) sisteminin katsayilar determinanti
3-4) -1 -1
2 A =1=—(A*-32*+31-1)=0
1 0 -2

—(A-1°=0
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oldugu i¢in bu denklemin kokleri yani (4.51) sisteminin 6zdegerleri
A=1
3 katli 6zdegeri olur. Bu 6zdeger (4.53) sisteminde yerine yazilirsa
200 —a,—a; =0
20 —a, —a; =0
o, —a, =0
sistemi elde edilir. Buradan tg¢lincii denklemden a, = &, bagintisi elde edilir. Buradan

a, = a, bagmtisi birinci denklemde yerine yazilirsa o, = «, bagntisi elde edilir. Buna

gdre A =1 6zdegeri icin bir tek parametreye bagli o =(a,a,a)" vektorii elde edilir.
Buradan bulunacak vektorler birbirinin birer kat1 olacagi igin bu vektorler aracihigiyla
(4.51) sisteminin linecer bagimsiz ¢oziimleri yani vektor fonksiyonlari yazilamaz.
Baska bir deyisle p=1<m =3 oldugu i¢in burada iki tane eksik 6zvektor vardir.
Genellestirilmis 6zvektorleri elde etmek i¢in verilen yontem uygulanacak olursa 4 =1
i¢in,
2 -1 -1\y(2 -1 -1)}(2 -1 -1\ (O
T-1P=2 -1 -1{|2 -1 -1{|2 -1 -1|=|0
1 0 -1){1 0 -1){1 0 -1) (O

o O O
o O O

oldugu i¢in sifirdan farkh bir o, vektorii

(T-1) =0
esitligini saglar. Bu «a, vektord,
1
o, =|-1
0
bi¢ciminde alinirsa
(T- |)053 =a,

esitligine gore
2 -1 1)1 3
2 -1 -1||-1|=|3|=0,
1 0 -1){0 1

genellestirilmis 6zvektorii bulunur. Benzer sekilde
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T-Da,=c
esitliginden
2 -1 -1)(3 2
2 -1 -1||3|=|2|=
1 0 -1){1 2

genellestirilmis 6zvektorii bulunur. Buna gore (4.51) sisteminin vektor fonksiyonlari

2 2t+3
g=ae =2\, ¢=(at+a,)e' =|2t+3|¢,
2 2t+1
t? +3t+1
¢3:(%a1t2+a2t+a3)et= t* +3t-1|¢'
t? +t

bi¢iminde bulunur. Bu lineer bagimsiz vektdr fonksiyonlar1 yardimiyla (4.51)

sisteminin genel ¢6ziimii C;,C,,C, keyfi sabitler olmak tizere

y= C1¢1 + Cz¢2 + C3¢3

Y, 2 2t+3 t?+3t+1
=Y, |=¢|2|e'+cC,| 2t+3|e'+c,| P +3t—1]¢'
A 2 2t+1 t?+t

olarak bulunur.
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5. SINIR DEGER PROBLEMLERI

5.1. Sinir Deger Problemi ve Diferensiyel Operator

5.1. Tamim a,,4,,...,a, (a, #0) sabit reel sayilar olsun. Bir [a,b] araliginda tanimli

L(y)=a,y™ +---+a,y"+ay +a,y=0 (5.1)
sabit katsayili lineer homojen diferensiyel denklemini ele alalim. (5.1) diferensiyel
denklemindeki, y fonksiyonu [a,b] araliginda n -yinci mertebeye kadar siirekli

tiirevleri meveut olan bir fonksiyondur. Yani y e C™dir. y,, y,,..., Y, fonksiyonlari

(5.1) denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri olsun. C;, ¢,,..., ¢, keyfi sabitler olsun.
Bu durumda (5.1) diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimii
y=c¢Yy,+CY,+---+CY, (5.2)
bi¢iminde yazilabilir. (5.2) diferensiyel denklemindeki y fonksiyonu ve bu y
fonksiyonunun (n-1)-inci mertebeye kadar tiirevlerinin a<X<b araliginm ug
noktalarindaki degerleri
y(@), y'@),...y" (@) ; y), y(),..y" ()

olsun. Bu ifadelerin lineer birlesimlerinden meydana gelen

L(y)=a,y@) +a,y @)+ +a, y" (@) + Buy0)+ B,y'(0)+---+ B, y" P (b)=0
Lz (y) = a21y(a) Ty y,(a) Tt an, y(n_l) (a) + 1321Y(b) + ﬂzz y'(b) toet ﬂZn y(n_l) (b) =0

I‘m (y) = amly(a) T, y,(a) AR LA y(n—l) (a) + ﬂmly(b) + ﬁmzy'(b) oot ﬂmn y(n—l) (b) =0
(5.3)

denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sistemi daha kisa olarak

L(y)=0,k=12,.,m (5.4)

bigiminde de yazilabilir [20].
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5.2. Tamim (5.3) ya da (5.4) denklem sistemine (5.1) denklem sisteminin sinir sartlari
ad1 verilir. (5.3) ya da (5.4) denklem sistemindeki her denklem bir sinir sart1 ve

L, L,,..., L, lineer birlesimleri ise sinir formlar1 ya da sinir deger ifadeleri olarak

isimlendirilir. (5.1) homojen denklemi ile (5.1) homojen denklemine ait (5.4) smnir

sartlarini beraber diistinecek olursak

{L(y)=0

L (y)=0, k=12,..,m (5.5)

bigiminde ifade edilen bir probleme homojen simir deger problemi denir [20].

5.3. Tammm [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon f (x)olsun. f, sabit sayilar olsun.

Bu durumda

L(y) = f(X)
L(y)=f,, k=12,...,m

denklem sistemine homojen olmayan simir deger problemi adi verilir [ 20].

5.4. Tamim (Ozel Tipte Simir Sartlarn)

Uygulamada siklikla karsilasilan 6zel tipte sinir sartlar1 mevcuttur. Bunlar,

ay()+ay(y)=c, ,

e Ayrik: ,
by(6)+b,y'(6) =c,
e Drichlet: y(r)=c, , y(0)=c,
e Neumann: y()=c , y'(¥)=c,
yET) =y(@M) , yET)=y(T) ,
e Periyodik: ya da

y(0)=y(2T) , y'(0)=y'(2T)

smir sartlaridir. Burada periyot 2T dir [31].

5.5. Tanim (5.4) sinir sartlar1 ve L(y) diferensiyel ifadesinin tanim bdlgesinde

bulunan her bir y fonksiyonuna L(y)=u olacak bi¢imde bir u degerinin karsilik
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geldigini kabul edersek (5.5) sinir deger problemi £ ile ifade edilen bir lineer operator
kullanilarak
Ly =u
seklinde ifade edilebilir. Ayrica bu esitlik
Ly = (L), L(y), L(¥)- Lu(y)) =u (5.6)
anlamina gelir.
(5.6) biciminde ifade edilebilen £ operatoriine, L(y) diferensiyel ifadesi ile (5.4)

sinir sartlar1 tarafindan iiretilen diferensiyel operator adi verilir. Burada (5.5) sinir
deger problemi ve £ diferensiyel operatorii esdeger olmaktadir. Yani (5.5) sinir deger
problemi

Ly=0
bigiminde ifade edilebilir [20].

5.2. Simir Deger Problemlerinin Ozdeger ve Ozfonksiyonlari

Fiziksel ¢alismalar ¢ogunlukla bir baska tipteki probleme; bagimli degiskenin ya da
bagimli degiskenin tiirevinin iki ayr1 noktadaki degerlerinin yer aldig1 yapidaki bir
probleme doniisebilir. Bu sekildeki sartlara y ve y' niin ayni1 noktadaki kargiligini

veren baslangi¢ sartlaridan farkli olmasi adina sinir sartlar1 denir.

5.6. Tanim Bir diferensiyel denklem ile uygun simir sartlar1 bir iki nokta sinir deger

problemi olusturmaktadir. Genel bir 6rnek verecek olursak
y"+k(x)y +m(x) =r(x) (5.7)
denklemi ile
y@)=Yo, Y(B) =% (5.8)
siir kosullar1 verilebilir.
(5.7)-(5.8) iki nokta smir deger problemini ¢ozebilmek igin (5.7) denklemini

a <x< f araliginda saglayan ve araligin smir noktalarindaki degeri Yy, ve VY,

degerlerine esit olan bir y=¢(x) fonksiyonunun bulunmasi gerekmektedir. Genel
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olarak bir sinir deger problemi ¢oziiliirken ilk olarak diferensiyel denklemin ¢éziimii

bulunur. Ardindan sinir sartlar1 da kullanilarak keyfi sabitler belli edilir [9].

Simdi homojen lineer denklemlerin genel ¢6ziimiiniin bulunmas1 yontemiyle oldukga
benzerlik gosteren siir deger problemlerinin genel ¢oziimlerine bazi 6rnekler verelim.

Ax=0 (5.9)
(5.9) homojen lineer denkleminin her zaman x =0 asikar ¢dziimii mevcuttur. Eger A
karesel matrisinin tersi mevcut ise sistemin bir tek asikar ¢6ziimii vardir. Eger A
karesel matrisinin tersi mevcut degilse sistemin agikar ¢6zlimiiniin haricinde sonsuz

¢oziimii vardir [9].

5.1. Ornek

y"+2y'+5y =0,
y(0) =2, y(x/4)=1

simir deger problemine ait tiim ¢éziimleri bulalim.

Coziim: Smir deger probleminde verilen denklemin karakteristik denklemi

r’+2r+5=0 olup bu karakteristik denklemin kdkleri r =—1+ 2i olmaktadur.
Dolayisiyla sinir deger probleminde verilen denklemin genel ¢6ziimii

y(X) =c,e " cos2x+c,e * sin 2x

seklindedir. Simdi ¢, ve ¢, sabitleri hesap edilmelidir. x=0 ve x=/4 alarak
y(0)=c, =2, y(x/4)=ce ™ =1
elde edilir. Dolayisiyla buradan, ¢, =2 ve ¢, =e™* bulunur. Buradan verilen smir
deger probleminin tek ¢oziimii
y(X) = 2e ¥ cos 2x +e"*e ™ sin 2x

seklindedir [31].

Bu 6rnek ile tek bir ¢oziime sahip olan homojen bir sinir deger problemi ele almmustir.
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5.2. Ornek
y"+y = oS 2X;
y'(0) =0, y'(7)=0

smir deger problemine ait tiim ¢dziimleri bulalim.

Céziim: Sinir deger probleminde verilen denklemin karakteristik denklemi r? +1=0
olur. Dolayistyla sinir deger probleminde verilen denklemin homojen kisminin genel
¢Ozimii Y, (X) =¢, coSX+C,sinx seklindedir.

Belirsiz katsayilar yonteminden de bilindigi iizere sinir deger probleminde verilen

homojen olmayan denklemine ait bir 6zel ¢oziim y,(x)= Acos2x+ Bsin2x
seklindedir. y, 6zel ¢oziimii verilen smir deger probleminin denkleminde yerine
yazilirsa A=-1/3 ve B=0 elde edilir. Dolayisiyla y, (x) = —(1/3)cos 2x olarak elde
edilir. Buradan, verilen smir deger problemindeki denklemin genel ¢oziimii

y(X) =c, Ccos X +c, sin x—(1/3)cos 2x
seklindedir.

C, ve C, degerlerini belirlemek i¢cin smir deger probleminde verilen sinir sartlari
y(X) =c,Ccos X+cC,SsinXx—(1/3)cos2x genel ¢oziimiinde yerine yazilmalidir. Buradan,
y'(0)=c,=0, y'(7)=-c,=0
elde edilir. Buradan ¢, =0 olarak elde edilir. Dolayisiyla verilen smir deger problemi
bir parametreli ¢oziimler ailesine sahiptir. Yani sinir deger probleminin genel ¢6ziimii
y(X) =c,cosx—(1/3)cos2x

bigimindedir. Burada ¢, herhangi bir reel sayidir [31].

Bu ornekte C, katsayisi keyfi birakilarak
y(x) =c, cosx—(1/3)cos2x

seklinde sonsuz ¢6ziim bulunur. Boylece bu 6rnek ile homojen olmayan bir sinir deger

probleminin sonsuz ¢6ziimiiniin mevcut olabilecegini gordiik.
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5.3. Siir Deger Probleminin Genel Céziimiiniin A Ozdegerinin Durumuna Gére
Incelenmesi
AX = AX (5.10)

matris denkleminde yer alan A nin her bir degeri i¢in X =0 (5.10) denkleminin bir
¢oziimii olur. Diger yandan A nm, 6zdegerler olarak adlandirilan belli degerleri igin
asikar ¢oziim haricinde de 6zvektorler olarak adlandirilan ¢oziimleri vardir. Yani A
nin (5.10) denklemi i¢in asikar ¢6ziimii haricinde sahip oldugu degerlere 6zdegerler;
bu 6zdegerler sayesinde bulunan asikar olmayan ¢6ziimlere ise 6zfonksiyonlar adi
verilir. Buna benzer bir durum smir deger problemleri i¢in de gecerlidir. Bu durum

asagida verilen 6rnek ile agiklanacaktir.

5.3. Ornek
Y+ Ay =0
y(0)=0, y(r)=0

problemini ele alalim.

Coziim: Bu problemin 6zdegerleri incelenirken 4 >0, A=0ve A <0 durumlari ele

almacaktir. Cilinkii bu durumlarda verilen problem farkli yapilarda olacaktir.

i) A>0 durumu

Cogunlukla karsimiza ¢ikacak olan karekok isaretinden kurtulmak i¢in A = n® alinirsa
y"+ 1y =0
denklemi
y'+n°y=0
seklinde yeniden ifade edilir. Son denklem i¢in karakteristik polinom denklemi
r>+n° =0 denklemidir. Bu denklemin kokleri r =iz oldugu icin genel ¢6ziim
y =C, COS7X+C, Sin ;X
seklinde elde edilir. A >0 oldugundan 7] niin de pozitif olarak kabul edilmesi

genelligi bozmaz. Sinir deger sartlarindan birincisi ¢, =0 degerini verir. ikinci sart
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c,sinnz =0
seklini alir. Asikar olmayan ¢Oziimler arandigindan C, #0 kabul edilmesi
gerekmektedir. Burada, sinznznin sifir olmast gerekmektedir ve 7, bu sarti

saglayacak bigimde se¢ilmelidir. Siniis fonksiyonunun 7 nin tam sayi1 katlarinda da

sifir oldugunu dikkate alirsak, 77 niin herhangi bir pozitif tam say1 olarak alinabilecegi

anlasilir. Dolayisiyla, A nin pozitiftam sayilarin karelerine esit olacagi belli olur. Yani
y"+Ay=0
y(0)=0, y(z)=0

probleminin 6zdegerleri

A=L4=41=9..4 =K.
seklindedir.

Ozfonksiyonlar, y = ¢, cosnX+C,sinnx denkleminde ¢, =0 degerini yerine yazarsak,
k=1,2,3,... igin sinkx fonksiyonlar1 seklinde elde edilir. y =C, COSnX+C,SinnXx
denklemindeki ¢, sabitinin belli edilemedigi ve 6zdegerlerin ¢arpimsal bir sabite bagl

olarak tanimlandigi anlasilir. Bu ¢arpimsal sabiti 1 olarak segersek dzfonksiyonlar
y,(X) =sin X, y,(x) =sin 2x,..., ¥, (X) =sinkx,...

seklinde yazilir. Ayrica bunlarm katlarmin da Ozfonksiyonlar olduklar:

unutulmamalidir.

i) A <0 durumu
Bu durumda A =-7° yazilirsa y”+ Ay = 0denklemi
y'-n’y=0

seklini alir. Son denklemin karakteristik denklemi r>—7n°=0 denklemidir. Bu
denklemin kokleri r =47 olur. Buradan genel ¢ozim

y =, coshnx+c, sinhnx
seklindedir. Birinci smir deger sartindan ¢, =0 olarak bulunur. Ikinci sarttan da
¢, sinhnz =0 denklemi elde edilir. 77 =0 oldugu igin sinhnz =0 olur. Buradan

C,=0 olarak bulunur.Sonugta y=0 olur ve  1<0 durumunda asikar ¢oziim

haricinde ¢6ziim var olmadig1 goriiliir. Yani
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y'+ 2y =0
y(0)=0, y(7)=0

probleminin negatif 6zdegeri yoktur.

i) A=0durumu
Bu durumda y” + Ay = 0denklemi
y” — O
seklinde olup genel ¢oziimii
y =CX+C,

seklindedir. Siir deger kosulllar1 olan y(0)=0, y(x)=0 sadece ¢c,=0 ve c,=0
icin saglandigindan tek ¢6ziim y =0 asikar ¢oziimdiir. Buradan A =0 degerinin bir

0zdeger olmadig1 sonucuna varilir.

Boylece bu smir deger probleminin k =1,2,3,..., i¢cin A =k* biciminde sonsuz
O0zdegerlere sahip oldugunu bulduk. Ayrica bu 0Ozdegerlere karsilik gelen

dzfonksiyonlari ise sinkx fonksiyonlari olarak elde ettik [9].

5.4. Sturm-Liouville Simir Deger Problemi

5.7. Tamim Bir [a,b] reel araliginda siirekli k(x), k'(x), m(x) ve r(x) fonksiyonlar1
verilsin. [a,b] araliginm her bir noktasinda k(x) >0, r(x) >0 olmak tizere ve A, X
degiskeninden bagimsiz bir parametre olsun.

(k(x)y’)' +(m(x)+Ar(x))y=0, a<x<b

71y(a)+72y,(a):0 ) 7/12+}/22 >0,
oy +5,y()=0 , 5°+5°>0
bi¢iminde tanimlanan probleme regiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi ad:

verilir [20].
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5.4. Ornek :
y"+ 1y =0, (5.11)
L,(y)=y(0)=0
L,(y) = y(k)=0, (k>0)

smir deger problemine ait 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 bulalim.

(5.12)

1) A =0 iken denklem y” =0 olur. Buradan genel ¢6ziim
y =CX+C,
seklinde olmaktadir. y(0) =0 simir sartma gére C, =0 ve y(k) =0 smir sartina gore

ise ¢k =0 oldugu igin

ck=0
c,=0
sistemi elde edilmektedir. Bu sistem i¢in
k 0
=k=#0
0 1

oldugu igin ¢, =c¢, =0 olarak bulunur. Buradan (5.11)-(5.12) sinir deger probleminin

yalnizca y = 0 agikar ¢oziimiiniin var oldugu anlasilir. Dolayisiyla A =0 sayis1(5.11)-

(5.12) smir deger probleminin 6zdegeri degildir.

2) A<0ise A=-a’ (a>0) olarak alinirsa denklemin genel ¢dziimii
y=ce “+c,e”
seklinde olur. y(0)=0 ve y(k) =0 sinir sartlarina gore
c,+¢c,=0
ce ™ +c,e™=0
denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemine ait katsayilar determinanti

1 1

=t —e 20

e g

olarak bulunur. Yani e* —e™* =0olur ise
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ak =—ak,
2ak =0,
ak =0

olur. Oysa ki hem k>0 hem de a>0 seklinde alindigindan ok >0 olur. Bu

durumda bu katsayilar determinanti sifira esit olamaz. Dolayisiyla sistem yalnizca
C,=C, =0 agikar ¢6ziime sahiptir. Buradan (5.11)-(5.12) sinir deger probleminin
yalnizca y =0 agikar ¢oziime sahip oldugu elde edilir. 4 <0 olacak bigimde bir
0zdeger mevcut degildir.
3) A>0ise A=a® (a>0) olarak alinirsa denklemin genel ¢dziimii
y(X) =c, cosax+c,sinax
seklinde olur. (5.11)-(5.12) sinir deger problemine ait sinir sartlarina gére y(0) =0 ise
c,=0 ve y(k)=0 ise c,sinak =0
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden olusan sistem
c,=0
c,sinak =0
sistemidir. Bu sisteme ait sifirdan farkli ¢oziimlerin var olmasi i¢in

1
0 sinak

=sinak =0

olmasi gerekir. Buradan
ok =7n

a="" n-123..
K

olarak elde edilir. A=a” oldugundan (5.11)-(5.12) smir deger probleminin

Ozdegerleri

biciminde bulunur. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar ise ¢, keyfi sabitler

olmak tizere

y(x,4)=c, sin%nx, n=12.3,..
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seklinde bulunur. Dolayisiyla (4,) = o olup (4,) dizisi artan iraksak bir dizi olur

[20].

5.5. Ornek
y'+1y=0 , (5.13)

L(y)=y(0)=0
L (y) =ay(k) +y'(k)=0, (9> 0, k>0)

smir deger problemine ait 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 bulalim.

(5.14)

1) 2 =0 ise denklem y”"=0 olur. Buradan genel ¢6ziim
y =CX+C,
seklinde elde edilir. Genel ¢6zlimiin tiirevi ise
y'=¢
seklindedir. Buradan y(0) =0 sinir sartina gore C,=0 ve qy(k)+y'(k)=0 smr
sartina gore ise gck+c, =0 ya da c(gk+1)=0 denklemleri elde edilir. Bu

denklemlere gore

c,=0

5.15
c(gk+1) =0 (.15)
sisteminin katsayilar determinanti
0 1
=—gk-1+0
gk+1 O

olmaktadir. Boylece (5.15) sisteminin yalnizca €, =C, =0 ¢dzimii mevcuttur. Yani
(5.13)-(5.14) sinir deger probleminin yalnizca Yy =0 agikar ¢Oziimii mevcuttur.

Buradan 1=0 sayisinin (5.13)-(5.14) smir deger probleminin 6zdegeri olmadigi

sonucuna ulasilir.
2) 2<0ise A=-a® (a>0) olmak iizere denklemin genel ¢oziimii
y=ce “+c,e”

seklinde elde edilir. Genel ¢oziimiin tiirevi ise

r_ —ax ax
y' =—ace  +ace
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seklindedir.

y(0)=0 ve qy(k)+ y'(k) =0 smuir sartlarina gore sirasiyla
c,+¢c,=0
¢, (q-a)e ™ +c,(q+a)e™ =0

denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar determinanti

1 1

— ok (o~ —ak 0
R R B

olmaktadir. Ciinkii e“ #e™ oldugunu 5.4 Ornekten bilmekteyiz. Ayrica
(0+ @) # (q— @) olmaktadir. Dolayisiyla (5.15) sistemin yalnizca ¢, =C, =0 ¢oziimii
var olup (5.13)-(5.14) probleminin yalnizca y=0 asikar ¢6ziimii mevcuttur. Bu
nedenle problemin 1 <0 olacak bigimde bir 6zdegeri yoktur.

3) 2>0ise A=a’ (a>0) olmak iizere denklemin genel ¢dziimii
y(X) =c, cosax+c,sinax (5.16)
seklinde olmaktadir. Genel ¢6ziimiin tiirevi ise
y'(X) =—ac, sinax+ac, cosax
seklinde olmaktadir. Sinir deger probleminin sinir sartlarina gore
y(0)=0 ise ¢, =0

qy(k)+y'(k)=0 ise c,(gsinak+acosak)=0

esitlikleri elde edilir. Buradan

¢,=0
c,(gsinak +acosak) =0

olup sistemin sifirdan farkl ¢éziimiiniin var olmasi i¢in

1 0
. =qsinak +acosak =0
0 gsinak +acosak
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olmalidir. Buradan

tan ok = —% (5.17)

olan (5.17) denklemini ¢ozelim. 0< @ < 27 olmak {izere

tané?z—z

q
olur ise n tamsayisi i¢in ak =6+nz olur. Bu esitlik sayesinde (5.17) denkleminin

¢oziim kiimesi belirlenir. Bu ¢6ziim kiimesinin pozitif bir ¢dziimii £ olsun. Bu
durumda B =ak =0 +nx sayisi denklemin pozitif bir ¢oziimii olur. Buradan A = o
esitligi dikkate alinirsa (5.13)-(5.14) smir deger problemine ait 6zdegerler

0+ n7z)2 _ (O+nx)?

A=a’ =
o = K2

, h=12.3,..

bigiminde elde edilir. Burada her bir n tamsayisina bir 4 6zdegeri karsilik gelecegi

i¢in (5.13)-(5.14) probleminin 6zdegerleri

(0 + 7)? (0+2x)° (0+37)° (0+nrx)?
ﬂ'l: k2 1] //i,zz—kz y ﬂaz—kz g //Ln:—kz ) een
ya da
2 2 2 2

bi¢imindedir. Dolayisiyla agik¢a anlasilmaktadir ki (5.13)-(5.14) smir deger

problemine ait 6zdegerlerin genel terimi

n

2
A :%, N=1273..

olan pozitif terimli artan ve wraksak yani (4,) — o olan

2

() =0z
dizisi olmaktadir. Probleme ait 6zfonksiyonlar ise C, keyfi sabitler olmak tizere (5.16)

genel ¢oziimiinde C, #0 oldugu igin
y(x, 1) :cnsin%x, n=123,..

seklinde bulunur [20] .
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6. IKi ARALIKLI BiR SINIR DEGER PROBLEMININ COZUMLERINE
DAIR KARAKTERISTIK POLINOMLAR

6.1. Tanim A(/i) = |A— Al | karakteristik determinantindan

Q(s)= Ak
=|A|e™* +|A, 6™ +...+|A [e™*

seklinde elde edilen kompleks degerli G6zel tipte iistel fonksiyona karakteristik
(kuazi) polinom denir. Burada,
O<aoy<a,<...<a,ve A#0, A #0
olmaktadir.
Sinir deger problemine ait 6zdegerlerin kompleks diizlemde dagilimin1 belirlemek i¢in

A(/i) =0 karakteristik denkleminin sifirlarinim bulunmasi gerekir. A(/i) = Q(S) =0
oldugundan karakteristik denklemin kokleri Q(s) Karakteristik polinomunun

koklerinin kompleks diizlemdeki dagilim 6zelliklerinden faydalanilarak elde edilir [7]

Bu boliimde asagidaki verilen iki aralikli bir sinir deger probleminin 6zdegerlerine ait

karakteristik polinomlarin elde edilisini inceleyecegiz.
p(X)y"+y=py, xe[-1,0)U(0,1] (6.1)
diferensiyel denklemi ve

L(y)= ,01/2 ( P Y (=D + 6, (=0) + 7,0 Y(+0) + B, Y (1) + Ny Y)
+ ( plly,(_l) + 511)/'(—0) + 711y'(+0) + ﬂlly’(l) + Nlly) =0

L(y)= ,01/2 ( PyoY(=1) + 050 Y(=0) + 5 Y(+0) + B Y1) + Non)
+( P, Y (D) + 6, Y (-0) + 7, Y (+0) + B, y' (D) + N21Y) =0
(6.2)
L,(y) = pl/z ( PgoY (=1) + O3 Y(=0) + 75, Y (+0) + B, y (1) + Nsoy)
+ ( PeY'(=1) + 65,V (=0) + 3, Y (+0) + By, y' (D) + N31Y) =0

L,(y) = ,01/2 ( PyoY(=1) + 0, Y(=0) + 7,0 Y(+0) + B,, Y1) + N40y)
+( p41y'(_1) + é‘41y'(_0) + 741y’(+0) + ﬁ41y’(1) + N41y) =0
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siir sartlarin1 géz Oniine alalim. Burada p(x) kompleks degerli fonksiyondur.
xe[-1,0) da p(x)=p,, xe(01] da p(x)=p, ve Py, S i By kompleks
katsayilar N, lar soyut lineer fonksiyonellerdir. Ayrica y“(x0) ifadesi
lim_,, y*(x) anlammndadur.

W, (=1,0)+W,(0,2), ge(Lo); k=0,1,2,..., ifadesi [-1,0)(0,1] iizerinde tanimls,
y=y(x) kompleks degerli fonksiyonlarin Banach uzayini belirtmektedir. Burada
qu (-1,0) ve qu (0,1) uzaylari, sirasiyla, (-1,0) ve (0,1) araliklari iizerinde

tanimlidir. qu (-1,0) +qu (0,1, qe(l,oo); k=0,12,.., Banach uzaymnin normu

/
IVl = (19K oy + IVl ) e verilir. Aynca W(=1, C ve WE(01) wraylan

bilinen Sobolev uzaylaridir.

6.1. Probleme Ait Ozdegerlerin Elde Edilisi

p=A* olmak iizere (6.1) diferensiyel denkleminin [-1,0) arahg: iizerindeki
¢oziimleri Yo (X,4), Yo(X,4) ve (0] aralig: iizerindeki ¢dziimleri de
Y30 (X, 4), Ya0 (X, A) olsun. Buna gore (6.1) diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii

y(X,4) = Clyl(x’ A)+ Czyz(x’ A)+ c3y3(x, A)+ c4y4(x, A) (6.3)
seklinde yazilabilir. (6.3) ¢6zlimii (6.2) sinir sartlarinda yerine yazilirsa ¢;, j=1,2,3,4

ler keyfi sabitler olmak {izere
4
j=1

sistemi elde edilir. (6.1)-(6.2) probleminin 6zdegerleri

A(2) =det(L,y,) (6.5)
karakteristik determinantinin sifirlarindan olusmaktadir. Bu determinantin sifirlar1
olan problemin 0Ozdegerleri A(A)=0denkleminden bulunacaktir. Ancak bu
0zdegerlerin kompleks diizlemdeki dagilimlarini, kompleks diizlemi 6zel sektorlere

ayirmak suretiyle belirleyecegiz [27] :
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6.2. arg p, Zarg p, Icin Kompleks Diizlemin Sektérlere Ayrilmasi

Bu boliim boyunca —z <argz <z ve vz =|z|e'@?"? olmak iizere

a=(JB) " o= (fB) o= (fF) = (VB)

gosterimleri kullanilacaktir.

Kompleks A — diizlemi

d ={1eC:Rel, =0, (-D)*Im 4, <0}
dogrular1 yardmiyla S,,v=123,4 seklinde dort tane sektore ayrralm. Bu
sektorlerin tamammin {izerinde Re A, reel degerli fonksiyonlarmm her biri ayni

isaretlidir. Ciinkii bu fonksiyonlar S, sektorlerinin sadece smirlarinin tizerinde sifir

olabilmektedir. Naimark’in “Linear Differential Operators Part II” isimli kitabindaki

metotlar kullamlarak y, (x,1) ¢6ziimlerinin asimptotik ifadeleri

{yko =™ (1+ 0L/ A)) 6.6)

Yio = AW ™ (1+0(1/ 1))
seklinde elde edilir.
Burada, 1,=(-1,0) ve 1,=(0,1) diyelim. xel, |f(x,4)|<K, KeR ve || —> oo
olmak tizere O(1/ A)asimptotik ifadesi f(x,4)/ A rasyonel fonksiyonunu temsil
etmektedir. Simdi orijinden gegen  d}(j=1...,4) dogrulari ile d; dogrular1
d,,d;,d,,d;,d;,d;,d,,d, (6.7)

seklinde dizilmis olsun.
d; dogrulart her S, sektoriinii iki alt sektore bolmektedir. Bundan dolay:
Q,, j=1..,8 ile gosterilecek olan sekiz tane sektor elde edilir. Q={Q,..., 4}
sektorlerini, QW = {Qil),...,Qil)} ve Q@ = {Qiz),...,ng)} seklinde iki gruba aymralim.

. -1 . Kk . ..
Burada A4 — o« iken Re/l(\/p_k ) —» oo olacak sekilde Q) sektorleri O ; sektorlerini

icermektedir [27] .
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6.3. Karakteristik Determinanta Ait Asimptotik ifadeler

Her bir reel degerli Re4,, fonksiyonlar1 Q; sektdrlerinde de isaret degistirmez.
Cinkii onlarm her biri bazi S, sektorlerinin alt sektorleridir. Burada
Yo =Y (X, 4), k=1,...,4, fonksiyonlari, |, da (6.1) denkleminin y,,(X,4) ¢6ziimleri
icin (6.6) asimptotik ifadelerini saglar.

Oncelikle . sektorlerinde 4 —oo iken Ny, (1) fonksiyonellerinin asimptotik
ifadelerini bulmamiz gerekmektedir. N, fonksiyonelleri
N, (W, (=1,0)+W,(0,) » C

seklinde tanimli siirekli lineer fonksiyoneller olup 1/ p + 1/q=1 olmak {izere her

y eW, (-1,0)+W,(0,2) ve U, eW, (-1,0)+W,(0,1) icin

Ny () = i(fol Y (00U s ()0 Y9 (XU (X)dx) v=1..4,k=01 (6.8)

gosterimine sahiptir [40].

QW sektorlerinin sadece birinde

Redlw, 20 ve Redw, —+w0, 1 — o

ve QP sektorlerinin sadece birinde

ReAw, >0 ve ReAw, =+, 4 —

saglanmaktadir. Bu sektdrler sirasiyla QF ve Qf ile gdsterilecektir. Ny, i¢in
asimptotik ifadeleri Q® ve Q® gruplarmimn sadece bu sektorleri i¢in hesaplanacaktir.
Cilinkii diger sektdrler i¢in hesaplamalar benzer olarak yapilabilir.

21eQY ve w,=-w, ®,=-wo, oldugu goz dniine almarak (6.6) asimptotik ifadeleri

(6.8) denkleminde yerine yazilirsa, Riemann - Lebesgue Lemmasi kullanilarak

asagidaki asimptotik ifadeler elde edilir.



1 0 s
Nuc () = D [, o (% AU s ()0l
s=0

=3[ () Ve (L O DUy, ()

vks

= 2'[0]

Lo
va (yz) = ZL yz(o) (X' ﬂ’)uvks (X)dX
s=0

=3 () e [ e @4+ O@ AU, (x)lx
e [0]

N ()= 315 (0 20U, (00
=3 (ho,) e [[ &40 1+ O/ AU,y (x)lx
e [0]

N (30 = 2 [} ¥4 00 U, 000
= 21; [[ (Ao, e (14O AU 14 ()X

= 2"[0]

Bu formiiller kullamlarak A — o0 iken Qf’deki L, (y;) i¢in asimptotik ifadeler

L(y,) = Zﬂ (o () e [1]+ 8, () [1] + (A) [O]}

= ﬂ[é‘io + a)lé}l]

L (y,) = iﬂlk {ay (A@,) e [1]+ 6, (A0, [1]+ (A @,) e ** [0]}

=267 [ + w,c1, |

L (Y3) = i}bl—k {7ik (ia)s)k [1] + Dy (la)s)k e’ [1] + (ia)s)k e’ [0]}

- }L{[Vio + a)37/il]+e/1w3 [,3.0 +a)3ﬁil]}
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(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)
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ve benzer olarak
Li(y,) = /1{[740 + w47i1] +e’ [ﬂio + a’413i1]} (6.16)
elde edilir. Burada i =1,2,3,4 tiir.

QP sektorii igin tiim hesaplamalar benzer olarak ortaya koyulur. Ileri hesaplamalarin

ardindan,

{vam) =24[0] Ny (y,)=A'e">[0] 617

Ny (¥s) = 2¢**[0] Ny (y,) = 2°[0]
ve QF sektoriinde 4 — ooiken,
Li(yj) = l{[aio "‘U"jau}e_mj +|:5i0 +a)j§i1:|’ =1 2}

Li(Ys) = Ae’ [ﬂio + a)3ﬂi1] (6.18)
Li(y,) = l[?’io +a’47i1]

asimptotik ifadeleri elde edilir.

(6.13)-(6.16) asimptotik ifadeleri, L;(y;) i¢cin A(4) determinantinda yerine yazilirsa,
A() =A% ([ AV Jem +[ AP ™ 1. +[ AV ]e™™)  (6.19)
karakteristik(kuazi) polinomu elde edilir. Burada,

—1=m <m, <..<m, =1 olup Afk) herhangi kompleks sayilardir.
Ayrica, A® ve Ag)

O + @0y Qg+, Vgt @)y Pt @by
o _ O T W0y Qg+ W)y Vgt @3y Poy + @45
O+ W0y Qg+ @0y Vg + @)y Pay+ @,
Op+ @0y Ay +0,0y VgtV Pu+ O

ve



W _

o1

seklinde olup sifirdan farkl determinantlardir.

Benzer olarak, A(1) karakteristik determinant1 Q{ sektorii i¢inde olmak iizere

A = ter ([ A2 Jer +[ AP e 1. [ A2 ™)

Oy + W0y
Oy + @0y
O30 + 003
Oy + 0y

Oy + 0,0,
Ay + 0,0y,
Ay + 0,05

Oyy + 0,0

B+ @,y
B + @,
By + @45y
B+ @,

Y10 T @)1y
Voo T W3}
V3o T Ws)3
Vao + @37y
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(6.20)

karakteristik polinom seklinde gdsterime sahiptir. Burada A® ve AC(;) determinantlar1

olmak tizere

ve

@ _

02

seklinde sifirdan farkli determinantlardir [27] :

—l=n<n,<..<n, =1

Oy + @0,
Oy + @6,
O3 + 0,03
Oy + @0y,

Oy + @0,
Oy + @0,
O3 + @03
Oy + @0y,

Qyy + 0,0,
Ay + 0,0y,
Oy + 0,03,

Ay + 0,0y,

B+ @, By
Boo + @,
B + @4y
B + @,y

B+ @, By
Boo + @,
By + @45
B + @,y

Y10 T @71y
Voo T W5)n
Va0 T @s)3
Vao T 3Y 4y

Yo T @)1,
Voo T W75
Vo T O5) 3

Vaog T Os) s
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7. MATERYAL VE METOT

Bu tez caligmasinda, ele aldigimiz temel kavramlar, bu konulara ait basilmis eserlerden
calisimigtir. Diferensiyel denklem ve smir deger problemlerinin ¢oziimii igin
literatiirde mevcut olan metotlar kullanilmistir. Ayrica iki aralikli smir deger
problemlerinin kurulusu ve ¢oziimleri i¢in Oktay Muhtaroglu ve arkadaslarinin
calismalar1 g6z dniinde tutulmustur. Diger taraftan problemin ¢éziimlerinin asimptotik
ifadelerinin elde edilmesi bakimindan M. A. Naimark’in “Linear Differential

Operators Part 11 1simli kitabindaki metotlar kullanilmistir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda oncelikle ¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Asimptotik notasyonlardan 6zellikle biiyiik- O ve kii¢iik- 0
gosterimleri tanitilmig ve bu gdsterimlerle ilgili bazi temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Ayrica sabit katsayili homojen normal lineer diferensiyel denklem
sistemlerine ait 6zdeger ve 6zvektor kavramlar1 tanitilmis, sisteme ait genel ¢oziim
elde edilmistir. Son olarak ikinci mertebeden iki aralikli sinir deger probleminin

¢oziimiine dair asimptotik ifadeler ve karakteristik (kuazi) polinomlar incelenmistir.
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