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OZET

Bu ¢aligmada, kompleks analizin 6nemli konularindan olan Schwarz lemmasiin farkli bir sinir
versiyonu incelenmistir.

Bizim c¢alismamizda farkli analitik fonksiyon siniflar1 dikkate alinarak, fonksiyonun sinir
noktasinda agisal limitin varligi kabul edilerek bu noktadaki ikinci mertebeden agisal tiirevin
modiiliiniin asagidan degerlendirilmeleri elde edilmistir. incelenen fonksiyonlarin tek katli ve ¢ok
katli olmasi halleri ayr1 ayr1 ele alinmis olup, elde edilen kesin esitsizliklerde fonksiyonun bir i¢
noktadaki degeri ve farkli mertebeden tiirevleri kullanilmigtir.
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Anahtar Kelimeler : Schwarz lemma, Agisal Tiirev, Holomorfik fonksiyon, Kritik
noktalar.
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ABSTRACT

In this study, as one of the important topics in complex analysis, a different boundary version of
Schwarz lemma has been considered.

In our study, considering different classes of analytical functions, boundary behaviour for the
modulus of the second order angular derivative of the function has been carried out from below
assuming that the function has angular limit at the boundary point. Being univalent and multivalent
of examined functions has been investigated separately and the value of the function in an inner
point and its derivatives from different order have been used in obtained sharp inequalities.
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1. GIRiS

C kompleks diizlem, C=CU{cc} genisletilmis kompleks diizlem, U sifir merkezli birim
daire ve T=0U = {z:|z| = 1} olsun. Kompleks analizin temel konularindan biri Schwarz

Lemmasi’dir. Gilinlimiizdeki ifadesi Constantin Carathéodory tarafindan yazilmistir.
Schwarz Lemmasi, kompleks diizlemdeki birim daire {izerinde tanimli ve deger kiimesi
yine birim daire olan analitik fonksiyonlarin aldig1 degerlerin iizerine kestirimler veren
onemli bir sonugtur. Geometrik fonksiyonlar teorisinin, analitik tasvirlerin sabit nokta
teorisinin, hiperbolik geometrinin ve analizin bir¢ok diger alanlarinin gelismesinde 6nemli
rol oynamaktadir [Ahlfors, 1979, Ahlfors, 1938, Dineen, 1989, Goluzin, 1969,
Markushevich, 1965, Dubinin, 2007, Dubinin, 2000, Dubinin, 2002, Dubinin, 2005,
Dubinin ve Olesov, 2004, Mercer, 1997]. Maksimum modiil prensibinin direk uygulamasi

olan Schwarz Lemmas basit ve yaygin olarak asagidaki sekilde ifade edilir:

Schwarz Lemmasi. f:U — U analitik ve f(0)=0 olsun. Bu durumda z €U noktalar1 i¢gin

|/ (@) <] (1.1)
\%~
|/'(0)|<1 (1.2)

esitsizlikleri saglanir. (1.1) esitsizliginde herhangi bir Z(O<|Z|<1) noktasinda veya

1.2) esitsizliginde esitlik durumu yalnizca @ reel bir sabit olmak tlizere z)=¢"z
(1.2) es g $ y f(2)

oldugunda miimkiindiir [Goluzin, 1969].

Bir ¢ok oOnemli teoremlerin ispatlarinda Schwarz Lemmasi’nin O6nemini gdérmek
miimkiindiir. Siurlt bir tam fonksiyonunun sabit olmasini hilkmeden Liouville Teoremi
buna 6rnek olarak gosterilebilir. Ayrica, pozitif reel fonksiyonlar i¢in devre uygulamalarim
icermektedir. Soyleki pozitif reel fonksiyonlari i¢in elde edilen empedans fonksiyonlari bir
devreye karsilik gelmektedir. Bu devreleri L ve LC seklinde gosterebiliriz [Reza, 1962,
Ornek ve Diizenli, 2018, Reza, 1961, Reza, 1984, Richards, 1947).
Birim diskin kendisine

p(z)=e? =20

l-z,z

seklinde konform déniisiimiine Mobius doniisiimii denir, burada 6 reel say1 ve |z,|<1.



Schwarz Lemmasi’nin ilk genellemesi Pick tarafindan verilen Schwarz-Pick Lemmasi’dir
ve asagidaki sekilde ifade olunur:

Schwarz-Pick Lemmasi. f:U — U analitik ve z,z, €U olsun. Bu takdirde

f@-@)| |2z
- £ f(z)| |1-22|

veE

S 1
I=|f @ 1-]f

esitsizlikleri saglanir. Esitlik halleri yalnizca f(z) fonksiyonunun birim dairenin kendi

kendine konform tasvir olmasi durumunda miimkiindiir [Goluzin, 1969].

Schwarz-Pick  Lemmasi,  Schwarz  Lemmasi’'ndaki  f(0)=0 kisitlamasinin
kaldirilabilecegini gostermektedir [Beardon ve Minda, 2004, Beardon ve Carne, 1992,
Osserman, 1999, Mercer, 2006].

Kompleks analizin temel taslarindan olan Schwarz Lemmasi’nin uygulanabilirlik alan1 ¢ok
genis oldugundan arastirmacilarin popiiler buldugu konular arasina girmistir. Son yillarda
Schwarz Lemmasi ile ilgili ¢ok onemli sonuclar elde edilmistir. Kompleks analizin
merkezi bir kullanim arac1 haline gelen Schwarz Lemmasi’nin sinir versiyonu hakkinda da

onemli ¢alismalar mevcuttur. Bu ¢alismalarin bir kismi1 birim dairenin sinirinda | f (b)| =1

kosulunu saglayan noktalarinda fonksiyonun tiirevinin modiiliinlin asagidan
degerlendirilmesi hakkindadir [Azeroglu ve Ornek, 2013, Boas, 2010, Burns ve Krantz,
1994, Dubinin, 2004, Krantz, 2011, Osserman, 2000, Mateljevi¢, 2015, Mateljevié, 2016,
Mateljevié¢, 2016, Ornek, 2012] .

Schwarz Lemma’sinin sinir versiyonu basit halde su sekilde verilir:

f, U dairesinde analitik, f(0)=0 ve |z| <1 i¢in | f (z)| <1 olsun. Ayrica varsayalim ki,

f fonksiyonu bir b €T noktasina siirekli devam ediliyor, f(0)=0,

fB)=1 ve f'(b)
mevcuttur. Bu taktirde klasik Schwarz Lemmasi‘ndan, sinirda Shwarz Lemmas: olarak
bilinen

|/ =1 (1.3)
esitsizligi elde edilir. (1.3)’da esitlik hali sadece f(z)=ze",a € R oldugunda miimkiindiir.

(1.3) esitsizligi ve genellemeleri geometrik fonksiyonlar teorisinde 6énemli uygulamalara



sahiptir. Yukaridaki kosullara ek olarak eger f’nin birim dairede z,, k=1,...,n
noktalarinda sifirlar1 mevcut ise,

s

|/(B)] > z—z

k=1 —Zk|
esitsizligi elde edilir. Caratheodory tarafindan ispatlanan bu esitsizlik (1.3)’dan daha kesin
bir esitsizliktir [Carathéodory, 1954].
Schwarz-Pick Lemmasi’nda z, =0 halini yazarsak,

&=/ O,
1-70)/(2)

elde edilir. Buradan elementer islemlerle

|2 +]7 )
1+|2|| £ (0)|

iligkisine varilir. Eger burada f fonksiyonu f(0)=0 kosulunu da sagliyorsa, bu taktirde

|f(2) < (1.4)

/() fonksiyonuna (1.4) uygulayarak
z

1/ (2)| <z ||Z| /0 (1.5)

L2770

esitsizligi elde edilir. Bunlara ilave olarak f(z) fonksiyonu |f(b)|=1 olmak iizere beT

noktasina siirekli devam ettiriliyorsa ve f ’(b) mevcutsa (1.5)’te limite gegilerek

(1.6)

f()l

alinir.

(1.6) esitsizliginde esitlik hali (5 =1 oldugunda) f(z)=z 1Z il ,0<7 <1 fonksiyonu igin
+7z

gergeklenir [Osserman, 2000].
Eger f(z)=a,z"+a, z""+... seklinde ise (1.5) esitsizliginden daha giiclii bir

esitsizlik olan

NG HE \1+| h “ (1.7)



esitsizligi elde edilir. Ayrica f(z) fonksiyonu | f (b)|=1 olmak tlizere beT noktasina

stirekli devam ettiriliyorsa ve f'(b) mevcutsa, (1.7) esitsizliginden,
, 1— |a » |
l7'®) = p+—5 (1.8)
1+ |a » |

ve
RQES:
esitsizligi elde edilir [Osserman, 2000].

V. N. Dubinin tarafindan f fonksiyonunun sifirlar1 ve sifir noktasinda Taylor ag¢iliminin

ilk sifirdan farkli katsayis1i kullanilarak (1.6) ve (1.8) iliskilerinden daha kuvvetli
esitsizlikler alinmistir [Dubinin, 2004]. Asagidaki sekilde ifade olunur:

Teorem 1. f(z)=a,z’+...,a,#0 fonksiyonu U diskinde analitik ve |z|<1 i¢in
| f (z)|<1 olsun. Farzedelim ki f fonksiyonu |z|:1 cemberinin bir b noktasina siirekli
devam olunabilir olup, bu noktada f’(b) tiirevine sahiptir ve | f(b)|=1. {q,},_, U de f

fonksiyonunun z=0’dan farkli belirli sifirlarinin bir ailesi, p, ise a,,k €« sifirinin

katlilig1 olsun. Bu takdirde

7o)z pr a1l Qa" ol (19)
p kea k|b ak| H +‘Clp’ .

kea

burada n, n, <p,,kea kosulunu saglayan keyfi pozitif tamsayidir ve Z®:=O,

H@: =0"dir. Eger {ak} iey» U’de f fonksiyonunun z=0’dan farkli tim sifirlarin bir

ailesi ise o halde

a1
-1
>p+;pk|c_ 2 [Tar Hak

kea

(1.10)

dogrudur. n, = p,,k e i¢in (1.9)’de ve (1.10)’da esitlik hali Blaschke fonksiyon, yani

B(z)=z" H{M % Z } (1.11)

kea | 4 1— ak



oldugunda saglanir. Burada {ak} U’de (1.11) ¢arpmmim1 yakinsak yapan noktalar

kea’
ailesidir.

Bundan sonraki ¢alismalarda f fonksiyonunun » smir noktasina siirekli devami kosulu
yerine, daha genel olan, » noktasinda agisal limitin mevcutlugu kosulu konularak, f
fonksiyonun » noktasinda agisal tiirevinin agsagidan degerlendirilmesi ile ilgili teoremler
ispatlanmigtir. Agisal limitin tanimi ve onun hakkindaki c¢alismamiz igin  gereken

teoremler asagida verilmistir.

Tanim 2. b € T noktasi i¢in

Az{zeU:‘arg(l—Ez) <a,

z—b|<p}[0<a<§,p<2cosa]

kiimesine Stolz Agist denir. f:U — C seklinde bir fonksiyon olsun. zeA, b
noktasindaki herhangi Stolz agisinin i¢inde » noktasina yaklastiginda, f(z) fonksiyonu
da a sayisina yaklasiyorsa, f fonksiyonu beT noktasinda ¢ agisal limitine sahiptir

denir. A agisininn genisligi olan 2 sayisi, ~ den kii¢lik herhangi bir say1 olabilir.
Limiti olan fonksiyonun agisal limiti mevcuttur. Ancak tersi dogru degildir. Ornek olarak

1+z

fo(z):exp{— }, zeU

-z
fonksiyonu gosterilebilir. T ’ye teget olan bir ¢ember lizerinde z noktasi 1 noktasina

1+z

yaklasirsa, Re{ } ve dolaysiyla |f,(z)| fonksiyonu sabit olur. Bu taktirde bu

-z
fonksiyonun 1 noktasinda agisal limiti sifirdir ancak limiti yoktur.

f:U —> U fonksiyonu » noktasinda « agisal limitine sahip olsun. Eger » noktasindaki
her A Stolz agis1 i¢in

L f©)-a

c—b,geA g _b

B

olacak sekilde bir £ sayis1t mevcut ise, f’ya f fonksiyonunun b noktasinda agisal tlirevi

denir ve f'(b) ile isaretlenir [Pommerenke, 1992].



Teorem 3. f:U—U, f =1 bir analitik fonksiyon, {z,} cU ise limz, =lim f(z,) =1

1—
kosulunu saglayan bir dizi olsun. Bu taktirde tiim boyle diziler i¢in ya limﬁ =0
n—>x0 f— Zn

ya da dyle sonlu pozitif o reel sayilari vardir ki her z, Z| <1 igin

i-f@f _ -2
-lf@f  1-ff

(1.12)

iligkisi saglanir.

(1.12)’de esitligi gercekleyen ¢, sayistve z*, |z *| <1 noktasi varsa, bu taktirde

i-r@f _ f-2f
-|f@f 1ol

iliskisi her z,

z| <1 i¢in saglanir ve f fonksiyonu

(1+z)=(a, +if)(1-2)
(1+z)+(e, —if)(1-2)

seklinde non-Euclidean doniisiimdiir [Carathéodory, 1954].

f(2)= , (050 >0, reel)

Teorem 4. f:U—U analitik fonksiyonu ve {x,} reel dizisi limx, =lim f(x,)=1

n—>0

kosulunu saglasin. Bu takdirde

lim1_|f(x)|, 1im|1_f(x)|, A C))

x—1 1—-x x>l 1—x -l 1=x

limitleri mevcuttur ve esittirler [Carathéodory, 1954].

Bu calismamizda yukarda elde edilen esitsizlikleri daha genel siniflar i¢in yapmis olup
f"(b) ’nin f’in iki farkli sifirindaki sifirdan farkli ilk Taylor katsayilar1 yardimiyla
degerlendiriyoruz. Buna ilaveten sonuglarimizda f fonksiyonunun b sinir noktasina
stirekli devami kosulu yerine, daha genel olan, » noktasinda agisal limitin mevcutlugu

kosulu konulmustur. Buda agisal limitler hakkinda Julia-Wolff teorisinin kullanilmasini

zorunlu hale getirir.



Julia-Wolff Lemma. f:U —U analitik fonksiyonu b €T noktasinda f(b)eT agisal
limitine sahip ve f(0)=0 olsun. Bu takdirde f'(») acisal tlirevi mevcuttur ve

1<|//(b)| < o0 dir [Pommerenke, 1992].

Sonug. f analitik fonksiyonunun sonlu bir f/(b) agisal tiirevinin olmasi igin gerek ve

yeter kosul f(b)eT noktasinda sonlu f'(b) agisal limitinin olmasidir [Pommerenke,

1992].



2. SINIRDA SCHWARZ LEMMA’SI HAKKINDA TEMEL SONUCLAR

Bu boliimde sinirda Schwarz Lemmasi’nin yeni bir versiyonunu elde edecegiz. Birim

¢emberin b noktasinda f"(b) agisal tiirevinin modiiliinii asagidan degerlendirecegiz. Bu
degerlendirmede f fonksiyonunun biri orijin digeri z, #0 olmak {izere Taylor
acilimlarinin sifirdan farkli ilk katsayilar1 kullanilacaktir. Elde edilen esitsizlikler kesindir.

Bundan dolay1 degerlendirmeler tek bir sifirdaki Taylor katsayisinin kullanildigi (1.9)

esitsizliginden prensip olarak farklidirlar. Sonuglar orijinaldir [Gok ve Ornek, 2017].

f(2)=z+a,z" +a,z +... fonksiyonu birim disk U da analitik ve Rf'(z) > 1_TO‘,(fl <a<l)

olsun. Asagidaki fonksiyonu diisiinelim:

_f9-1
fl@)+a

O(z2)

Acikca goriiliilyor ki, ©(z) fonksiyonu birim disk U 'da analitik ve ©(0)= 0 'dir. Boylece,
Schwarz Lemmasi'ndan |@’(0)| <1 elde ederiz. ©(z) fonksiyonunun tiirevini alirsak,

(1+) f"(2)
(f'()+a)

(I+a) /") _ 10
(f’(0)+a)2 1+ a

0'(z)=

0'(0) =

ve
/O] <1+a
elde ederiz. Elde edilen bu esitsizlikte esitlik hali

f(2)=—az— ! Zea ln(l—ze'ﬂ)

fonksiyonu ile saglanir. Burada ¢ bir reel sayidir.

Boylece yukarida belirtilen sinif icin elde ettigimiz Schwarz Lemmas1 asagidaki sekilde

ifade edilir:

Lemma 2.1. f(z)=z+a,z’ +a,z’ +.... fonksiyonu birim disk U da analitik ve
Rf'(2) > I—Ta’ (—1< a <1) olsun. Bu takdirde

17O <1+a 2.1)



1+«
ei()

iliskisi saglanir. Elde edilen bu esitsizlikte esitlik hali f(z) =—az— ln(l—ze”’)

fonksiyonu ile saglanir. Burada ¢ bir reel sayidir.
2.1. Temel Sonuclar

Birim disk U 'nun analitik f fonksiyonlarim f(0)=0 ve f'(0)=1 normalizasyonu ile,

merkezi sabitleyerek incelemekteyiz; dyle ki f/, U 'yu sag yar diizleme gotiirmektedir (

reel a sabiti i¢in Rf’ (z)>l_Ta, —1<a<l1). Bir h€dU s noktasinda, f’ tiirev

fonksiyonunun %’ (b)zl_Ta olmak tiizere non-tangential bir f'(b) limiti oldugu

varsayllmigtir. Sonu¢ olarak f fonksiyonu, belli 6zel fonksiyonlar i¢in elde edilen
esitlikle, b € OU noktasinda non-tangential anlamda ikinci dereceden bir tiireve sahiptir ve

calismamizda (2.2)'de oldugu gibi | f ”(b)| i¢cin kesin olarak bir alt sinir vardir. Daha ileri

sonuglar, merkezin disinda f” = 1 varsaymm altinda elde edilmistir.

Teorem 2.2. f(z)=z+a,z> +a,z’ +.... fonksiyonu birim disk U da analitik ve

Rf'(2) >1_Ta,(—1 <a<1) olsun. Varsayalm ki »e€0U noktasinda f’ fonksiyonu

£'(b) non-tangential limitine sahiptir ve Rf”(b) = I_Ta . Bu takdirde

1+«

O B

(2.2)

esitsizligi saglanir. (2.2) iliskisinde
flo)= —az—(l—i—a)ln(l—z)

fonksiyonu igin esitlik saglanir.

[spat.
()= L @)1

f@+a
olsun. ©(z) fonksiyonun birim disk U 'da analitik, ©(0)=0,

z|<1 icin |@(z)|<1 ve

beoU igin |@(b)|:1'dir. Agikca O(z) fonksiyonu, b €U ig¢in non-tangential tiireve



10

sahiptir. Boylece f 'nin b € 0U 'de ikinci mertebeden non-tangential tiirevi vardir. ©(z)
fonksiyonu sinirda Schwarz Lemmasi'nin 6zelliklerini sagladigindan dolay1, (1.3)'den

(1+a)f"(b)

<O 0 vay

elde ederiz.

@)l =(R(7'®)+a)) =(R'G)+a) = [HTQ]

oldugundan,

< (1+a)\f”2(b)\ _
l+g
%]

esitsizligini elde ederiz. Buda (2.2) ifadesini verir. Simdi (2.2) ifadesinin kesin oldugunu

4 |
o

gosterelim.
fl2)= —az—(l—i—a)ln(l—z)

olsun. Bu takdirde

y 4 l+a 1+az
F &= a+1—z_ -z~
7 1+«
fi(z)= 3
(1-2)
ve
P 1+« 1+«
f(_l): > =

esitligi saglanir.

Asagidaki teoremde f(z) fonksiyonunun z=0 noktas1 civarindaki Taylor ac¢ilimindaki

ikinci katsay1 eklenerek, (2.2) esitsizligi kuvvetlendirilmistir.

Teorem 2.3. f(z)=z+a,z> +a;z' +.... fonksiyonu birim disk U da analitik ve

Rf'(z) > I—Toz’ (—1<a<l1) olsun. Varsayallm ki be€0U noktasinda f’ fonksiyonu

£'(b) non-tangential limitine sahiptir ve R/’ (b) = I—Ta . Bu takdirde
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(1—#04)2
2(1+a + f”(O)D '

esitsizligi saglanir. (2.3) iliskisinde

"B > (2.3)

S (z)=—az+1-c" arctan cre +§ln<l+2cz+zz)+k
l1—c¢
1
0
(burada k = —\/g arctan[ \/072] bir sabit ve ¢ = ‘Jlr +( )‘ ’ [ 0, 1] aralgnda keyfi bir
l1—c «

sayidir (Bakiniz (2.1))) fonksiyonu i¢in esitlik saglanir.

Ispat. ©(z) fonksiyonu Teorem 2.2'min ispatindaki sekilde olsun. Simirda Schwarz

Lemmasi’nin kosullarini sagladigindan, ©(z) fonksiyonuna (1.6) esitsizligini uygularsak

2 ‘ 1+« f”(b)‘ "
_— b
1+‘@ (O)‘ ‘ ‘ (') + l-l-a‘f ( )‘
elde ederiz.
/ f(2)
O'(z)=(1+a)—————
( )(f’(z)+a)
ve
o)
ool
oldugu i¢in,
2 4
T <——| /")
14 S7(0) o
1+«

esitsizligini elde ederiz. Boylece, (2.3) esitsizligi elde edilmis olur.

Simdi (2.3) ifadesinin kesin oldugunu gosterelim.

f(z) = —az ++1—c” arctan

+£ln<l+2cz+zz)—|—k
1-c¢*) 2

olsun. Bu takdirde

1+ cz—acz—az’

1o
S @)= 14+2cz+2°
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(c—ac—2az)(l+2cz+zz)—(2c—22)(1+cz—acz—azz)

f”(z) = \2
(142cz+2%)
ve
1 —|— «
7] =
I+c)
elde edilir.
"o
5 oldugundan, (2.3)'de esitlik hali saglanir.
a

Eger f(z)=z+c,, 2" ¢, 2" +...,p>1 fonksiyonu birim disk U da analitik ve

Rf'(z )> 2 (“1<a<1) ise, bu takdirde

1—|—oz|z|p
/ < il
e
veE
- S—iii (2.4)

iligkileri saglanir.

(2.3) esitsizligi asagidaki gibi f(z)=z+c,,z"" +...... fonksiyonunun Taylor agilimindaki

p+l
ilk katsay1 olan c,,, hesaba katilarak kuvvetlendirilebilir.

Teorem 2.4. f(z)=z+a, z"" +a, 2" +.., #0, p >1 fonksiyonu birim disk U

p+l

da analitik ve Rf’(z) >1_Ta,(—1 < a<1) olsun. Varsayalim ki b €0U noktasinda f’

fonksiyonu f”(b) non-tangential limitine sahiptir ve Rf”(h) = I_Ta . Bu takdirde

1+a—(1+p>‘ap+l‘

l-l-a
" b _|_ .
‘f ( )‘ 1+04‘|‘<1+p>‘ap+1‘

(2.4)

(2.4) iligkisinde

1+et —aet? — o™
f(Z):f 1+ et +et” + 17" ar,

0
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(burada e= H_—p‘a
I+«

, [0,1] araliginda keyfi bir sayidir (Bakiniz (2.4))) fonksiyonu i¢in

p+l

esitlik saglanir.

Ispat. ©(z) fonksiyonu Teorem 2.2'nin ispatindaki sekilde olsun. Simirda Schwarz

Lemmas1’nin kosullarini sagladigindan, ©(z) fonksiyonuna (1.8) esitsizligini uygularsak

[ ")
O'(b)|= —
e 1200)
elde ederiz. Burada ‘kp‘:‘ p!( )‘ = 112 ‘cp +1‘ seklindedir. Boylece,
l+p
=gl
1+l 7" 4 "
Pt Siral @
1—1—71 ‘cpﬂ‘
+a

veE

1+a 1+a—(l+p)‘a +1‘
//b -
/") = 4 p+1+0z+(1+1’)‘ap+1‘

esitsizligini elde ederiz. Simdi bu esitsizligin kesin oldugunu, yani esitlik halini gosterelim.

z

1+ et —aet” —at”™
f&%if1+a+aﬂwﬁlw

olsun. Buradan tiirev alirsak

1
1+ ez —aez’ —az’"

1+ ez +ez? + 27"

(@)=

b

(e—apez”*1 —a(p+l)z”)(l+ez+ez” +Z”“)
(l—i—ez—i—ezp —|—z”“>

/@)=

(e—{—epz”*1 —{—(p+1)z”)(1—|—ez—aez” —az”“)

<1+ez—{—ezp —i—zp“)z

ve
e (e—ape—a(p—i—l))(l—i—e—i—e—i—l"“)
(I+e+e+1)
_(e+ep+(p+1))(1+e—ae—a)
(I+e+e+1)

1+« l1—e
=——p+
4 [‘D H—e]
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‘ oldugu icin (2.4) esitsizliginde esitlik durumu

) 1
elde ederiz. Sonug olarak, e= li ‘ Coi

saglanmis olur.

Z,Zy,..,2,, f(z)—z fonksiyonunun z=0'dan farkli olan kritik noktalar1 olsun. Bu

19409009

taktirde (2.4) esitsizligi asagidaki sekilde kuvvetlendirilir.

Teorem 2.5. f(z)=z+a, z"" +a, 2" +.., #0, p >1 fonksiyonu birim disk U

p+l
da analitik ve Rf’(z)> 1_TOC,(—I <a<1) olsun. Varsayalim ki b€ 0U noktasinda f”

fonksiyonu f'(b) non-tangential limitine sahiptir ve Rf'(h) = I—Ta' Ayrica z,z,,...,2,,

f(z) —z fonksiyonunun sifirdan farkl: kritik noktalar1 olsun. Bu taktirde

SRR (ERS) | (SR (ERO/E

o)t A . N 2.5)
k:1|b_zk| (1+04)H|Zk|+(l+p)‘ap+l‘

k=1

esitsizligi saglanir.
(2.5) iligkisinde

Tl—z
]
o 1+ [

i1 1l—z,t

dt

fonksiyonu i¢in esitlik saglanir. Burada z,,z,,...,z, pozitif reel sayilardir.

Ispat. ©(z) fonksiyonu Teorem 2.2'nin ispatindaki sekilde olsun. z,,z,,...,z,, f(z)—z

fonksiyonunun z = 0'dan farkli olan kritik noktalar1 olsun.

B(z)= H

fonksiyonu birim disk U 'da analitik ve |z|<1 igin |B(z)| <1 olur. Maksimum prensibinden

ZkZ

her z €U igin |©(z)| <|B(z)| elde ederiz. Asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:
O(z) f(z)—1 1

B(z) f@+afrz—z
isil—z,z

T(z)=
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T(z) fonksiyonu U'da analitik, |z|<1 igin [Y(z)|<1, Y(0)=0 ve bedU igin

[Y(b)| =1'dir. Ek olarak, basit hesaplamalar ile

bO'(b) | ) bB'(b)
o0 =|0'(b)| > |B'®)| =50
\%~
/ n1— 2
B = 2Oy~ 1=f

LG =1
ifadeleri elde edilir. Bdylece Y(z) fonksiyonu sinirda Schwarz Lemmasi’nin kosullarini

sagladigi icin

1—
pi ooy | @) 5B D)
Hs |

Tow s | POIHIEO]

= |T"’)(O)| (p+1D)e, .|

I
k=1

. (p + 1)‘cp+1‘

(1+a>g|2k| <{(1+a)- /@) 2 1=z f
- (p+1)e, ., & (b)+a| bz

1+ )] ]|l
k=1

'dir. Boylece

p+

A\

(1+a)[ Tz~ (p+ e, | @) e f

A <o)y ;
()l +(p+ D, @+ Fp-z
k=1

esitsizlikleri elde ederiz. Buda (2.5) esitsizligini verir. Simdi esitlik halini gosterelim.

, 1—at? lt_ﬁ‘
l—z
f(Z):f If’lz—zk at
0 ]_HPH Zk
i 1=zt

fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevini alirsak

n

P Z__Zk

1—az
zkz 1+«

O ,

1427 H 14z HZ i
_ 1—2z,z

Zk
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2
n n n
zZ—Z 1_|Z | zZ—Z
-1 k k k
pz’ =k —— | | —kz?
k ll_ZkZ k=1 (I_Zkz) Sk:zl:l—ZkZ

/"(2)=~(1+a)

2
H—z”H __ ]

k=1 l—ZkZ

A\

H Zk+z —|=f Hl_zk
k= (1 Z) s= 1

f'H=—(1+a)
H‘Hl_Zk]

esitliklerini elde ederiz.

Z,,2,,-..,Z, pozitif reel sayilar oldugundan,

‘f”(l)‘:( _:a) p+z":1+zk

o 1=z,

1+ a4

H|Zk| oldugundan esitlik hali saglanms olur.

cp+1‘

Asagidaki teoremde [ fonksiyonunun biri orijin digeri z, #0 olmak tizere Taylor

acilimlarinin ~ sifirdan  farkli ilk  katsayillarn  kullanmilarak  esitsizlik daha da

kuvvetlendirilmistir.

Teorem 2.6. f(z)=z+a,,z"" +a,,z""7 +.., a,,#0, p>1 fonksiyonu birim disk U

Ay
da analitik ve ?Rf'(z)>l_Ta,(—l <a<l) ve 0<|z|<1 ig¢in f'(z)=0 olsun.
Varsayalim ki b € OU noktasinda f” fonksiyonu f'(h) non-tangential limitine sahiptir ve
R (b) = 1_Ta . Bu takdirde

1|z [ (1+oz)|zl|—|f”(0)|
2 + "
-z (14+a)z|+[/"©)

o |+ 01 ol 1 )1 )"l -0+ )"0 1,
+a) [af | O(1=[af )£l + 1+ a) (1= |2 )l )]+ (1+a) O o -2

£ @) > Ha 1+ (2.6)

||1 J

f'(z)=(1+a)d

f”(O)‘ =(1+a)c ve

esitsizligi saglanir. (2.6) esitsizliginin kesinligi,

ifadelerinin miimkiin her bir degeri i¢in saglanir.
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Ispat.

zZ—z

s(2) =

l—2zz
ve [:U — U analitik fonksiyon olsun. Ayrica z, € U noktasi i¢in Schwarz -Pick lemma'dan

[1(z)| +]s(2)

()| <
) H[1G)|[s)
esitsizligi saglansin. Eger k:U — U analitik, 0 <|z|<1 ve

k(z) — k(0)

1= z(l —%k(z))

ise, bu taktirde
k(z,) —k(0)
7, (1= k(O)k(z,))

k(z,) — k(0)
z,(1-k(0)k(z,)

+|S(zl)|

| k(2) kO] |
1= k(O)(2)|

|S(Zl)|
)

A\

[H]+]sz)
1+|H||s(z2)
|H| +s(z)| ’
1—|—|H||s(z)|

k(O] +

|k(2)] < (2.7)

1+ [k(0)|]

esitsizlikleri saglanir. Burada

by K@)~ k()
2, (1= *(O)(z)))

seklindedir. Gnelligi bozmadan, »=1 alacagiz. Eger

z _1

1—zz

seklinde alirsak, o zaman
2
@/ 0 @/(Zl) 1_|Zl|
I PG

-z, z

1

veE
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@/(zl)(l _|Z1|2) . 0'(0)

H: Zl ZI
—91 1_ 2
;14210 @)1= )]
Z Z

olur. Burada |H|<1'dir. [k(0)|=x ve

@/(zl)(l — |Zl|2) |®/(0)|

_l’_
z, |z |
M = 2
rnl1©'(z)(1—
Y el R
| Z Z ‘
olsun. (2.7) esitsizliginden,
K+ |Z| IA_T_ ;—4|SS((ZZ))|
o) < sl ——
1+ H| |
14+ M |s(2)|
ve
M +]s(z)| 2 M +s(2)|
1 iR _. i B o nts
1 |®(Z)| +H|Z|1+M|S(Z)| /Q|Z||S(Z)| |Z||S(Z)| 1+M|S( )| :u(Z) (2 8)
oA (1 [ 1 ol ML |
14+ M |s(z)|
elde ederiz.
q(z)=1+ ﬂ|z|ﬁ:4—m ve v(z) =1+ M |s(z)| olarak isaretliyelim. Bu taktirde

ER 1—|s(z)]

_ el oy
1—|z]) g(2)v(2) (1= |2])g(2)v(2)

uz)= (1 — |Z|)q(z)v(z)

+M|s(2)| (

esitligi saglanir.

linllq(z) =1+k, linllv(z) =14+M
veE

1—|s(z)|2 :1_| zZ7 A |2 _ (1_|Zl|2)(1_|z|2)

1_ — 2
2z ‘l—zlz‘

oldugundan ve ayrica (2.8) esitsizliginde non-tangential limit alirsak



o) T B
TR (+M)| =z -z
:1+1_|Zl|z -k 1—M1_|Zl|z
-z 14k 14+M|1—z|
esitsizligini elde ederiz.
Ek olarak,
_©'(0)
1=k _1-k(0) _ | z |_(1+a)lz[-|s"0)
Len 14k | [0/0) (14 a)|z]+] ")
Z
©'(z)(1-|=)| |©'0)
5 2 = |
[ ! 2
ookl
1-M “i &
1+ M @'(z)(1-|z[) N ®'(0)|
Z Z
1+ 5
|Zl|[1+ ©'(0)||©(z)(1-|z| )|J
Z Z
vE

1-M (1+0‘)2|Zl|2

Ol | )@ - (1 ) (1= |2 )L ) - (1+-@) L 7)

M (1+a)|z[ +|f”(0)|(1—|zl|2)|f"(zl)| +(1+a)(1—|zl|2)|f"(zl)| +(1+a)|f"(0)
oldugu i¢in

, sl | (1+a)la]-|/"0)]

e'(1)=1

OO (a0

1 (1+a@) 2 +[7"@|(1= |1 )l# Gl =1+ @) (1=[a[ ) Gl (1+ @) £ O 1|,
+ 2
(1+a)' |z +| O]zl )l @+ 1+ @) (1=]2 ) G|+ (1+ @)l ) -2

esitsizligini elde ederiz.

O(z) 'in tanimindan

0'(z)= L a)f”(zz)
(f'(z)+a)
veE
4 — (1+C{)|f"(1)| 4 "
|® (1)| - A l+a ‘f (1)‘

‘2

() +a

19
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oldugunu biliyoruz.

Boylece, (2.6) esitsizligini elde ederiz.

Simdi ise (2.6) esitsizliginin kesinligini gosterelim.
O(z2)

z-z

k(z) =

z
l-zz

fonksiyonu birim diskte analitik bir fonksiyon ve |z| <1 igin |k(z)| <1oldugundan,
OO <z
ve
|2,
1-|z, |2

esitsizliklerini elde ederiz. z, € (—1,0) ve ¢ ile d keyfi sayilarini alalim, dyle ki,

0'(z)|<

0<c<(l+a)lz

,0<d S(1+05)1|Z—1|2 olsun.

[z
(1_|Zl|2)d c
. . _Ld(l—|zl|2)+c
[ IIIZ} 2 2
z| l+ed I+cd
z, z,
olsun.
W+
—C l-zz
a2
z‘(z)zzz__zl l-zz
l-zz WA
- €. l-zz
S E g
l-zz

fonksiyonu D ’de analitik ve |z| <1 i¢in ‘T(Z)‘ <1'dir. 7(z) fonksiyonundan

/gt

—C l-zz

S P i

fl(z)-1 _, 272 l-zz
fl@+a 1-zz Wi A
1-C. l-zz

S Y gl

l-zz

veE
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i
=<, l-zz
% 1+WIZ__Zl
l+oz -2 —AZ
l-zz Wt A
- <. l-zz
24 1+WIZ__Zl
, -zz
2= — (2.9)
w+—=
=<, l-zz
S Y
|-, 274 l-zz
l-zz ]
- €, l-zz
Ao 22
l-zz
olur.
Boylece, | /"(0)|=(1+a)c,
2
- d(l—|zl| )+c
_ Zl 712 1_|Zl|2 1
y —+ Wz, l+cd——
|f (Zl)|_ ) - 2
1,2 1,2 2
l+a  1-z 1_Z£ZlW 1-z e Ld(1—|zl| )+c
1 z, 1212 1_|Zl|2
l+cd ——
2
ve

|/"(z)|=(1+a)d

alinz. (2.9)’dan, basit hesaplamalarla
P (1—CJ+C e (1—“}
1-z7 (I-z,) (1+W) z

1-z,) (1+WY’ z) z
|f”(1)|:1+a 1+ 2+ ( Zl) ( . ) : 1 2
4 (1—21) 1_£
Z
I 1+<
l+a 1-z° z, 1-z> 1-w?
= 1+ > 1+ > >
4 (I-z) -¢ (I-z) (1+W)
L Z
_l+al, 1_2122+ c+z |y, l—zlz2 212+cd(l—zl):—d(l—zl)i—c
4 (1-z) —c+z (1-z) 212+cd(l—zl) +d(1-z) +c

elde edilir.
z, € (—1, 0) oldugunda, son denklemden (2.6)’nin kesinligi gosterilmis olur.
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3. SONUCLAR

Bu caligmada farkli siniflar i¢cin Schwarz Lemmasi‘nin farkl bir versiyonu elde edilmistir.

Ayrica bu simif i¢in sinirda Schwarz lemmasi ‘ f ”(b)‘ ifadesini asagidan degerlendirilmesi
incelenmistir. Soyle ki, birim disk U 'nun analitik f fonksiyonlarmi £(0)=0, f/(0)=1

normalizasyonu ile, merkezi sabitleyerek incelemekteyiz; dyle ki f', U'yu sag yan
diizleme gotiirmektedir (reel « sabiti igin Rf’(z) > I—Ta’ —l<a<l).Bir b€dU smir

l—a

noktasinda, f’ tiirev fonksiyonunun Rf’(b) = olmak iizere non-tangential bir f”(b)

limiti oldugu varsayilmistir. Bu kosullar altinda ‘ f "(b)‘ 'min asagidan farkli

degerlendirilmeleri yapilmistir.
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