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OZET

Bu ¢aligsmada, Galile uzayinda birim hizli bir egrinin Darboux elemanlarina gére 6zel Smarandache
egrilerinin konum vektorleri belirlendi. Bu egrilerin 6zel halleri olan Jeodezik, asimptotik ve egrilik
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Smarandache egrileri igin bazi karakterizasyonlar verildi. Sonug olarak, bu egrilerle ilgili bazi

ornekler verilerek grafikleri ¢izildi.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIiZiNi

Bu calismada kullanilan bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

K(x)
7(x)
T(x)
N (x)
B(x)
Kg (%)
K (%)
Tg(x)
a’(x)
B (x)

Y(x)

Kisaltmalar

Rn

VXegU

Aciklama

Egrinin egrilik fonksiyonu

Egrinin burulma fonksiyonu

Egrinin birim teget vektor alani
Egrinin normal vektor alani

Egrinin binormal vektor alani
Egrinin jeodezik egrilik fonksiyonu
Egrinin normal egrilik fonksiyonu
Egrinin jeodezik burulma fonksiyonu
Jeodezik egrilerin konum vektorii
Asimptotik egrilerin konum vektorii

Egrilik ¢izgisinin konum vektori

Aciklama

n- boyutlu reel vektor uzayi

3- boyutlu Galile uzayi

iki vektdriin Galile carpimi

Iki vektorin Galile vektorel garpimi



1. GIRIS

Kelime anlami olarak “yerin Olgiilmesi” anlamina gelen geometri; uzay ve uzayda
tasarlanabilen (nokta, diizlem, dogru vs.) bi¢imleri ve bunlarin birbirleriyle olan iliskilerini
inceleyen bir bilim dalidir. Geometri ¢ok genis bir kavram olup igerisinde bir ¢ok islem,
uzay ve oOzellik barindirir. Hiperbolik geometrinin kesfedilmesine kadar bilim insanlari
Oklid geometrisinin tek geometrik sistem oldugunu diisiiniiyorlardi. Hiperbolik
geometrinin kesfedilmesiyle Oklid geometrisi disinda gegerli olan bir geometrik sistemin
varoldugu kanitlanmig oldu. 1870 yilinda ise Cayley-Klein’in yaptigi c¢alismalar
sonucunda, diizlemde Oklid geometrisini de igeren 9 farkli geometrik sistemin oldugu
gosterildi. Bu geometriler, agilarin ve uzunluklarin; eliptik, parabolik ve hiperbolik
olgtilmesine gore adlandirildi. Ornegin; Oklid geometrisi agmin eliptik ve uzunlugun
parabolik o6lgllmesiyle, Minkowski geometrisi acinin hiperbolik ve uzunlugun ise
parabolik Olctulmesiyle ve Galile geometrisi de a¢1 ve uzunlugun parabolik 6l¢iilmesiyle

adlandirilmistir. Bu dokuz geometriyi asagidaki gizelge ile verebiliriz.

Cizelge 1: Ag1 ve uzunluklarin dlgiilerine gore geometriler (Yaglom, 1979).

GEOMETRILER UZUNLUKLARIN OLCUSU
ACILARIN
OLCUSU ELIPTIK PARABOLIK HIPERBOLIK
ELIPTIK Eliptik Geometri Oklid Geometri Hiperbolik Geometri
Co-Minkowski
PARABOLIK Co-Eliptik Geometri |  Galile Geometri Geometri
HIBERBOLIK Co-Hiperbolik Minkowski Doubly Hiperbolik
Geometri Geometri Geometri




Bu tezdeki calisma alanimiz olan Galile geometrisinde vektor ¢arpiminin lineer olmamasi,
burada yapilacak islemlerde diger geometrilere gére daha dikkatli olmamiza ve islemlerin
daha da uzamasina yol acarken bu durum bazen de bazi basitliklere yol agmaktadir. Bu
nedenle Oklid geometrisinde genel durumlar icin ¢oziilemeyen bazi problemler Galile
geometrisinde kolaylikla ¢dziilebilir. Ornegin; bir egrinin egrilik fonksiyonlarina goére
genel konum vektoriinin belirlenmesi problemi Oklid geometrisinde genel durumlarda

cozllemezken Galile geometrisinde egrinin tiiriine bagl olmaksizin ¢ozulebilir (Ali, 2012).

Bu calismada Galile geometrisinde bazi 6zel egriler incelenecektir. Bilindigi gibi egriler
diferansiyel geometrinin 6nemli bir sinifin1 olusturur. Egriler birgok bilim alaninda
karsimiza cikabilir. Ornegin; kimyada; elementler arasi baglarda, biyolojide; DNA
yapisinda, fizikte; fiziksel problemlerin ¢ézuminde, mihendislikte; karayolu dizayninda
vs. (Allman ve Rhodes, 2004); (Shaik ve Hilberty, 1991). Fiziksel olarak egri, hareketli bir
pargacigin yoriingesi olarak tanimlanir. Matematiksel olarak ise; reel sayilarin bir alt
kiimesinde tanimli diferansiyellenebilen bir fonksiyona egri denir. Yuzey Uzerindeki
egrileri incelemek i¢in en Onemli araclardan biri hareketli cati kavramidir. Bir egri
verildiginde bu egrinin egrilikleri Frenet cat1 formiilleri yardimiyla elde edilebilir. Fakat
egrilik fonksiyonlar1 verildiginde bu egrilik fonksiyonlarina sahip olan egrinin konum
vektorini bulmak her geometride her zaman miimkiin degildir. Ornegin; Oklid veya
Minkowski uzayindaki bir egrinin konum vektoriiniin belirlenmesi problemi ancak egrinin;
dogru, helis, slant helis olma 6zel durumlart i¢in ¢oziilebilir. Fakat bu problem Galile

uzayinda genel bir egri i¢in ¢oziilebilir.

Egriler fiziksel problemlerin ¢ozumlerinden veya hareketli bir parcacigin yoriingesinden
elde edilebildigi gibi egrinin Frenet vektorleri kullanilarak da yeni egriler elde edilebilir.
Ornegin; evolit, involit, kiiresel gosterge egrileri ve Smarandache egrileri egrinin Frenet

vektor alanlar1 kullanilarak elde edilen egrilerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

Bu calismada Frenet vektorleri yardimiyla elde edilen Smarandache egrileri incelenmistir.
Smarandache egrileri ile ilgili farkli uzaylarda, farkli catilara gore bir ¢ok ¢alisma

yapilmistir. Asagida bu ¢alismalardan bazilar1 kisaca tanitilmaktadir.

Turgut ve Yilmaz, (2008) makalelerinde Minkowski uzayinda herhangi bir egri i¢in Frenet
catt elemanlart yardimiyla Smarandache egrilerini tanimlamislardir. Daha sonrada

herhangi bir egrinin Smarandache egrilerini elde etmislerdir.

Ali, (2012) calismasinda Galile uzaymmda herhangi bir egrinin konum vektoruni
incelemistir. ilk olarak egrilerin Frenet catismi belirlemis, daha sonra da herhangi bir
egrinin egrilik fonksiyonu ve burulma fonksiyonu cinsinden konum vektorinl elde
etmisdir. Ayrica dairesel helis, genel helis, Salkowski egrisi ve Anti-Salkowski egrisi gibi

ozel egrileri icin konum vektorlerini tanimlamastir.

Bektas ve Yiice, (2013) yilinda yaptiklari ¢alismalarinda 3-boyutlu Oklid uzayinda
Darboux catisina gore bazi 6zel Smarandache egrilerini tanimlayip, bu egrilerin 6zel

durumlarini ifade etmislerdir. Bu egrilere cesitli 6rnekler vermislerdir.

Tagkoprii ve Tosun, (2014) yilinda yaptiklari g¢alismalarinda Sabban ¢atisina gore
Smarandache egrilerini tanimlamiglardir. Bazi 6zel egrilerin Sabban c¢atisina gore

Smarandache egrilerini elde etmislerdir. Bu sonuglara uygun 6rnekler vermislerdir.

Aziz ve Saad, (2015) ¢alismalarinda 3-boyutlu Galile uzayinda herhangi bir egrinin konum
vektOrinii ele alip, bu egrinin Smarandache egrilerini ve bazi 6zel egrilerin Smarandache

egrilerini incelemislerdir. Daha sonra bu egrilere 6rnekler verip, grafiklerini ¢izmislerdir.

Yine Aziz ve Saad, (2017) yilinda yaptiklari c¢alismalarinda 3-boyutlu Minkowski
uzayinda Darboux catisina gore Smarandache egrilerini incelemislerdir. Frenet ve Darboux
catilart arasindaki aligilmis donisiimU  kullanarak, bir yiizey {izerindeki bazi 06zel

Smarandache egrilerini aragtirmiglardir.

Demircan, (2015) yilinda yaptiklari tez ¢alismasinda Bishop ve 2. Tip Bishop catilarina

gore Smarandache egrilerini inceleyerek bu egrilere uygun 6rnekler vermislerdir.



Sahin ve Dirisen, (2017) yilinda yaptiklar1 ¢alismalarinda 3-boyutlu Galile uzayinda
yiizeydeki herhangi bir egrinin Darboux elemanli konum vektorlerini aragtirmislardir.
Ayrica jeodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisi gibi 6zel egrilerin Darboux elemanlarina gore

konum vektorlerini ifade etmislerdir.

Bu calismada ise; 3-boyutlu Galile uzayinda Darboux elemanlarina gére konum vektorii
verilmig bir egrinin Frenet cati elemanlarina gére Smarandache egrileri incelenmistir.
Verilen bu egrileri 6zellestirip jeodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisi gibi egrilerin
Smarandache egrileri belirlenmistir. Ayrica bu egrilerin daha 6zel halleri olan dairesel
helis, genel helis, Salkowski ve Anti-Salkowski egrileri i¢in Smarandache egrilerinin
konum vektorleri ifade edilmistir. Son olarak bazi &6zel Ornekler verilip, grafikleri

cizilmistir.

Asagida bu calismada kullanilan bazi temel tanim ve teoremler ifade edilmistir.

2.1. Tanim

A bos olmayan bir kiime olsun. A X A dan A ya bir fonksiyona A kiimesi Gzerinde bir ikili

islem veya islem denir. islemin bir fonksiyon olmasindan dolay1 su iki dzellik saglanir:

i) a,b € A olmak Uzere, her (a, b) sirali ikilisine * iglemi altinda A nin bir elemani karsilik
gelir. Yani (a * b) € A.

ii) a * b eleman1 tektir (Hacisalihoglu, 1996).

2.2. Tanim
(A,*) bir iglemli bir cebirsel yap1 olsun.
i)hera,b € Aigin, a x b = b * a ise * degisme 6zelligine sahip,
ii)hera,b,c € Aigin, a * (b * c) = (a * b) * c ise * birlesme 6zelligine sahip,
iii) her a € Aigin, a * e = e * a = a olacak sekilde bir e € A varsa * isleminin birimi
var ve e ye birim eleman denir.
iv) * islemi birimli ve a € A elemani igin, a * a’ = a’ * a = e olacak sekilde bir a' € A
varsa a’ ye a nin * islemine gore tersi denir ve a~* veya - a ile gosterilir.
Birlesmeli, birimli ve her elemanin tersi varsa (4,*) cebirsel yapisina bir grup denir.

Ayrica degisme 0zelligi de varsa bir degismeli grup veya abel grubu denir (Hacisalihoglu,

1996).



2.3. Tanim
A kiimesi tizerinde iki islem o ve * olsun, yani (4,o,*) iki islemli cebirsel yapisi verilsin.
Her a,b,c € A igin;
i)ax(boc)=(axb)o(axc)ise *isleminin o iglemi {izerine soldan dagilma 6zelligi
var,
i) (aeob) *c = (a*b)o(b*c)ise * isleminin o iglemi lizerine sagdan dagilma ozelligi
var denir.
(A,0,*) iki islemli cebirsel yapisi verilsin.
1) (4,°) bir degismeli grup,
i) “+” isleminin birlesme 6zelligi var,
iii) “#” igleminin o {lizerine soldan ve sagdan dagilma o6zellikleri varsa, (A,o,*) cebirsel
yapisina bir halka denir. Bir halkada birinci isleme gore etkisiz elemana halkanin sifiri
denir. a, b elemanlar sifirdan farkli oldugu halde, ikinci isleme gére a * b = 0 olabilir. Bu

takdirde a ve b ye birer sifir bélen denir (Hacisalihoglu, 1996).

2.4. Tanim
Degismeli ve birimli bir halkada, sifir eleman ¢ikarildiktan sonra geriye kalan elemanlarin

ikinci isleme gore tersi varsa bu halkaya bir cisim denir (Hacisalihoglu, 1996).

2.5. Tanim
(V,+) degismeli bir grup ve (F,+,.) bir cisim olsun. F XV = V, (c¢,v) — cv fonksiyonu
i) Her v, v, € V ve her ¢ € F igin, c(v, + v,) = cvy + cvy,

i) Her v € V ve her ¢y, ¢, € Ficin, (¢; + ¢c2)v = ;v + ¢,

iii) Her v € V ve her ¢4, ¢, € F igin, (c1¢)v = ¢1(cpv),

iv) Herv e Vicin, lvp = v
Ozelliklerine sahip ise VV kiimesine F cismi Uzerinde bir vektor uzayr denir. Eger burada
F =R ise V kiimesine reel vektor uzayi, F = C ise V kimesine kompleks vektor uzayi
denir. (Hacisalihoglu, 1996).



2.6. Tanim
V bir vektor uzayi ve S = {vy, vy, ... ..... U} © V 0lsun.
C1V1 + U+ v+, =0y 2=y = =¢, =0

ise S kimesine, V nin bir lineer bagimsiz alt kiimesi denir (Hacisalihoglu, 1996).

2.7. Tanim
S, V vektor uzaymin bir alt kiimesinin elemanlarinin lineer kombinasyonlar1 cinsinden
ifade edilebiliyorsa ve V vektor uzayinin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ise S ye V nin bir

tabani veya bir bazi denir (Hacisalihoglu, 1996).

2.8. Tanim

S ={vy, V3, e .. Uy}, V vektor uzaymin bir tabani ve T = {wy,w,, .....,wy,}, V vektor
uzayinin lineer bagimsiz bir alt kiimesi ise m < n dir. Buradan bir V vektor uzayinin sonlu
elemanli bir tabani varsa her tabaninda ayni sayida eleman oldugu goriiliir. Herhangi bir
tabanindaki elemanlarin sayisina V' vektdr uzaymin boyutu denir ve BoyV ile gosterilir
(Hacisalihoglu, 1996).

2.9. Tanim
A bos olmayan bir kiime ve V bir K cismi ilizerindeki vektdr uzayr olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir f : A X A — V fonksiyonu varsa, A kiimesine V vektor uzayi

ile birlesen afin uzay denir (Hacisalihoglu,1982).

)VP,QeA icin f(P,Q)=PQ eV
i)V P,Q REA icin f(P,Q)+f(QR)=f(PR) (2.1)

iii)VPEA veVv BeV icin f(P, Q)= B

olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.



2.10. Ornek
R™ sirali n-lilerinin kimesi R kiimesi tizerinde bir vektor uzayidir. Bu uzaya n-boyutlu
standart reel vektor uzayi denir. Bu takdirde,

f:R" X R* - R"

(PvQ)ﬁf(P’Q): Q_P

ile tanimli f fonksiyonu afin uzay aksiyomlarin1 saglar. O halde R"™ sirali n-lilerinin
kiimesi, R™ n-boyutlu standart reel vektér uzayi ile birlesen afin uzaydir. Bu uzaya

standart reel afin uzay denir (Hacisalihoglu,1982).

2.11. Tanim

V bir vektor uzayl, A kimeside V ile birlesen bir afin uzay olsun. Py, P, Py, ...,P, € A

noktalar1 i¢in; PyP;, PyP,, ..., PyP, € V vektorlerinin olusturdugu {P0P1 , PPy, e, POPn}
sistemi V vektor uzaymin bir bazi ise {Py, Py, P,, ..., P,} nokta (n+1)-lisine A afin uzaymin
bir afin catis1 denir. Burada P, noktasina gatinin baslangic noktast ve P, 1<i<n

noktalaria bu ¢atinin birim noktalar1 denir.

Eger boyV = n ise A kimesine n-boyutlu bir afin uzay denir (Hacisalihoglu,1982).

2.12. Tanim

Diizlemin kendi tizerine en genel afin doniistimii

x' = ax+by+m}

!

y =cx+dy+n (2.2)

a, b, ¢, d, m, n € R seklinde 6-parametreli bir doniisiimdiir (Hacisalihoglu, 1998).

Eger burada lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti (ad-bc=0) sifir
ise; bu dontisiime tekil veya singuler afin doniisiim katsayilar determinant1 (ad-bc+0) sifir
degilse bu doniisime regiiler afin doniisiim denir. Regiiler afin doniisiimleri bileske
islemine gore bir grup yapisi olusturur. Bu gruba afin grup denir. Afin doniisiimii altinda
korunan 0Ozelliklere de afin 6zellik denir (Hacisalihoglu, 1998).



2.13. Tanim
Afin doniisiimde lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti (ad — bc = 1)
bir ise; bu durumda dontlisiime hareket doniisiimii denir. Hareket doniistimleri de bir grup

yapisi olustururlar. Bu gruba hareketler grubu denir. Bu grup afin grubun bir alt grubudur.

Genel afin doniisiimiinde a = d, b = -¢ yazilirsa ve bu doniisiim bir hareket dontisiimii ise,

yani a? + b% = 1 ise;

x' = ax+by+m }
y' = —bx+ay+n

(2.3)
doniisiimii elde edilir. Bu doniisiim 3-parametreli bir hareket doniisiimiidiir. Clnkl a? +
b? =1 oldugundan a = cosa ve b = sina olacak sekilde bir a agis1 bulunur. Bu

doniisiime Oklid Hareket Doniisiimii denir (Hacisalihoglu, 1998).

Geometri; hareket dontisiimleri altinda degismeyen (invaryant) ozellikleri inceleyen bir
bilim daldir (Hacisalihoglu, 1998). Dolayisiyla Oklid geometrisi Oklid hareket
dOniigiimleri altinda korunan o6zellikleri, Galile geometrisi ise asagida verecegimiz Galile

hareket dontisiimleri altinda korunan 6zellikleri inceler.

2.14. Tamim

G3 uzayinda hareket doniisiimleri asagidaki gibi tanimlanir:

XxX=a+X
¥ =b + cx + ycosé + zsing (2.4)
Z =d + ex—ysin@ + zcos@

burada a, b, c, d, e ve 6 reel sayilardir.
G3 hareketler grubu 6-parametreli bir gruptur. G; uzaymdaki hareket doniisiimleri;
oteleme, donme ve burkulma hareketlerinin bileskesidir. Daha ayrintili bilgi i¢in

Yaglom’un ¢alismasina bakilabilir (Yaglom, 1979: 174-201).



2.15. Tanim
Galile uzayinda bir y(x) egrisinin Frenet cati elemanlar1 {T, N, B}, egrilik ve burulma
fonksiyonlar1 sirasiyla x(x) ve t(x) olsun. Burada x(x) ve t(x) fonksiyonlari sabit

fonksiyon ise; y(x) egrisine dairesel helis denir (Ali, 2012).

2.16. Tanim

fonksiyonu sabit fonksiyon ise; y (x) egrisine genel helis denir (Ali, 2012).

2.17. Tanim
Galile uzayinda egrilik fonksiyonu sabit, burulma fonksiyonu sabit olmayan bir regiiler

egriye Salkowski egrisi denir (Ali, 2012).
2.18. Tanim
Galile uzayinda burulma fonksiyonu sabit, egrilik fonksiyonu sabit olmayan bir regiiler

egriye Anti-Salkowski egrisi denir (Ali, 2012).

Diferansiyel geometrinin bilinen énemli baz1 sonuglarini agsagida bir tablo ile verecek

olursak y(x) egrisi igin sunlar1 syleyebiliriz.

Cizelge 2 : Genel bir egrinin 6zel durumlari

y(x) egrisi i¢in durumlar
Jeodezik Egri = kg =0
Asimptotik Egri = K,=0
Egrilik Cizgisi o 7, =0
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Asagidaki ¢izelge ile egrilik fonksiyonlarinin egrilerin bazi 6zel halleri i¢in durumlar
verilmistir.

Cizelge 3: Bazi1 egrilerin egrilik ve burulma fonsiyonlarina gére durumlari

y(x) egrisi i¢in 6zel durumlar

k=0 S y bir dogrudur.
=0 o y bir diizlemsel egridir.
Kk =sabit> 0,7 =sabit>0 S y bir dairesel helisdir.
L _ it & ¥y bir genel helisdir.
K
K = sabit, T # sabit s y bir Salkowski egrisidir.
Kk # sabit, T = sabit S y bir Anti-Salkowski egrisidir.

Bu ifadeler Galile uzayinda bir egri i¢in de gegerli olup, Galile uzayinda bu egrilerle ilgili
daha detayl1 bilgiler (Dede, Ekici ve Coken, 2013); (Karacan ve Bukcu, 2017); (Ali, 2012)

calismalarinda bulunabilir.
Asagidaki tamimlarda Galile uzayindaki islemler ve 6zellikleri verilmistir.

2.19. Tanim
G5 uzayinda V = (v, v,,v3) Ve U = (uq,u,, usg) gibi iki vektoriin Galile ¢arpimi asagidaki

gibi tanimlanir:

ViU, vy # 0 veya uy # 0

VaUo + v3usz , v = 0 ve u, = 0 (25)

v@u:{

Burada V.; U=0 iseV ve U vektorleri diktir (Yaglom,1979).
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2.20. Tanim

G5 uzayinda iki vektoriin vektorel ¢carpimi

0 e e3
vy v, v3|; vy #0veyau; #0
(U, uy;  usl
v = 3 ; 2.
X U e, e, e (2.6)
Vi V2 V3|l ; v;=0veu, =0
Uy Uz U

seklinde tanimhidir (Aziz ve Saad, 2015).

2.21. Tanim
Bir A=(x,y, z) vektdrinin normu

x| , x#0

Allg = 2.7
””"‘{|y2+z2| Yy 4 27)

seklindedir. Burada A = (x,y,z) vektorine x =0 ise izotropik , x+0 ise non-izotropik

vektor denir (Yaglom,1979).

2.1. Teorem
vy | €R — G3 birim hizli egrisi

Yy =(x, y(x), z(x))

seklinde verilir. Bu egrinin Frenet ¢at1 elemanlari

TGO = ¥'(0)
NG = sy ¥ () (28)
_L 17
"’ (x)

B(x) = T(X) x¢ N(X)

= (0,-2"(x), y"(x))

K(x)
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seklindedir. Burada k(x) egrilik fonksiyonu x(x) =+/(y")? + (z")? olarak tanimlanir.
T,N, B vektorlerine sirasiyla teget vektor alani, normal vektor alani ve binormal vektor

alani denir.

2.1. Ispat
y: | €R — Gs, birim hizh y(x) = (x, y(x), z(x)) egrinin Frenet vektor alanlarini

elde etmek i¢in egrinin birinci ve ikinci tiirevleri alinmalidir. O halde;

V') =@, y' (), z'(x)),
y'(x) = (0, y"(x), z"(x))

seklindedir. Burada T(x) vektord, y(x) egrisinin birim teget vektér alani olup egrinin
birinci tiirevine esittir. Yani

T(x)=(1,y'(x), z'(x))
seklindedir.

N (x) vektord, y(x) egrisinin binormal vektor alan1 olup

(%)

ly"" GOl

N(x) =
seklinde tanimlidir.

Burada ||y" (@) ||=v (¥")? + (2")? = k(x) seklindedir. O halde N(x) normal vektor alani

1
N(x) ) 0, ¥y"(x), z"(x))

olarak elde edilir.
B(x) vektori, y(x) egrisinin binormal vektor alani olup
B(x) = T(x) xg N(x)

olarak tanimlidir. O halde B(x) binormal vektor alani

B(x) = % 0,—z"(x), y"(x))

seklinde elde edilir.
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2.2. Teorem

Frenet-Serret formdilleri ve tiirevleri arasindaki iliski matris formunda

!

T 0 k O]T
N|[l=[0 0 <=||N (2.9)
B 0 -t O0JLB

seklindedir.

2.2. Ispat

{T,N, B} Frenet vektor alanlarinin tiirevleri alindiginda, egrilik ve burulma fonksiyonlari
cinsinden yukaridaki esitlikler elde edilir. Burada x(x) =/ (y")? + (z")? egrinin egrilik

det(]/,, ,y//' ,y///)
K(x)2

fonksiyonu ve 7(x) = egrinin burulma fonskiyonudur.

Galile uzayinda ylizey tizerindeki egriler incelenirken Frenet catis1 disinda bagka bir ¢ati
daha kullanilir. Egrinin bir P noktasinda teget vektor alam1 T ve bu noktadaki yuzeyin
birim normal vektér alam1 m olsun. Bu durumda m X;T = Q vektor alam T ve n
vektorlerine dik olan birim bir vektor alanidir. O halde bu vektor alanlarinin olusturdugu

{T, Q, n} catisina “Darboux ¢at1 alan1” veya “teget normal ¢at1 alan1” denir.

2.3. Teorem
y | € R— M c G3 birim hizli bir egri ve {T, Q, n}, M yiizeyinin Darboux ¢at1 alan1

olmak tizere y egrisinin Frenet formiilleri matris formunda

T1 [0 Kg Kn T
Q[ =[0 0 174(]Q (2.10)
n 0 —Tg 0 n

olarak elde edilir (Yaglom, 1979).

2.3. Ispat
{T, Q,n} Darboux gat1 elemanlarinin tiirevleri alindiginda egrilik ve burulma fonksiyonlari
cinsinden yukaridaki esitlikler elde edilir. Burada k4(x), k,(x) ve 74(x) sirasiyla

jeodezik egrilik, normal egrilik ve jeodezik burulma fonksiyonlaridir.
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k(x) ve 7(x) fonksiyonlari ile Darboux elemanlari arasindaki iligkinin

kK2=ki+Kkh ,  T=—T4t (2.11)

seklinde oldugu 2.1 Teorem yardimiyla elde edilebilir.

2.22. Tanim
G5 uzaymda regiiler bir a(x) egrisinin Frenet ¢ati elemanlar1 T, N, B olmak Uzere bu

egrinin baz1 6zel Smarandache egrileri;

Qo = T+N
TN = It + N||
T+ B
Arp = ——— 212
TB = 171 B] (2.12)
T+N+B

YTNB TN+ Bl
seklinde tanimlanir. (Aziz ve Saad, 2015).

Burada Galile ¢arpim islemine gére ||T + N|| = ||T + B|| = ||IT + N + B|| = 1.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Galile uzayinda yiizey iizerindeki egrilerin Darboux ¢atisina gore Smarandache egrilerinin
belirlenmesi i¢in Sahin ve Dirisen (2017) yaptiklar1 ¢alismsada verilen konum vektérinden
yararlanilmigtir. Buradan hareketle egrilik fonksiyonlarmma gore konum vektor verilen
genel bir egrinin Smarandache egrileri belirlenmistir. Bu yontem sayesinde daha &zel

egrilerin de Smarandache egrileri elde edilmistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boélimde G5 uzayinda bir yiizey Uzerindeki Darboux elemanlarina gore konum vektorii

verilen bir egrinin 6zel Smarandache egrilerini inceleyecegiz.

4.1. Gz Uzayinda Darboux Elemanlarina Gore Konum Vektorii Verilen Bir Egrinin

Ozel Smarandache Egrileri

4.1. Teorem
y(x), Gz uzayinda bir M yizeyi Uizerinde birim hizli bir egri ve y(x) egrisinin Frenet ¢atisi
{T,N, B} olsun. Bu durumda y(x) birim hizli egrisinin Frenet catisina gore Darboux

elemanli TN, TB, TNB 06zel Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

yon(x) = 1,fN1dx+;N1 ,fN2d9c+;N2 ,

’K;+K% /K5+K%

1

fz 2
Kg+KT

1
yre(x)= |1, [ Nydx ———N, , [ N,dx —

/2 2
Kg+Ks

N, |, (4.1.1)

ymng(x) =1 1, ledx+;2(N1 -N,), szdx+;(N2 — Ny)

seklindedir. Burada N, ve N, fonksiyonlar
Ny = kgsin([ 1 dx) - kpsin([ 7,dx),
N, = kgcos(f tydx) — Kkncos( [ T,dx)

seklinde olup ayrica y (x) egrisi igin k4 jeodezik egrilik fonksiyonu, k, normal egrilik

fonksiyonu ve t,; jeodezik burulma fonksiyonudur.
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4.1. Ispat
G; uzayinda bir M ylzeyi Uzerinde bulunan birim hizli y(x) egrisinin Darboux

elemanlaria gére konum vektoru

x, [(J(egsin([ tydx) — iy [ Tgsin(f ngx)dx)dx)dx,> (4.1.2)

V(X) = < f(f(KgCOS(f ngX) - anf‘[gcos(f ngx)dx)dX)dx

olarak verilir (Sahin ve Dirisen, 2017).

Darboux elemanlarma gore konum vektorii verilen y(x) egrisinin 6zel Smarandache
egrilerini elde etmek i¢in egrinin Frenet vektorlerini bulmaliyiz. Bunun i¢in y(x) egrisinin

tiirevlerini almaliyiz. O halde y (x) egrisinin tiirevleri sirasiyla;

1, [(rgsin(f ty4dx) — Ky [ 14sin(f T4dx)dx)dx)dx,
y'(x) = ,
J(kgcos(f T4dx) — Ky [ 14005 (f T4dx)dx)dx)dx

0, rgsin(f tydx) — Ky, [ tgsin(f T dx)dx,
Kkgcos([ T4dx) — Ky [ T4c08([ T4dx)dx

Y (x) =<

seklinde elde edilir.

y(x) egrisinin Frenet ¢at1 elemanlarini ifade eden Teorem 2.1 kullanilirsa;
T(x) vektord, y(x) egrisinin birim teget vektorii oldugundan egrinin birinci tiirevine

esittir. O halde T (x) teget vektorii

1, [(rgsin(f tgdx) — iy [ T4sin(f ngx)dx)dx,>

T = }/’(X) = < f(KgCOS(f ngx) — Ky ngCOS(f ngx)dX)dX

seklindedir.

N (x) vektord, y(x) egrisinin birim normal vektdrii olup;

"

"Il

seklinde tanimlidir. Burada
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1

Iyl = =—
Kgtin

oldugundan N(x) birim normal vektor alani

N =

1 <0, Kkgsin(f Tydx) — kpsin(f ngx),>

K3+ Kgcos(J 14dx) — kycos(f T4dx)

olarak elde edilir.
B(x) vektoru y(x) egrisinin binormal vektor alan1 olup
B=Tx¢N

seklindedir. Buna gore B(x) vektor(

B =

1 <O, —kgcos(f Tydx) + kncos(f ngx),>
/Kf;ﬂcﬁ Kkgsin(f Tydx) — kpsin(f ,dx)

seklinde elde edilir. Simdi y(x) egrisinin Frenet vektorleri yardimiyla Smarandache
egrilerini bulacagiz. O halde Tanim 2.22 yardimiyla T(x) ve N(x) vektorlerinin

olusturdugu Smarandache egrisi

YTN = T+ N

seklinde oldugundan y7y(x) Smarandache egrisinin Darboux elemanli konum vektorti;

yen(x) = 1,fN1dx+;N1 , fNde+;N2

/K5+K% KZ+1Kch

olarak bulunur. yrg(x) Smarandache egrisi

YTB = T+B
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seklinde oldugundan ryg(x) Smarandache egrisinin konum vektori

1

’ )
Kgticn

rTB(x) = 1,fN1dx NZ , fNde Nl

seklinde elde edilir.
Son olarak yryp Smarandache egrisi

yrng= T+ N+ B
seklinde oldugundan

yrng(x) Smarandache egrisinin konum vektorti;

(N1 =Ny ) , [ Npdx + ———=(N, — N;)

Yenp(X) = (1, [ Nydx + ——
/Kg+1(n KZ+K3

olarak elde edilir.

Yukaridaki denklemlerde N; ve N, fonksiyonlari ise;

N, = kgsin([ t,dx) - kpsin(f 7ydx),

S
I

kgcos(f t,dx) — k,cos([ T dx)
seklindedir.

Yukarida elde ettigimiz TN, TB ve TNB 0zel Smarandache egrilerinin konum vektorleri
jeodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisi gibi 6zel egriler i¢in tanimlandiginda bu islem igin
egrilerin kg4 (x), ky(x) ve T4(x) fonksiyonlarina bazi 6zel kosullar uygulanir. Bu egrilerin
cok daha 6zel durumlari olan dairesel helis, genel helis, Salkowski ve Anti-Salkowski gibi

egrilerin Smarandache egrilerinin konum vektorlerini bulmak igin ise x(x)ve t(x)
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fonksiyonlarina bazi1 6zel kosullar uygulanir. Buradan hareketle bir ¢ok 6zel egrilerin 6zel

Smarandache egrilerinin konum vektorleri elde edilmis olur.

4.2. G3 Uzayinda Bir Jeodezik Egrinin Ozel Smarandache Egrilerinin Konum
Vektorleri

Asagidaki teorem bir jeodezik egrinin Smarandache egrisinin genel konum vektoriinii ifade

etmektedir.

4.2. Teorem

Gz uzaymda a9 (x) jeodezik egri ailesinin 6zel Smarandache egrilerinin konum vektorleri

W 1, [rgcos(f gdx)dx + cos [ T4dx,
™ — [ kpsin(f Tydx)dx — sin [ T,dx )

1, | k,cos(| T,dx)dx + sin | T,dx,
a%3=< J .(f 9 ) I 7 >, (4.2.1)
— J kpsin([ t,dx)dx + cos [ t4dx
LI = 1, [Kqcos(f Tgdx)dx + cos [ Tydx + sin [ T4dx,
TNB — [ Kkpsin(f 14dx)dx — sin [ T,dx + cos [ t,dx
seklindedir.
4.2. Ispat
G3 uzayimnda jeodezik egri ailesinin Darboux elemanli a9 (x) konum vektord,
ag(x) (x, - ff anrgsin(f ngx)dx)dx)dx , (4 ) 2)
- — Jf 1 [ T4c0s(f T4dx)dx)dx)dx o

seklindedir. Gz uzayinda jeodezik egri ailesinin Darboux elemanli a9 (x) konum vektord,
( 4.1.2) genel konum vektorinde x;, = 0 yazilarak elde edilmistir (Sahin ve Dirigen,

2017).
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Simdi a9 (x) egrisinin Smarandache egrilerini bulmak i¢in Frenet vektorlerini bulmaliyiz.

Oncelikle a9 (x) egrisinin sirastyla tiirevleri almirsa:
ad' (x)=(1, [Krncos(fT4dx)dx , — [ Kpsin(f T,dx)dx ),
a9"(x)=(0, Kycos [T,dx, —Kpsin[T,dx )

egrileri elde edilir.

G5 uzayinda a9 (x) jeodezik egrisinin Frenet vektor alanlar1 a9 (x) jeodezik egrisinin
Frenet vektor alanlart Teorem 2.1 kullanilarak bulunmustur.

T(x) vektori
T=a%(x)=(1, [Kncos(fT,dx)dx , — [ Kpsin(f tydx)dx )
seklinde elde edilir.

N (x) birim normal vektdr alani

_ a?"'w
[ ad" @) ||

seklinde tanimli olup, gereken islemler yapildiginda;

N= (0, cos[rydx, —sin [z dx)
olarak elde edilir.
B(x) binormal vektdr alani olup

B:(O, sin [ tydx , cosfrgdx)

seklinde elde edilir.
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Buradan hareketle Frenet vektorleri yardimiyla a9(x)  jeodezik egri ailesinin

Smarandache egrilerini elde edebiliriz.
adry(x)=T+N
seklinde olup ajy (x) Smarandache egrisinin konum vektorii

1, [rpcos(f tydx)dx + cos [ t4dx,
— [ kpsin([ tydx)dx — sin [ t,dx

ady (x) = (
olarak elde edilir.
Benzer sekilde a9 g (x) Smarandache egrisi
a9%p=T+B

seklinde olup a5 (x) Smarandache egrisinin konum vektori

1, [Kqcos(f 1gdx)dx + sin(f T4dx),
— [ kpsin(f tydx)dx + cos(f t4dx) )

adrp(x) = (
olarak elde edilir.
Son olarak a9 yp(x) Smarandache egrisi
a9rng(x)=T+N+B

seklinde tanimli olup ajyz(x) Smarandache egrisinin konum vektori

1, [rpcos(f tydx)dx + cos [T dx + Sinfrgdx,>

) =
a9y (%) ( — [ kpsin(J Tgdx)dx — sinfrgdx + COSngdx

olarak elde edilir.
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4.2.1. Sonug
G; uzaymmda a9(x) jeodezik egri ailesinin Smarandache egrilerinin konum vektorleri

Teorem 4.1 ile verilen (4.1.1) denklemlerinde x, = 0 yazilarak da elde edilebilir.

Simdi egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla jeodezik egriler i¢in daha 6zel sonuglar verecegiz.

4.2.2. Sonug

Bir M yiizeyi iizerinde birim hizli bir y(x) egrisinin Frenet elemanlart T,N, B, k, T ve
Darboux elemanlart T,Q,n, k4 k, ve T, olsun. k(x) egrilik ve t(x) burulma
fonksiyonlarinin kg4 (x) jeodezik egrilik, , (x) normal egrilik ve 7,(x) jeodezik burulma

fonksiyonlar1 arasindaki iligki

Kgkn —Kg Kn

kK* =K +Ks T=—T,+ P (4.2.3)
esitlikleri ile verilir. Burada y(x) egrisi bir jeodezik egri ise;
K2=K2=>Kk=kK, , T=-T, (4.2.4)
esitliklerine ulasilir. Eger y (x) egrisi bir asimptotik egri ise;
KP=k;=>K=kKk; T= -1, (4.2.5)

esitlikleri elde edilir. Son olarak y(x) egrisi bir egrilik ¢izgisi olmak Uzere ve 6zel olarak

Kg = a4, kn = 0 olarak alinirsa;

k2=a? =0 (4.2.6)

esitliklerine ulasilir.
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4.2.3. Sonug
G; uzayinda dairesel helis olan jeodezik egrilerin Smarandache egrilerinin konum
vektorleri;
1, Esin(cx + ¢;) + cos(cx + ¢q),
ad TN = ¢
ch e . ’
;cos(cx + ¢;) — sin(cx + ¢q)
acghTB = (1 , (#)Sin(cx +c), (e—JCrC)cos(cx + cl)), 4.2.7)
1, (ﬂ)sin(cx +¢y) + cos(ex +¢q),
acghTNB - e-ﬁc
(T)cos(cx + ¢1) — sin(cx + ¢q)
seklindedir.
4.2.3. Ispat

Tanim 2.15 de ifade edilen dairesel helis egrisi tanimindan, (yani k sabit fonksiyon ve T
sabit fonksiyon) ve (4.2.3) denkleminden «, egrilik fonksiyonu x,= e (sabit) ve 7,= ¢
(sabit) olarak elde edilir. O halde Jeodezik egrilerin genel Smarandache egri
denklemlerinde; yani (4.2.1) denklemlerinde bu kosul uygulanirsa, jeodezik olan dairesel

helis egrileri i¢in Darboux elemanli Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

1, ESin(cx + ¢q) + cos(cx + ¢q),
aZ, TN = ¢ :

%cos(cx +¢q) —sin(cx + ¢q)
oy . +
athB = (1 , (%)sm(cx +c), (%)cos(cx + cl)),

1, (ﬂ)sin(cx +¢;) + cos(cx + ¢q),
g — c
achTNB - e+c
(T)cos(cx + ¢;) — sin(cx + ¢;)

seklinde elde edilir.
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4.2.4. Sonug

G5 uzayinda genel helis olan jeodezik egrilerin Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

g 1, %sin(dfkndx) + cos(d [ kpdx),
a -, TN =
gh %cos(df}cndx) — sin(d [ k,dx)

1, %sin(dfkndx) + sin(d [ k,dx),

ag,TB = L ) (4.2.8)
Ecos(dflcndx) + cos(d [ Kk,dx)
d+1 .
g 1, Tsm(dfxndx) + cos(d [ kpdx),
aghTNB = i

Tcos(dfkndx) — sin(d [ kpdx)

seklindedir.

4.2.4. Ispat
Tanim 2.16 da ifade edilen genel helis egrisi tanimindan, (yani % sabit fonksiyon) ve

(4.2.3) denkleminden 7,= d.k,, olarak elde edilir. O halde jeodezik egrilerin genel

Smarandache egri denklemlerinde; yani (4.2.1) denklemlerinde bu kosul uygulanirsa,
jeodezik olan genel helis egrileri i¢in Darboux elemanli Smarandache egrilerinin konum

vektorleri;

1, =sin(d [ k,dx) + cos(d [ rpdx),

aghTN = L
Ecos(dfrcndx) — sin(d [ kpdx)
p 1, %sin(dfrcndx) + sin(d [ k,dx),
a,TB =
ar %cos(dficndx) + cos(d [ Kk, dx)
1, Esin(dflcndx) + cos(d [ kpdx),
g, TNB = y

%cos(dfkndx) — sin(d [ k,dx)

seklinde elde edilir.
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4.2.5. Sonug

G; uzayinda Salkowski egrisi olan jeodezik egrilerin Smarandache egrilerinin konum

vektorleri;
9N = (1, mfc?s(f T dx)dx + c?s(f ngx),>’
—m [ sin(f tydx)dx — sin(f t,4dx)
LITR = 1, m [ cos(f tydx)dx + sin(J 1,dx), ’ (429
s —m [ sin(f tydx)dx + cos([ T,dx)
LITNB = 1, m [ cos(f tydx)dx + cos(J 14dx) + sin([ 4dx),
3 —m [ sin(J t,dx)dx — sin(J t,dx) + cos([ 1,dx)

seklindedir.
4.2.5. Ispat

Tanim 2.17 de ifade edilen Salkowski egrisi tanimindan, (yani k sabit fonksiyon ve T sabit
degil) ve (4.2.3) denkleminden k,, egrilik fonksiyonu k,, = m sabit fonksiyon olarak elde
edilir. O halde Jeodezik egrilerin genel Smarandache egri denklemlerinde; yani (4.2.1)
denklemlerinde bu kosul uygulanirsa, jeodezik olan Salkowski egrileri i¢in Darboux

elemanli Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

ZITN = (1, mfcc?s(f Tydx)dx + C.OS(I ngx),>’
s —m [ sin(J t,dx)dx — sin(J t,dx)
oITB = <1, mfc?s(f Tydx)dx + sin(f ngx),>'
—m [ sin(f tydx)dx + cos(f T,4dx)
aITNB = (1 , mJ cos(f rgdx)dx + cos(f Tydx) + sin(J ngX);>
—m [ sin(J tydx)dx — sin(J t,dx) + cos(f 74dx)

seklinde elde edilir.
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4.2.6. Sonug
G5 uzaymda Anti-Salkowski egrisi olan jeodezik egrilerin Smarandache egrilerinin konum
vektorleri;
29 TN = 1, [kKpcos(cx + cy)dx + cos(cx + ¢q), ,
as — [ Kkpsin(cx + ¢;)dx — sin(cx + ¢;)
I TB = 1, fkn.cos(cx + ¢q)dx + sin(cx + ¢y), | (4.2.10)
— [ Kkpsin(cx + ¢;)dx) + cos(cx + ¢;)
9 TNB 1, [rKqcos(cx + cq)dx + cos(cx + ¢p) + sin(cx + ¢y),
a =
as — [ kpsin(cx + ¢;)dx — sin(cx + ¢;) + cos(cx + ¢;)
seklindedir.
4.2.6. Ispat

Tanim 2.18 de ifade edilen Anti-Salkowski egrisi tanimindan, (yani T sabit fonksiyon ve
sabit degil) ve (4.2.3) denkleminden 7, burulma fonksiyonu 7, = ¢ sabit fonksiyon olarak
elde edilir. O halde jeodezik egrilerin genel Smarandache egri denklemlerinde; yani (4.2.1)
denklemlerinde bu kosul uygulanirsa, jeodezik olan Anti-Salkowski egrileri i¢in Darboux

elemanli Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

ad TN =

as

1, [Kpcos(cx + cq)dx + cos(cx + ¢y),
— [ Kkpsin(cx + ¢)dx — sin(cx +¢;) )

1, [kKqcos(cx + cq)dx + sin(cx + cl),>

2sTB =
fas ( — f K,Sin(cx + ¢;)dx + cos(cx + ¢q)

2 TNB = (1 , [ Kpcos(cx + ¢y)dx + cos(cx + ¢p) + sin(cx + cl),>

— [ Kkpsin(cx + ¢;)dx — sin(cx + ¢;) + cos(cx + ¢4)

seklinde elde edilir.
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4.3. G3 Uzayinda Bir Asimptotik Egrinin Ozel Smarandache Egrilerinin Konum
Vektorleri

Asagidaki teorem bir asimptotik egrinin Smarandache egrisinin konum vektorind ifade

etmektedir.

4.3. Teorem

G5 uzayinda S%(x) asimptotik egri ailesinin Smarandache egrilerinin konum vektorleri

o _ (1, Jrgsin(f tgdx)dx + sin [ t4dx,
Pin = Jrgcos(f 14dx)dx + cos [ T4dx )

ga = <1, S xgsin(f T dx)dx — cosfrgdx,) (431)

J kgcos(f T4dx)dx + sin [ Tydx

. 1, [rgsin(ftydx)dx + sin [ t4dx — cos [ t,dx,
Brne =

J kgcos(f tydx)dx + cos [ t,dx + sin [ T dx

seklindedir.

4.3. Ispat

G5 uzayinda asimptotik egri ailesinin £%(x) konum vektord,

x, [f(egsin(f Tgdx)dx)dx ) (4.3.2)

B(x) :< [f (regcos ([ Tgdx)dx)dx

seklindedir. G; uzayinda asimptotik egri ailesinin f%(x) konum vektord, (4.1.2) genel

konum vektorurinde k,, = 0 yazilarak elde edilmistir (Sahin ve Dirisen, 2017).

Simdi f%(x) egrisinin Smarandache egrilerini elde edebilmek igin Frenet vektorlerini

bulmaliyiz. Bu nedenle §%(x) egrisinin sirasiyla tiirevleri alinirsa;
BY(x)=(1, [rgsin(frydx)dx, [rzcos(f T dx)dx ),

B (x)=(0, Kgsin(f t,dx) , xgcos(f ngx))
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seklinde elde edilir. B%(x) asimptotik egri ailesinin Frenet vektor alanlari Teorem 2.1

yardimiyla elde edilmistir.
T(x) vektor(;

T=B%x)'=(1, [rgsin(frydx)dx, [Kycos(f T dx)dx )
seklinde elde edilir.

N (x) birim normal vektor alani

_ BY®
184 (0

seklinde taniml1 olup, gerekli islemler yapildiginda
N=(0, sinft,dx, cos[T4dx )
olarak elde edilir. Benzer sekilde B(x) binormal vektor alani da
B=(0, — cos[t,dx, sin[tzdx )
seklinde elde edilir.

Buradan hareketle Frenet vektor alan1 yardimiyla ¢ (x) asimptotik egri ailesinin

Smarandache egrilerini elde edebiliriz.

B (x) asimptotik egri ailesinin Smarandache egrilerinin konum vektorlerini bulmak i¢in

T(x), N(x), B(x) Frenet ¢at1 elemanlar1 kullanilir. Buradan
Prn(x) =T +N
seklinde olup By (x) Smarandache egrisinin konum vektor;

1, [rgsin(f tydx)dx + sinfrgdx,>

Prn(x) = < J kgcos(f t,dx)dx + cos [ t,dx
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seklinde elde edilir. Benzer sekilde
Pre(x) =T+ B
seklinde tanimli olup B35 (x) Smarandache egrisinin konum vektor(;

1, [rgsin(f rydx)dx — cosf‘rgdx,>

Brs(x) = < Jxgcos(f tydx)dx + sin [ t,dx

olarak elde edilir. Son olarak
Pivg(x) =T+ N+ B
seklinde tanimli olup S5 yp(x) Smarandache egrisinin konum vektord;

. (1, [xgsin(f tgdx)dx + sin [ t4dx — cos [ 14dx,
Ping(x) = J kgcos(f Tydx)dx + cos [ tydx + sin [ Tydx

seklinde elde edilir.

4.3.1. Sonug
Baska bir yontem olarak G; uzayinda [%(x) asimptotik egri ailesinin Smarandache
egrilerinin konum vektorleri Teorem 4.3 ile verilen (4.3.1) denklemlerinde k, = 0

yazilarak da elde edilebilir.

Simdi egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla asimptotik egriler i¢in daha 6zel sonuglar verecegiz.

4.3.2. Sonug

G; uzayinda dairesel helis olan asimptotik egrilerin Smarandache egrilerinin konum

vektorleri;

Ba TN 1, — fcos(cx + ¢;) + sin(cx + ¢y),
h =
¢ fsin(cx + ¢;) + cos(cx + ¢4)

B&TB = (1 , — (%)cos(cx +c), (#)sin(cx + cl)), (4.3.3)
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1, — (Ecos(ex + ¢;) + sin(ex + ¢,
8% TNB = L
(=)sin(ex + ¢;) + cos(cx + ¢1)

seklindedir.

4.3.2. Ispat

Tanim 2.15 de ifade edilen dairesel helis egrisi tanimindan, (yani x sabit fonksiyon ve t
sabit fonksiyon) ve (4.2.5) denkleminden k,, egrilik fonksiyonu k, = f sabit fonksiyon ve
74= ¢ sabit fonksiyon olarak elde edilir. O halde asimptotik egrilerin genel Smarandache

egri denklemlerinde; yani (4.3.1) denklemlerinde bu kosul uygulanirsa, asimptotik olan

dairesel helis egrisinin Darboux elemanli Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

B8 TN = r— fcos(cx + ¢;) + sin(cx + ¢q),
ch -

fsin(cx + ¢;) + cos(cx + ¢;)
B, TB = (1, — (g)cos(cx +cy), (%)sin(cx + cl)),

. _ 1, — (#)cos(cx +cy) +sin(ex +¢q),
Pen TNB = cH+fy .
(T)sm(cx +¢q) + cos(cx + ¢q)

seklinde elde edilir.

4.3.3. Sonug
G5 uzayinda genel helis olan asimptotik egrilerin Smarandache egrilerinin konum

vektorleri;

1, — %cos(kfkgdx) + sin(k [ K dx),

BE,TN =
an %sin(kfkgdx) + cos(k [ K dx)

1
1, —Ecos(kfkgdx) —cos(k [ kydx),

BE,TB =
an %sin(kf;cgdx) + sin(k [ Kydx)

, (4.3.4)
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. 1, — %cos(kfkgdx) + sin(k [ kgdx) — cos(k [ kydx),
B% TNB =
an %sin(kf}cgdx) + cos(k [ kgdx) + sin(k [ kydx)

seklindedir.

4.3.3. Ispat
Tanim 2.16 da ifade edilen genel helis egrisi tamimindan, (yani % sabit fonksiyon) ve

(4.2.5) denkleminden t,= k.k, olarak elde edilir. O halde asimptotik egrilerin genel

Smarandache egri denklemlerinde; yani (4.3.1) denklemlerinde bu kosul uygulanirsa,

asimptotik olan genel helis egrisinin Darboux elemanli Smarandache egrilerinin konum

vektorleri;
5o 1, - %cos(kf}cgdx) + sin(k [ kydx),
TN =
N %sin(kf}cgdx) + cos(k [ Kydx)
5o TB = 1, —%cos(kfkgdx) — cos(k [ kgdx),
an %sin(kfxgdx) + sin(k [ kydx)
- 1, —cos(k [ iydx) + sin(k [ 1gdx) — cos(k [ rgdx),
o 2 sin(k [ rgdx) + cos(k [ kgdx) + sin(k [ kydx)
seklinde elde edilir.
4.3.4. Sonug

G5 uzayinda Salkowski egrisi olan asimptotik egrilerin Smarandache egrilerinin konum

vektorleri;

1, [(fsin(f tydx))dx + sin(f ngx),>

BTN o eyt 5 cons

1, [(fsin(f t4dx))dx — cos(f ngx%) (4.3.5)

BsTB = < J(feos(f Tydx))dx + sin(f T,dx)
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1, J(fsin(f T dx))dx + sin(f t,dx) — cos(f rgdx),>

s TNB = < J(feos(f tydx))dx + cos(f T4dx) + sin([ T4dx)

seklindedir

4.3.4. Ispat

Tanim 2.17 de ifade edilen Salkowski egrisi tanimindan, (yani « sabit fonksiyon ve 7 sabit
degil) ve (4.2.5) denkleminden k, egrilik fonksiyonu k, =f sabit fonksiyon olarak elde
edilir. O halde asimptotik egrilerin genel Smarandache egri denklemlerinde; yani (4.3.1)
denklemlerinde bu kosul uygulanirsa, asimptotik olan Salkowski egrileri i¢in Darboux

elemanli Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

T — 1, [ fsin(f tydx)dx + sin [ t,dx,
PSTN = < [ feos(f Tydx)dx + cos [ Tydx )’

arp = 1, [fsin(ftydx)dx — cos [ t,dx,
- _< J feos(f Tydx)dx + sin [ T dx >'

BATNB = 1, [fsin(f tydx)dx + sin [ t,dx — cos [ T4dx,
s [ feos(J tydx)dx + cos [ Ty4dx + sin [ T dx

seklinde elde edilir.

4.3.5. Sonug

G5 uzayinda Anti-Salkowski egrisi olan asimptotik egrilerin Smarandache egrilerinin

konum vektorleri;

o TN = 1, [rgsin(cx + c)dx + sin(ex + ¢y),
Pas TN = J kgcos(cx + ¢q)dx + cos(ex + ¢;) )’
1, K sin(cx + ¢y)dx — cos(cx + ¢q),
BLTB = < ff gsin( ) _ ( ) ) (4.3.6)
Kgcos(cx + ¢1)dx + sin(cx + ¢q)
o TNB = 1, [ Kgsin(cx + ¢)dx + sin(cx + ¢1) — cos(cx + ¢y),
Bas B J kgcos(cx + c1)dx + cos(cx + ¢;) + sin(cx + ¢;)

seklindedir.
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4.3.5. Ispat
Tanim 2.18 de ifade edilen Anti-Salkowski egrisi tanimindan, (yani T sabit fonksiyon ve k
sabit degil) ve (4.2.5) denkleminden 7,= c sabit fonksiyon olarak elde edilir. O halde

asimptotik egrilerin genel Smarandache egri denklemlerinde; yani (4.3.1) denklemlerinde
bu kosul uygulanirsa, asimptotik olan Salkowski egrileri i¢in Darboux elemanli

Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

1, [rgsin(cx + c)dx + sin(ex + ¢p),
f;cgcos(cx + ¢)dx + cos(cx + ¢;) )’

BasTN = <

1, f;cgsin(cx + ¢1)dx — cos(cx + ¢q),
J rgcos(cx + c)dx + sin(ex + ¢;) )’

BasTB = <

1, [ KgSin(cx + ¢)dx + sin(cx + ¢1) — cos(cx + ¢y),
ficgcos(cx + ¢1)dx + cos(cx + ¢q) + sin(cx + ¢4)

B TNB = (

seklinde elde edilir.

4.4. Gz Uzayinda Bir Egrilik Cizgisi Egrisinin Ozel Smarandache Egrilerinin Konum
Vektorleri

Asagidaki teorem bir egrilik ¢izgisi egrisinin Smarandache egrisinin konum vektorlerini

ifade eder.

4.4, Teorem

G5 uzayinda y°(x) egrilik ¢izgisi ailesinin Smarandache egrilerinin konum vektorleri
vin=(1, [kysinadx +sina , [ kgcosadx + cosa),
vig=(1, [xgsinadx —cosa , [kycosadx + sina), (4.4.1)
YINg = ( 1, flcgsinadx + sina — cosa ficgcosadx + cosa + sina)

seklindedir.
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4.4. Ispat

G5 uzayinda egrilik ¢izgisi ailesinin y¢(x) konum vektoru
ve@) =(x, [([rgsinadx)dx , [([rzcosadx)dx) (4.4.2)

seklindedir. G; uzayinda egrilik ¢izgisi ailesinin y€(x) konum vektori (4.1.2) genel konum

vektorinde 7, = 0 yazilarak elde edilmistir (Sahin ve Dirisen, 2017).

Simdi bu y¢(x) egrisinin Smarandache egrilerini elde edebilmek i¢in Frenet vektorlerini

bulmaliyiz. Bu nedenle y(x) egrisinin sirasiyla tiirevleri alinirsa;
e =(1, [ kgsinadx , [ kycosadx ),
Ye(x)"=(0, kysina, kycosa )

seklinde elde edilir.

G uzayinda egrilik ¢izgisi ailesinin y¢(x) konum vektoriiniin Frenet vektor alanlar

Teorem 2.1 kullanilarak elde edilmistir. Burada T'(x) birim teget vektorii
T=y°(x)'=(1, [Kysinadx , [kycosadx)
seklindedir.

N (x) birim normal vektor alani

_ r@”
lye) |l

seklinde tanimli olup, gerekli islemler yapildiginda;

N=(0, sina, cosa)

seklinde elde edilir.

B(x) binormal vektor alani olup
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B=Tx,N
seklinde tanimlidir. Buradan

B=(0, —cosa, sina)
seklinde elde edilir.

Buradan hareketle Frenet vektor alanlar1 yardimiyla y€(x) egrilik ¢izgisi egrisinin

Smarandache egrilerini elde edebiliriz.

y€(x) egrilik ¢izgisi egrisinin Smarandache egrilerini bulmak i¢in T, N, B Frenet

elemanlar1 kullanilir. O halde
yin(x) =T+ N
seklinde olup y1y(x) Smarandache egrisinin konum vektorii
Yin(x) =(1, [Kgsinadx +sina, [kzcosadx + cosa)
olarak elde edilir. Benzer sekilde;
yie(x) =T+ B
seklinde olup y1g(x) Smarandache egrisinin konum vektorleri;
vig(x) = (1, [kysinadx —cosa, [kycosadx + sina)
seklinde elde edilir. Son olarak;
ymne(x)=T+N+B
seklinde olup yfxg(x) Smarandache egrisi

Ying(x) = (1, [Kgsinadx + sina — cosa, [ kycosadx + cosa + sina )
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seklinde elde edilir.

4.4.1. Sonug
Bagka bir yontem olarak G; uzaymda y€(x) egrilik ¢izgisi ailesinin Smarandache
egrilerinin konum vektorleri Teorem 4.4 ile verilen (4.4.1) denklemlerinde 7, = 0

yazilarak da elde edilebilir.

Simdi egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla egrilik ¢izgisi i¢cin daha 6zel sonuglar verecegiz.

4.4.2. Sonug
G5 uzaymda dairesel helis olan egrilik ¢izgisi egrisinin Smarandache egrilerinin konum
vektorleri;

Y& TN=(1, —aycosa+ sina, a;sina+ cosa),

v TB=(1, —aycosa— cosa, a;sina+ sina), (4.4.3)

Yo TNB = (1, (—a; — 1)cosa + sina, (a; + 1)sina + cosa )

seklindedir.
4.4.2. Ispat

Tanim 2.15 de ifade edilen dairesel helis egrisi tanimindan, (yani k sabit fonksiyon ve
sabit fonksiyon) ve (4.2.6) denkleminden & = a; sabit fonksiyon olarak elde edilir. O
halde egrilik ¢izgisi egrilerinin genel Smarandache egri denklemlerinde; yani (4.4.1)
denklemlerinde bu kosul uygulanirsa, egrilik ¢izgisi olan dairesel helis egrisinin Darboux

elemanli Smarandache egrilerinin konum vektorleri;

Yo TN=(1, —aycosa+ sina, a,sina+ cosa),

vy, TB=(1, —a,cosa — cosa, a;sina + sina),

Y& TNB=(1, (—a; —1)cosa + sina, (a; + 1)sina + cosa )

seklinde elde edilir.
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5. UYGULAMALAR

5.1. Ornek
Bir egrinin Darboux elemanlarina gore verilmis konum vektoriinde yani (4.1.2) ifadesinde

Kg = Sinx, K, = cosx ve Ty= X olarak aliirsa y(x) egrisi

X,
Vr(xcos(1/2) — cos(l/Z)FresnelC(%) 4
Vr(xsin(1/2) — sin(l/Z)FresnelS(%)

S = | TS/ 2sin(1/2(0x = 1)%) + sin(1/2)cos (1/2(x — 1)%)

—/r(sin(1/2) — xsin(l/Z))FresnelC(%)
—/m(xcos(1/2) — cos(l/Z))FresnelS(%)
—cos(1/2(x — 1)*)cos(1/2) = sin(1/2(x — 1)*)sin(1/2)

seklinde elde edilir. Burada egrinin konum vektdrindeki fonksiyonlar
FresnelS(x) = fsin("sz)dx, FresnelC(x) = fcos(”sz)dx

seklindedir.

y(x) egrisinin Smarandache egrileri Teorem (4.1) ile verilen (4.1.1) ifadelerinde kg,

Kn Ve T4 yerine sirastyla Sinx, COsx ve X yazilarak
2 2 2 2
@)= (1, [eosGe—Sydx+cos(x—5) , [sin(x = Dydx +sin(x—2)),
x? ) x? . X2 %2
rrg(x) = (1 , Jeos(x —)dx —sin(x —=-) , [ sin(x —=)dx — cos(x — =) ),

x? x? x?
1, [cos(x— S)dx + cos(x — =) —sin(x — =),
rTNB(x) = x2 x2 x2
[ sin(x — )dx + sin(x — =) — cos(x — =)

seklinde elde edilir.
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Bu durumda, y(x) egrisinin TN, TB, TN B Smarandache egrilerinin grafikleri Sekil 1-deki

gibi verilir.

3 \»,.‘.‘
357
25 £
2 o
ll’

-.lr‘\‘\ ) T AR T 1
05 =0.6-07-03-09 -1 =1t

Sekil 1 : y(x) egrisinin grafigi

Sekil 2 : y(x) egrisinin sirastyla Y7y, ¥rg, Y1rnp Smarandache egrileri
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5.2.0rnek
Bir ¢ ylizeyi;

u—sin(u+v)cos(u+v) sinz(u+v)—u2)

eu,v) = (u + v, " , "

seklinde ve ¢ yuzeyi tzerinde bir y(x) egrisi de

X—Sinxcosx sinzx—xz)
4 4

rw=(x,
olarak tanimlansin.

Burada y(x) egrisi, G5 uzaymnda ¢ Yylzeyi Uzerinde x = sinx ve T = 1 olan bir jeodezik
egridir. Ayrica jeodezik egriler i¢in elde edilen K, 7, egrilik fonksiyonlari jeodezik
egrilerin Smarandache egrilerinin konum vektorlerinde yerine yazilarak y(x) egrisinin

Smarandache egrileri elde edilmistir. Asagida bu ylizeyin ve egrinin grafigi verilmistir.

Sekil 3: ¢ (u,v) yuzeyi



Sekil 4 : y(x) egrisi

Bu y(x) egrisinin Smarandache egrilerinin grafikleri ise

-1‘8‘. [~
-1.9
-2 ]
-2 11 06
03" 7.8
04 o 14

Sekil 5 : yryp Smarandache egrisi
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Sekil 7 : yry Smarandache egrisi

seklindedir. Ayrica bu y(x) egrisinin Darboux ¢ati alanina gére de Smarandache egrileri
elde edilmis, bu egrilerin grafikleri

Sekil 8 : yr, Smarandache egrisi

42



43

g T
RS

T ;
2 | g T

Sekil 10: yr¢, Smarandache egrisi

seklinde verilmistir.

5.2. Ispat
Verilen y(x) egrisinin Smrandache egrilerini elde edebilmek i¢in egrinin Frenet vektor

alanlar1 bulunmalidir.

X—Sinxcosx sin?x—x2 )

y(x):(x, 4 ’ 4

egrisinin Frenet elemanlarini bulmak i¢in tiirevleri hesaplanirsa;

2sin?x  sin2x—2x )
)

()= (1 T 4

. cos2x—1
y"(x) = (O , sinxcosx, > )
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seklinde elde edilir. y(x) egrisinin Frenet elemanlari

_ sin?x  sin2x-2x
T - 1 ) ) )
2 4

N=(0, cosx, —sinx),

B =(0, sinx, cosx)

seklindedir.

Burada T'(x), birim teget vektor alani oldugundan egrinin birinci tiirevine esittir.

T:(1,

sin®x  sin2x-2x )
2 4

seklinde bulunur.

N (x), birim normal vektor alani olup

_ '@
ly"" Coll
seklinde tanimlidir.
Buradan; N(x) birim normal vektor(;
N=(0, cosx, —sinx)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde;
B(x), binormal vektor alani

B=TX;N

seklinde tanimli olup,



45

B =(0, sinx, cosx)

olarak bulunur.

O halde Frenet vektor alanlar1 yardimiyla y(x) egrisinin Smarandache egrileri

sin®x sin2x-2x .
+ cosx, — sinx ),

yin@=T+N=(1,

+ sinx ,

. o
yTB(x)=T+B=(1, o smzz 2x+cosx ),

sin2x—2x .
— sinx + cosx )

fan 2
sin“x .
> + cosx + sinx ,

yrnp() =T+N+B=(1,

seklinde elde edilir.

Simdi ¢ ylzeyinin Darboux cati elemanlar1 hesaplanirsa; ¢ yiizeyinin teget vektorii ¢
yuzeyi Uzerindeki y(x) egrisinin teget vektoriidiir. Yani ¢ ylzeyinin teget vektori

sin’x  sin2x—2x
1 ) )
2 4

seklindedir. Burada n birim normal vektori

- PuXPy
lpuXxpyll

seklinde tanimlidir. Bu ifade i¢in 6ncelikle ¢, ve ¢, vektorleri.

( 1 sin?(u+v) sin2(u+v)-2u )

Pu = 2 ’ 4
_ —cos2(u+v) sin2(u+v)
Pv = ( L 4 ’ 4 )

seklinde hesaplanir.



Bu vektorlerin vektorel carpimi

0 e, e
1 sin®x(u+v)  sin2(u+v)-2u
Pu X Py = 2 4
1 —cos2(u+v) sin2(u+v)
4 4

determinant1 yardimiyla hesaplanir. Buradan
ouxe=(0, 3, )

seklinde bulunur. O halde n birim normal vektoru

—u -1

n=(0, ==, 70r)

seklinde elde edilir.
Son olarak egrinin Q vektdr alant

Q=n X; T
seklinde tanimli olup buradan

0 ey e
0 -u -1
Q= Vuzel  2VuZ+1
sin“x  sin2x—2x
2 4

determinantinin hesaplanmasiyla Q vektori

_ -1 u
Q _(0’ 2Vuz+1 ’ Vuz+1 )

seklinde bulunur.
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Buradan { T, Q,n } Darboux catisina gére Smarandache egrileri

sin®x 1 sin2x—2x u )
)

VTQ(x):T+Q:(1’ 2 2vurel PR e

sin%x u sin2x—2x 1 )
)

Yrn(x) =T +n= ( 1, > Vsl ' 4 2Vuri1

sinx  (2u+1) sin2x—2x  (1-2u) )

Yroa()=T+Q+m=(1, 55— 2

seklinde elde edilir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calisgmada 3-boyutlu Galile uzayinda konum vektorii Darboux cati alaninin egrilik
fonksiyonlarina goére verilen bir egrinin Smarandache egrileri elde edilmistir. Sonra bu
egrilerin 6zel durumlar1 olan jeodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisi egrilerinin
Smarandache egrileri belirlenmistir. Ayrica dairesel helis, genel helis, Salkowski ve Anti-
Salkowski egrileri i¢in de Smarandache egrileri elde edilmistir. Son olarak da bu egrilere
ornekler verilip, Smarandache egrileri elde edilmis, grafikleri ¢izilmistir.

Smarandache egrileri bir egrinin ¢ati elemanlar1 yardimiyla tanimlandigindan farkli uzay
ve farkl catilara gore bu egriler incelenebilir. Ayrica 6nemli bazi egri ciftlerinin (6rnegin;

evollt-involiit, Bertrant egri ¢iftleri) Smarandache egrileri arasindaki ilgi aragtirilabilinir.
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