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ABSTRACT
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viii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Tez calisgmasinda kullanmis oldugumuz simgeler, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler

J = Rad(R)
<

<

M/N

1G4
M=N
[lic1 N;
Dier Ni
D ier Ni
(X)

Rm

Kisaltmalar
Rad (M)
Des(M)

E(M)

Aciklama

dogal sayilar kiimesi

tam sayilar kiimesi

rasyonel sayilar kiimesi

asal sayilar kiimesi

alt kiime

0z alt kiime

kiimelerde kesisim islemi

(R, +,") halkasinda (R, +) abel grubunun birimi
(R, +,") halkasinda (R,") cebirsel yapisinin birimi
R Halkasinin Jacobson Radikali

alt modiil

0z alt modiil
M modiiliiniin N alt modiiliine gére boliim modiilii

kii¢iik alt modiil

izomorf modiiller

N; alt modiillerinin direkt ¢carpimi
N; alt modiillerinin toplami1

N; alt modiillerinin direkt toplami1
X kiimesi tarafindan iiretilen modiil

m elemani tarafindan uretilen devirli modul

Aciklama

M modiiliiniin radikali
M modiiliiniin destegi

M modiiliiniin injektif biirimii



P(M)
Gor(f)
Cek(f)
End(M)

Homy (A, B)

M modiiliiniin tiim radikal alt modiillerinin toplami
Bir f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

Bir f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

M modiiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi

A moduliinden B modiliine tim R-modul hom. kiimesi



1.GIRIS

Bu tezde, R halkasi denildiginde birimli halka alinacak ve tiim modiiller initer sol
R-modiil olarak calisilacaktir.

R halka ve M bir R-modiil olsun. Rad(M) ve Des(M), sirastyla M modiiliiniin “radikalini”
ve “destegini” gostermektedir. M modiiliniin N alt modiilii (6z alt modiili) N < M
(N < M) seklinde gosterilir. M modiil ve N < M olsun. M nin her K 6z alt modiilii i¢in
M # N + K ise, N ye M nin kiiciik alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. D. X. Zhou
ve X. R. Zhang 2011 de yayinlamis olduklar1 "Small-Essential Submodules and Morita
Duality" adli makalede M modiiliiniin basit ve kiiciik alt modiillerinin toplami olarak
Dess(M) € M alt modiiliinii tammlamislardir.  Ozellikle, Desy(M) € Rad(M) ve
Des;(M) € Des(M) dir. Direkt toplam terimlerinin bir genellestirmesi olarak tiimleyen alt
modiil kavrami1 Kasch ve Mares tarafindan tanimlanmistir. Buna gére M nin N alt modiilii
icin M = N+ K ve NN K « K olacak sekilde K < M alt modiilii mevcut ise K ya N nin
M modiiliinde tiimleyeni denir. Her alt modiilii tiimleyene sahip olan modiile tiimlenmis
modiil denir. Her direkt toplam terimi bir timleyen oldugundan tiimlenmis modiiller yari-
basit modiillerin genellemesidir. Eger Rad(M), M de bir tiimleyene sahipse M ye radikal
tiimlenmis modiil denir. Bu tanimlama [24]’te Zoschinger tarafindan yapilmistir. Ayni
calismasinda ve [25]’te verilen caligmasinda radikal tiimlenmis modiillerin yapisini
belirledi. [5]te Biiyiilkastk ve Tirkmen radikal tiimlenmis modiil kavraminm
kuvvetlendirerek giiclii radikal tiimlenmis modiilleri tanimlamislardir. Eger Rad(M) S
N < M ile verilen radikali kapsayan her N alt modiilii tiimleyene sahipse M ye giiclii
radikal tiimlenmis modiil denir. [7]’de Tiirkmen, Kaynar ve Calisic1 tiimleyen
kavramindan daha o6zel ss-tiimleyen ve ss-timlenmis modiil tanimini vermislerdir. M
modiil K, N < M olmak tizecre M = N+ Kve NN K « K ve N N K yari-basit ise, K ya N
nin ss-tiimleyeni denir. M modiil olsun. Eger M nin her alt modiili. ss-tiimleyene sahipse,
M modiiliine ss-tiimlenmis modiil denir. Ss tiimlenmis modiillerin sinifi, yari-basit ve
tiimlenmis modiil siniflarinin arasindadir.

Biitiin bu sonuglardan hareketle bu c¢alismada, (giiclii) ss-radikal tiimlenmis modiil
kavramlar1 tanimlandi. Bu kavramlarla ilgili temel 6zellikler ifade edildi ve bazi drnekler
verildi. Tiim modiilleri gii¢clii ss-radikal tiimlenmis olan halkalar karakterize edildi. Bunlara
ilave olarak lokal Dedekind bolgeleri tizerinde (giiglii) ss-radikal tiimlenmis modiillerin

yapist belirlendi.



2. GENEL BILGILER
2.1. Halkalar

2.1.1. Tanim Asagidaki 6zellikleri saglayan (R, +,.) cebirsel yapisina halka denir.
i) (R, +) abel gruptur,

i)V a,b,c €R i¢in (ab)c = a(bc) dir,

ii)Va,b,ceR icina(b+c) = ab+acve(a+b)c = ac+ bcdir[9].

2.1.2. Tamim (R, +,.) halka olsun. e € R olmak iizere VaeR ig¢in ae = ea = a ise, e € R
elemanina R halkasinin birim elemani denir. e = 13 yazilisi ile gosterilir. Birim elemanli
bir halkaya birimli halka ad1 verilir. Halkada birim eleman tek tiirlii belirlidir.

Bu caligmada tiim halkalar birimli halka olarak alinacak ve R ile (R,+,.) halkasi
kastedilecektir.

“” iglemine gore degismeli olan (R,+,.) halkasina degismeli halka denir. Z,Q, R
degismeli halkalardir ve n > 1 olmak iizere M,,(Z) degismeli olmayan halkadir [9].

2.1.3. Tanim R halka ve @ #1 € Rolsun. I, (R,+) abel grubunun alt grubu ve keyfi
a,b €1 igin ab € [ ise, I alt grubuna R nin alt halkasi denir. Ayrica Vr € R, Va € [ igin
ar € I (ra € 1) ise, I ya R nin sag (sol) ideali denir. Burada I, R nin hem sag ideali hem
de sol ideali oluyor ise, I ya R nin ideali denir. Her sag (sol) ideal bir alt halkadir ancak

tersinin dogrulugu her zaman gegerli degildir. Ornegin,
n o r ,
= (G Den nred

kiimesi M, (R) halkasinin alt halkas1 olmasina ragmen sol (sag) ideali degildir.

0 ve R ideallerine R halkasinin asikar idealleri denir. R halkasinin kendisi digindaki tiim

ideallerine 6z ideal denir [9].

2.1.4. Tanim R halka ve 0 # r € R olsun. rs = 0y olacak sekilde bir 0z # s € R elemani
bulunuyorsa, r elemanina R halkasinin sifir bolen elemam denir. Sifir bolensiz birimli ve

degismeli R halkasina tamhk bélgesi denir [9].



2.1.5. Tanim R halka olsun. a € R eleman1 i¢in ab = ba = 1; olacak sekilde b € R
eleman1 mevcutsa, b ye a € R elemaninin tersi denir. Burada a ya R halkasinin

terslenebilir elemam denir [9].

2.1.6. Tamim R birimli halka olsun. R nin sifirdan farkli her elemani ¢arpmaya gore

terslenebilirse R ye bolme halkasi denir [9].
2.1.7. Tanim Degismeli bolme halkasina cisim denir [9].

2.1.8. Tanim R tamlik bdlgesi ve S, R nin sifirdan farkli tim elemanlarin olusturdugu kiime
olsun. {% |m ER, n€ S} kiimesi tlizerinde % = % & mn' = m'n bagmtis bir denklik

bagmtisidir. Bu bagmtinin verdigi denklik smiflarindan olusan S™1R = {% |m ERNES }

(134

mb+na ma __ma. . . . .
s S ile taniml “+” ve “.” islemleri altinda cisim yapisina

. . m a
kiimesi, — + - = ——ve
n b nb

sahiptir. ST1R cismine R tamlik bolgesinin kesir cismi denir ve K (R) ile gosterilir [9].

Z tamlik bolgesinin kesir cismi Q dur.
2.2. Modiiller

2.2.1. Tamm R halkas1 ve (M ,+ ) abel grubu igin (r,m) — f(r,m) = rm ile tanimh
f : R Xx M — M fonksiyonu verilmis olsun. Her ,s € R ve her m,n € M igin;
)r(m+n) =rm+rn;

ii)(r+s)m =rm+ sm,

i) (rs)m =r(sm)

kosullar1 saglaniyorsa M ye sol R-modiil denir ve pM ile gosterilir. R birimi 15 olan bir

halka olmak lizere m € M keyfi elemani1 i¢in 1zm = m esitligi saglaniyorsa M modiiliine

iiniter sol R-modiil denir. Bu tanima benzer olarak sag R-modiil tanimi1 da yapilabilir [9].

G abel grup olmak iizere, G bir initer sol (sag) Z-modildiir. Dolayisiyla ,Q sol Z-
modiildiir. Her R halkasi kendi tizerinde tiniter sol R-modiildiir ve xR ile gosterilir. Burada
R =Z, almirsa, Z, sol Z,-modiildiir. Her vektdr uzayi, bir iiniter sol modiildiir. Bu
caligmada tiim modiiller tiniter sol R-modiil olarak alinacaktir ve kKisaca R-modiil yazilisi

kullanilacaktir.



2.2.2. Tanim R halka, M bir R-modiil ve @ # N S M alt kiime olsun. Eger N, (M, +) abel

grubunun alt grubu ve her m € N, her r € R i¢in rm € N oluyorsa, N alt kiimesine M
modiiliiniin bir alt modiilii denir ve N < M yazilis1 ile gosterilir. Bu tanima gore 0 ve M,
M modiiliiniin asikar alt modiilleridir. M modiiliiniin kendisinden farkli alt modiillerine 6z
alt modiil denir. N, M nin 6z alt modiilii ise, N < M ile gosterilir. R halkasinin I 6z sol
ideali aym1 zamanda zR nin 6z alt modiliidir. M modiliiniin keyfi sayidaki alt

modiillerinin kesisimi M nin alt modiliidiir. M bir R-modill ve m € M olsun. Rm =

{rm | T E R} < M alt modiildiir [9].

2.2.3. Tanim M bir R-modiil ve X € M alt kiime olsun. M modiiliinin X alt kiimesini
kapsayan biitiin alt modiillerinin arakesitine M modiiliiniin X alt kiimesi tarafindan
iiretilen alt modiilii denir ve (X) ile gosterilir. X kiimesine (X) alt modiiliiniin iireteg
kiimesi denir. Eger X sonlu kiime ise, (X) alt modiiliine sonlu iiretilmis alt modiil,
X = {m} seklinde tek elemana sahipse (X) = (m) alt modiiliine devirli alt modiil denir.
Eger M = (X) olacak sekilde M nin sonlu bir X alt kiimesi varsa M ye sonlu iiretilmis
modiil ve 6zel olarak M = (m) olacak sekilde m € M elemani varsa M ye m tarafindan
iiretilen devirli modiil denir. Burada (m ) = Rm = {rm | r € R} seklindedir. Ayrica
{N;|i € I}, M nin alt modiillerinin ailesi ise, X = U;¢; N; kiimesinin iirettigi alt modiile

N; modiillerinin toplamu denir. ( X ) = (U;¢; N;) = X1 N; seklinde gosterilir [9].

2.2.4. Tamim M bir R-modiil ve N < M olsun. M/N bolim grubu, rER ve m+ N €
M / N clemanlart igin, r(m+ N) =rm+ N ile tanimli o : R X M / N M / N dis islemine

gore bir R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile M modiiliiniin N alt modiiliine gére boliim

modiilii denir [9].

2.2.5. Teorem M sonlu iretilmis modiil olsun. M nin her boliim modiilii de sonlu
iiretilmistir [9].

Ispat M sonlu iiretilmis R-modiil ve L < M olsun. M sonlu iiretilmis oldugundan, her
v EMve her 1<i<n i¢ginv; E Mver; ER olmakiizere M =< {v,Vy, ..., Uy} >
ve v=rmnv+nv,+e+ny, dir. Her v+L € M/L eleman1  igin
v+l = (v +-+nv,) + L =nrw+L) ++ r(w,+1L) oldugundan

M / 1 =< {fv;+Lv,+1L,...... , U, + L} > bulunur. Dolayisiyla M / 1, sonlu tiretilmistir.



2.2.6. Tanim M bir R-modiil ve {N;};c;, M nin alt modiillerinin ailesi olsun.

DM = XierN;

i) Vi € Iigin N; N ¥, N; = {0}

sartlarin1 saglayan M modiiliine {N;};c; alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplamm ya da
direkt toplam denir. M =@, N; ile gosterilir. Her bir N; alt modiiline M modiiliiniin

direkt toplam terimi denir.

M modiiliiniin N; ve N, alt modiillerini aldigimizda M = N; @ N, olmasi i¢in gerek ve
yeter kosulun M = N; + N, ve N; N N, = 0 oldugu agiktir.

M = M @ {0} seklinde yazilabildiginden M = M +0 ve M = M n {0} = {0} olup M ve
{0}, M modiiliiniin direkt toplam terimleridir. Burada M ve {0} alt modiillerine M

modiiliiniin asikar direkt toplam terimleri denir [19].

2.2.7. Tamim R halka ve I bostan farkli bir indis kiimesi olmak tizere, {N;};c; R-modiillerin
bir ailesi olsun. {a| a:I - U;jgN;, Vi €I icin a(i) € N;} doniisiimlerin  kiimesine
{N;}ic; modiiller ailesinin ¢arpimi denir ve bu kiime [[;¢; N; ile gosterilir. Her i € I igin
a(i) = a; ve a = (a;);g ile gosterelim. Burada @; ye a doniisiimiiniin i. bileseni denir.
Eger I indis kiimesi sayilabilir ise, @« = (a;);¢; = (aq, a3, ..., &;, ... ) seklindedir.

a, B € [lie; N; olmak tizere

Ma=p herieligina; =pf;

(i) a + B = (a;i + Bier

(i) - @ = (~a)igy

(iv) r € R olmak tizere ra = (ra;);¢; ile tanimli cebirsel islemlerine gore [[;; N; bir R-
modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {N;};c; modiiller ailesinin dis direkt ¢arpim denir.

e N = { (@) ier | sonlu sayidai € I igin a; # 0} kiimesi [[;¢; N; modiiliiniin bir alt
modilidiir. @Y, N; alt modiiline {N;};c; modiiller ailesinin dis direkt toplanm denir. [
indis kiimesi sonlu ise, [[ie; N; =B, N; dir. I¢ direkt toplam ile dis direkt toplam
izomorftur ve bu nedenle i¢ direkt toplam ve dig direkt toplam yerine sadece direkt toplam
ifadesi kullanilir [1].

M bir R-modiil olmak iizere, yukarida dig direkt toplam taniminda her bir i € I igin
N; = M alinirsa @®;¢; N; direkt toplamma, M nin kopyalarimn toplam denir ve M@ ile

gosterilir [19].



2.2.8. Teorem (Modiiler Kural) M modiil, K,N ve U da M nin alt modiilleri ve U < N
olsun. Bu takdirde, (U + K)NN =U+ (K nN) dir [1].

Ispat Keyfim € (U+K)NN icinm € (U+K) ve m €N oldugundan m =u + k
olacak sekildeu € U vek € K vardir. U < N verildiginden u € N olur. Bu durumda
k=m-—u dur. N<M oldugundan m € N, u € N iken kK € N olup k € K NN
bulunur. Dolayisiyla m€ U+ (K NN) olur. Tersine; U+(KNN)< (U+K)NN

oldugu agiktir. Buradan istenen elde edilir.

2.3. Homomorfizmalar

2.3.1. Tanim R halka olmak {izere M ve N R-modiilleri verilsin. Asagidaki kosullari
saglayan 1: M — N fonksiyonuna sol R-modiil homomorfizmasi denir.

i) Hera,b € M i¢in Y(a + b) = Y (a) + Y(b) dir,

i) Her a € M ve her r € R igin Y(ra) = ry(a) dir.

Burada herhangi bir sol R-modiil homomorfizmasi kisaca homomorfizma olarak
adlandirllacaktir.  yY:M — N homomorfizma olsun. Egeriy  bire-bir ise
homomorfizmasina bir monomorfizma, Y oOrten ise Y homomorfizmasina bir
epimorfizma ve Y hem bire-bir hem de 6rten ise ¥ homomorfizmasina bir izomorfizma
denir. M ve N modiilleri arasinda bir izomorfizma varsa, M ile N modiillerine izomorf
modiiller denir ve bu M = N ile gosterilir. M modiiliinden N modiiliine tanimlanan tiim
homomorfizmalarin  kiimesi Hom(M,N ) = {i)|  : M — N modiil homomorfizmasi}
ile gosterilir. Burada ¥ : M — M homomorfizmasina endomorfizma adi verilir. M

modiiliiniin tim endomorfizmalarinin kiimesi End (M ) ile gosterilir [9].

2.3.2. Tanim M modiil ve N < M olsun. Her neN igin i(n) = n ile tanimh i:N — M
dontisimii monomorfizma olup i monomorfizmasina icerme monomorfizmasi denir.
mM—M/N, n(m)=m+N ile tanimli doniisimi epimorfizmadir. Bu «

epimorfizmasina dogal (kanonik) homomorfizma denir [9].

2.3.3. Tanim M modiil olmak iizere g(m) = m ile tammh g: M — M fonksiyonu R-
modiil izomorfizmasidir. Bu izomorfizmaya birim (idantik) homomorfizma adi verilir.

M den M ye birim homomorfizmasi I, yazilisi ile gosterilir [9].



2.34. Teorem ¢y : M — N ve ¢ : N — K birer homomorfizma olsun. ¢ p : M — K

bileske fonksiyonu homomorfizmadir [11].

2.3.5. Tanim ¥: M — N homomorfizma olmak iizere, { m € M | ¥ (m) = 0} kiimesine

homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir ve Cek () ile gosterilir. Cek (1) < M alt modiildiir

[9].

2.3.6. Tanim ¥: M — N homomorfizma olmak iizere, { y(m) |m € M } kiimesine, M

modiiliiniin ¥ altindaki homomorfik goriintiisii denir ve Gor(y ) yazilisi ile gosterilir.

Gor(y) < N alt modiildir [9].

mM—M /  dogal homomorfizmast igin Cek(7) = N oldugu agiktir.

2.3.7. Tanim M modiiliiniin asikar direkt toplam terimlerinden baska direkt toplam terimi
yoksa M modiiliine parcalanamaz modiil, M nin asikar direkt toplam terimleri disinda

direkt toplam terimi mevcut ise, M modiiliine parcalanabilir modiil denir [9].

Ornegin M = ,7Z parcalanamaz modiildiir. Gergekten Z = M, @M, oldugunda M, = nZ ve
M, = mZ seklinde olup Z = nZ@mZ < Z = nZ + mZ = ebob(n,m)Z ve nZ N mZ =
0 = ekok(n,m)Z = 0 Z dir. Buradan n = 0 veya m = 0 olur. Dolayisiyla M; = 0 iken
M, =7 veya M; = Z iken M, = 0 olup ;Z parcalanamaz modiildiir. Bunun yaninda

M = Z, olarak alinirsa M modiilii pargalanabilirdir. Ciinkii M = Zg =<2 > @ < 3 > ve

<2>N<3>=0 di.

2.3.8. Teorem (Homomorfizma Teoremi) f: M — N homomorfizma olsun. Bu takdirde,

M/Cek(f) = Gor(f) dir. f epimorfizma ise, M/Cek(f) = N dir [19].

2.3.9. Teorem (1. izomorfizma Teoremi) M modiiliiniin H ve K alt modiilleri i¢in

(H + K)/K <M/, alt modilii olup (H+ K)/K = H/(H A Ky dir [19]

2.3.10. Teorem (2. izomorfizma Teoremi) K < N < M modiiller olsun. Bu durumda

MOS0y =My dir 1291,



2.3.11. Tanim M modiil ve N < M 6z alt modiil olsun. M nin N alt modiiliinii kapsayan N

den baska 6z alt modiilii yoksa, N 6z alt modiiliine M modiiliiniin maksimal alt modiilii

denir. Ornegin p € P olmak iizere < p >= pZ < ,Z maksimal alt modiildiir [11].

2.3.12. Teorem M sonlu iiretilmis modiil olsun. Bu takdirde M nin her 6z alt modiilii M nin
bir maksimal alt modiiliinde kapsanir [11].

Ispat. M = {x1,%5,..,x,} V& N <M &z alt modiil olsun. Nvyi iceren M nin &z alt
modiilleri kiimesini A ile gosterelim. Bu takdirde N 6z alt modiil oldugundan N € A # @
dir. A kiimesi kapsama bagintisina gore sirali kiimedir. I', A kiimesinin tam siral1 bir alt
kiimesi olsun. C ile I' kiimesinin elemanlarnin birlesimini gosterirsek N < C ve I' tam
sirali oldugundan € < M dir. Ustelik C, M nin 6z alt modiilidiir. Eger C, M nin 6z alt
modiilii olmasa M sonlu iretilmis oldugundan sonlu bir {x;, x,, ..., x,} Urete¢ kiimesine
sahip olup I' tam sirali oldugundan I' nin tim x; leri kapsayan bir elemani vardir. Bu
elemana K diyelim. Buradan M € K olur. Dolayistyla M € I bulunur. Bu ise, I' nin se¢imi
ile ¢elisir. Dolayistyla C bir 6z alt modiil olup C € A dir ve C, I' nin bir {ist sinridir. Zorn

Lemmasina gore A kiimesinin bir maksimal elemani1 vardir.

2.3.13. Teorem M modiil ve N < M alt modiil olsun. Bu takdirde M nin N yi igeren tiim alt
modiillerinin kiimesi ile M / N nin tim alt modiillerinin kiimesi arasinda bire-bir esleme
vardir. M / N nin alt modiilleri N € U S M olmak {izere U/ y seklindedir [1].

Ispat N < M oldugundan m: M — M / N dogal homomorfizmasi kullanilarak N € U < M
icin (V) = U/N < M/N elde edilir. Tersine K < M/N ise, U=n"'(K) icin
N=Cek(m)=n"1(0)<U<M ve n(U) = U/N = K oldugundan M/N nin her alt

modiili N < U < M olmak iizere U/ N seklinde olur.

2.3.14. Onerme R halka olmak iizere M bir R-modiil ve U < M 6z alt modiil olsun. U alt
modiiliiniin M de maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her m € M \ U i¢in U +
Rm = M olmasidir [11].

Ispat. (=) Keyfim € M \ U i¢cin U € U + Rm ve U nun maksimalliginden, U + Rm = M
dir.

(<) V, M nin U €V sartim1 saglayan bir alt modiilii olsun. Burada V = M oldugunu

gosterirsek istenen elde edilir. U=V oldugundan m € V \ U eleman1 vardir. Bu takdirde



m € M \ U olup hipotez geregi U+ Rm =M dir. Ayn1 zamanda m € V oldugundan
Rm <V dirveburadan M = U + Rm <V olupV = M dir.

2.3.15 Tamm {M,}n,ez modiller ailesinden ve bunlarin f;: M, — M,_,

homomorfizmalarindan olusan
fn+1 fn fn-1

s M‘l’l+1 —> Mn o n—-1 — ...

dizisinde vn € Z i¢in Gor(f,) = Cek(f,—1) oluyorsa, bu diziye tam dizi adi verilir.

0 — A — B — € — 0 seklindeki tam diziye ise, kisa tam dizi ad1 verilir [1].

f g
2.3.16. Teorem 0 — A < «' C— 0 kisa tam dizisi i¢in asagidaki ifadeler
h k

denktir.
i) hf = I, olacak sekilde bir h: B — A homomorfizmasi vardir;
il) Gor(f), B modiiliiniin direkt toplam terimidir;

iii) gk = I olacak sekilde k: C — B R-modiil homomorfizmasi vardir ve B = A@C dir

Teorem 2.3.16 daki denk kosullar1 saglayan kisa tam diziye parcalanabilir kisa tam dizi
denir [1].

2.4. Noether ve Artin Modiilleri
2.4.1. Tanim M modiil olsun. M modiliiniin alt modiillerinin her

My <My < <M, <o

artan zinciri verildiginde her r > s i¢in M, = M, olacak sekilde bir s pozitif tam sayisi
varsa M modiiliine Noether modiil denir. R halkas: sol R-modiil olarak Noether ise, R
halkasina sol Noether halka denir [9].

1 100 . “e1q- . . 1 1 1
zZ Noether modildiir. Fakat ;,Q Noether modiil degildir. Clinkii (5) c (;) - (2—7) C

- C (i) C -+ bir sonsuz zincir olusturur. Z,, Z-modiilii sonlu oldugundan Noether’dir.

31’1

2.4.2. Tamim M modiil olsun. M modiiliinin alt modiillerinin her
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Mi=>2M, =--=2M, = -
azalan zinciri verildiginde her r > s i¢cin M,, = M, olacak sekilde bir s pozitif tam sayis1
varsa M modiline Artin modiil denir. R halkas: sol R-modil olarak Artin ise, R
halkasina sol Artin halka denir [9].

Zy, Z-modiilii sonlu oldugundan Artin’dir. ;Z Artin modiil degildir. Cinkii (3) 2 (9) ©
(27) o -+ 2 (3™) D --- bir sonsuz azalan zincirdir.

R bolme halkasi ise, idealleri 0 (sifir) ve kendisi oldugundan hem sol (sag) Noether hem de
sol (sag) Artin halkadir.

2.4.3. Teorem M modiil olmak iizere asagidakiler denktir.

i) M Noetherdir;

i) M modiiliiniin alt modiillerinin bostan farkli her kiimesi bir maksimal elemana sahiptir;
iii) M nin her alt modiilii sonlu tiretilmistir [21].

Ispat (i) = (iii) U, M nin keyfi bir alt modiilii olsun. U alt modiiliiniin sonlu iiretilmis
olmadigin1 varsayalim. Bu takdirde U #< v; > olacak sekilde bir v; € U ve U #<
V1,5, > olacak sekilde bir v, € U \< v; > elemanlar1 vardir. Bu sekilde devam edilirse,
Vpy1 EUN<S Y, 1y, ..., >  elde edilir. Boylece M nin alt modiillerinin
< v >CLK vy, V) >C - C< Vg, Vy, .., Vg >C -+ artan sonsuz zinciri elde edilir. Bu ise,

M nin Noether olmasi ile gelisir. O halde U sonlu tiretilmistir.

(iii) = (ii) I, M modiiliiniin alt modiillerinin bostan farkli keyfi bir ailesi ve My € I’
olsun. My, T' nin maksimal elemani degilse, M, € M; olacak sekilde M; € I' eleman:
vardir. M, T' nin maksimal elemani degilse, M; € M, olacak sekilde M, € ' elemam
vardir. Burada I' ailesinin maksimali yoksa, My, ¢ M; € M, C --- € Mg C --- sonsuz zinciri
yazilir. K = U;eyM; olsun. K, M modiliiniin alt modiliidir ve hipotez geregi
K =< kq,ky, ..., kg > olacak sekilde kq, ks, ..., kg € M vardir. Dolayisiyla burada
ki, k,, ..., ks elemanlarini igeren M nin bir K; alt modiilinii bulabiliriz. Buradan

K; = K;,.; = -~ bulunur. O halde I nin maksimal eleman1 vardir.

(ii) = (i) M nin alt modiillerinin keyfi bir M; € M, c --- € M, C --- artan zincirini
alalim. Bu durumda {M;};cy modiiller ailesinin bir M; maksimali vardir. Béylece M; c

M, c --- € M; = Mj,, = --- elde edilir. Dolayisiyla M Noether’dir.
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2.4.4, Teorem M modiil olsun. Asagidaki durumlar denktir.

i) M Artin’dir;

1) M nin alt modiillerinin bostan farkli her kiimesi minimal elemana sahiptir [3].

Ispat (i) = (ii) A, M nin alt modiillerinin bostan farkli bir kiimesi olsun. A # @

oldugundan M; € A olacak sekilde M; < M vardir. |A| = 1 ise, M, istenendir. |A|= 2

olsun. M;, M , € A karsilastirilabilirse, M, € M, yazilabilir. Bu yontemle ... € M, €
- © M, © M, zinciri elde edilir. M Artin oldugundan en az bir n, € N vardir 6yle Ki;

her k € Nigin M, =M, ,o0lup M, , A nmin minimal elemanidir.

(i) = (i) M nin M; 2 M, 2 --- olacak sekilde herhangi bir azalan zincirini g6z Oniine
alalim. (ii) den {M;};cy ailesinin bir M; minimal eleman: vardir. O halde M; = M;,; olup

M Artin’dir.

2.4.5. Teorem 0 — M — N — K — 0 kisa tam dizi olsun. N modiiliiniin Artin (Noether)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M ve K nin Artin (Noether) olmasidir [17].

Ispat Genelligi bozmadan i: M — N yi igerme monomorfizmas olarak alalim. Bu takdirde

i(M) =Gor(i) =M olup dizi tam oldugundan N / M = K izomorfizmas: mevcuttur.

Izomorfizma farki gozetmeden N / m = K olsun. N modiiliiniin Artin oldugunu kabul

edelim. Bu takdirde Teorem 2.4.4 ten N modiiliiniin alt modiillerinin bostan farkli her
kiimesi bir minimal elemana sahip olup M alt modiiliiniin de alt modiillerinin bostan farkli

her kiimesi bir minimal elemana sahiptir. Tekrar Teorem 2.4.4 uygulanirsa M alt
modiiliiniin Artin oldugu goriiliir. Simdi V/ 3 nin alt modiillerinin bir E;" 2 E;' 2 E3’" 2
--» azalan zincirini alalim. Teorem 2.3.13 geregince bu dizi ile eslenen N nin M yi igeren alt
modiillerinin bir E; 2 E, 2 E5 2 -+- azalan zinciri vardir. N Artin oldugundan 6yle bir s
pozitif tam sayis1 vardir ki her r > s i¢in E, = E dir. Buradan N /  deki alt modiillerin
zinciri dikkate alinirsa dyle bir s pozitif tam sayis1 vardir ki her r > s i¢in E,” = E{’ olur.

Buradan /), bsliim modiliiniin Artin oldugu gériiliir. V/), = K oldugundan K Artin’dir.

Tersine; M ve N / )y modillerinin  Artin  oldugunu varsayalim. N modiiliiniin  alt
modiillerinin bir azalan zinciri E; 2 E, 2 E5 2 -+ olsun. Simdi
EENM2E,NM2E;NM ..

ve
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(E1+M)/MQ(E2+M)/MQ(E3+M)/M2"'

azalan zincirleri yazilir. M Artin oldugundan her n € N i¢in E,. N M = E,.,,, N M olacak

sekilde r € Z* pozitif tamsayisi ve N / M Artin oldugundan her n € N i¢in (Bi + M)/ M=

(Eiem + M)/  olacak sekilde k € Z.* pozitif tamsayisi vardir. Z* iyi sirali oldugundan

r = k secimini yapabiliriz. r > k oldugundan E, 2 E,., E, "M 2 E, N M ve

(Ex + M) /s = (E, + M) /y dir. Buradan E + M = E, + M esitligi elde edilir. Simdi

E, =E.N(E,+M)=E N (Exyr+ M) =Epyr + E, O M = Epyp + Exyr N M = Epy,
olup N azalan zincir kosulunu saglar. Dolayisiyla N Artin’dir. Benzer ispat yontemi ile

Noether kosulunun gerg¢eklendigi goriiliir.

2.4.6. Sonu¢ R halka ve M,,M,, ..., M,, R-modiiller olmak tizere M =M, @ M, D ... D
M,, nin Noether (Artin) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i = 1,2, ...,n igin M; nin
Noether (Artin) olmasidir [19].

Ispat n iizerine tiimevarimla gosterelim. n = 2 i¢in dogrulugunu gosterelim. 0 — M; —

M; @ M, — M, — 0 kisa tam dizisi i¢in Teorem 2.4.5 uygulanirsa istenen elde edilir.
2.5. Projektif, Injektif ve Serbest Modiiller

2.5.1. Tanim M, N ve P modiil olsun. Satir tam dizi olmak lizere eger asagidaki diyagram

degismeli ise, P modiiliine M-projektiftir denir.

M——N—0
Bir baska deyisle; yukaridaki diyagramda f keyfi bir epimorfizma olmak iizere f,g

homomorfizmalar1 i¢in g = fh  olacak sekilde bir h: P—— M homomorfizmasi

e . . : f
bulunursa, P ye M-projektiftir denir. Eger bu diyagramdaki M —— N — 0 satir tam

dizisi keyfi alinirsa P ye projektif modiil denir [1].
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2.5.2. Tanim M,N ve K modil olsun. Verilen her g: K — N monomorfizmas: ve her
f:K — M homomorfizmasi i¢in f = hg olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmasi

bulunabilirse, M modiiliine N-injektiftir denir.

0—K—1N

/" h
iy
M
Yukaridaki diyagramda 0 — K N satir tam dizisi keyfi alinirsa M ye injektif modiil

denir [1].

2.5.3. Tanim M bir modiil ve N < M olsun. M modiiliiniin sifirdan farkli her alt modiiliiyle
N alt modiiliiniin kesisimi sifirdan farkli ise, N alt modiiline M modiiliiniin biiyiik alt
modiilii denir. Ayrica bir monomorfizmanin goriintiisii biiyiik ise, bu monomorfizmaya
biiyilk monomorfizma adi verilir. E injektif bir modil ve f:M < E biyik
monomorfizma ise, E injektif modiiline M modiiliniin injektif biiriimii denir ve bu

durum E (M) ile gosterilir [1].

2.5.4. Teorem F modiil olmak tizere X = {x;| k € K} de F nin alt kiimesi olsun. Bu
durumda asagidaki iki kosul denktir:

1) Her a € F elemani, sadece sonlu sayida 7, katsayilari sifirdan farkli (veya hepsi sifir)
olmak tizere, tek tiirlii olarak Y,pcx 17Xk seklinde yazilabilir.

ii) Her k€ K i¢in f,(r) = rx; seklinde tanimlanan f,: R — Rx; fonksiyonu bir

izomorfizma olup F = @i Rx), dir [1].

2.5.5. Tanim Bir 6nceki teoremdeki denk kosullardan birini saglayan F modiiliine serbest
modiil, X = {x; | kK € K } kiimesine de F modiiliiniin serbest iiretenler kiimesi veya

kisaca tabam denir [9].

Her R halkasi kendisi tizerinde serbest modiildiir. Clinkii taban olarak {1z} alinabilir. Her

vektor uzay1 bir tabana sahip oldugundan, vektor uzaylar: birer serbest modiildiir.

2.5.6. Tanim U modiil ve M < U olsun. Bu takdirde U modiiliine M nin genislemesi denir
[24].
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2.5.7. Teorem (Baer Kriteri) R halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin injektif
olmasi igin gerek ve yeter kosul her I € R sol ideali i¢in f:1 — M homomorfizmasinin

g: R — M homomorfizmasina genisletilebilmesidir [1].

2.5.8. Yardimci Teorem M injektif modiil ise, M modiliiniin her direkt toplam terimi
injektiftir [1].

2.5.9. Teorem (Gomiilme Teoremi) R herhangi bir birimli halka olsun. Her R-modiil bir

injektif R-modil i¢ine gdmiilebilirdir [11].

2.5.10. Teorem M modiil olsun. M nin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin
kendisini kapsayan her modiilde direkt toplam terimi olmasidir [19].
Ispat (=) M injektif modiil ve M < U olsun. Bu takdirde i icerme fonksiyonu ve I, birim

doniisiim olmak tizere asagidaki diyagram degismelidir.

0 M [ U
IM\L el
M/_’

m € U keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde g(m) € M olup gi = I); oldugundan g(m) =
g(g(@m)) olur. Buradan m — g(m) € Cek(g) olur. Bu durumda m = g(m) +
(m—g(m)) € M+ Gek(g) olup U< M+ Cek(g)<U dan U=M + Cek(g) elde
edilir. m € M n Cek(g) keyfi elemanini alalim. gi = Ij; oldugundan m = g(m) = 0 olup
m = 0 bulunur. Dolayisiyla U = M @ Cek(g) dir.

(&) Teorem 2.5.9 geregince M modiilii injektif bir U R-modiilii i¢ine gdomiilebilirdir (M,
bir injektif modiiliin alt modiiliidiir). Hipotezden ve Yardimci Teorem 2.5.8 den M,

injektiftir.

2.5.11. Teorem R herhangi bir birimli halka olsun. Her R-modiil bir serbest R-modiiliin

homomorfik goriintiistidiir [11].
2.6. Basit ve Yari-Basit Modiiller

2.6.1. Tanom R halka ve M sifirdan farkli R-modiil olsun. M modiiliiniin asikar alt

modiillerinden bagka alt modiilii yoksa M ye basit modiil denir [12].
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Omegin p € P olmak iizere Z, Z-modiilii basittir. K cisim olmak iizere xK nm alt

modiillleri sadece 0 ve K oldugundan gK basittir.

2.6.2. Onerme R halka olmak iizere M basit R-modiil olsun. {0}, M modiiliiniin maksimal
alt modiiliidiir ve sifirdan farkli her m € M elemani icin Rm = M olup M devirlidir [11].

Ispat. M basit modiil oldugundan {0} alt modiiliinii kapsayan M nin kendisinden baska alt
modiilic yoktur. Buradan maksimal alt modiil tanimi geregi {0}, M nin maksimal alt
modiiliidiir. Keyfi 0 # m € M elemani i¢in Rm, M nin bir alt modiilidiir ve m € Rm dir.

Boylece {0} # Rm ve M basit oldugundan Rm = M olup M devirlidir.

2.6.3. Teorem R halkas: i¢in asagidaki ifadeler denktir.

i) R bolme halkasidir;

il) gR basit modiildiir;

iii) Ry basit sag R-modiildiir.

Ispat (i) = (ii) 0 # I S R sol idealini alalim. 0 # a € I elemam vardir ve I sol ideal

oldugundan a € R ve R bdlme halkasi oldugundan a™*a = 1; € I = R elde edilir.

(ii))= (@) 0#a€R alalim. 0+# Ra S R sol ideal ve zR basit modiil oldugundan
Ra=1=R olup Ra=R dir.1; € R = Ra i¢in 1; = ba olacak sekilde b € R vardir.
0 # Rb = R, 1z = cb olacak sekilde ¢ € R vardir. Buradan ¢ = c1z = c(ba) = (ch)a =
1za = a olup buradan ba = 1z = ab oldugu goriiliir. O halde R nin sifirdan farkli her

elemaninin tersi mevcut olup, R bélme halkasidir.
(i) < (iii) Benzer sekilde yapilir.

2.6.4. Teorem M modiil ve N < M olsun. M nin N alt modiiliiniin maksimal olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul M / y boliim modiiliiniin basit olmasidir [21].

Ispat (=) N, M nin bir maksimal alt modiilii ve K/N < M/N olsun. Burada N < K dur.
N, M nin maksimal alt modiilii oldugundan N = K veya M = K dir. O halde M / N hin alt
modiilleri N/, veya M/, dir. O halde M/y; boliim modiilii basittir.

(&) M/N basit olsun. N < K <M olacak sekilde K alt modiiliinii alalm. Buradan
N/y < K/y < M/y olur. M/ basit oldugundan K/ =M/ olup K = M veya
K = N dir. O halde N, M nin maksimal alt modjiliidiir.
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2.6.5. Tanim R halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin her alt moduli M de bir

direkt toplam terimi ise, M ye yari-basit modiil denir [12].

Z, Z-modiiliinii alalm. N = {0, 2} < Z, alt modiilii, direkt toplam terimi olmadigindan Z,
yari-basit degildir.

Ze Z-modiillinii alalim.

N

{0,2,4} {0,3} ve Z; = {0,2,4} @ {0, 3} oldugundan Z, yari-basittir.

N,

M modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin toplamima M nin destegi denir ve Des(M) ile
gosterilir. M nin basit alt modiilii yoksa, Des(M) = 0 dir [21].
Tanim 2.6.1 ve Tanim 2.6.5 e dikkat edilirse 0 alt modiilii yari-basittir fakat basit degildir.

2.6.6. Yardimci Teorem M sifirdan farkli herhangi bir yari-basit modiil ise, basit bir alt
modiil igerir [12].
fspat m, M nin sifirdan farkli sabit bir elemani olsun. Zorn Lemmasindan m ¢ N olacak

sekilde M nin bir maksimal N alt modiilii vardir. Hipotez geregi N, M nin direkt toplam
terimidir ve M = N@K olacak sekilde K alt modiilii mevcuttur. Teorem 2.6.4 geregi M / N

basittir. Teorem 2.3.13 ten K basit modiildiir.

2.6.7. Yardimci Teorem M = Des(M) olsun. Bu takdirde,

1) M yari-basittir,

ii) M nin her alt modiilii basit alt modiillerin direkt toplamidir [1].

Ispat M = Des(M) oldugundan M = Y;cx M; basit modiillerin toplanmi seklinde
yazilabilir.

i) U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. T = {L € K | U + (N1e, M) = U @© (D1, M)}
kiimesini " € " alt kiime olma bagintistyla alarak bir kismi sirali kiime elde ederiz. @ € T
oldugundan I' # @ dur. Zorn Lemmasini1 uygulamak i¢in herhangi bir A € T zincirini
alalim. Ly = Upepa L € T oldugunu gosterelim.

u+m; +--+my =0
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olacak sekilde iy,iy,..,i, € Lo; u €U, m; € M; (t = 1,2,..,n) bulunursa, A zincir
oldugundan iy, i,, ..., i,, indislerini i¢eren bir L € I" vardir. O halde

u=my =--=m; =0
dir. Dolayisiyla Ly € I' dir. Ly in A nin st sinir1 oldugu agiktir. Zorn Lemmasindan I' nin
bir J maksimal eleman1 bulunur. N = U @ (0 ¢; M;) olsun. Keyfi k € K alalim. ] nin
maksimal olmasindan dolayr N + M, = N @ M, olamaz. Dolayisiyla NN\M;, # 0 dir. M;,
basit oldugundan NNM;, = M,, yani M;, € N dir. Boylece

M= M, =N

dir.

i) U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. (i) den dolay1 M = U & (D ¢; M;) olacak

sekilde J € K alt kiimesi bulunur. (i) yi €0 j; M; alt modiiliine (U nun yerine) uygulayarak

M = (Dic; M) (D je; M) elde ederiz. O halde U = M /(@ja M) =@ ; M; dir.

2.6.8. Teorem Bir M sol R-modiilii igin asagidaki 6zellikler denktir.
i) Her U < M igin U = Des(U) dur;

i) M = Des(M) dir;

1ii) M basit alt modiillerinin direkt toplamina esittir;

IV) M yari-basit modiildiir [1].

Ispat (i) = (ii) Aciktir.

(if) = (iii) Yardimci Teorem 2.6.7 (i) nin ispatinda U = 0 almarak M =€ ;¢; M; elde

edilir.
(iii) = (iv) Yardimci Teorem 2.6.7 (i) den istenen elde edilir.

(iv) = (i) Keyfi bir U < M alt modiili i¢in Des(U) < U oldugu agiktir. (iv) den dolayi
M = Des(U) @ N olacak sekilde bir N < M alt modiili bulunur. Modiiler kuraldan
U = (Des(U) + N)nU = Des(U) + (N n U) elde ederiz. iki durum olabilir:

l1.durum. N NU = 0dir. O halde U = Des(U) dur.
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2.durum. NNU # 0 dir. Bu durumda 0 #n € NNU elemanim1 alalim. Rn < NNU
devirli alt modiiliiniin n yi igermeyen tiim alt modiilleri kiimesini I' ile gdsterelim:
['= {V <Rn | n ¢ V}. < alt modiil olma bagmtisiyla, I' kismi sirali kiimeye doniisiir.
0 €T oldugundan T # @ dir. Zorn Lemmasim uygulamak i¢in T' da bir {V,};cr zinciri
alalim. O halde Vy = U¢erVe < Rn dir ve n &V, oldugundan V, €T dir. Zorn
Lemmasindan I' da bir W maksimal eleman1 bulunur. Aslinda W, Rn nin de maksimal alt
modilidiir. Clinkt, W < W* < Rn olacak sekilde bir W* alt modiilii aldigimizda, W nin T’
da maksimal olmasindan dolayr W* & I' dir. Boylece n € W* gergeklesir. O halde
W* = Rn elde edilir.

Simdi (iv) den dolay1 W, M de dolayisiyla Rn de direkt toplam terimidir. Yani Rn = W @
X olacak sekilde bir X < Rn < N N U alt modiilii vardir. W, Rn de maksimal alt modiil

oldugundan Teorem 2.6.4 geregi Rn/ w # 0 bolim modilii basittir. O halde buna izomorf

olan X # 0 alt modiilii de basittir. Dolayisiyla X € Des(U) N (N N U) = 0 geliskisi elde

edilir. Boylece sadece 1. durum olabilir.

Bu teoreme dikkat edilirse, yari-basit modiiller basit modiillerin direkt toplami oldugundan,

bir basit modiiliin ayn1 zamanda yari-basit oldugu sdylenebilir.

Tanimdan Des(M), basit alt modiillerin toplami olarak yari-basittir. N, M nin yari-basit alt
modiilii olsun. Bu takdirde N, i: N — M icerme doniisiimiiniin goriintiisii olarak Des(M)

de igerilir. Yani Des(M), M nin en biiyiik yari-basit alt modiiliidiir [11].

0 # n kare ¢arpansiz bir tamsay1 iken Z/nZ yari-basit Z-modildiir

n=0ven = 1igin Des(%/,, )= 0dr.

n = p asal alinirsa, Z/pZ Z-modiil olarak basittir. O halde Des (Z/pZ ) = Z/pZ dir.
Eger n nin 1 < q < n olacak sekilde en az bir g tamsay1 boleni varsa qZ/nZ , Z/nZ in

n

sifirdan farkli 6z alt modiiliidiir. i = 1,2, ....n olmak iizere P! nz = /p-Z oldugundan
l

nz ~bolim  modila Z/nZ nin  basit alt modilidir. O  halde
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n n

Zk p; = (Z%;lpilz)/ — P1Pk

i=1 nz nZz

Z
/ nz < Des(z/nz) olur. Diger taraftan n = qn,

olacak sekilde g bdleni i¢in qZ/nZ boliim modiiliiniin Z/nZ nin basit alt modiilii olmasi

icin ny sayisi pq, Py, ..., Px asal sayilarindan biri olmalidir. Aksi halde qZ/nZ nin mertebesi

n

Z
asal olmaz ve buradan qZ/nZ basit olamaz. O halde Des(%/, ) = PP2Pk /nZ dir. Ozel

olarak DeS(Z/nZ ) = Z/nZ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n = p;p, ... p, olmasidir.

2.6.9. Sonu¢ Asagidakiler saglanir.

1) Yari-basit modiiliin her homomorfik goriintiisii yari-basit modiildiir.

i) Yari-basit modiillerin toplami yari-basittir [11].

Ispat. (i) M yari-basit modiil ve f: M — N epimorfizma olsun. Teorem 2.6.8 den M nin
her alt modiilii bir direkt toplam terimidir. O halde Cek(f), M nin bir direkt toplam
terimidir. Bu durumda M = Cek(f) @ K olacak sekilde M nin bir K direkt toplam terimi

mevcuttur. Bu takdirde, M/Cek(f) = K yazilir. f:M — N bir epimorfizma oldugundan

M/Cek(f) = N olup buradan N = K olur. Yardimct Teorem 2.6.7 den M yari-basit

modiiliiniin K alt modiilii de yari-basittir. Dolayisiyla buna izomorf olan N R-modiilii de

yari-basittir.

(if) Teorem 2.6.8 den her yari-basit modiil basit modiillerin toplami oldugundan yari1 basit
modiillerin toplam1 da yine basit modiillerin toplamidir. Dolayisiyla yari-basit modiillerin
toplamu1 yari-basittir.

Simdi sol yari-basit halka kavramini verebiliriz.

2.6.10. Teorem Bir R halkasi i¢in asagidaki durumlar denktir.
(i) Her sol R-modiil yari-basittir;

(ii) Her sonlu tiretilmis sol R-modiil yari-basittir;

(iii) Her devirli sol R-modiil yari-basittir;

(iv) gR yari-basittir [12].

Ispat (i) = (ii) = (iii) = (iv) A¢iktir.
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(iv) = (i) M keyfi bir R-modiil m € M olsun. Her r € R i¢in f(r) = rm ile tammh

f:R — Rm doniisimi epimorfizmadir ve Homomorfizma teoremi geregi R /C ek(f) =

Rm dir. Sonu¢ 2.6.9 (ii) geregi Rm yari-basit R-modiil olup Sonug¢ 2.6.9 (ii) geregi
M = Y,,em Rm oldugundan M yari-basittir.

Bu teoremde verilen denk kosullardan herhangi birini saglayan R halkasina sol yari-basit
halka denir [12].

2.6.11. Onerme Herhangi bir R halkas: iizerindeki yari-basit M modiilii i¢in asagidakiler
denktir.

i) M basit alt modiillerinin sonlu bir ailesinin direkt toplamidir;

i) M Noether’dir;

iii) M Artin’dir;

iv) M sonlu tretilmistir [17,19].

Ispat (i) = (ii) ve (i) = (iii) Basit modiiller Noether (Artin) dir. Sonug 2.4.6 geregince
Noether (Artin) modiillerin (i¢) direkt toplami da Noether (Artin) dir.

(i) = (iv) Onerme 2.6.2 geregi basit modiiller devirlidir. M basit alt modiillerinin sonlu

bir ailesinin direkt toplami oldugundan M sonlu tiretilmistir.

(ii) = (i) ve (iii) = (i) (i) kosulunun saglanmadigini kabul edelim. Bu taktirde, M basit
alt modiillerinin sonlu bir ailesinin direkt toplami olarak yazilamaz. M yari-basit
oldugundan M basit alt modiillerinin bir (direkt) toplamidir. O halde M basit alt
modiillerinin sonlu olmayan bir ailesinin direkt toplam1 olarak yazilir. M = ),;c, S5 olsun.
S5cS+S,c-(..0o85 +S,285;) M nin artan (azalan) sonsuz zinciridir. O halde M

Noether (Artin) degildir. Dolayisiyla (ii) ve (iii) saglanmaz.

(iv) = (i) M sonlu tiretilmis olsun. Bu takdirde M = Rm,; + Rm, + --- + Rm,, kosulunu
saglayacak sekilde mq,m,,...,m, € M elemanlar1 vardir. M yari-basit oldugundan
M = Y34 Sy kosulunu saglayan S, yari-basit alt modiilleri vardir. M sonlu iiretilmis
oldugundan M sonlu sayida basit alt modiillerin toplami formunda yazilir. Dolayisiyla her
1<i<r igin m; € S,1i1 + 5,11.2 + -+ SAiri olacak sekilde A nm sonlu sayida A;
elemanlar1  vardir. Buradan her 1<i<r i¢cin Rm; S S)lil + 5,11.2 + -+ SAiT"
bulunur. M = Rmy + Rmy + -+ Rm, = (S,  +S3, %+ +S1,7) + -+ (S, +

S,lnz ot S/lnr) yazilir. (Shl + 5112 4ot S/llr) + .4 (Slnl + Slnz + e+ S;Lnr) =
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Sy, + Sy, + -+ S, diyelim. Buradan M =S, +S,, +--+S, dir. Her 1€ A igin
Sa N (XazpeaSp) = 0 oldugundan her 1 <i <7 icin 53 N (Zi:/:j,/leAS/lj) =0 oldugu

agiktir. Sonug olarak M = §; + S, + -+ + S, direkt toplami elde edilir.

2.6.12. Sonug Bir sol yari-basit halka hem sol Noether’dir hem de sol Artin’dir [12].
Ispat R sol yari-basit halka olsun. Bu takdirde, zR yari-basit olup xR sonlu iiretilmis

oldugundan Onerme 2.6.11 geregi xR Artin ve Noether’dir.

2.6.13. Onerme Bir P sol R-modiiliiniin projektif olmasi igin gerek ve yeter kosul bir

serbest sol R-modiiliin direkt toplam terimi olmasidir [12].

Bu Onermeyi kullanarak simdi (sol) yari-basit halka sinifinin  homolojik

karakterizasyonunu verebiliriz.

2.6.14. Teorem Bir R halkasi lizerinde asagidaki durumlar denktir.

i) R sol yari-basittir;

ii) Her sol R-modiil projektiftir;

iii) Her sonlu tiretilmis sol R-modiil projektiftir;

iv) Her devirli sol R-modiil projektiftir [12].

Ispat (i) = (ii) M keyfi bir sol R-modiil olsun. A bir indis kiimesi olmak iizere bir
P:R™ — M epimorfizmast mevcuttur. R®) projektif ve hipotez geregi yari-basit olup
R®W = Cek(y) @ K olacak sekilde K < R™ alt modiilii vardir. Onerme 2.6.13 geregi K

projektif olup K = R(A)/Cek(zp) = M projektiftir.

(ii) = (iii) = (iv) Aciktir.

(iv) = (i) Keyfi I S R sol idealini alalim. (iv) den R / 1 S0l R-modiilii projektiftir.

S
Q’/' l[ R/, (birim doniistimii)
PN N
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na = IR /) olacak sekilde a:R/ ; — R homomorfizmasi vardir. Bu ise, Teorem 2.3.16
geregi
i T R
0—>I->R- / 1 0
kisa tam dizisinin parcalanabilir olmas1 demektir. Dolayisiyla I @ K = gzR olacak sekilde

K < R sol ideali mevcuttur. Sonug olarak R yari-basittir.

2.6.15. Teorem Bir R halkasi lizerinde asagidaki durumlar denktir.

1) R sol yari-basittir;

if) Her sol R-modiil injektiftir [12].

Ispat (i) = (ii) Teorem 2.6.10 geregi tiim sol R-modiiller yari-basittir. M herhangi bir
modiill ve M € N olsun. Teorem 2.6.10 geregi N yari-basit olup M @ K = N olacak
sekilde K < N alt modiilii vardir. Teorem 2.5.10 geregi M injektiftir.

(i) = (i) I € R sol ideal olsun. (ii) geregi I injektif R-modiil olup Yardimci Teorem
2.5.8 den zR =1 @ K olacak sekilde K < R sol ideali vardir. Dolayisiyla zR sol yari-
basittir.

2.6.16. Teorem (Osofsky) R herhangi bir halka olsun. R nin sol yari-basit olmasi igin gerek

ve yeter kosul her devirli sol R-modiiliin injektif olmasidir [10].

Buraya kadar sol yari-basit halkalarin bazi karakterizasyonlar1 verildi. Simdi ¢alismamiz
icin 6nemli olan bu halka sinifinin tim yapisini veren kisimlar verilecektir. Bu yapiy1
verenler Wedderburn ve Artin’dir. Weddernburn-Artin Teoremi olarak bilinen teorem (sol)
yari-basit halkalar sinifinin tamamen belirlenmesini saglar. Wedderburn-Artin Teoremi'nin
formiilasyonuna ge¢meden, Once sol yari-basit halkalardan bazi ornekler olusturmak
yararli olacaktir. D bir bélme halkasi ise, sol modiiller D iizerinde sol vektor uzaylaridir.
Burada daha fazla érnek iiretmek icin (sonlu) matris halkalar1 kullanilacaktir. Oncelikle,

tam bir matris halkasinda ideallerin siniflandirilmasinda asagidaki temel sonucu verelim.

2.6.17. Teorem Birimli R halkasindan katsayili n X n tipindeki matrislerin halkas1 M, (R)
olsun. M < M,,(R) nin bir ideali ise, M = M, (I) olacak sekilde bir I € R ideali vardir
[12].

Ispat 1 = {a € R|en az bir (aij) € Migina = a11} kiimesini alalim. 0 € M oldugundan

0 €l +#@ dir. Keyfi a,b €1 elemanlart i¢in a — b € I oldugu agiktir. a €I ve r €R
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olsun. Bu takdirde, en az bir ¥';_; a;;E;; € M elemani igin a = a,; dir. M bir ideal
oldugundan arEyq = E11(X}j=1 aijEij)TE1; € M dir. O halde ar € I dir. Benzer sekilde
raEy; = rE11 (X1 j=1a;jEij)E11 € M oldugundan ra € [ dir. Dolayistyla I, R nin idealidir.
Simdi M = M, (I) oldugunu gosterelim. }i';; a;;E;; EM ve 1<k, [ <n olsun.
A E11 = E1 (X j=1 @ijEij)Ey € M dir. Bundan dolayt 1 <k, I <n igin a €1 dir.
Buradan Y- a;;E;j € Mp(I) olup M € M,(I) kapsamasi elde edilir. Tersine;

ij=1bijEij € My(I) ve 1 <k, I <n olsun. Bu takdirde, };';_; c;;E;; € M eleman1 i¢in
bx_; = cq4 dir. M bir ideal oldugundan; by, Eyx; = ¢11Ex; = Ex1 (Xfj=1 ¢ijEij)E1; € M olup

tj=1bijE;j € M dir. Buradan da M,(I) €M kapsamasi elde edilir. Sonug olarak

M = M, (I) dir.

Asagida verilen teoremde bir bolme halkasi iizerindeki bir matris halkasinin 6zellikleri

detayli olarak ifade edilmistir.

2.6.18. Yardimci Teorem (Jordan-Holder Teoremi) Bir M modiiliiniin, bir kompozisyon

(bileske) serisi varsa tiim kompozisyon (bileske) serileri ona denktir [3].

2.6.19. Teorem D bolme halkasi ve R = M,,(D) olsun. Bu takdirde;

i) R sol yari-basittir, sol Artiniandir ve sol Noetheriandir;

i) R izomorfizma farki ile bir tek V sol basit modiiliine sahiptir ve RR = V (™ dir;

iii) D = End( gV) halka izomorfizmasi vardir [12].

Ispat Burada R = M, (D), sol D-vektdr uzayi olarak goriilebilir. boy( gpD) = n? oldugu
aciktir. D alt vektdr uzaylari R nin sol idealleri oldugundan, Teorem 2.6.10 ve Onerme
2.6.11 geregi R Artinian ve Noetheriandir. V, sag D-vektor uzayr olarak goriilen, n-li
stitun uzayr D™ olsun. R = M,,(D) halkasit matrislerde ¢arpmaya gore V iizerine soldan
carpim olarak etki eder. Bundan dolay1 V yi bir sol R-modiil olarak alabiliriz. Burada
aslinda R yi, lineer doniisiimlerin matris gosterimini kullanarak End(Vp) ile
tanimlayabiliriz. Dolayisiyla gV basit R-modiildiir

Simdi B; (1 <i < n) i. slitun hari¢ diger siitunlariin tamami sifir olan matrislerden
olusan R nin sol idealleri olmak tizere R = B;DB,D ... DB, direkt toplam ayrigimini
g6z oniine alalim. Bir sol R-modiil olarak B; nin RV ye izomorf oldugu agiktir ve boylece
rR = @[-,V yari-basittir. Bu ise R halkasinin sol yari-basit oldugu anlamina gelir. Simdi

V nin tekligini gosterelim. Diger basit sol R-modiil W olsun. W = R/m oldugundan bazi
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maksimal sol idealler i¢in m < R dir. W, LR nin boliim bilesenidir. Jordan- Holder

Teoreminden W = V dir.

Son olarak E = End(gV) yi bulahm. v € V,d € D olmak tizere v.A(d) =v.d ile
tanimlt A:D — E dogal halka homomorfizmasini alalim. Burada eger A nin bir
izomorfizma oldugu gosterilirse istenen elde edilir. D, V}, tizerinde birebir oldugundan A

nin birebir oldugu agiktir. A nin 6rten oldugunu gostermek i¢in f € E elemanini alalim.
1 d
[0} [+
- -
k lf:k |  (@eD),
J o\

yazilisindan asagidaki esitlige sahibiz.

/al\ /a100 é\f:aloo f=a15d=ailA(d)
P A0 000

0

*

Buradan f = A(d) elde edilir.

Daha fazla yari-basit halka 6rnegi iiretebilmek i¢in halkalarin sonlu direkt carpimlarinda

asagidaki 6nerme verilebilir.

2.6.20. Onerme Ry, R, ..., R, sol yari-basit halkalar olsunlar. Bu takdirde R = R; X R, X
... X R, direkt carpimu sol yari-basit halkadir [12].
Ispat Her B;j, R; nin bir minimal sol ideali olmak tizere R; = B;1DB;,D ... OB,
olsun. R;, R nin bir idealidir, ayrica B;; R nin bir minimal sol idealidir.
rRR = Ri®R;® ... ®R, = @, ;B;; yazihsindan R nin yari-basit oldugu gorilir.
Dy, D,, ..., D, bolme halkalar1 olmak {izere keyfi nq, n, ..., n,- dogal sayilar1 i¢in

M, (D;) X M, (D2) X ... X M, (D;)
Teorem 2.6.19 ve Onerme 2.6.20 geregi bir sol yari-basit halkadir. Bu bize sol yari-basit

halkalarin 1yi bir 6rnek toplulugunu verir.

2.6.21. Yardimci1 Teorem (Schur’un Yardimci teoremi) R herhangi bir halka ve RV basit
sol R-modiil olsun. Bu takdirde, End ( gV) bolme halkasidir [12].

Ispat 0 # f € End (zV) olsun. Bu takdirde, Gor(f) # 0 ve Cek(f) # V dir. Gor(f) ve
Cek(f) in her ikisi de V nin alt modiilleri oldugundan Gor(f) =V ve Cek(f) = 0 olup f
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End (gV) de terslenebilir elemandir. Bu ise, End (gV) nin bolme halkasi oldugu

anlamina gelir.

2.6.22. Onerme M bir R-modiil ve M nin endomorfizmalarinin halkas1 E = Endg (M)
olsun. Endg( M™) = M, (E) dir [13].

Ispat &§:M—M M j jcerme doniisiimiinii ve ;: M™ — M i. projeksiyonunu alalm.
Keyfi F:M™ — M®™ endomorfizmasi igin fij = miFej € E olsun. a(F) = (f;;) ile

tanimh a: Endg( M™) — M,,(E) déniisimii halka izomorfizmasidir.

2.6.23. Teorem (Wedderburn-Artin Teoremi) R herhangi bir sol yari-basit halka olsun. Bu
takdirde ny,n,,..,n, pozitif tam sayilar1 ve D;,D,,..,D, bdlme halkalari igin
R = M, (D) X M,,(Dy) X ... X M, (D;) dir. Burada r sayist (ny,D,),...,(n.,D,)
ciftleri gibi teklikle belirlidir. R {izerinde tam r tane karsilikli izomorf olmayan sol basit
modiiller vardir [12].
Ispat R sol yari-basit halka olsun. zR yi minimal sol ideallerin (veya basit alt modiillerin)
sonlu direkt toplamlar1 olarak yazalim. Bu yazilisi izomorfizmanin tiirlerine gore sol
modiiller olarak gruplandirip, V3, V,, ..., V, karsilikli olarak birbirine izomorf olmayan basit
sol R-modiiller olmak iizere

L=V, ™ ey (1)
seklinde yazabiliriz. V keyfi bir basit sol R-modiil ise, V' zR nin bir béliimiine izomorftur
ve bundan dolay1r (Jordan-Holder Teoreminden) bazi V; lerle izomorfiktir. O halde
{Vi, Vs, ..., V. } kiimesi karsilikli izomorf olmayan biitiin basit sol R-modiillerin kiimesidir.
Simdi (1) deki iki modiiliin, sol modiillerin endomorfizmlerinin sagda yazili oldugu seklini
kullanarak R-endomorfizma halkalarin1 bulalim. gR i¢in R-endomorfizmalart R nin
elemanlar tarafindan sagdan ¢arpimu ile verilir. Béylece End( zR) = R dir. End(V; ™ @
.. @®V.(")) yi bulmak icin D; = End(V;) olsun. Yardimer Teorem 2.6.21 den her D; bir
bolme halkasidir ve Onerme 2.6.22 den , End (V;™) = My, (Dy) dir. i # j i¢in V; den V;
ye sifirdan farkli homomorfizma olmadigindan;
End(V;"™ @ ...V, ") = End(V, ™) x ...x End(V,™)) = M,, (D;) X ... X My, (D,)
izomorfizmalarim yazabiliriz. Buradan R = M, (D) X M,,,(D;) X ... X M, (D,) dir.
Simdi bu ayrisimin tekligini gdsterelim. Kabul edelim ki diger izomorfizma, Fy, F,, ..., F;

bolme halkalari olmak iizere R = M, (F;) X M, (F;) X ... X M, (F;) seklinde
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olsun. M, (F;) tizerinde teklikle belirli basit sol R-modiil W; olsun. Ayrica W; yi R
tizerinde bir basit sol R-modiil olarak gorebiliriz. Her i # j i¢in R-modiiller olarak
W; # W; oldugu agiktir. Teorem 2.6.19 ve Onerme 2.6.22 geregi
R =W, @ . ew,™) (2)
yazabiliriz. Jordan-Ho6lder Teoreminden (1) ve (2) den r = s ve her i igin n; = m; ve
V; = W dir. R; = Ml (F;) yazarak Teorem 2.6.19 (iii) den her i igin
F; = Endg, (W) = Endg(W;) = Endg(V;) = D;

elde edilir.

M., (D;) X M, (D;) X ... X M, (D,) hem sol hem de sag yari-basit oldugundan Teorem

2.6.23 den asagidaki sonucu ¢ikarabiliriz.

2.6.24. Sonug Bir sol yari-basit R halkas1 daima sag yari-basittir ve bir sag yari-basit halka
sol yari-basittir [12].

Bundan bdyle sag veya sol kavramlarini kullanmadan direkt “yari-basit halkalar” ifadesini

kullanabiliriz.
2.7. Kiiciik Alt Modiiller

2.7.1. Tanim R halka, M bir R-modiil ve N < M 6z alt modiil olsun. K < M olmak iizere
M = N + K oldugunda K = M ise, N ye M nin Kkiiciik alt modiilii denir ve N < M ile
gosterilir [21].

M # 0 olmak iizere 0 < M oldugu agiktir.

2.7.2. Onerme (Kiigiik Alt Modiiliin Ozellikleri)

i) M modiil ve K < L < M olsun. Eger L <« M ise, K < M dir,

i) M modil ve A<B <M olsun. Eger A K B ise, A ve A nin alt modiilleri B alt
modiiliinii kapsayan M modiiliiniin alt modiillerinde kiiciiktir,

i) M modil, K, K,,.., K,, M{,M,,...,M,,, M modiliinin alt modiilleri ve her
i=1,2,...,ni¢in K; € M; olsun. Bu takdirde K; + K, + -+ K, K My + M, + -+ M,
dir,

iv) M, K birer R-modiil ve ¥:M — K bir homomorfizma olsun. U K M ise,
YU) K K dir,
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V) M modil, L <M, K <L ve L, M nin direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde K « L
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K << M olmasidir,

vi) U < M alt modiilii M de hem kii¢iik hem de direkt toplam terimi ise, U = 0 dur.

Vii) M /V sonlu tiretilmis ve V' « M ise, M modiilii sonlu tiretilmistir [20].

Onerme 2.7.2 (vi) geregi yari-basit modiillerin sifir alt modiiliinden baska kiigiik alt

modiili mevcut degildir. 0 # n € Z i¢in nZ + mZ = Z olacak sekilde mZ < Z 6z ideali

mevcut oldugundan ;Z nin sifirindan bagka kiigiik alt modiilii yoktur.

Zg Z-modiiliinii alalm. {0} — {0,4} — {0, 2,4, 6} — Zg oldugundan Zg in tim 6z alt

modiilleri kii¢tiktiir.
2.8. Bir Modiiliin Radikali

2.8.1. Tanim R halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin tiim maksimal alt
modiillerinin arakesitine M modiiliiniin radikali denir ve Rad(M) ile gosterilir. M
modiiliiniin maksimal alt modiilii yoksa, Rad(M) = M ile tanimlidir. Bu takdirde, M

modiiliine radikal modiil denir [6].

M nin tiim radikal alt modiillerinin toplam1 P(M) ile gosterilir. P(M) =), n<m N dir.
N=Rad(N)

Eger P(M) = 0 ise, M modiiliine indirgenmis modiil denir [24].

zQ modiilii maksimal alt modiile sahip olmadigindan Rad( ;Q) = zQ dur. N,ep PZ =

0 oldugundan Rad( ;Z) =N,ep pZ = 0 dur. Diger taraftan Rad( ;Zg) = {0,2, 4,6} dur.

2.8.2. Yardimci Teorem R halka ve M bir R-modiil olsun. m € M olmak iizere Rm devirli
modiiliintin M nin kii¢iik alt modiilii olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul m & U olacak
sekilde U < M maksimal alt modiiliiniin olmasidir [11].

Ispat (&) m ¢ U olacak sekilde U < M maksimal alt modiiliinii alalm. U maksimal
oldugundan Onerme 2.3.14 ten U + Rm = M olup Rm, M modiiliinde kiiciik olamaz.

(=) Rm, M de kiiciik olmasin. X = {A|A = M,Rm + A = M} kiimesini tanimlayalim.
Varsayimdan A € X olup X # @ dir. X, kapsama bagintisina gore sirali bir kiimedir. W,
X kiimesinin tam sirali bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde, Ay = Ugew A, W tam siralt

kiimesinin bir iist sinir1 olup m & A, dir. m € A, olsam € A olacak sekilde bir A € W
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vardir ve Rm < A dir. Bu ise, A = Rm + A = M celiskisini dogurur. O halde 45 < M 06z
alt modiildiir. A € W igin A < A, oldugundan Rm + A, = M dir. Sonug olarak A, € X tir.
Buradan W, X kiimesinde bir iist sinira sahip olup Zorn Lemmasi geregi X kiimesi bir U
maksimal elemanint igerir. Simdi U nun M de maksimal alt modiil oldugunu gosterelim.
U = K < M olsun. Bu takdirde U, X te maksimal oldugundan K ¢ X tirr M = Rm + U <
Rm + K < M oldugundan Rm + K = M ve K & X oldugundan K = M esitligi elde edilir.

Boylece U maksimal alt modiildiir.

2.8.3. Sonug¢ R halka, M bir R-modiil ve m € M olsun. Rm <« M olmasi igin gerek ve yeter
kosul m € Rad(M) olmasidir [21].

2.8.4. Teorem M modiil olsun. M modiiliiniin her 6z alt modiilii bir maksimal alt modiil
tarafindan kapsaniyorsa, Rad (M) « M dir [21].

Ispat Rad(M) +V = M sartim saglayan bir V alt modiilii i¢in V # M oldugunu kabul
edelim. Hipotezden V, M nin bir N maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir. Buradan da
V<N ve Rad(M) <N oldugundan M = Rad(M)+V < N olur. Buradan M =N
celiskisi elde edilir. O halde V = M olup Rad(M) < M dir.

2.8.5. Sonu¢ M sonlu tiretilmis modiil ise, Rad(M) « M dir [21].
Ispat M sonlu iiretilmis modiil oldugundan Teorem 2.3.12 geregi M nin her 6z alt modiilii

bir maksimal alt modiilde kapsanir. Dolayisiyla Teorem 2.8.4 geregi Rad (M) < M dir.

2.8.6. Teorem R halka ve M bir R-modiil olsun. Bu takdirde, Rad(M) = Y.« L dir [21].

Ispat  Keyfi a € Rad(M) elemam1 verilsin. Sonu¢ 2.83 den Ra < M olup
a € Ra < Y;«u L dir. Buradan Rad(M) < ) «u L elde edilir. Tersine; a € Y., «u L keyfi
elemant verilsin. N, M nin maksimal alt modiilii olmak iizere a € N oldugunu kabul
edelim. Bu durumdaM = Ra+ N dir. a € Y;«uyL oldugundan a=1; +1, + -+ 1,
olacak sekilde [€L; <K M (i=1,2,..n) olan L; < M alt modiilleri vardir. Buradan
Ra SRl +Rl,+++RIl, <L +L,+ -+ L, bulunur. Ayrica Onerme 2.7.2 (i) ve (iii)
den L; + L, + -+ L, ve Ra, M nin kiigiik alt modiilleridir.r M = Ra+ N ve Ra K M
oldugundan M = N geliskisi elde edilir. Dolayisiyla Y,y L S Rad(M) olup Rad(M) =

YL«m L esitligi vardir.

2.8.7. Onerme Herhangi bir M modiilii igin Rad (P(M)) = P(M) dir [24].
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Ispat  Rad(P(M)) < P(M) oldugu aciktir. a € P(M) olsun. Bu durumda
a=k,+k,+--+k, vei=12,..nicin k; € K; olacak sekilde M nin K; radikal alt
modiilleri vardir. Burada her 1 < i <n i¢in Rk; < K; dir. Onerme 2.7.2 (iii) geregince
Ra < K; + K, + -+ + K,, olup Onerme 2.7.2 (ii) geregince, Ra < P(M) dir. Sonug 2.8.3
den a € Rad(P(M)) bulunur. Buradan P(M) < Rad(P(M)) olup Rad(P(M)) = P(M)
dir.

2.8.8. Teorem (Radikalin Ozellikleri) R halka ve M bir R-modiil olsun. Bu takdirde;

i) Rad(M/Rad(M)) = 0 dur,

ii) N < M ise, Rad(N) < Rad(M) dir,

iii) K bir R-modiil olmak tizere her f € Hom (M,K) i¢in f(Rad(M)) < Rad(K) dir.
Eger Cek(f) < Rad(M) ise, f(Rad(M)) = Rad(f (M))dir. Ozel olarak her f € End(M)
i¢in f(Rad(M)) < Rad(M) dir,

iv) K <M iken KR/ < pagM/ ) ve K <Rad(M) ise Rad(M/y) =

Rad (M) /i dis.

V) M = @iEIMi ise, Rad(M) = @ieIRad(Ml') ve M/Rad(M) = @iEI(Mi/Rad(ML_)) dir;

Vi) M modiiliiniin radikal modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin her sonlu iiretilmis
N 6z alt modiilii i¢cin N << M olmasidir,

Vi) N < K < M i¢gin N € Rad(M) ve K, M nin direkt toplam terimi ise, N € Rad (K) dur,

viii) M modiilii yari-basit modiil ise Rad(M) = 0 dir [21].

Ispat i) Teorem 2.3.13 geregince M modiiliiniin maksimal alt modiilleri ile M / Rad(M)

boliim modiiliiniin maksimal alt modiilleri arasinda birebir esleme vardir. X, M nin tim

maksimal alt modiillerinin kiimesi olmak iizere M /Rad M) = Nye X(U/ Rad( M))

_ (Nyex U) _ Rad(M) — ili

= Rad(M) = Rad(M)_O elde edilir.

ii) N <M ve m € Rad(N) olsun. Bu takdirde Sonug 2.8.3 den Rm <« N olup Onerme
2.7.2 (ii) den Rm < M elde edilir. Tekrar Sonug 2.8.3 den m € Rad(M) olup Rad(N) <
Rad (M) bulunur.
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iii) f: M — K homomorfizma olsun. m € Rad(M) ise, Sonug 2.8.3 den Rm < M olup
Onerme 2.7.2 (iii) den f(Rm) = Rf(m) < f(M) € K bulunur. Dolayisiyla f(m) €
Rad(f(M)) olup f(Rad(M)) < Rad(f(M)) € Rad(K) elde edilir. Cek(f) < Rad(M)
olsun. f(m) € Rad(f(M)) keyfi eleman1 verilsin. Tekrar Sonug¢ 2.8.3 uygulanirsa
Rf(m) < f(M) oldugu goriiliir. m € Rad(M) olsun. Bu takdirde Yardimci Teorem 2.8.2
den dolayr Rm + K = M olacak sekilde M modiiliiniin bir K maksimal alt modiilii vardir.
Buradan f(M) = Rf(m) + f(K) iken Rf(m) < f(M) oldugundan f(M) = f(K) dir.
Boylece M = K + Cek(f) esitliginden Cek(f) < Rad(M) < K olup M = K c¢eliskisi elde
edilir. Dolayisiyla m € Rad(M) den f(m) € f(Rad(M)) dir. Sonu¢ olarak
f(Rad(M)) = Rad(f (M)) bulunur.

iv) m:M —>M/ g dogal homomorfizmast verilsin. Buradan Cek(m) =K dir. (iii)

den Gek(m) < Rad(M) olup tekrar (iii) geregi m(Rad(M)) = F2¢(M)/ —
Rad(m(M)) = Rad(M/,) elde edilir.

v) Her i€l i¢in M; <M olmak iizere (ii) den Rad(M;) < Rad(M) olup
®D;e; Rad(M;) < Rad(M) dir. Tersine, m € Rad(M) keyfi elemani i¢in Sonug 2.8.3 ten
Rm & M olup m =m; +m;, +--+m;_olacak sekilde j € {1,2,...,k} olmak {izere
m;; € Ml-]_ elemanlar1 vardir. Buradan Rmij <Rm olup Onerme 2.7.2 (i) sikkindan
Rm; « M dir. M;; modiilleri M modiiliiniin direkt toplam terimi oldugundan Onerme
2.7.2 (v) geregince Rm;, K M;, elde edilir. Teorem 2.8.6 dan m;; € Rad(Ml-j) olup
m € @Pj¢; Rad(M;) dir. Sonug olarak ®Dic; Rad(M;) = Rad(M) dir.
Ayrica  her (x)igt €M igin  f((x)ier) = Dier (x; + Rad(M;)) ile tanimh

fiM— @ (Mi/Rad(M-)) doniisiimii  epimorfizmadir ve Cek(f) = Rad(M) dir.
2

M:
Teorem 2.3.8 den M/Rad(M) = @ ( l/Rad(Mi)) bulunur.

vi) M = Rad(M) ise Yardimci Teorem 2.8.2 geregince her m € M igin Rm <« M olur.
Buradan Onerme 2.7.2 (iii) den M modiiliiniin sonlu iiretilmis her N 6z alt modiilii i¢in

N « M dir. Ispatin tersi Teorem 2.8.6 dan agiktir.
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vii) n € N keyfi olsun. N € Rad(M) oldugundan Rn «< M dir. K, M nin direkt toplam
terimi oldugundan M = K @ T olacak sekilde T < M vardir. Rn < N < K oldugundan
Onerme 2.7.2 (v) den Rn < K dir. Teorem 2.8.6 dan N € Rad (K) bulunur.

viil) Sonug 2.8.3 geregince keyfi bir m € Rad(M) i¢in Rm < M oldugunu biliyoruz.
Hipotezden M yari-basit oldugundan Rm alt modiiliic M nin direkt toplam terimidir. O
halde Onerme 2.7.2 (vi) den Rm = 0 olup buradan m = 0 dir. Boylece Rad(M) = 0

oldugu goriiliir.
2.8.9. Teorem R halka olsun. Rad( zR) = Rad(Rg) ve Rad( zR) R nin idealidir [11].

Yukaridaki Teorem 2.8.9 geregi Rad(R) = Rad( xR) = Rad(Ry) ile tanimlanir ve R nin

Jacobson Radikali denir.

2.8.10. Onerme P projektif R-modiil olsun. Bu takdirde Rad(P) = Rad(R)P ve
Des(P) = Des( xR)P dir [21].

2.8.11. Tanim M modiil olsun. M modiiliniin her 6z alt modiili bir maksimal alt modiilde

kapsaniyor ise, M modiiliine es-atomik modiil denir [11].

2.8.12. Teorem Asagidaki ifadeler vardir.

i) Her sonlu tiretilmis modiil es-atomiktir,

i) Es-atomik modiillerin boliim modiilleri es-atomiktir,

iii) M es-atomik modiil ise, Rad(M) « M dir,

IV) M modiil olmak iizere V < Rad(M) iken V es-atomik ise, V « M dir [11].
Ispat i) Teorem 2.3.12 den agiktir.

i) M es-atomik modiil olmak iizere M / y bolim modiiliinin herhangi bir N / y Oz alt

modiiliini aldigimizda U < N < M yazabiliriz. M es-atomik oldugundan N <V olacak

sekilde M nin V maksimal alt modiilii mevcuttur. Teorem 2.3.13 geregince M modiili ile

M / y bolim modiiliiniin maksimal alt modiilleri arasinda bire-bir esleme olup V/ y bolim

modiili M / y da maksimal alt modildir. Dolaysiyla N /U < V/ y olup M / y bolim

modiili es-atomiktir.

iii) Teorem 2.8.4 ten goriiliir.
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ivV) V « M olmadigin1 kabul edelim. Bu takdirde M = V + N olacak sekilde M nin N 6z alt
modiilii mevcuttur. V N N # V oldugu aciktir. Hipotezden V' es-atomik oldugundan V nin

V N N 6z alt modiilii S < V maksimal alt modiiliinde igerilir. Buradan Teorem 2.6.4 geregi
V/S basittir. 1.izomorfizma teoremi geregince M/N +S= V+ N/N M V/S olup

N + S alt modili M de maksimaldir. V < Rad(M) < N + S oldugundan M =N + S
celiskisi elde edilir. O halde V' << M olmalidir.

2.8.13. Teorem M modiill ve N < M olsun. N ve M/N es-atom ise, M es-atomiktir.

Ispat K, M nin bir 6z alt modiilii olsun. Bu takdirde w(K) = (K + N)/ y ile tanimli 7 dogal

homomorfizma olmak {izere (K + N)/N P M/N ise, K+ N = M dir. N es-atomik modiil

oldugundan N N K 6z alt modiili icin NN K < X < N olacak sekilde X maksimal alt

modiilii ~ vardir.  Buradan M/K +X= gy N)/K +Xx= K+ N+ X)/K +X=

N/N n(K+x) = N/(N NK) +X™ N/X olur. N/X basit modiil oldugundan
K + X modiilii M nin K y1 kapsayan maksimal alt modiiliidiir. Eger (K + N)/ y modili
M/N nin 0z alt modili ise, M/N es-atomik oldugundan (K + N)/N < W+ N)/N olacak

sekilde M nin K y1 kapsayan bir U maksimal alt modiilii vardir. Dolayisiyla M es-

atomiktir.

2.9. Lokal ve Boliinebilir Modiiller

2.9.1. Tanim M modiil olsun. M modiiliiniin tiim 6z alt modiillerinin toplami 6z alt modiil

ise, M modulune lokal modiil denir.

p € Pve k = 1 olmak tizere Z,« lokal Z-modiildiir.

2.9.2. Tanim Tek maksimal alt modiile sahip modiile zayif lokal modiil denir [16].

2.9.3. Teorem Sifirdan farkli M modiiliiniin lokal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin
sonlu iretilmis ve bir tek maksimal alt modiile sahip olmasidir. Bu durumda M nin

maksimal alt modiilii Rad (M) olup Rad(M) « M dir [21].
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Ispat (=) M lokal modiil ve M nin 6z alt modiillerinin toplam1 T olsun. T # M
oldugundan en az bir m € M vardir 6yle ki m&T ve Rm £ T dir. T, M nin 6z alt
modiillerin toplami oldugundan Rm = M olup M devirlidir. T nin maksimal alt modiil
oldugu ise, tanimdan agiktir.

(&) M sonlu iiretilmis ve M tek T maksimal alt modiiliine sahip olsun. M sonlu iiretilmis
oldugundan Teorem 2.3.12 geregi M nin kendisinden farkli her alt modiilii T tarafindan
kapsanir. Dolayisiyla M nin kendisinden farkli tiim alt modiillerinin toplami T olup M
lokal modiildiir. Radikalin tanimi geregi Rad(M) = T olup M sonlu iiretilmis oldugundan
Sonug 2.8.5 geregi Rad(M) « M dir.

p asal tamsay1 olmak iizere Zyo = Uy~ Zyn SOl Z -modiiliinii ele alalim. Herhangi n
dogal sayisi i¢in ¢, = pin+ Z € Ly~ olsun. pc; =0, pc; = Cqyeey PCpyy = Cp,... ONUL
Burada {cy,c;,c3, ..., Cp, ...} kiimesi Zyo modiiliinii iiretir. Yani Z,e = Uy_;(c,) dir.
(c;) € {cy) €+ olup {cy) = (% + Z) = Des(Z,») dir. Ayrica Z,» maksimale sahip

degildir. Rad(Z,~) = Z, olup Des(Z,») # Rad(Z,=) olur. Teorem 2.9.3 ten Z,~ Z-
modiilii lokal degildir [21].

2.9.4. Onerme M lokal modiil olsun. Bu takdirde, M zayif lokaldir [16].
Ispat M lokal modiil oldugundan M nin tiim &z alt modiillerini iceren M de bir en genis 6z
alt modiil vardir. Ustelik bu dzellige sahip 6z alt modiilii Rad(M) dir. Buradan Rad (M),

M nin tek maksimal alt modiilii olup M zay1f lokaldir.

2.9.5. Tanim R birimli halka olsun. xR lokal modiil ise, R ye lokal halka denir [21].

Her cisim lokal halkadir. Ciinkii cisimlerde tek maksimal ideal O (sifirdir).
Z¢ halkasi lokal degildir. Ciinkii Z, halkasmn biitiin idealleri Zg, (0), (2) ve (3) olup

maksimal idealleri (2) ve (3) tiir. p € P ve k > 1 olmak iizere Lk lokal halkadur.

2.9.6. Tamim R tamlik bolgesi, M bir R-modiil ve m € M olsun. Sifirdan farkli her r € R
icin m = rn olacak sekilde n eleman1 varsa m € M elemanina béliinebilirdir denir. Eger
M nin her eleman1 boliinebilir ise, M ye bdéliinebilir modiil denir. Bir bagka deyisle, her

r € R (r # 0) i¢in M = rM oluyorsa M ye béliinebilir modiil denir [19].
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Ornegin R tamlik bdlgesinin kesir cismi olan K(R) béliinebilir R-modiildiir. Gergekten;

a € K(R) keyfi olmak iizere a = g olacak sekilde x € R,0r # y € R elemanlar1 vardir

r€R (r #0) elemani i¢in a = ryir olacak sekilde r elemani ve % € K(R) elemant

mevcut oldugundan K(R) boliinebilir R-modiildiir. Béylece Q Z-modiilii boliinebilirdir
[18].

2.9.7. Yardime1 Teorem M boliinebilir R-modiil ve N < M olsun. Bu taktirde M / N
boliinebilir R-modiildiir [19].

Ispat x + N e M/ v keyfi eleman ve 0 # r € R olsun. M boliinebilir R-modiil oldugundan
x = ry olacak sekilde y € M vardir.

Buradan x + N =ry + N =r(y + N) olacak sekilde (y + N) € M/N eleman1 mevcut

oldugundan M/}, boliinebilirdir.

2.9.8. Onerme Her injektif R-modiil boliinebilirdir [19].
Ispat M injektif R-modiil, 0 # 7 € R ve n € M olsun. Her k € R i¢in f(kr) = kn ile
tanimli f: Rr — M homomorfizmasini alalim. M injektif oldugundan Baer Kriteri geregi

f: Rr — M homomorfizmasi ve i: Rr — R igerme monomorfizmasi ile kurulan

0 SRr_i SR

fl h.-"

M<

degismeli diyagramindan k = 1 i¢inn = f(r) = (hi)(r) = h(r) = rh(1R) dir. Béylece
M boliinebilirdir.

2.9.9. Tanim R halka ve M bir R-modiil olsun. M/Rad(M) yari-basit ise, M modiiliine

yari-lokal modiil ve RR (veya Rjy) yari-lokal ise, R halkasina yari-lokal halka denir
[21].

2.9.10. Teorem R halkasinin yari-lokal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sol R-modiiliin
yari-lokal olmasidir [15].
Ispat (=) R yari-lokal ve M bir sol R-modiil olsun. M R-iiretilmis oldugundan I bos

kiimeden farkl1 bir indis kiimesi olmak iizere f: R®) — M epimorfizmasi vardir. Teorem
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2.8.8 (v) geregi Rad(R(®) = Rad(R)" olup Teorem 2.8.8 (i) den f(Rad(RP)) <

Rad(M) vyazilir. Bu takdirde her (r; + Rad(R))¢; € (R/Rad(R))(I) icin  f((r; +
Rad(R))ic; = f((r)ic)) + Rad(M) ile  tanimli  f: (R /pad (R))(I) M /Rad()
donligiimii epimorfizmadir. R halkasi yari-lokal oldugundan R/ Rad(R) yari-basit olup
Sonug¢ 2.6.9 dan (R/Rad(R))(I) yari-basittir. Yine Sonug 2.6.9 geregi M/Rad(M) yari-

basit olup M yari-lokaldir.
(&) Hipotezden R sol R-modiilii yari-lokal oldugundan ispat agiktir.

2.9.11. Tanim R tamlik bdlgesi ve M bir R-modiil olsun. R nin sifirdan farkli en az bir
r € R elemani i¢in rm = 0 kosulunu saglayan m € M elemanina, M nin burulma
elemani denir. M nin tim burulma elemanlarimin kiimesi

T(M)={m e M|3r €R\ {0} icin rm = 0} ile ifade edilir.

Og € R igin Ogm = 0y € T(M) olup T(M) # @ dir. my, m, € T(M) keyfi elemanlari i¢in
rymy; = 0 ve r,m, = 0 olacak sekilde 7,7, € R \ {0} elemanlar1 vardir. R tamlik bolgesi
oldugundan nryr, # 0 olup ryr,(m; —my) =r,(rymy) —r(r,m,) = 0 esitligi geregi
my —m, € T(M) dir. m € T(M) ve s € R keyfi elemanlar olsun.0 #r € R iginrm =0
olup r(sm) = s(rm) = 0 dir. Dolayisiyla sm € T(M) olup T(M) < M alt modiildiir.

Burada R nin tamlik bdlgesi olma sarti kaldirilirsa T(M), M R-modiiliiniin alt modiili
olmak zorunda degildir. Ornegin, Z da 2 ve 3 elemanlar1 burulmali iken bu elemanlarin

toplami olan 5 elemani burulmali degildir.

Eger T(M) = M ise M R-modiiline burulma modiil; T(M) = 0 ise, M R-modiiliine

burulmasiz modiil denir [19].

2.9.12. Onerme R tamlik bolgesi ve M R-modiilii béliinebilir ve burulmasiz olsun. Bu
taktirde, M injektiftir [19].
Ispat Béliinebilir ve burulmasiz olan bir M modiiliinii alalim. A, R halkasmin herhangi bir

ideali ve a: A — M bir homomorfizma olmak tizere

0— —l>R
/

“l /B
(7

M
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diyagramini alalim. 0 # r € A keyfi bir eleman olsun. M boéliinebilir oldugundan a(r) =
rs olacak sekilde s € M elemani vardir. t € A keyfi olsun. Bu durumda ra(t) = a(rt) =
a(tr) = ta(r) = trs = rts olup M burulmasiz oldugundan a(t) = ts dir. Her k € R igin
B (k) = ks ile tanimli : R — M do6niisiimii bir homomorfizma olup Bi = a dir. O halde
M injektiftir.

R tamlik bolgesi ve K(R), R nin kesir cismi olsun. K(R) burulmasiz ve boliinebilir

oldugundan Onerme 2.9.12 geregi injektiftir.
2.10. Dedekind Bolgeleri ve Modiiller

2.10.1. Tanim R degismeli ve birimli halka olmak itizere I, R halkasinin ideali olsun. [

ideali bir tek m € R elemani tarafindan {iretiliyor ise, I idealine esas ideal denir. Burada

I = Rm = {rm|m € R} ile ifade edilir. R nin her ideali esas ideal ise, R halkasina esas

ideal halkas1 denir. Esas ideal halkasi olan tamlik bolgesine esas ideal bolgesi denir [21].

2.10.2. Tanim I, R halkasinin ideali olmak tizere R nin MN < [ olan M ve N idealleri igin

M < [ veya N C ] oluyorsa I idealine R halkasinin asal ideali ad1 verilir [9].

2.10.3. Tanim Kendisi diginda her ideali sonlu sayida asal ideallerinin ¢arpimi seklinde
yazilabilen tamlik bolgesine Dedekind bélgesi denir. (Z, +,.) tamlik bolgesi bir Dedekind
bolgesidir [9].

2.10.4. Onerme Her esas ideal bolgesi Dedekind bolgesidir [19].

Ispat R esas ideal bolgesi ve I & R ideali olsun. R esas ideal bdlgesi oldugundan I =< a >
= Ra olacak sekilde a € I eleman1 ve a = P, P, ... P, olacak sekilde P; € R asal elemanlar1
mevcuttur. i = 1,2, ...,n olmak lizere P; = Rp; =<p; >C R asal idealdir. Dolayisiyla
I = Ra = P;P, ... B, R Dedekind bolgesidir.

2.10.5. Teorem R tamlik bolgesi olmak tizere agsagidaki ifadeler denktir.
1) R Dedekind bolgesidir,
i) R nin sifirdan farkli her ideali projektif R-modiildiir [9].

2.10.6. Onerme R Dedekind bodlgesi ve M bir R-modiil olsun. Bu takdirde, asagidaki

ifadeler denktir.
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i) M injektiftir.
i) M boliinebilirdir.
iii) M = Rad(M) dir [2].

2.10.7. Sonu¢ R Dedekind bolgesi ve M bir R-modiil olsun. Bu taktirde P(M),
M modiiliiniin direkt toplam terimidir [19].

Ispat Rad(P(M)) = P(M) oldugunu Onerme 2.8.7 den biliyoruz. Onerme 2.10.6 dan
P (M) injektif modiildiir. Teorem 2.5.10 dan P(M), M nin direkt toplam terimidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Tiimleyen Alt Modiillerin Ozellikleri

3.1.1. Tanim M modiil ve N < M olsun. M = N + K olacak sekilde bir K alt modiilii var
ve K bu sarta gore minimal ise, yani N + L = M kosulunu gergekleyen her L < K icin
L = K ise, K ya M de N nin tiimleyeni ve N ye M de tiimleyene sahiptir denir [21].

M modiil ve N << M olsun. Bu takdirde kiigiik alt modiil tanimindan goriilecegi tizere M, N

alt modiiliiniin tlimleyenidir. Dolayistyla modiiliin kendisi sifirinin tek tiimleyenidir.

3.1.2. Onerme M modiil ve U,V < M olsun. V alt modiiliiniin U nun M de tiimleyeni
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M = U + V ve U NV K V olmasidir [21].

Ispat (=) V, U nun M de bir tiimleyeni olsun. Bu takdirde M = U + Vdir. Bir N < V igin
V=UnNV+N olsun. Bu durumda M=U+V=U+UNV+N=U+N olup, V U
nun timleyeni oldugundan N = V elde edilir. Dolayisiyla U NV < V dir.

(=) M=U+VveUNV KLVolsun. Bir N <V icin M = U + N ise modiiler kuraldan
V=UnV+Nolup,UNV KV oldugundan N = V elde edilir.

M modil ve U < M alt modiilii M nin direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde M = U + V
ve U NV = {0} olacak sekilde V < M alt modiilii vardir. UNV ={0} KU ve UNV =
{0} « V oldugundan Onerme 3.1.2 geregi U ile V, M modiiliiniin tiimleyen alt

modiilleridir.

3.1.3. Teorem (Tiimleyen Alt Modiiliin Ozellikleri) U ile V, M R-modiiliiniin alt modiilleri
olmak {izere V, U nun tiimleyeni olsun. Bu takdirde;

i) M sonlu iiretilmis ise, V de sonlu iiretilmistir,

il) U, M nin maksimal alt modiilii ise, V lokal ve Rad(V) = U NV dir,

iii) K « M oldugunda K NV < V olup Rad(V) =V N Rad(M) dir,

iv) L < U olmak iizere v+ L)/ Lo My | de u/ 1, boliim modiiliiniin timleyenidir [21].

Ispat i) M sonlu iiretilmis olsun. M = U +V ve UNV « V dir. Teorem 2.2.5 ten M/U

sonlu tretilmistir. O halde M / U= U+ V)/ y = V/ unv) sonlu iiretilmistir. U NV <

V oldugundan Onerme 2.7.2 (vii) den V sonlu iiretilmistir.
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i) U,M nin maksimal alt modili ise M/U basittir. O  halde

My =WHV = V) oy basit olup devirlidi. UnV <V oldugundan

Onerme 2.7.2 (vii) den V devirlidir. 4 basit oldugundan Teorem 2.6.4 ten
aunv)

U NV, V nin maksimal alt modiiliidiir. Rad(V) < U NV oldugu agiktir. AyricaU NV KV
oldugundan Teorem 2.8.6 dan U NV < Rad (V) dir. Dolayisiyla Rad(V) = U NV olup

U NV, V nin tek maksimal alt modiliidiir.

iK<KMveX<Vigm(KNV)+X=VolsunM=U+VdenM=U+(KnNV)+X
olup KNV <K<KM iken KNV « M dir. Buradan M = U + X elde edilir. V' nin
minimalliginden X =V olur. Yani KNV KV dir. K KM ve KNV KV oldugundan
Teorem 2.8.6 dan Rad(M) NV < Rad (V) dir.

Ters kapsamay1 gostermek icin m € Rad (V) keyfi elemanini alalim. Buradan Sonug 2.8.3
geregince Rad(V) « V dir. Rm « M ve boylece m € Rad(M) olur. m € V. n Rad(M)
dir. Dolayisiyla Rad(V) € V N Rad(M) elde edilir. Sonug olarak Rad(V) =V N Rad(M)
dir.

iv) L<U iken M=U+V oldugundan M/, = U/, + VD csitisi yazlabilir.

Modiiler kural geregince UN((V+L)=UnNV)+L dir. Dolayisiyla buradan
U nWHhy _WUnW+Dl _[UAV+L, - gge e, Unv«v

oldugundan [(UnV)+ L]/L K v+ L)/L olup M/L de U/L nin tiimleyeninin v+ L)/L

oldugu goriiliir.
3.2. Tiimlenmis Modiiller

3.2.1. Tanmim M modiil olsun. M nin her alt modiilii timleyene sahip ise, M ye tiimlenmis

modiil denir [21].

3.2.2. Teorem Yari-basit modiiller ve Artin modiiller timlenmistir.
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Ispat M yari-basit modiil ve U < M keyfi bir alt modiil olsun. M yari-basit oldugundan

M = U @V olacak sekilde V < M alt modiilii mevcuttur. U NV = {0} <K V oldugundan

V, U nun tiimleyenidir. Dolayistyla M tiimlenmistir.

M Artin modiil ve U < M olsun. U + M = M oldugu agiktir. M; = M olsun. M;, U + M =

M kosulunu saglayan minimal alt modiil degil ise U + M, = M olacak sekilde M, € M,

alt modiilii vardir ve bu yontem ile devam edilirse, her n € N i¢in
M,2M,2-2M,2 -

ve U+ M, =M olacak sekilde M,, < M alt modiilleri vardir. M Artin oldugundan

My = My,q = -+ = M, = --- olacak sekilde k € Z* olup M;, U nun tiimleyenidir.

3.2.3. Teorem M modiil olsun. M tiimlenmis ise, M modiiliiniin her bolim modiili
timlenmistir [21].

Ispat M tiimlenmis ve K <L <M olsun. M tiimlenmis oldugundan L +V =M ve

LNV KV olacak sekilde V < M alt modiilii vardir. Teorem 3.1.3 (iv) geregi v+ K)/ K

L/ K nn M / k da timleyeni olup M / x tumlenmistir.

3.2.4. Teorem M tiimlenmis modiil ise, M/Rad(M) yari-basittir [21].
Ispat M tiimlenmis oldugundan Teorem 3.2.3 geregi M / Rad(M) tiimlenmistir. Teorem

2.8.8 (i) geregi Rad (M / Rad( M)) = 0 oldugundan her alt modiilii bir direkt toplam terimi

olup yari-basittir.

3.2.5. Tamim R bir halka ve @ # A < R olsun. A alt kiimesinin elemanlarinin her a4, a,, ...

nilpotenttir denir [21].

3.2.6. Tanim R halka olsun. R yari-lokal ve Rad(R) sag t-nilpotent ideal ise, R ye sol
miikemmel halka denir.

Her sol (sag) Artin halka sol miikemmel halkadir.

3.2.7. Teorem R halka olsun. R nin sol miikemmel olmasi igin gerek ve yeter kosul her sol

R-modiiliin tiimlenmis olmasidir [21].
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3.3. Radikal ve Giiclii Radikal Tiimlenmis Modiiller

3.3.1. Tanim M bir R-modiil olsun. Rad(M) M modiiliinde bir tiimleyene sahipse, M
modiiliine radikal tiimlenmis modiil denir [23].
3.3.2. Tanim M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin Rad (M) alt modiiliinii kapsayan her

alt modiilii M de bir tlimleyene sahipse, M modiiliine gii¢lii radikal tiimlenmis modiil

denir [5].

3.3.3. Onerme Giiglii radikal tiimlenmis modiiliin homomorfik goriintiisii gii¢lii radikal
tiimlenmistir [5].
Ispat M giiclii radikal tiimlenmis modiil ve U < M olsun. Rad(M / y) € K / y sartini

saglayan herhangi bir X/ U s My y alt modiiliinii alalim. Buradan (Rad(M) + U)/ U S

Rad(M / y) oldugundan Rad(M) S K dir. Hipotezden K M de bir V tiimleyenine sahiptir.

Teorem 3.1.3 (iv) den ' ¥ U/, K/ nun M/, da bir tiimleyeni olur. O halde M/,

giiclii radikal tiimlenmistir.

3.3.4. Sonu¢ M giiglii radikal tiimlenmis modiil ise, M / Rad (M) yari-basittir [5].

Ispat Onerme 3.3.3 ten M /R ad(M) giiclii radikal timlenmistir. Teorem 2.8.8 (i) den

M _ M .. .. M .
Rad( /Rad(M)) =0 olup /Rad(M) timlenmistir. Ayrica /Rad(M) nin her alt

modiilii direkt toplam terimi olup buradan M /R ad(M) yari-basittir.

3.3.5. Yardimci1 Teorem M bir R-modiil, M; M nin alt modiilii, U da M nin Rad(M) vyi
kapsayan alt modiilii olsun. M; gii¢lii radikal tiimlenmis modil ve M; + U M de bir

tiimleyene sahipse U M de bir tiimleyene sahiptir [5].

3.3.6. Onerme M bir R-modiil ve M;, M, < M olmak iizere M = M; + M, olsun. M, ve
M, giiglii radikal tiimlenmis modiiller ise, M de gii¢lii radikal tiimlenmis modiildiir [5].

Ispat Rad(M) € U olacak sekilde M nin herhangi bir U alt modiiliinii alalim.
M; + M, + U nun M de asikar 0 tiimleyenine sahip oldugunu biliyoruz. Burada M, gii¢lii

radikal tlimlenmis oldugundan Yardimeci Teorem 3.3.5 den M, + U, M de bir tiimleyene
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sahiptir. Benzer sekilde M, gii¢lii radikal tliimlenmis oldugundan Yardimci Teorem 3.3.5
dan U, M de bir tiimleyene sahiptir. Dolayisiyla M giiglii radikal tiimlenmis modiildiir.

3.3.7. Sonug¢ Sonlu sayida giiclii radikal tiimlenmis modiiliin toplami gii¢lii radikal
tiimlenmis modildiir [5].

Ispat M bir R-modiil ve 1 <n €Z, M, M,,.. M, <M olmak iizere M = M; + M, +
-+ + M,, olsun. Burada alt modiiller ikiser ikiser alinarak Onerme 3.3.6 uygulanirsa istenen

elde edilir.

3.3.8. Yardimci Teorem Her radikal modiil giiclii radikal timlenmistir [5].
Ispat M nin Rad (M) alt modiiliinii kapsayan tek alt modiil M ve M = Rad(M) + 0 olup
M 0 asikar tiimleyenine sahiptir. Dolayisiyla M gii¢lii radikal timlenmistir.

3.3.9. Sonu¢ M modiil olsun. Bu takdirde P(M) giiclii radikal timlenmistir [5].
Ispat Her M modiilii icin Rad(P(M)) = P(M) oldugundan Yardimci Teorem 3.3.8 den
ispat agiktir.

3.3.10. Onerme M modiil ve Rad(M) < M olsun. Bu takdirde M nin tiimlenmis olmas1
icin gerek ve yeter kosul M nin gii¢lii radikal timlenmis olmasidir [5].

Ispat (=) Aciktir.

(&) U, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. Rad(M) € Rad(M) + U < M oldugundan
hipotezden Rad(M) + U, M de bir V tiimleyenine sahiptir. Buradan M = Rad(M) + U +
V ve (Rad(M) +U)NV KV olup Rad(M) < M oldugundan M = U +V dir. Onerme
2.7.2 (i)den U NV K« V dir. Buradan V, U nun M de tiimleyeni olup M tiimlenmistir.

3.3.11. Onerme R lokal Dedekind bélgesi ve M bir R-modiil olsun. Bu takdirde M nin
giiclii radikal tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin radikal tiimlenmis

olmasidir [5].

3.3.12. Onerme R Dedekind bdlgesi ve M bir R-modiil olsun. Bu takdirde M nin giiglii

radikal tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M / P(M) in giiclii radikal tiimlenmis

olmasidir [5].

Ispat (=) M nin homomorfik gériintiisii olarak M / P(M) Onerme 3.3.3 ten giiclii radikal

tiimlenmistir.
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(=M /p (M) gliclii radikal tiimlenmis modiil olsun. Sonug 2.10.7 geregi P(M), M nin

direkt toplam terimidir. O halde M = P(M)@®K olacak sekilde M nin K alt modiilii vardir.

Buradan K = M / P(M) yazilir. M / P(M) giiclii radikal tlimlenmis oldugundan K giiglii

radikal tiimlenmistir. Onerme 2.8.7 den Rad(P(M)) = P(M) oldugundan ve Yardimci
Teorem 3.3.8 den P(M) giiglii radikal tiimlenmistir. Sonug 3.3.7 den de M giiglii radikal

tiimlenmistir.
3.4. SS-Tiimlenmis Modiiller

3.4.1. Tanim M modiill ve K,N < M olmak tizete M = N+ Kve NNK<KKve NNnK

yari-basit ise, K ya N nin ss-tiimleyeni denir [7].

3.4.2. Tanim M modiil olsun. Eger M nin her alt modiili ss-tiimleyene sahipse, M

modiiliine ss-tiimlenmis modiil denir [7].

3.4.3. Tanim M modiil olsun. M modiiliinlin basit ve kiiciik alt modiillerinin toplami

Des,(M) = Y{N « M|N,M'nin basit alt moduli} seklinde tanimlanir [22].

3.4.4. Onerme M ss-tiimlenmis modiil ve K < M olsun. Bu takdirde, K € Des,(M) dir [7].
Ispat K « M oldugundan K nin M den bagka ss-tiimleyeni yoktur. Dolayisiyla K = K N M
yari-basit olup K € Des(M) bulunur.

3.4.5. Sonu¢ M ss-timlenmis modiil ve Rad(M) <« M olsun. Bu takdirde, Rad(M) <
Des(M) dir [7].

Ispat M ss-tiimlenmis ve Rad(M) < M oldugundan M, Rad(M) in ss-tiimleyenidir.
Dolayisiyla, M = M + Rad(M), MNRad(M) = Rad(M) K M ve MNRad(M) =
Rad (M) yar1 basit olup Rad(M) S Des(M) elde edilir.

3.4.6. Yardimc1 Teorem M tiimlenmis modiil ve Rad(M) € Des(M) olsun. Bu takdirde,
M ss-timlenmistir [7].

Ispat U < M olsun. M tiimlenmis oldugundan M = U +V ve U NV « V olacak sekilde
V<M alt modili vardr. UNV KV oldugundan U NV S Rad(V) € Rad(M) <
Des(M) olup U NV yari-basittir. Sonug olarak, V U nun M de ss-tiimleyenidir.
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3.4.7. Teorem M modiil ve Rad(M) <« M olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) M ss-tiimlenmistir;

(if) M tiimlenmistir ve Rad (M) ss-timleyene sahiptir;

(iif) M timlenmis ve Rad(M) S Des(M) dir [7].

Ispat (i)=(ii) Rad(M) <« M ve M ss-tiimlenmis olsun. M tiimlenmis ve M, Rad(M)
ninde tiimleyenidir. M = M + Rad(M), MNRad(M) = Rad(M) < M ve M ss-timlenmis
oldugundan her alt modiilii ss-tiimleyene sahiptir. MNRad(M) = Rad(M) ss-tiimleyene
sahiptir.

(i)=(iii) M timlenmis ve Rad (M) ss-tiimleyene sahip olsun. Rad(M) in ss-tiimleyeni M
oldugundan MNRad(M) = Rad (M) yari-basit olup Rad(M) < Des(M) olur.

(il)=(1) Yardimc1 Teorem 3.4.6 dan istenen elde edilir.

3.4.8. Sonu¢ M sonlu tiretilmis modiil olsun. M modiiliiniin ss-tiimlenmis olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul M nin tiimlenmis ve Rad(M) S Des(M) olmasidir [7].
Ispat M sonlu iiretilmis oldugundan Sonug 2.8.5 geregi Rad(M) < M olup Teorem 3.4.7

den ispat goriiliir.

3.4.9. Teorem R halka olsun. zR nin ss-tiimlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul her sol

R-modiiliin ss-tiimlenmis olmasidir [7].

3.4.10. Yardimci Teorem R lokal Dedekind bolgesi ve M bir R-modiil olsun. Rad (M) nin
bir U alt modiiliiniin M de bir ss-timleyene sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S, U nun

yari-basit alt modiilii olmak tizere U = Rad(U) @ S olmasidir [7].

3.4.11. Teorem R bir lokal Dedekind bolgesi ve M bir sol R-modiil olsun. Asagidaki
ifadeler denktir:

1) E(M) M nin injektif bliriimii olmak {izere, M E (M) de bir ss-tiimleyene sahiptir;

i) K,R nin kesir cismi, I ve J indis kiimeleri ve S yari-basit R-modiil olmak iizere
M = K(’)EB(g)U)EBS dir;

iii) S © M yari-basit olmak tizere M = Rad(M) @ S dir [7].
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. SS-Radikal ve Giiclii SS-Radikal Tiimlenmis Modiiller

4.1.1. Tamim R halka ve M sol R-modiil olsun. Rad(M), M de bir ss-tiimleyene sahipse M
ye ss-radikal tiimlenmis modiil denir. Yani;
M = Rad(M) +V, Rad(M) NV LKV ve Rad(M) NV yari-basit o6zellikleri saglaniyosa

M ss-radikal tiimlenmistir.

4.1.2. Tanim R halka ve M sol R-modiil olsun. M modiiliiniin radikalini igeren her alt
modiil M de ss-tiimleyene sahipse M ye giiglii ss-radikal tiimlenmis modiil denir. Yani;
Rad(M) SU<Mig¢in, M=U+V, UnNnV KV ve UNYV yar-basit ise, M giiglii ss-
radikal tiimlenmistir.

Simdi asagida ss-radikal tiimlenmis modiiller ve giiglii ss-radikal tiimlenmis modiillere ait

bazi O6zellikler verilecektir.

4.1.3. Onerme M modiil ve Rad(M) = 0 olsun. Bu takdirde, M ss-radikal tiimlenmistir.
Ispat M =0+ M = Rad(M) + M, Rad(M)nM ={0} <M ve Rad(M)n M = {0}
yari-basit oldugundan M, Rad(M) nin ss-tiimleyeni olup M ss-radikal tiimlenmistir.

4.1.4. Onerme M radikal modiil olsun. Bu takdirde; M giiclii ss-radikal tiimlenmistir.
Ispat M = Rad(M) = Rad(M) + 0, Rad(M) n {0} = {0} K M ve Rad(M) n {0} = {0}

yari-basit olup M giiglii ss-radikal tiimlenmistir.

4.1.5. Sonu¢ Her M modiilii i¢in P(M) giiglii ss-radikal timlenmistir.
Ispat Onerme 4.1.4 ve Onerme 2.8.7 den agiktir.

4.1.6. Ornek
(1) M = ;Z modiiliinii alalim. Sonug 2.8.3 geregi Rad(Z) = 0 oldugundan Onerme 4.1.3

ten ,Z ss-radikal tlimlenmistir.

(2) R tamlik bdlgesi ve K(R) kesir cismi olsun. Rad (K (R)) = K(R) oldugundan Onerme
4.1.4 geregi K(R) sol R-modiil olarak giiglii ss-radikal tiimlenmistir.
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4.1.7. Yardimci Teorem M modiil ve Rad(M) < Des(M) olsun. Bu takdirde, M ss-radikal
tiimlenmistir.

Ispat M = M + Rad(M) ve M N Rad(M) = Rad(M) S Des(M) oldugu aciktir. O halde
Rad(M) yari-basit olup M, Rad(M) nin M de ss-tiimleyenidir. Dolayisiyla M ss-radikal

tiimlenmistir.

4.1.8. Sonu¢ M modiil ve Rad(M) «< M olsun. M nin ss-radikal tiimlenmis olmasi igin
gerek ve yeter kosul Rad(M) € Des(M) olmasidir.

Ispat (=) M ss-radikal tiimlenmis oldugundan M = Rad(M) +V, Rad(M) NV K V ve
Rad(M) NV yari-basit olacak sekilde V € M vardir. Rad(M) < M oldugundan V = M
olup Rad(M) N M = Rad(M) < Des(M) dir.

(<) Yardimci Teorem 4.1.7 den goriiliir.

4.1.9. Sonu¢ M sonlu iiretilmis modiil olsun. M nin ss-radikal tiimlenmis olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Rad(M) € Des(M) olmasidir.

Ispat M sonlu iiretilmis R-modiil oldugundan Sonuc¢ 2.8.5 geregi Rad(M) < M olup
Sonug 4.1.8 den ispat agiktir.

4.1.10. Ornek p herhangi bir asal say1 olmak iizere, M = Z,s Z -modiiliinti alahm. Burada

Rad(M) =< p >K M dir. Rad(M) yari-basit olmadigindan Sonug¢ 4.1.8 geregi M ss-

radikal tlimlenmis degildir. Diger taraftan M nin radikal timlenmis oldugu agiktir.

R halka olsun. Sifirdan farkli her sol R-modiil maksimal alt modiile sahipse, R ye sol

maksimal halka denir [8].

4.1.11. Sonu¢ R sol maksimal halka ve M bir R-modiil olsun. M nin ss-radikal tiimlenmis

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Rad(M) S Des(M) olmasidir.
Ispat M = Rad(M) + N ise, Rad(M/p)) =M/, dir. R sol maksimal halka oldugundan

M / N7F 0 olsa, maksimal alt modiile sahip olmalidir. Bu ise, Rad(M / N) =M / N olmasi

ile ¢elisir. O halde M/N = 0 olup M = N dir. Béylece Rad(M) < M olup Sonug 4.1.8 den

ispat goriiliir.

4.1.12. Onerme R yari-lokal halka ve M ss-radikal tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde,

Rad(M) nin her ss-tiimleyeni es-atomiktir.
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Ispat Eger M = Rad(M)ise 0, Rad(M)nin M de ss-tiimleyeni olup 0 es-atomiktir.
M # Rad(M) oldugunu kabul edelim. V, Rad(M) nin M de herhangi bir ss-tiimleyeni
olsun. Bu takdirde, Rad(M) NV = Rad(V) yari-basit ve boylece Rad (V) es-atomiktir. R

yari-lokal oldugundan Teorem 2.9.10 geregi V/Rad(V) yari-basit olup Teorem 2.8.13 ten

V es-atomiktir.

4.1.13. Onerme Giiglii ss-radikal tiimlenmis modiillerin her boliim modiilii giiglii ss-

radikal timlenmistir.
Ispat M giiglii ss-radikal tiimlenmis modiil olmak iizere L € N € M ve Rad (M / 1) S N / L
olsun. =M —M / | kanonik projeksiyonunu alalim. Buradan n(Rad(M )) =

(Rad(M) + L)/L c Rad(M/L) c N/L olup Rad(M) € N dir. Hipotezden N, M de bir K

(K + L)/L

ss-tiimleyenine sahiptir. M / g = N / .t oldugu agiktir. Onerme 2.7.2 (iv) geregi

aNnk)=WNOKAL Ny KAL) ey = KAL), dir e

n(NNK) = N / LN (K+ L)/ | yar-basittir.  Bundan dolayt M giclii ss-radikal

tiimlenmistir.

4.1.14. Sonu¢ M giiclii ss-radikal tlimlenmis modiil olsun. Bu takdirde M / Rad(M) yari-
basittir.

Ispat Onerme 4.1.13 den, M /Rad (M) gliclii ss-radikal tiimlenmistir. Rad (M /Rad ( M)) =

0 oldugundan M /Rad (M) yari-basittir.

4.1.15. Onerme M giiglii ss-radikal tiimlenmis modiil ve Rad(M) € U olsun. Bu takdirde,
U nun her ss-tiimleyeni es-atomiktir.
Ispat V, U nun M de bir ss-tiimleyeni olsun. O haldle M = U+V, UNV KV veUNV

yari-basittir. ~ Yari-basit modiiller es-atomik oldugundan U NV  es-atomiktir.
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M Rad(n

U =M / y 1zomorfizmasim alalm. Sonug 4.1.14 geregi M / y yart-
/Rad (M)

basit ve M/U = V/U A Yari-basit olup Teorem 2.8.13 ten V es-atomiktir.

Asagida verilen 6rnekle, bir ss-radikal tiimlenmis modiiliin boliim modiiliiniin genel olarak

ss-radikal tiimlenmis olmak zorunda olmadig1 gosterilmistir.

4.1.16. Ornek M = ;Z modiiliinii alalim. M nin ss-radikal tiimlenmis oldugu agiktir. M nin
Z/SZ boliim modiiliinii alalim. Rad(Z/SZ) = ZZ/SZ < Z/SZ olup Sonug 4.1.8 den Z/SZ

ss-radikal tiimlenmis degildir.

4.1.17. Onerme M ss-radikal tiimlenmis modiil ve N € Rad(M) olsun. Bu takdirde,M/N

ss-radikal tiimlenmistir.
Ispat m:M — M/N kanonik projeksiyonunu alalim. N € Rad(M) oldugundan,

(Rad(M) + N)/N

Teorem 2.8.8 (iii) geregi m(Rad(M)) = = Rad(n(M)) = Rad(M/N)

dir. Hipotez geregi M = Rad(M) +V, Rad(M) NV KV ve Rad(M)NV yar-basit

olacak sekilde V € M vardir. Onerme 4.1.13 {in ispatina benzer sekilde v+ N)/ N

Rad(M / N nin M de bir ss-tiimleyeni olup, M / n Ss-radikal tiimlenmistir.

4.1.18. Onerme M modiil ve N < M alt modiil olsun. N giiclii ss-radikal tiimlenmis modiil
ve Rad(M/\) =M/, ise, M giiglii ss-radikal tiimlenmistir.
Ispat Rad(M) € U < M olacak sekilde M nin U alt modiiliinii alalim. Rad(M/p) =M/,

oldugundan Rad(M) + N = M ve boylece U + N = M dir. Ayrica Rad(N) € Rad(M) €
U olup Rad(N) € U ve Rad(N) € N oldugundan Rad(N) € U n N dir. Hipotez geregi
N giiclii ss-radikal tiimlenmis oldugundan (UNN)+V =N, UNV KV ve UNV vyari-
basit olacak sekilde N nin V alt modiilii vardir. Buradan M = U+ N =U+ (UNN) +
V = U + V esitligini yazabiliriz. O halde M giiglii ss-radikal tiimlenmis modiildiir.
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4.1.19. Yardimct Teorem M modil, M;,N < M ve Rad(M) € N olsun. M; giiglii ss-
radikal timlenmis modiil ve M; + N M de bir ss-tiimleyene sahipse N, M de bir ss-
tiimleyene sahiptir.

Ispat L, M; + N nin M de bir ss-tiimleyeni ve K, (L + N) N M, in M; de ss-tiimleyeni
oldugunu kabul edelim. Bu takdirdke M =L+K+N ve (L+K)NN KL+ K dir.
Dolayistyla LN (K + N), LN (M;+ N) yari-basit modiiliiniin alt modiilii olup yari-
basittir. K n [(L + N) n M;] = K n (L + N) yar-basittir ve Sonug 2.6.9 geregi (L + K) n
N yari-basittir. O halde K + L, N nin M de bir ss-tiimleyenidir.

4.1.20. Onerme M; ve M, bir M modiiliiniin M = M; + M, olacak sekilde herhangi iki alt
modiilii olsun. Eger M; ve M, gii¢lii ss-radikal timlenmis modiiller ise M giiglii ss-radikal
tiimlenmistir.

Ispat Rad(M) € N olacak sekilde N € M alt modiiliinii alalim. M; + M, + N nin M de
asikar O (sifir) ss-tlimleyenine sahip oldugu agiktir. Béylece Yardimci Teorem 4.1.19 dan
M; + N, M de bir ss-timleyene sahiptir. Ayni yardimci teorem bir kez daha uygulanirsa M

de N igin bir ss-tiimleyen elde edilir.

4.1.21. Sonug¢ Giiglii ss-radikal tiimlenmis modiillerin her sonlu toplami giiglii ss-radikal

tiimlenmistir.

4.1.22. Onerme M modiil ve Rad(M) <« M olsun. M nin giiclii ss-radikal tiimlenmis modiil
olmasi icin gerek ve yeter kosul ss-tlimlenmis olmasidir.

Ispat (=) U, M nin bir alt modiilii olsun. Bu takdirde, Rad(M) € Rad(M) + U olup
Rad(M) + U, M de bir V ss-tiimleyenine sahiptir. M = Rad(M) + U +V, [Rad(M) +
UlNV KV ve [Rad(M) + U] NV yar-basittir. Rad(M) < M oldugundan M = U +V
ve ayrica U NV S [Rad(M) + U] nV dir. Buradan U, M de V ss-tiimleyenine sahiptir.
Bundan dolay1 M ss-tiimlenmis modiildiir.

(&) Aciktr.

4.1.23. Sonu¢ M es-atomik modiil olsun. Bu takdirde, M nin ss-tiimlenmis modiil olmasi

icin gerek ve yeter kosul giiclii ss-radikal tiimlenmis modiil olmasidir.

4.1.24. Sonu¢ M modiil ve Rad(M) < M olsun. Asagidaki durumlar denktir.
i) M ss-timlenmistir;

il) M tiimlenmistir ve M ss-radikal tiimlenmistir;
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iii) M giiglii radikal timlenmistir ve Rad(M) S Des(M) dir;
ivV) M giiglii ss-radikal tiimlenmistir.
Ispat (i) = (ii) Agiktur.

(ii) = (iii) Sonug 4.1.8 den goriiliir.

(iii) = (iv) Rad(M) € U olmak tlizere U € M alt modiiliinii alalim. M gii¢lii radikal
tiimlenmis oldugundan, M = U +V ve UNV KV olacak sekilde V tiimleyeni vardir.
UNV S Rad(V) € Rad(M) S Des(M) oldugundan M gii¢lii ss-radikal timlenmistir.

(iv) = (i) Onerme 4.1.22 den gériiliir.
Simdi tiim modiilleri giiclii ss-radikal tiimlenmis olan halkalar1 karakterize edelim.

4.1.25. Onerme Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.
i) Her projektif sol R-modiil ss-radikal tiimlenmistir;
ii) Her serbest sol R-modiil ss-radikal tiimlenmistir;

ii1) Her sonlu tiretilmis serbest sol R-modiil ss-radikal tiimlenmistir;
iv) Rad(R) € Des( gR) dir.

Ispat (i) = (ii) Her serbest modiil projektif oldugundan (i) den istenen elde edilir.
(ii) = (iii) Agiktir.

(iii) = (iv) Hipotez geregi zR ss-radikal tiimlenmistir. Sonu¢ 4.1.8 den Rad(R) S
Des( zR) dir.

(iv) = (i) P herhangi bir projektif sol R-modiil olsun. Bu takdirde, Onerme 2.8.10 dan
Rad(P) = Rad(R)P S Des(gR)P = Des(P) olup Rad(P) < P ve yari-basittir. Sonug

4.1.8 geregi P ss-radikal tiimlenmistir.

4.1.26. Ornek 7 halkasi verilsin. Rad(Z) = Des( zZ) = 0 oldugunu biliyoruz. M = ;7
Z-modiiliint alahm. M projektif degildir. Rad(M) < M oldugundan Sonug 4.1.8 geregi M

ss-radikal tiimlenmis degildir.



51

R bir halka olsun. R/I % R ve I, R nin keyfi bir ideali olmak {izere eger her basit R-modiil

R/I-injektif ise, R halkasmma sol WV-halka denir. Sol WV-halkalar V-halkalarin bir

genellemesidir [10].

Radikalin onemli o6zelliklerinden birisi de Teorem 2.8.8 (iii) den, her f:M — N
homomorfizmas1 i¢in, f(Rad(M)) € Rad(f(M)) olmasidir. Keyfi bir f:M — N
homomorfizmast icin eger f(Rad(M)) = Rad(f(M)) oluyor ise, M ye iyi modiil denir.
rR iyi modiil ise, R ye sol iyi halka denir. Ornegin yari-lokal halkalar iyi halkalardir.

4.1.27. Teorem R sol iyi halka olsun. Bu takdirde, Rad(R) S Des( xR) olmasi igin gerek

ve yeter kosul her sol R-modiiliin ss-radikal tiimlenmis olmasidir.
Ispat M bir R-modiil ve Rad(R) € Des(zR) olsun. R sol iyi halka oldugundan,
Rad(M) = Rad(R).M < Des( RR).M C Des(M) yazilabilir. Bundan dolay1r Yardimci

Teorem 4.1.7 den M ss-radikal tiimlenmistir. Tersi Sonug 4.1.8 den goriiliir.

4.1.28. Yardimc1 Teorem R sol V-halka olmayan sol WV -halka ise, R/Rad(R) sol V-

halkadir ve Rad(R) basittir [10].

4.1.29. Yardimer Teorem R halka olsun. R nin iyi halka olmasi igin gerek ve yeter kosul

R/Rad(R) nin sol V-halka olmasidir [21].

4.1.30. Yardimc1 Teorem R sol WV-halka olsun. Bu takdirde, R sol iyi halka ve sol
maksimal halkadir.

Ispat Eger R sol V-halka ise, R sol iyi halkadir ve sol maksimal halkadir. R nin sol V-halka
olmadigimi kabul edelim. Bu takdirde, R/Rad(R) sol V-halkadir. Yardimer Teorem 4.1.29

geregi R sol iyi halkadir. 0 # M modiil olsun. R sol iyi halka oldugundan, Rad(M) =
Rad(R).M < Des(gR).M < Des(M) olup Rad(M) yari-basittir. Dolayisiyla Rad(M) #

M olup R sol maksimal halkadir.

4.1.31. Sonu¢ R sol WV-halka olsun. Bu takdirde, her sol R-modiil ss-radikal tiimlenmistir.
Ispat R sol V-halka ise, herhangi bir M modiilii icin Rad(M) = 0 olup Onerme 4.1.3

geregi M ss-radikal tiimlenmistir. R sol V-halka olmasin. Yardimci Teorem 4.1.28 geregi
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Rad(R) € Des( gR) olup Yardimci Teorem 4.1.30 ve Teorem 4.1.27 geregi her sol R-

modiil ss-radikal timlenmistir.

4.1.32. Teorem Bir R halkasi i¢in asagidaki durumlar denktir.

i) Her sol R-modiil gii¢lii ss-radikal tlimlenmistir;

i1) Her sonlu iiretilmis sol R-modiil gii¢lii ss-radikal timlenmistir;
iii) gR gliclii ss-radikal tiimlenmistir;

IV) gR ss-timlenmistir;

Ispat (i) = (ii) = (iii) = (iv) Agciktir.
(iv) = (i) Teorem 3.4.9 dan goriiliir.

Bir sol Artin halka tizerinde her sol R-modiil tiimlenmis olup ve bdylece her modiil giiglii
radikal timlenmistir. Bununla birlikte bir Artin halkasi iizerindeki herhangi bir modiil
giiclii ss-radikal timlenmis olmak zorunda degildir. Ornegin; R = Zg halkas icin &R

giiclii ss-radikal tiimlenmis degildir.

4.2. Dedekind Bolgeleri Uzerinde SS-Radikal ve Giiclii SS-Radikal Tiimlenmis
Modiiller

Bu kisimda ss-radikal ve giiclii ss-radikal tiimlenmis modiilleri Dedekind bdlgeleri
iizerinde inceleyecegiz. Aksi belirtilmedikge her halka, cisim olmayan Dedekind bdlgesi
olarak alinacaktir.

P(M) in M modiiliiniin tim radikal alt modiillerinin toplami oldugunu biliyoruz. R bir
Dedekind bdlgesi ve M bir R-modiil olsun. R Dedekind bolgesi oldugundan Onerme 2.10.6
geregi P(M) injektif olup M = P(M)@N olacak sekilde N < M alt modiilii vardir. N ye M

nin indirgenmis kism denir.

4.2.1. Onerme R Dedekind bdlgesi ve M bir R-modiil olsun. N, M nin indirgenmis kismi
olmak tizere, M nin gii¢lii ss-radikal tiimlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul N nin
giiclii ss-radikal tiimlenmis olmasidir.

Ispat N, M nin bir homomorfik goriintiisii olarak Onerme 4.1.13 ten giiclii ss-radikal

tiimlenmistir. Tersi, Onerme 4.1.20 den agiktir.
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4.2.2. Teorem R lokal Dedekind bolgesi ve M R-modiil olsun. M, E(M) de ss-tiimleyene
sahip ise, M nin Rad(M) yi kapsayan her U € M alt modiilii direkt toplam terimidir.

Ispat Teorem 3.4.11 den S € M yari-basit olmak iizere M = Rad(M) @ S yazlabilir.
Rad(M) € U olsun. M = Rad(M) @ S = U + S oldugu agiktir. S yari-basit oldugundan
S=UNS@X olacak sekilde X € S yari-basit alt modiili vardir. M =U+S =U +
(UNnS @ X)=U @ X olup istenen elde edilir.

4.2.3. Sonu¢ R lokal Dedekind bolgesi ve M R-modiil olsun. M, E(M) de ss-tiimleyene

sahip ise, M gii¢lii ss-radikal tiimlenmistir.

4.2.4. Yardimc1 Teorem R Dedekind bolgesi ve M bir burulmasiz R-modiil olsun.
Asagidaki durumlar denktir.

1) M giiglii ss-radikal tiimlenmistir;

ii) M injektiftir.

Ispat ()= (ii) U, M nin bir maksimal alt modiilii olsun. Bu takdirde U, M de bir V ss-
tiimleyenine sahiptir. Teorem 3.1.3 (ii) geregi V lokal olup V € T(M) = 0 dir. O halde
V = 0 dir. Bundan dolay1, M maksimal alt modiile sahip degildir Onerme 2.10.6 geregi, M
injektiftir.

(i)= (i) Onerme 2.10.6 geregi Rad(M) = M ve boylece Onerme 4.1.4 ten M giiclii ss-

radikal tiimlenmis modiildiir.

4.2.5. Sonu¢ R Dedekind bolgesi ve M gii¢lii ss-radikal tiimlenmis modiil olsun. Bu

. M - . .
takdirde, /T(M) injektiftir.
Ispat M giiglii ss-radikal tiimlenmis oldugundan Onerme 4.1.13 geregi M /T (M) giiclii ss-
radikal tlimlenmistir. M /T( M) burulmasiz oldugundan Yardimci Teorem 4.2.4 geregi

My iniektiftir

4.2.6. Onerme R Dedekind bolgesi, M bir R-modiil ve T(M) giiclii ss-radikal tiimlenmis

modiil olsun. M nin giiglii ss-radikal tiimlenmis olmasi icin gerek ve yeter kosul M /T (M)

nin injektif olmasidir.

Ispat (=) Sonug 4.2.5 ten agiktir.
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(&) M/T(M) injektif oldugundan Onerme 2.10.6 den Rad (M/T(M) ) = M/T(M) dir.

Hipotezden ve Onerme 4.1.18 den N = T(M) almirsa istenen elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, ss-radikal tiimlenmis ve gii¢lii ss-radikal tiimlenmis modiillerle ilgili 6nermeler,
teoremler ve sonuglar; dordiincii bolimde yer almaktadir. Bu calismada, tiim modiilleri
giiclii ss-radikal tiimlenmis olan halkalar karakterize edildi. Ayrica Dedekind bolgeleri
tizerinde ss-radikal tiimlenmis ve giiglii ss-radikal tiimlenmis modiiller incelendi. Bununla
birlikte lokal Dedekind bolgeleri iizerinde (giiglii) ss-radikal tiimlenmis modiillerin yapisi
belirlendi. Bu ¢alismada tanimlanan modiillerin yapisi, Noether ve Artin halkalar tizerinde

incelenebilir.
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