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1. GIRIS

M. O. 428-499 yillar1 arasinda yasamis olan Eflatun Akademisinin kapisina “Geometri
bilmeyen buraya giremez” diye yazarak geometrinin o donemin diisiince diinyasinda ne
kadar 6nemli oldugunu ortaya koymus ve gelecekte ne kadar 6nemli olacagi mesajini tiim

diinyaya ifade etmistir.

Antik cagda giiniimiize kadar uzanan dénemde, degisen ve gelisen diislince diinyasinda,
bilim ve teknolojinin icerisinde matematigin ve geometrinin énemi daima korunmustur. Bu
siregte geometri, yasadigimiz evrenin anlasilmasindan da O&te evrenin yapisinin
anlagilmasinda, hatta diisiinme sisteminin bizzat kendisinin daha iyi taninmasinda énemli
bir bilim dali olmustur. Ozellikle matematigin, fizigin, miihendislik ve bilgisayar

bilimlerinin geometriye uzak gibi goriinen kollar1 geometriyi kullanir hale gelmislerdir.

Insanoglunun zaman icerisinde olusan ihtiyaglarina gdre geometri cesitli dallara ayrilmis
ve ¢alismalar daha 6zgiin yiirlitilmiistiir. Bu alanlardan birisi diferensiyel hesaplamanin
geometriye tatbik edildigi dal olan diferensiyel geometridir. Diferensiyel geometri,

matematigin tiirev islemi kullanarak ¢alisilan geometrinin bir koludur.

B. Y. Chen 1990 yilindan bu yana invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlarin bir
genellemesi olan slant altmanifoldlar geometrisi iizerine galismalar yapmaktadir. Yine B.
Y. Chen tarafindan bir hemen hemen Hermityen manifoldun slant altmanifoldlar1 kavrami
ortaya atilmistir (Chen, 1990). A. Lotta ise hemen hemen kontak metrik manifoldun, slant
altmanifoldlarini ilk tanimlayan ve arastiran kisidir (Lotta, 1996). Ayni zamanda Lotta’ nin
K-Kontak manifoldlarin  3-boyutlu anti-invaryant olmayan slant altmanifoldlarin
geometrisi lizerine ¢aligmalart da bulunmaktadir (Lotta, 1998). L. Cabrerizo ve arkadaslari
bir Sasakian manifoldun slant altmanifoldlar: iizerine yaptiklar1 incelemelerde ¢ok sayida
ilging sonuca ulagsmislardir (Cabrerizo ve ark., 2000(a); Cabrerizo ve ark., 2000(b)). 2007
ve 2011 yillarinda ise M. Khan ve arkadaslarimin proper slant ve pseudo-slant
altmanifoldlarla ilgili ¢alismalar1 literatiire girmistir. M. Atceken, S. Dirik ve U. Yildirim

manifoldlarin pseudo-slant altmanifoldlart ile ilgili bir¢ok ¢alismalart bulunmaktadir.

Bu bilgiler 1s1ginda, (¢, &,n, g)kontak metrik yapisiyla verilen M (@, &,7,9), n—boyutlu

hemen hemen kontak metrik manifold M (¢,&,77,9) ve bu manifold iizerindeki Levi-



Civita konneksiyonu V olmak iizere, M(p,&,77,9) hemen hemen kontak metrik

manifoldu eger her X,Y € ¥(TM) i¢in
(6x @)Y =0

sartin1 sagliyorsa I\7I(qo,§,77,g) hemen hemen kontak metrik manifolduna kosimplektik
manifold adi verilir. Ayrica D,-total geodezik, D*-total geodezik ve mixed-total

geodeziklik kavramlar1 verilip kontak pseudo-slant ¢arpim kavrami tanimlanmistir. Daha
sonra hemen hemen kontak metrik yapisiyla R™ de 4-boyutlu kontak pseudo-slant

altmanifold 6rnegi verilerek konu somutlagtirilmastir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Temel kavramlar i¢in ayirdigimiz bu bolim, iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda,
manifoldlarin ingasinda kullanilan kavramlara yer verilmis olup ikinci kisimda da

altmanifoldlarla ilgili temel tanim ve teoremlere ayrilmistir.
2.1. Manifoldlar
Bu kisimda manifoldlarla ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1.1. Tanim X bir Hausdorff uzay:1 olmak iizere herhangi bir U — X agik climlesinden

V < R" bolgesine tanimlanan
$:U->VcR"

homeomorfizmine X de tanimlanan n-—boyutlu koordinat sistemi veya harita, U agik

ciimlesine de, ¢ haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bélgesi denir. Bu harita

(U,¢) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).
Eger, xeU ise
P(X) = (X, X,) € R"
dir. Buradaki X,,..., X, reel sayilarma ¢ haritasinda X noktasmnin koordinatlart denir.

2.1.2. Tanim M bir Hausdorff uzay1 olsun. M nin her noktasinin E" e veya E" in bir U

acik alt ciimlesine homeomorf olan bir koordinat komsulugu varsa, M ye n—boyutlu

topolojik manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.3. Tanim f,R" uzaymm bir U agik alt ciimlesi lizerinde tanimli reel degerli bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonunun k. mertebeden kismi tiirevleri var ve kK<r

olmak tizere siirekli ise f fonksiyonu r. mertebeden diferensiyellenebilir denir ve bu
f eC"(U,R) ile gosterilir. Eger her reZ* i¢cin f eC"(U,R) ise f fonksiyonuna

diferensiyellenebilir denir ve bu durum f € C*(U,R) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).



2.1.4. Tamim M bir topolojik manifold ve M nin bir agik ortiisii {U,} olsun.U,, agik
ctimlelerinin ¢ indislerinin ciimlesi A olmak tizere {U,} acik ortisi icin {U,},.,
yazilir. E" de U, ya bir , homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik ciimle V,

olsun. Boylece ortaya ¢ikan (y,,V,) haritalarimin S ={(y,.V,)},., koleksiyonuna bir

atlas veya koordinat komsulugu sistemi denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.5. Tanim M bir n—boyutlu topolojik manifold ve S={(U,,w,)},., de M nin bir
atlasi olsun. r>1 olmasi durumunda, eger S atlasi i¢in U, "U, #<J olmak lizere her

a, B € A yakarsilik ¢, ve ¢, fonksiyonlari

¢aﬂ = l//aoy//_i’l l/lﬁ(Ua muﬂ) _)l//a(ua muﬂ)
ve
¢ﬁa = l//ﬁow;l :!//a(Ua mUﬂ) _)Wﬁ(ua muﬂ)

seklinde ikiser ikiser homeomorfizmalarin bileskesi oldugundan birer homeomorfizmadir.

Tanimlanan ¢, ve ¢,, fonksiyonlari C" —sinifindan diferensiyellenebilir ise S atlasina

[27

C" —smifindan diferensiyellenebilirdir denir.

Eger S atlast M iizerinde C" —smifindan ise S ye M iizerinde bir C" —simfindan
diferensiyellenebilir yap: denir. Eger bir M manifoldu iizerinde r. mertebeden

diferensiyellenebilir bir atlas varsa M manifolduna r. mertebeden diferensiyellenebilir
manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.6. Tanim M ve N manifoldlar ve ¢: M — N diferensiyellenebilir doniisiimiiniin tersi

var ve tersi de diferensiyellenebilirse ¢ doniisiimiine bir diffeomorfizma denir. M ve N

manifoldlar1 verildiginde M ve N ye bir diffeomorfizma var ise M ve N manifoldlarina

diffeomorfiktirler denir.

2.1.7. Tamm M bir topolojik manifold ve peM olsun. M nin p noktasindaki

diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C(p) olmak iizere,



U,:C(p) >R
doniistimii, her f,g € C(p) ve a,beR igin
i—) Lineerlik
U, (af +bg)=auU (f)+bU (g)
ii—) Leibnitz
U, (f.9)=U,(f)a(p)+f(p)U:(9)

ozelliklerini sagliyorsa U | ye M nin p noktasindaki tanjant vektorii denir.

M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektérlerinin ciimlesi T, (p) ile gosterilir

(O’Neill, 1983).

Buna gore M iizerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonlarm kiimesi C*(M,R) olmak

lUzere
T, (p)={U,|U, :C*(M,R)— e, R}

ile gosterelim. Bu ciimlede f € C°°(I\7I ,R) i¢in i¢ islem

®:TM (p)XTm(p) _>T,\;1(p)
U, W,) >U, ®W, :C*(M,R) > R
U, +W)[f1=U [f]+W,[f]

seklinde tammlanir. Boylece (T, (p),@®) ikilisi bir abel grup olur.
Bu ciimlede f € C*(M,R) icin dis islem de

O:RxT.(p) =T, (p)
(AU,) > 10U, :C*(M,R) >R
(A0U)[f1=2U,[f]



seklinde verilir. Bu islemlere gore T.(p), reel sayilar cismi iizerinde tanimlanan bir

vektor uzayidir. Bu uzaya M nin p —noktasindaki tanjant uzay: adi verilir (Hacisalihoglu,

1980).

2.1.8. Tannm f:E" —>R diferensiyellenebilir fonksiyon ve \7peTEn(p) olsun. Bu

durumda V, = PQ olmak iizere
- d
V,[f] =a(f (R +t(Q —PR)),.... f (R, +t(Q,—R))), =0

reel sayisina f nin \7p vektorll yoniindeki tiirevi denir (Hacisalihoglu, 1980).

2.1.9. Tanim Reel sayilar cismi tizerinde r tane vektor uzayi V,,V,,V,,...,V, olsun.
f:V,xV,,...V, >R

fonksiyonu 1<i<r olmak iizere U,V, €V, ve a,b € R olmak iizere,

f(v,...,v. j,av, +bu,v. v.)=af (v,...V, ;,Vi,...,V,) +bf (v,...,V. ;,U,,...,V,)

i+17700 o Vy

sartin1 sagliyorsa f ye r —lineer fonksiyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

2.1.10. Tamm M bir n—boyutlu manifoldu diferensiyellenebilir manifold ve peM

noktasindaki tanjant uzay T, (p) olsun. T (p) nin dual uzayina M nin p noktasindaki

kotanjant uzay1 denir. M nin p noktasindaki kotanjant uzay T (p) ile gosterilir. Buna

gore

T ( p) :{a)|a):T,\7I (p)—=r R}
dir. T (p) uzaymn her bir elemanmna da M nin p noktasindaki kotanjant vektrii denir
(O’Neill, 1983).

2.1.11. Tamim Reel sayilar cismi {izerinde bir vektor uzay1 V. ve V*, V nin dual uzay:

olmak tzere



LOV"+VE R) = {f| f 1V xys ek sy
uzayinda i¢ ve dis islemler sirastyla

(fea)a,...a., B,... B) = T(e,....a,, By ) + 9(y, v s By B)

ve
At )y, B B) = AT (a0, By B)

seklinde tanimlanan uzaya S. mertebeden kontravaryant ve r. mertebeden kovaryant
tensor uzayr denir. Bu uzayin her bir elemanina da (r,s)—tipinde bir tensor denir

(Boothby, 1986).

2.1.12. Not Manifoldlar lizerindeki tanjant vektor kavramindan faydalanarak vektor alani

tamimlanabilir. M bir manifold ve T (p) manifoldun p noktasindaki tanjant uzay1 olsun.

Bu durumda her pe M noktasina T, (P) uzayimnda bir tanjant vektorii karsilik getiren X

diferensiyellenebilir donlisiimiine vektor alani dedigimiz gibi asagidaki sekilde de

tanimlayabiliriz.

2.1.13. Tamm M diferensiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki diferensiyellenebilir

fonksiyonlarin ciimlesi C*(M,R) olsun. Her f,geC*(M,R) ve a,beR olmak iizere
Y :C”(M,R) —>C”(M,R)
doniistimii
i—) Y(af +bg) =aY(f)+bY(g)
ii-) Y(fg) =Y(f)g+ fY(9)

ozelliklerini sagliyorsa Y e M iizerinde bir vektdr alani denir. M iizerindeki vektor

alanlarinin ciimlesi y(M) ile gdsterilir (Boothby, 1986).

Buna gore bir manifold iizerinde bir vektdr alani, manifoldun her bir noktasina bir tanjant

uzayi karsilik gelir.



2.1.14. Tamm M diferensiyellenebilir bir manifoldu iizerindeki vektor alanlari ciimlesi

7(M) olmak iizere X,Y € y(M) i¢in

[1: 2(M)x (M) > z(M)
(X,Y) > [X,Y]

dontlistimii

i—) 2—lineerdir, yani her a,beR, X,Y,Z e y(M)igin

[aX +bY,Z]=a[X,Z]+b[Y,Z], [X,aY +bZ]=a[X,Y]+b[X,Z]
ii—) Anti-simetriktir yani her X,Y € (M) icin

[X,Y]=-Y.X]
iii—)Her X,Y,Z € (M) icin

[X.IY. 21+ Y. [Z, XTI+ [Z.[X,Y]] =0

sartlarin1 sagliyorsa [,] ye M —iizerinde bir Lie operatérii denir (Boothby, 1986).
Ornek

E" iizerindeki vektor alanlar1 ciimlesi y(E") olmak iizere X,Y € y(E") i¢in

[1: 2(E") x 2(E") > 2(E")
(X,Y)—>[X,Y]

doniisiimii her f € C*(M,R) fonksiyonu i¢in
[XYTE = XY () -Y(X(f)) (2.1)
seklinde tanimlaniyor. [,], #(E") iizerinde bir Lie operatoriidiir.

2.1.15. Teorem M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda her X,Y e;((l\7l)
ve f,geC”(M,R) icin

[X,gY]=(fg)[X,Y]+ £X(g)Y —gY ()X (2.2)



dir (Yano ve Kon, 1984).

2.1.16. Tanim M ve N boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ~sirasiyla M ve N

olsunlar. p noktasinda diferensiyellenebilir bir fonksiyon f : M — N olmak iizere

f. T3 (P) = T (T(p))
p (VP) - (\Z[fl]|f(p) ""’\Tp.[fn]|f(p))

vV, - f,

seklinde tanimli f, déniisiimiine f ° nin tiirev déniisiimii denir. Eger g € C(M,R), f(p)

nin komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
(f.(V;))g =V, (gof)
seklinde verilir (Yano ve Kon, 1984).

2.1.17. Teorem MveN diferensiyellenebilir ~ manifoldlar ve f:M >N

diferensiyellenebilir déniistim olsun. Bu durumda f, tiirev doniistimii lineerdir ve© M de

se¢ilen egriden bagimsizdir (Yano ve Kon, 1984).

2.1.18. Tamm M bir diferensiyellenebilir manifoldu iizerindeki C* — vektor alanlarmimn

ciimlesi (M) ve M den R ye C” fonksiyonlarinin ciimlesi de C*(M,RR) olsun. Her
X,Y,Ze y(M) ve abeR icin

g: 7x(M)x (M) >C*(M,R)
dontisiimii

i1—) Simetrik, yani

9(X,Y)=g(Y,X) ,
1i—) Pozitif tanimlilik

X #0i¢in g(X,X)>0,ve g(X,X)=0< X =0,
iii—) Bilineer,

g(axX +bY,z)=ag(X,Z)+bg(Y,Z)
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sartlarini sagliyorsa g ye M iizerinde Riemann metrigi veya (2,0)—mertebeli metrik

tensér ve (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu denir (O’ Neill, 1983).

2.1.19. Tanim M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki C* — vektér alanlari

ciimlesi y(M) olmak iizere

Vixz(M)x z(M) = z(M)
(X,Y) > V(X,Y)=V,Y

doniisiimii her X,Y,Z € y(M) ve f,geC”(M,R) i¢in
i)V, (X +2Z)=V, X +V,Z
ii-) Vi, 2=V, Z+9gV,Z
iii—) V, (fX) = fV, X +Y(f)X

ozelliklerini saghyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve V., e de

Y gore kovaryant tiirev operatorii denir (Yano ve Kon, 1979).

2.1.20. Tanim M, n—boyutlu bir manifold ve M iizerindeki konneksiyon V olsun. Bu

durumda

T:x(M)x z(M) > 7(M)
(X,Y) > T(X,Y)=V,Y =V, X —[X,Y]

olarak tanimlanan vektdr degerli tensére M iizerinde tanimhi V' konneksiyonunun torsiyon

tensorii denir. Kolayca goriilebilir ki torsiyon tensorii anti-simetriktir.

2.1.21. Tamim (M,g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tammlanan bir afin

konneksiyon olsun. O zaman her X,Y,Z € ;((I\7I) olmak tizere V doniistimii

i—) ﬁY X - ﬁxY =[Y, X] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi)

ii—) Yg(X,Z) = g(ﬁY X,Z)+ g(XﬁYZ) (Konneksiyonun metrikle bagdagma
ozelligi)
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ozellikleri sagliyorsa, V ya M iizerinde Riemann konneksiyonu (Sifir torsiyonlu

konneksiyon) veya Levi-Civita konneksiyonu denir (Yano ve Kon, 1979).

n—boyutlu Riemann manifoldu (M,g) ve V da M iizerinde tanimlanan Levi-Civita
konneksiyonu olmak iizere her X,Y,Z € »(M)icin

29(V, X,Z) =Yg(X,Z)+ Xg(Z,Y) - Zg(Y, X)

(2.3)
—9(V.[X,ZD) - 9(X.IY, Z]D) + 9(Z.[Y, X])

ile taninmlanan ifadeye Kozsul formiilii denir (Hacisalihoglu, 1983).

2.1.22. Tamim (M,g) bir Riemann manifoldu Y € (M) igin L, , keyfi (r,s)—tipinde
tensor alanini yine (r,s) —tipinde tensor alanina gotiiriir ve Y vektor alanina gore Lie

tiirev operetorii olarak adlandirilir. Y € (M) i¢in
L X =[Y,X] (2.4)

seklinde tammlanir. Ayrica f eC(M,R) icin L, f=Y(f) dir. HerY,Z e 7(M)icin

g —Riemann metrik tensoriin Y —vektor alanina gore Lie- tlirevi de

(L 9)(X,Z2)=L,9(X,Z)-g(L, X,Z)-g(X,L,Z)
=Y(9(X,2))-g([Y,X],Z) —g(X,[Y,Z])
=9(V,X,Z2)+9(X,V,Z)-9g(V,X,Z)

+9(V,Y,Z)-9(X,V,Z)+g(X,V,Y)
= g(vavZ)+g(X'sz)

seklinde tanimlanir. Eger L, g =0 ise X vektor alanina Killing vektor alan1 denir (Chen,

1973).
2.2. Altmanifoldlar

Bu kisimda, yiizeyler teorisinin genellestirilmisi olarak bir Riemann manifoldun

altmanifoldu tanimlanmakta ve temel 6zellikleri incelenmektedir.

2.2.1. Tamim M ve n boyutlu Riemann manifold sirastyla M ve M olsunlar.
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f:-M—>M

diferensiyellenebilir doniisiimii i¢in, boy(f,(T,,(p))) =g <min {boyM ,boyM } ise f nin

p €M noktasindaki ranki q olup, rank,(f)=q ile gosterilir.

Eger rank(f)=boy(M) ise f ye immersiyon (daldirma) ad1 verilir. Bu halde f(M) ye

de M nin immersed (gémiilmiis) altmanifoldu ad: verilir.

Eger f immersiyonu bire-bir ise f ye imbeding (gomme), f(M) ye de M nin gémiilen

altmanifoldu ya da sadece altmanifold adi verilir (Chen, 1973).

2.2.2. Tamim M ve N boyutlu Riemann manifoldlar sirasiyla (M,g) ve (M,§) olsunlar.

f:M —M bir immersiyon olmak iizere her Y, X €T, (p) i¢in

g(f. Y, f. X)=g(Y. X) (25)
ise f yeizometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) ad1 verilir (Chen, 1973).

2.2.3. Tamm M , bir m—boyutlu manifold ve M nin bir p noktasindaki tanjant uzay
T, (p) olsun. M iizerinde bir r—boyutlu D distribiisyon, M nin her bir p noktasin
r —boyutlu altuzayina gétiiren doniistimdiir. Yani,

D:M —T.(p)
p—>D, =T, (p)

ile tanimli D doniisiimiine bir distriblisyon ad1 verilir. Her Y € ;((I\7I) icin Y, €D, ise Y

vektor alanina D distribiisyonuna aittir denir. Eger her p noktasi igin D ye ait bir r tane

diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektor var ise D ye diferensiyellenebilir distribiisyon

denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

2.2.4. Tanim M bir C* —manifold ve D, M iizerinde q— boyutlu bir C* — distribiisyon
ve M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun. Eger her p € M igin, Ty (p) ile D, aym

ise M ye D nin integral manifoldu denir. Bu durumda
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f:-M—>M

bir imbedding (gomme) olmak {izere her pe M i¢in

f.(Tw (p)) =D,

dir. Eger D nin M yi i¢ne alan baska bir integral manifoldu yoksa M ye D nin bir

maksimal integral manifoldu denir.

M bir diferensiyellenebilir manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. Eger her p e M igin
D distribiisyonunun p noktasini i¢ine alan bir maksimal integral manifoldu varsa D

distribiisyonuna integrallenebilirdir denir.

M bir manifold 6, M iizerinde lineer konneksiyon olsun. Eger X,Y € D igin 6\( X eD

icin D distribiisyonuna paraleldir denir (Yano ve Kon, 1984).

n—boyutlu M Riemann manifoldu iizerinde bir distribiisyon D olsun. X,Y eD i¢in
[Y,X]eD oluyorsa D distribiisyonuna involutive distribiisyon adi verilir. Ayrica M

tizerinde bir distribiisyonun integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart D distribiisyonunun

involute olmasidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

2.2.5. Tanim (|\7|,g) bir Riemann manifoldu ve M nin bir altmanifoldu daM olsun. Her

peM icin
M ={v, eT;(p):dWU,.,V,)=0,vU, €T, (p)}

tanimlanan altuzayma M nin normal uzay1 denir. V, vektoriine M nin normal vektori ve
Vp nin birim vektor olmasi halinde bu vektdore M nin birim normal vektoriadi verilir.

M nin olusturdugu biitiin normal vektdrlerini iceren T*M uzayma da M nin normal

demeti adi verilir.

2.26. Not M Riemann manifoldunun altmanifoldu M olmak iizere TM,
M altmanifoldunun tanjant demetini ve T*M de M altmanifoldunun biitin normal

vektorlerin vektdr demetini gostersin. Bu durumda, M manifoldunun tanjant demetini
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™ =TM &T'M
seklinde yazabiliriz.

2.2.7. Tanm (M, §) bir Riemann manifoldu ve M de M nin bir altmanifoldu olsun. V ve

V sirastyla M ve M iizerindeki Riemann konneksiyonlar olmak iizere her X,Y e y(M)

i¢in

o y(M)x x(M) = (M)
(X,Y) > a(X,Y)=V,Y -V, Y

ile tammmli o simetrik bilineer forma M nin ikinci temel formu denir. Eger o =0 ise

M vye total geodezik altmanifold adi verilir.
V.Y =V, Y +5(X,Y) (2.6)

seklinde tamimlanan esitlige de Gauss formiilii denir. Burada V,Y ve o(X,Y), V,Y nin

sirasiyla teget ve normal bilesenleridir. M altmanifoldunun ikinci temel formu o nun

kovaryant tiirevi Vo daher X,Y,Z € (M) i¢in
(an)(YvZ):vio-(Y’Z)_O'(VxY’Z)_O'(vixZ) (2.7)

seklinde verilir. Burada o nun kovaryant tiirevi olan Vo ya da M nin tigiincii temel

formu denir. Ayrica V, o =0 ise ikinci temel forma paraleldir denir (Chen, 1973).

Boyutu n olan bir (|\7|,g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M
tizerindeki bir peM igin T, (p) nin lokal ortanormal bazi {g,,€,,...,e,} olmak tizere M

nin ikinci temel formu o nun normu

loff = > g(otee,). o6 e,) 28)

ij=1

ile tamimlanir.
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2.2.8. Tamim Boyutu n olan bir M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M

nin ikinci temel formu o olmak tizere M {izerindeki bir peM igin T,,(p) nin lokal

ortonormal bazi {e,,e,,...,€,} olsun.

H :%Zn:o(ei,ei) (2.9)

bi¢iminde tanimlanan vektére M nin ortalama egrilik vektorii adi verilir. Eger H =0 ise

minimal altmanifold denir (Pandey ve Gupta, 2008).

2.2.9. Tanim Boyutu n olan bir M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M
nin ikinci temel formu o ve ortalama egrilik vektoéric H olmak tizere her Y, X € y(M)

igin
a(Y,X)=g(Y,X)H (2.10)

ise M ye M nin total umbilik altmanifoldu denir. Eger
g(o(Y,X),H)=2g(Y,X), 1eC(M,R) (2.11)

sart1 saglaniyorsa M ye M nin pseudo-umbilik altmanifoldu denir. Kolayca goriilebilir ki
her total umbilik altmanifold pseudo-umbilik altmanifolddur. Fakat tersi dogru degildir
(Pandey ve Gupta, 2008).

2.2.10. Tannom M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. M nin normal

demetindeki konneksiyon V* olmak iizere her X € (M) ve V € y*(M) igin

A (M)x x(M) - z(M)
V,X) > AV, X)=A X =V,V -V, V

ile tanimlanan bilineer doniisiimiine M nin sekil operatorii denir (Chen, 1973).
V,V =—A X +VyV (2.12)

ifadesine de Weingarten formiilii denir. M nin bu durumda sekil operatoriic A, nin

kovaryant tiirevi de
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(VALY =V, AY _AWVY -AV,Y (2.13)
seklinde tanimlanir.

Her Y € (M) ve V e (M) icin g(Y,V)=0 ifadesinin X € y(M)e gore kovaryant

tiirevi alinirsa
Xg(Y,V)=g(V,Y,V)+g(Y,V,V)=0 (2.14)
olur. Burada Gauss ve Weingarten formiilleri kullanilirsa
g(VxY.V)=9(a(X,Y).V)=g(Y, A X)+g(Y,V,V)=0
dir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

9(AY,X)=g(c(X,Y).V) (2.15)

oldugu gorilir. Bu son esitlik M nin ikinci temel formu o ile A, sekil oparatorii

arasindaki bagintiy1 verir (Chen, 1973).
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3. PARAKONTAK METRiIiK MANIFOLDLAR

Bu bolim iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda hemen hemen parakontak
manifoldlar tamimlanarak, hemen hemen Lorentzian parakontak manifoldlarin bazi
ozellikleri gosterilmistir. ikinci kisimda ise Lorentzian parakosimplektik manifoldun

altmanifoldu iizerine indirgenen tensorler ile ilgili baginti ve sonuglara yer verilmistir.

3.1. Lorentzian Hemen Hemen Parakontak Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen parakontak manifoldlar tanitilarak en temel Ozellikleri
incelenecektir ve hemen hemen Lorentzian parakontak manifoldlarin bazi tanim ve

teoremleri verilecektir.

3.1.1. Tamm M bir n—boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M iizerinde ¢,

(1,1) tipinde bir tensor alani, & bir vektor alani ve 5 da bir 1—form olmak tizere
n(&)=-1 (3.1)

P =1+n®¢& (3.2)

sartlarini saglayan bir (¢, &,n7) tgliisiine hemen hemen parakontak yapi, parakontak yapiya

sahip manifolda da M hemen hemen parakontak manifold denir (Matsumuto, 1989).

3.1.2. Onerme M bir (@,&,77) hemen hemen parakontak yapisina sahip n—boyutlu

hemen hemen parakontak manifold olsun. Bu durumda

p&=0 (3.3)
nop=0 (3.4)
rank (¢)=n-1 (3.5)

dir (Matsumuto, 1989).

Ispat Es. 3.1 ve Es. 3.2 den

PE=E+n(8)é=£-£=0 (3.6)
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olur. Boylece ya ¢&=0 veya ¢&, ¢ nin 0 karakteristik degerine karsilik gelen asikar

olmayan karakteristik vektordiir. Es. 3.2 ve Es 3.6’ dan
0=¢’pE = p& +n(pS)é
yani

o =-n(pd)s (3.7)

elde edilir. Eger ¢&, ¢ nin 0 karakteristik degerine karsilik gelen asikar olmayan

karakteristik vektor ise

n(@s) #0

dir. Es 3.7’ nin her iki tarafina ¢ uygulanirsa

0= =—n(pE)pé = (n(@E))*E 0

bulunur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla @& =0 olmak zorundadir. @& =0 oldugu i¢in Es.

3.2’ den herhangi bir X € ;((|\7|) vektor alani icin
N(@X)é ==’ pX + X =—p(@*X) + X =—p(X +17(X)&) + X =-n(X)pé =0
dir. Buradan,
n(pX)s =0 (3.8)

elde edilir. Es. 3.8° den, 770¢=0o0ldugu goriiliir. Sonug olarak M iizerinde @&=0 ve

£#0 oldugundan rank(p) <n dir. Eger bir & =0 sartini saglayan bir diger vektor alan
ise Es. 3.2 kullanilirsa

0=& +n(&)é

dir. Boylece & =—7(£)E olarak yazilir. Yani &, ¢ dogrultusundadir. Dolayisiyla

rank(¢) =n—1 olur.
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3.1.3. Lemma M, bir diferensiyellenebilir manifold & ve 5 da 7(&) =—1 sartin1 saglayan

sirasiyla bir kontravaryant ve bir kovaryant vektdr alam olsun. Eger M iizerinde & vektor

alanin1 timelike yapacak bir Lorentz metrik varsa bu durumda
n(X)=h(X,%) (3.9)
olacak sekilde bir h Lorentz metrigi vardir (Matsumuto, 1989).

Ispat Bir M bir diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde 7(&) =—1 olacak sekilde &

vektor alanini ve 7, 1— formunu alalim. f nin f(&,&) =—1 sartin1 saglayan Lorentz

metrigi oldugunu diisiinelim. Bu metrigi kullanarak herhangi X,Y € )((|\7|) vektor alanlar

i¢in
h(Y, X) = (Y +7n(Y)S, X +7(X)&) —n(X)n(Y) (3.10)

seklinde yeni bir h metrigi tanimlayalim. Bu durumda eger X ve Y vektor alanlart f
metrigine gore ¢ ye dik ise X ve Y vektor alanlart f metrigine gore spacelike
vektorlerdir. Boylece h(Y,X) = f(Y,X) olur. Bu da Es. 3.10 ile tamimlanan h metriginin

Es. 3.9 sartin1 saglayan bir Lorentz metrik oldugunu gosterir.

3.1.4. Tamim M , bir (¢p,&,7) hemen hemen parakontak yapist ile birlikte n —boyutlu bir

hemen hemen parakontak manifold olsun. Eger M her X,Y € 7(M) vektdr alanlari icin

g(pX,9Y)=g(X,Y) +n(X)n(Y) (3.11)

olacak sekilde bir g Lorentz metrigine sahipse M ye bir Lorentzian hemen hemen

parakontak metrik manifold ve (¢,&,77,9) dortliisine de M iizerinde bir Lorentzian

hemen hemen parakontak metrik yap1 denir.
Eger Es. 3.11°de Y yerine ¢ alinirsa
0=g(pX,p2) =g(x,&) +n(X)n(5)

yazilir. Buradan Es. 3.1 ve Es. 3.3 g6z Oniine alinarak

9(X, &) =n(X) (3.12)
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elde edilir.

Bilindigi gibi bir g Riemann metrigi (+,+,+,...,+) seklinde pozitif isaretlere sahiptir.
Semi-Riemann metrigi (-,—,—,...,+,+,+,...,+) seklinde keyfi isaretlere sahiptir. Lorentzian
metrigi ise metrik isaretinin (—,+,+,+,..,+) oldugu 6zel bir durumdur. Uzerinde ¢
Lorentzian metrigi ile tanimlanmis diferensiyellenebilir manifolda Lorentzian manifoldu

denir.

3.1.5. Sonu¢ n—boyutlu M(p,& n,g), Lorentzian hemen hemen parakontak metrik

manifoldu verilmis olsun. Her X,Y € 7(M) i¢in ¢: (M) = 7(M) olmak iizere

9(eX.Y)=9(X,¢Y) (3.13)
dir. Bu esitlik bize ¢ nin g ye gore simetrik bir tensor alan1 oldugunu gosterir.
Gergekten Eg. 3.11° de Y yerine @Y yazilirsa Es. 3.4’ den

9(eX,9Y)=9(X, ¢Y) (3.14)
elde edilir. Es. 3.14° de Es. 3.2 kullanilirsa,

9(eX,Y +7(Y)S) = g(X, ¢Y) (3.15)

olur. Es. 3.15” de gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(X, Y)+n(Y)a(pX, &) =9(X,¢Y) (3.16)

yazilir. Boylece, Es. 3.16° da Es. 3.4 uygulanirsa VX,Y € y(M) igin,

g(eX,Y)=g(X,eY)
oldugu gortiliir.

3.1.6. Tanim n-—Dboyutlu I\7I(go,§,77,g), Lorentzian hemen hemen parakontak metrik

manifoldu verilmis olsun. Bu durumda M iizerinde ¥X,Y € »(M) igin

D(X,Y) =9g(X,9Y)
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seklinde tanimlanan @, 2-formuna (¢,&,n,9) Lorentzian hemen hemen parakontak

metrik yapisinin temel 2 —formu denir (Matsumuto, 1989).

3.2. Lorentzian Parakosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda Lorentzian hemen hemen parakontak metrik manifoldlar yardimiyla
Lorentzian parakosimplektik manifoldu tanimlanarak bir Lorentzian parakosimplektik
manifoldun altmanifoldu iizerine indirgenen tensorler ile ilgili bagintt ve sonuglara yer

verilmistir.

3.2.1. Tanim I\7I(go,§,77,g), n—boyutlu Lorentzian hemen hemen parakontak metrik
manifold olsun. Eger I\7I(go,.§,77,g), Lorentzian hemen hemen parakontak metrik
manifoldu iizerinde V Levi-Civita konneksiyonunu gostermek iizere her X,Y € )((|\7|)
igin

(Vx@)Y =0 (3.17)

sarti saglanyorsa M (¢, &,77,9) ye Lorentzian parakosimplektik manifoldu ad: verilir.
Bundan sonra Lorentzian parakosimplektik manifold ifadesini kisaca LP-kosimplektik
manifold olarak gdsterecegiz. Burada V kovaryant tiirev oparatdrii ve ;((|\7|) de vektor

alanlar1 climlesini gosteriyor. Boylece Es. 3.17° de Y =¢& alinirsa
V, E=0 (3.18)
durumuna doniisiir (Uddin, 2010).

3.2.2. Tanim M, g metrigi iizerinde LP-kosimplektik manifoldunun altmanifoldu M
olsun. M nin normal demeti T*M deki konneksiyonu V* ve tanjant demeti TM deki
konneksiyonu V olmak iizere Es. 2.6 ve Es. 2.12 den ¥X,Y € (M) ve V € y*(M) igin
ikinci temel form o ve sekil operatori A, ye iliskin Es. 2.15” i gostermistik. Eger

X,Y € y(M) igin
o(X,Y)=0 (3.19)

ise M total geodezik altmanifolddur.
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3.2.3. Tanim M(p,&,n7,9) hemen hemen parakontak metrik manifold ve bunun bir

altmanifoldu M olmak iizere M(p,&,77,9) iizerinde g Riemann metrigi M iizerine

indirgenmis olur. Boylece (M, g) de bir Riemann manifoldu olur. Her X e y(M) ve

V e y" (M) igin

pX =PX + FX (3.20)
ve

@V =BV +CV (3.21)

seklinde yazabiliriz. Burada PX ve FX sirasiyla X in teget ve normal bilesenlerini,
BV ve CV de sirasiyla ¢V nin teget ve normal bilesenlerini gostermektedir. Boylece

altmanifold {izerine indirgenen tensdrler

P:z(M) - x(M), F:y(M)— (M)
ve

B:y (M) — z(M) Ciy(M)—>x (M)
seklinde tanimlanan lineer dontistimlerdir.

Burada F=0 ise Mye invaryant, P=0 ise Mye M(p,& n,g)nin anti-invaryant

altmanifoldu denir.

3.2.4. Sonug I\7I(go,§,77,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun altmanifoldu
M olsun. Bu durumda her X € (M) igin altmanifolda indirgenen bu tensorler arasindaki

bagintilar agagidaki gibi verilir.
P?X + BFX = X +n(X)é& (3.22)
FPX +CFX =0 (3.23)
Ispat Her X € y(M)igin Es. 3.20’ e ¢ uygulanirsa

P’ X = p(pX) = p(PX + FX)
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yazilir. Burada Es. 3.2 kullanilirsa
X +n(X)¢ =p(PX)+@(FX) =PPX + FPX + BFX + CFX
oldugu goriiliir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
X +n(X)& =P?*X + FPX + BFX +CFX (3.24)
yazilir. Es. 3.24” {in teget bilesenlerinden
P?X + BFX = X +n(X)¢&
elde edilir.

Simdi Es. 3.24’ {in normal bilesenlerinden
FPX +CFX =0

yazilir.

3.2.5. Sonu¢ M (@,&,7,9) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun altmanifoldu

M olsun. Bu durumda her V € (M) igin altmanifolda indirgenen bu tensorler arasmdaki

bagntilar asagidaki gibi verilir.
C% =V —FBV (3.25)
PBV +BCV =0 (3.26)
Ispat Her V € (M) igin Es. 3.2” den,
PV =V +n(V)&
yazilir. Burada Es. 3.21 ve 7(V) =0 oldugu kullanilirsa
V =PBV +FBV +BCV +C% (3.27)

elde edilir boylece Es. 3.27’ nin teget bilesenlerinden

PBV +BCV =0
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elde edilir.
Simdi Es. 3.27° nin normal bilesenlerinden

C% =V —-FBV
yazilir.

3.2.6. Sonug I\7I((p,(§,77,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun altmanifoldu

M olsun. Bu durumda her X,Y € (M) veV,W € y"(M) igin altmanifolda indirgenen

tensorler arasindaki bagintilar agagidaki gibi verilir.

g(PX.,Y)=g(X,PY) (3.28)
g(v,CW)=g(CV,W) (3.29)
g(FX,V)=g(X,BV) (3.30)

Ispat Her X,Y € y(M) igin, Es. 3.13” te Es. 3.20 kullanilirsa
g(PX +FX,Y) = g(X,PY +FY)
elde edilir. Buradan
g(PX,Y)=g(X,PY)
dir.
Ayni sekilde V,W € y"(M) i¢in Es. 3.13” ten

g(oV.W) =g(V,gW)
yazilir. Buradan Es. 3.21 kullanilirsa
g(BV +CV,W) =g(V,BW +CW)
elde edilir. Buradan

g(v,CW)=g(CV,W)
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dir.
Bunlar da bize P ve C nin simetrik tensor alanlar1 oldugunu gosterir.
Aymi bicimde her X € (M) ve V € y"(M) igin Es. 3.13” ten

9(pX.V)=g(X,oV)
yazilir. Boylece Es. 3.20 ve Es. 3.21 kullanilirsa

g(PX + FX,V) = g(X,BV +CV)

denkleminden gerekli diizenlemeler yapilirsa

g(FX,V)=g(X,BV)
esitligi elde edilir. Bu da bize F ve B arasindaki iliskiyi verir.

Ayrica M (p,&,7,9), hemen hemen parakontak metrik manifoldu iizerinde V Levi-Civita

konneksiyonunu gostermek iizere her X,Y € ;((|\7| )icin ¢ tensoriiniin kovaryant tiirevi
(6x¢)Y zﬁxqu _goﬁxY (3.31)
seklinde tanimlanir.

Burada altmanifolda indirgenen tensdrlerin kovaryant tiirevleri de her X,Y € y(M) ve

V e " (M)igin

(V,P)Y =V PY -PV,Y (3.32)
(VF)Y =VLFY -FV,Y (3.33)
(V,B)V =V,BV —-BVyV (3.34)
(V,C)V =V,CV -CV,V (3.35)

seklinde tanimlanir (Pandey ve Gupta, 2008).
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3.2.7. Sonu¢ M(@,&,n,9), LP-kosimplektik manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. Her

X,Y € y(M)igin (V,@)Y nin teget ve normal bilesenleri sirasiyla
(V,P)Y = A, X +Bo(X,Y)
(VL F)Y =Co(X,Y)—-o(X,PY)

dir.

(3.36)

(3.37)

Ispat Her X,Y € y(M)i¢in Es. 3.17° de, Es. 2.6, Es. 3.21 ve Es. 3.31 denklemleri

uygulanirsa
(V@)Y =V, PY +V FY — (V.Y +(X,Y))
denklemi elde edilir. Bu denklemde Es. 2.6 ve Es. 2.12 tekrar kullanilirsa
(V@)Y =V, PY +5(X,PY)= A, X +VLFY —oV.Y —pc(X,Y)

dir. Buradan da Es. 3.38’de Es. 3.20 ve Es. 3.21° den

(Vy@)Y =V, PY +o(X,PY) - A, X +VLFY

-PV,Y -FV,Y -Bo(X,Y)-Co(X,Y)
=0
oldugu goriiliir. Es. 3.39’un teget bilesenlerinden
V,.PY-PV,Y -A X -Bo(X,Y)=0
yazilir. Buradan Es. 3.32 kullanilirsa
(V,P)Y =A., X +Bo(X,Y)

elde edilir. Simdi Es. 3.39’un normal bilesenlerinden

VLEY —FV,Y +o(X,PY)-Co(X,Y) =0

dir. Boylece Es. 3.33 kullanilirsa

(3.38)

(3.39)
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(V,F)Y =Co(X,Y)—o(X,PY)
esitligi elde edilir.

3.2.8. Sonug Her X € (M) ve V € (M) igin (V, @)V nin teget ve normal bilesenleri

sirastyla
(V(B)V =A,, X -PA X (3.40)
(V,CVV =—c(BV, X)-FA, X (3.41)
ifadelerine sahip oluruz.

Ispat Her X € y(M) ve V e (M) icin Es. 3.17° de Es. 2.12, Es. 3.21 ve Es. 3.31

uygulanirsa
(Vi@ =V, BV +V,CV —p(-A, X +V3V)
denklemi elde edilir. Bu denklemde Es. 2.6 ve Es. 2.12 tekrar kullanilirsa

(Vy@)V =V, BV +o(X,BV) - A, X +V4CV

(3.42)
+ oA X — V3V
oldugu goriiliir. Buradan da Es. 3.42” de Es. 3.20 ve Es. 3.21° den
(Vy@)V =V, BV +5(X,BV) - A, X +V,CV
+PA, X + FA X —BVLV —CV.V (3.43)

=0
elde edilir. Es. 3.43” {in teget bilesenleri
V,BV -BVV - A, ,X+PAX=0
yazilir. Buradan Es. 3.34 kullanilirsa
(ViB)V =A,, X -PA X

oldugu goriiliir. Simdi Es. 3.43’ iin normal bilesenlerinden
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VyCV —CV,V +o(X,BV)+FA X =0
dir. Boylece Es. 3.35 kullanilirsa
(V,CV =—0c(BV,X)-FA X
elde edilir.

3.2.9. Sonu¢ M(p,&,7,9), LP-kosimplektik manifoldunun bir altmanifoldu M olsun. Bu

durumda her X € (M), &€ y(M)ve V € y~ (M) igin

V,&=0 (3.44)
o(X,&) =0 (3.45)
AE=0 (3.46)

dir.

IspatHer X € y(M), E€ y(M) ve V € y"(M)igin Es. 2.6’ da Y yerine & alinirsa
V&=V E+0(X,8)=0

olur. Yukaridaki denklemin teget ve normal parcalari
V,&=0, o(X,£)=0

dir. Diger taraftan Es. 2.15” de Y yerine & alinirsa

9(A X&) =g(o(X,E)V)
g(A&X)=0
AE=0

elde edilir.

3.2.10. Tanim I\7I((p,§,77,g), Lorentzian hemen hemen parakontak metrik manifoldunun

bir altmanifoldu M ve pe M igin & ile lineer bagimli olmayan sifirdan farkli bir vektor
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X olsun. T,,(p) ile X arasindaki agiya slant agis1 denir. Bu agiy1 6(p) ile gosterelim.

VpeM noktasi ve her X eT,(p)—{&} i¢in 6(p) slant agisi sabitse M ye

M (@,&,7,9) nin kontak slant altmanifoldu denir. Ayrica 6(p) e (O,%)dir.
Buna gore bir Lorentzian hemen hemen parakontak metrik manifoldunun

i—) Anti-invaryant altmanifoldlar1 6zel olarak 9:% slant agili kontak slant

altmanifoldlardir.

ii—) Invaryant altmanifoldlar1 ise @ =0 slant acil1 kontak slant altmanifoldlardir.

Bir slant altmanifold ne invaryant ne de anti-invaryant altmanifold ise proper kontak slant

altmanifold olarak adlandirilir.

3.2.11. Teorem M (g, &,77,9), LP-kosimplektik manifoldunun, & ye teget altmanifoldu M

olsun. O zaman M nin slant altmanifold olmasi igin gerek ve yeter sart
P?=A(1 +n®¢) (3.47)

olacak sekilde bir A €[0,1] sabiti vardir. M nin slant agis1  ise A =cos”@ dir (Cabrerizo

ve ark., 2000a).

Ispat M slant altmanifold olsun. Bu durumda her X € y(M) icin PX ile pX arasindaki

ac1 0 ise
cosd = M (3.48)
2
dir. Ayrica
cosg = IPX.0X) _ 9(9PX. X) (3.49)

lox1IPX] x|

yazilabilir. Buradan Es. 3.20° de her tarafi P ile ¢arparsak @PX = P?X + FPX elde edilir.

Bu denklemi Es. 3.49° da yerine yazarsak
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2
cosd@ = M
leX[PX]

cosd|pX||PX| = g(P*X, X)
olur. Burada ||PX | = cos@|eX|| kullanilirsa

cos? d|pX | = g(P*X, X)
cos® g (pX,pX) = g(P*X, X)
cos’ 8g(p° X, X) =g(P*X, X)

dir. Buradan da Es. 3.2° den
cos’ 9g(X +n(X)& X) =g(P?*X, X)
yazilir. Boylece
P?X =cos*8(X +n(X)&) (3.50)
yani P? =cos’4(l +1n®¢&) bulunur. cos® 8= alinirsa
PZ= (1 +n®¢)

elde edilir.
Tersine her X € y(M) igin,

P*X = A(X +17(X)$)

olacak sekilde A €[0,1] sabiti olsun. M nin slant altmanifold oldugunu gosterelim.



Boylece

olur. Dolayisiyla

elde edilir. Bu durumda A sabit oldugundan 6 sabit M de slant altmanifold olur.

2
oSO — g(PX,pX) g(PX,PX) g(P°X,X)

[PXlllex ] IPX[lex] [PX[loX]

_Ag(X +n(X)&, X)
[PXllexX]

_A9(9°X,X)

[PXlex |
_Ag(eX,X)

[PX]lX]
_ o]

[PXlex |

cosd = /”L—”q)X ” _at

IPX| " cosé

A =cos*0
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3.2.12. Sonu¢ M(p,&,1,9), bir LP-kosimplektik manifoldunun @ slant acili bir

altmanifoldu M olmak tizere, her X,Y € (M) igin

ve

verilir.

Ispat Her X,Y € y(M) icin Es. 3.28” de X yerine PX alinir ve Es. 3.47 kullanilirsa

g(PX,PY) =cos® 8{g(X,Y)+n(X)n(Y)}

g(FX,FY) =sin®6{g(X,Y) +n(X)n(Y)}

g(PX,PY)= g(PZX,Y)
= g(cos* O(X +n(X)&),Y)
=cos?0{g(X,Y) +n(X)n(Y)}

(3.51)

(3.52)



bulunur. Boéylece Es. 3.51 ispatlanmis olur.

Simdi Es. 3.52’ nin ispat1 i¢in Es. 3.11 ve Es. 3.20 kullanilirsa

g(eX,9Y)=g(X,Y) +n(X)n(Y)
g(PX + FX,PY +FY) = g(X,Y) +n(X)n(Y)
g(PX,PY)+g(FX,FY)=g(X,Y)+n(X)n(Y)

burada, Es. 3.51 kullanilirsa

cos”O{g(X,Y)+n(X)n(Y)} +g(FX,FY) =g(X,Y) +n(X)n(Y)
g(FX,FY)=(@—-cos?){g(X,Y)+n(X)n(Y)}
g(FX,FY)=sin*0{g(X,Y) +n(X)n(Y)}

boylece Es. 3.52 elde edilir.

32
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4. LP-KOSIMPLEKTIK MANIiFOLDUN KONTAK PSEUDO-SLANT
ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde LP-kosimplektik manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldlarinin

geodeziklik durumlarini inceleyecegiz.

4.1. LP-Kosimplektik Manifoldun Kontak Pseudo-Slant Altmanifoldlarinin

Geodeziklik Durumlari

Bu kisimda LP-kosimplektik manifoldunun, kontak pseudo-slant altmanifold olmasi igin
gerekli ve yeterli sartlar verilmis olup M(p,&,7,9), LP-kosimplektik manifoldunun
kontak pseudo-slant altmanifoldunda integrallenebilirlik durumlari arastirilmistir.
Ardindan I\7I(go,§,77,g), LP-kosimplektik manifoldun total umbilik kontak pseudo-slant
olmasi durumunda bazi sonuglar verilmistir. Ayrica, D,-total geodezik, D™ -total geodezik
ve mixed-total geodeziklik kavramlari verilip kontak pseudo-slant carpim kavrami

tanimlanmustir. Daha sonra hemen hemen kontak metrik yapisiyla R* de 4-boyutlu kontak

pseudo-slant altmanifold 6rnegi kurulmustur.

4.1.1. Tamm M(p,&,n,9), LP-kosimplektik manifoldun altmanifoldu M olsun. Bu

durumda
i-) TM=D"®D,, {€D,
ii—) D™ distribiisyonu, anti-invaryant (total reel) distribiisyon yani,
@D c(T*M)
iii—) M —tizerinde D,, 6—slant agili slant distribiisyon

sartlarini saglayan iki ortagonal distribiisyon D*,D,varsa M ye M (¢, &,17,9) nin kontak

pseudo-slant altmanifoldu denir. Bu tamima goére eger, €=0 ise kontak pseudo-slant
altmanifold semi-invaryant altmanifoldu adimi1 alir. Bdylece kontak pseudo-slant

altmanifold semi-invaryant altmanifoldlarin bir genellemesidir.

Diger taraftan eger, boy(Di):d1 Ve boy(D,)=d, ile gosterirsek asagidaki kosullari elde

ederiz.
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i—) Eger d, =0 ise M, bir anti-invaryant altmanifolddur.

ii—) Eger d, =0 ve =0 ise M, bir invaryant altmanifolddur.

iii—)Eger d,=0 ve e (0,%) ise M, bir proper-slant altmanifolddur.

iv—) Eger 0:% ise M, bir anti-invaryant altmanifolddur.
v—) Eger d,d, #0 ve =0 ise M, bir semi-invaryant altmanifolddur.

vi—)Eger d,d; #0 ve ee(o,g) ises M, bir proper kontak pseudo-slant

altmanifolddur.

Bir LP-kosimplektik manifoldu I\7I((p,§,77,g)nin kontak pseudo-slant altmanifoldu

M olsun.
@ : x(M) - (D) , @,: z(M) - 7(D,)
ortogonal projeksiyonlari gostersinler. Her X € (M) igin
X=X +w0,X+n(X)é 4.2)
seklinde yazilabilir.

Eger 4, @(TM) nin T*M deki ortogonal tiimleyeni olmak iizere M (p,&,n,9), LP-
kosimplektik manifoldun bir kontak pseudo-slant altmanifoldu M nin T*M -normal

uzaymi, (D) L F(D,) oldugundan,
T'M = (D) ®F(D,) ® u (4.2)
seklinde ifade edebiliriz.

4.1.2. Teorem M(e,&,n,9), LP-kosimplektik manifoldunun kontak pseudo-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda
i—) Her bir X € D, i¢in

P?X = A(X +n(X)&), burada A =cos? & dir.



35

ii—) D, yaortogonal her X € y(M) i¢in PX =0 sartlar1 saglanir.

fspat

i—) Teorem 3.2.11° den TM =D, @ D™ oldugundan D, cTM dir. Ayrica VX € D,
ise X € (M) dir. Buradan da teoremin ifadesi agiktir.

ii—) Tanim 4.1.1 ve teorem 3.2.11° den TM =D, ® D" oldugundan VX € D, igin

D, ya ortogonal olan VX € D* dir. Bdylece @X =FX yazilabilir. Buradan
PX =0 oldugu agiktir.

Simdi, her Y,Z e D*, U € y(M) igin,

9(AY — A Z,U) = g(AY,U) = g(A, Z,U)
=g(c(Y,U),FZ) - g(c(Z,U),FY)

=g(o(Y,U),FZ)-g(VyZ.0Y)
=g(c(Y,U),FZ)-g(¢V,Z.Y)
=g(c(Y,U),FZ) +g((Vy0)Z.Y)

- 9(Vy9Z.Y)
=g(co(Y,U),FZ)+g(V,Y.0Z)
=g(c(Y,U),FZ)+9(V,Y,FZ)
=29(c(Y,U),F2Z)
=29(A,Y,U)

dir. Buradan da birinci terimlerin esitliginden
AY =P Z (4.3)
yazilir.

4.1.3. Teorem M(e,&,n,9), LP-kosimplektik manifoldunun kontak pseudo-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda D" nin integrallenebilmesi icin gerek ve yeter

sartlardan biri
A D=0 (4.4)

dir.
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Ispat Her Y,Z € D" igin, Es. 3.17 kullanilirsa
vV, =oV,Y
denkleminde Es. 2.6 ve Es. 2.12 kullanilirsa
~AZ+V;FY =p(V,Y +c(Z,Y))
elde edilir. Buradan
A Z+V;FY =p(V,Y)+po(Z,Y) (4.5)
yazilir. Es. 4.5’te Es. 3.20 ve Es. 3.21 kullanilirsa
~A,Z+V,FY =PV,Y +FV,Y +Bo(Z,Y)+C(Z,)Y) (4.6)
olur. Es. 4.6’ nin teget bilesenlerinden
-A,Z=PV,Y +Bo(Z,Y) 4.7
yazilir. Bu denklemde Y ile Z nin yer degistirmesiyle
-A.,Y =PV, Z+Bo(Y,Z) (4.8)
denklemi elde edilir. Buradan Es. 4.8 den Es. 4.7 ¢ikartilirsa
PV,Z-PV,Z =AY -A,Z (4.9)
olur. Buradan
PIY,Z]=AY -A.Z (4.10)
elde edilir. Es. 4.3 ve Es. 4.10 dan
PLY,Z]1=2A.Y

sonucuna ulasilir. Buradan her Y,Z € D* igin P[Y,Z]=0 dir. Béylece teoremin ispatt

tamamlanir.
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4.1.4. Teorem I\7I(go,§,77,g), bir LP-kosimplektik manifoldun kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Bu halde slant distribiisyon D, nin integrallenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sartlardan biri,
a)l{VX PY -PV, X - A, X —BO'(X,Y)}=O (4.11)
olmasidir.
Ispat Her X,Y € D, icin Es. 3.17 ten
VoY =V, Y =0
yazilir. Buradan Es. 2.6 ve Es. 3.20° den
V, PY +V FY —p(V,Y +5(X,Y)) =0 (4.12)
elde edilir. Es. 4.12° de Es. 2.6 ve Es. 2.12 kullanilarak
V,PY +5(X,PY)= A X +VFY —o(V,Y)—pc(X,Y)=0
oldugu gortiiliir. Boylece Es. 3.20 ve Es. 3.21 den
V. PY +o(X,PY) - A X +V,FY =PV,Y —=FV,Y —Bo(X,Y)-Co(X,Y)=0 (4.13)
dir. Bu durumda Es. 4.13 iin teget bilesenleri
V,.PY-A X -PV,Y -Bo(X,Y)=0 (4.14)
yazilir. Bu denkleme PV, X ekleyip ¢ikarirsak,
V,PY -A X-PV,Y +PV, X -PV, X -Bo(X,Y)=0
elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
PV,Y -PV, X =V, PY -PV, X - A, X —Ba(X,Y)

olur. Boylece
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P[X,Y]=V,PY -PV, X - A, X -Bo(X,Y) (4.15)
denklemi yazilir. Es. 4.15° e @, uygulanirsa,

& {VPY -PV, X — A, X —Bo(X,Y)} =0
oldugu goriiliir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

4.15. Teorem M(¢ & 7,9), LP-kosimplektik manifoldunun kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. O halde slant distribiisyonu D, nin integrallenebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter sartlardan biri her Z,W € D, i¢in
V,;FW -V, FZ +o(Z,PW) - o(W,PZ) e u®FD,
olmasidir.

Ispat Her Z W € D,ve X € D" igin Es. 3.11° den

9([Z.W],X) =g(V,W,X)—-g(V,,Z,X)
= 9(pV,W,pX) = n(V W)n(X)
~9(@VyZ,0X) +1(Vyy Z)n(X)

elde edilir. Buradan, Es. 3.17” den
9([Z W], X) = g(9V W, pX) - g(¢V Z,0X) (4.16)
olur. Boylece Es. 4.16” da Es. 3.31 kullanilirsa
9([IZW1, X) = g(V, W, pX) =g (V@)W ,pX) = 9 (Vyy9Z, X)) + 9((V,9)Z, ¢ X)
bulunur. Yine Es. 3.17° den
9([Z W], X) = g(V, W, pX) = g(Vyy9Z,0X) (4.17)
yazilabilir. O halde Es. 4.17° de Es. 3.20 kullanilirsa

9([Z, W], X) =g(V,PW,pX)+g(V,FW,pX) - g(V,,PZ,pX) - g(V,,FZ,0X)
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oldugu goriiliir. Burada Es. 2.6, Es. 2.12 ve Es 3.11 kullanilirsa,

9([Z W1, X) =g(V,PW,pX)+9(c(Z,PW),0X) — g(Aq, Z,pX) + §(VFW, 0X)

(4.18)
—9(VyPZ,pX)-g(cW,PZ),pX) + g(AW,pX) - g(Vy, FZ,0X)

bulunur. Burada X e D* i¢in ¢X € (D) = T*M oldugundan Es. 4.18,
9([Z,W], X) =g(V;FW -V, FZ —o(W,PZ) + o(Z,PW),pX)
formuna indirgenir. [Z,W] € D, olmasi i¢in gerek ve yeter sart
ViFW — Vi FZ + o(Z,PW) - o(W, PZ) € u® F(D,)
olmasidir.

4.1.6. Teorem M(p,&,n,9), LP-kosimplektik manifoldunun total umbilik kontak pseudo-

slant altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidaki ifadelerden en az biri dogrudur.

i—) boy(D")=1
ii—) Heu
ili—) M —proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.

Ispat Her X,Y € D" igin Es. 3.17 ve Es. 3.31 kullanilirsa
VoY =gV, Y
yazilir. Burada Y € D" oldugundan X = FY esitligi ve Es. 2.6 kullanilirsa
V, FY =p(V,Y +5(X,Y))
elde edilir. Buradan Es. 2.12, Es. 3.20 ve Es. 3.21° den
A X +VLFY =PV,Y +FV,Y +Bo(X,Y) +Ca(X,Y) (4.19)

oldugu goriiliir. Burada Es. 4.19” un teget bilesenleri alinirsa

—A. X =PV, Y +Bo(X,Y) (4.20)
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dir. O halde Es. 4.20, W € D" ile carpilirsa
g(PV,Y W) =—-g(A, X +Bao(X,Y),W)
denklemi elde edilir. Buradan

g(VY,PW)=-g(A, X +Bo(X,Y),W) (4.21)

yazilir. M pseudo-slant altmanifold oldugundan W € D" icin PW =0 dir. Boylece
g(Ay, X +Bo(X,Y),W)=0 (4.22)
dir. Bu halde Es. 4.22°de Es. 2.15 kullanilirsa
g(o(X,W),FY)+g(Bo(X,Y),W)=0
elde edilir. M total umbilik altmanifold oldugundan Es. 2.10° dan
0=9g(g(X,W)H,FY)+g(Bg(X,Y)H,W)
=g(X,W)g(H,FY)+g(g(X,Y)BH W)

=g(X.W)g(H,FY)+9g(X,Y)g(BH,W)
= g(X,g(H,FY)W +g(BH,W)Y

olur. Buradan da Es. 3.30” dan
g(BH,Y)W +g(BH,W)Y =0 (4.23)
oldugu goriiliir. Burada ya BH =0 yada W ile Y lineer bagimlidir. Eger BH =0

ise bu H € iz demektir. Eger W ile Y lineer bagimli ise bu da anti invaryant distribiisyon
D* nm bir boyutlu oldugunu gosterir. Dolayisiyla boy(D*)=1 dir. M pseudo-slant
altmanifold oldugundan boy(D,)#0 ve 0#0 dir. d.d,#0 ve 6#0 oldugundan

M —proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.

4.17. Tamm M(e,&,n,9), LP-kosimplektik manifoldunun kontak —pseudo-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda,

i—) Her X,Y eD" igin o(X,Y)=0 ise M ye D*-total geodezik,
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ii—) Her X,Y €D, i¢in o(X,Y)=0ise M ye D, -total geodezik,

iii-) XeD, ve YeD" igin o(X,Y)=0 ise M ye mixed-total geodezik
altmanifold denir.

4.1.8. Teorem M (p,&,1,9), LP-kosimplektik manifoldunun proper kontak pseudo-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda, M anti-invaryant veya mixed-total geodezik

altmanifolddur.

Ispat Her X e D,, Y e D*ve V € y*(M) igin Es. 2.15, Es. 2.6 ve Es. 3.11 kullanilirsa

g(AX.Y)=g(a(X,Y)V)=g(V,Y - V,Y.V)
= g(ﬁxY'V) = —g(ﬁXV,Y)
=—g(pV,V,0Y) +n(X)n(Y)
=—g(pV,V,0Y)

yazilabilir. Burada Es. 3.31 kullanilirsa

9(AX,Y) = g((VxpV = ViV, oY) (4.24)
olur. Boylece Es. 4.24°¢e Es. 3.17 uygulanirsa

(A X.Y)=-g(V oV ,¢Y)
yazilir. Buradan Y € D" oldugundan,

9(A X.Y) ==g(V, oV, FY) (4.25)
elde edilir. Simdi Es. 4.25” te Es. 3.21, Es. 2.6 ve Es. 2.12 uygulanirsa,

9(A X,Y)=—-g(V,BV +V,CV,FY)
=—g(V,BV +o(X,BV),FY)
— 9(~=Ay X +VCV,FY)

olur. Boylece gerekli diizenlemeler yapilirsa

g(A X.Y)=—-g(c(X,BV),FY)—g(VLCV,FY) (4.26)
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oldugu goriiliir. O halde Es. 4.26’ da Es. 3.35 kullanilirsa
g(A X,Y)=-g(co(X,BV),FY)-g((V,C)V +CVyV,FY)
denklemi elde edilir. Bu denklem Es. 3.41° den gerekli diizenlemeler yapilarak
g(A X,Y)=—-09(c(X,BV),FY)-g(-o(X,BV)—-FA X,FY)

=—g(a(X,BV),FY)+g(co(X,BV),FY)+g(FA X,FY)
=g(FA X,FY)

sekline doniisiir. Buradan

g(A X,Y)=g(BFA X.Y)

(4.27)
dir. O halde Es. 4.27° ye Es. 3.22 uygulanirsa
9(A X.Y) = g(A X +7(AX)E~P?AX,Y)
=g(AX.Y)+n(A X)n(Y) - g(P*AX.,Y)
bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
9(P*AX.Y) =0
elde edilir. Bu denkleme Es. 3.47 kullanilirsa
cos? Og(A, X +7(A X)£Y) =0
dir. Buradan da
cos’Og(A, X,Y) =0 (4.28)

sekline doniisiir. Boylece Es. 4.28” de cos®@=0ise 6="2" olur. Bu durum M nin anti-
invaryant oldugunu gosterir. Ayrica Es. 4.28° de Es. 2.15 kullanilirsa esitlik
cos’8g(o(X,Y),V)=0

sekline doniisiir. Eger g(o(X,Y),V)=0 ise o(X,Y)=0olur. Bu da M nin mixed-total

geodezik oldugu goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.
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4.1.9. Teorem M (¢,&,1m,9), LP-kosimplektik manifoldunun proper kontak pseudo-slant

altmanifoldu M olsun. Bu durumda, M anti-invaryant veya D" —total geodezik
altmanifolddur.

Ispat Her ZW € D" ve V € (M) olmak iizere, Es. 2.15, Es. 2.12, Es. 3.11 ve Es. 3.31

kullanilirsa,

9(cW,Z)V) =g(V,,Z -V, ZV)
=g(VyZV)=-9(V,V,2)
=—-9(pVyV.,0Z +nW)n(2))
=—g(¢pVyV,0Z)
= g(Vy@)V = VyoV ,0Z)

seklinde ifade edilir. Boylece Es. 3.17° den
(W, 2).V) =-g(Vy@V 9Z)
denklemi elde edilir. Burada Z € D* oldugundan, Es. 4.29
9(eW.2).V) =-g(Vyy @ .FZ)
dir. Buradan Es. 3.21 kullanilirsa,
9(cW,Z),V)=-g(V,,BV +V,,CV,FZ)
olur. Boylece Es. 2.6 ve Es. 2.12° den

9(cW,2),V) =-g(V, BV +c(W,BV),FZ) - g(-A.,V + V,,CV,FZ)
——g(c(W,BV),FZ) - g(V4CV, FZ)

yazilir. Buradan Es. 3.35 ve Es. 3.41 kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

g(cW,Z2),V)=-g(c(W,BV),FZ) - g((V,,C)V +CV,V,FZ)
=-g(\W,BV),FZ)-g(c(BV,W)-FAW,FZ)
=—g(c(W,BV),FZ)+g(c(BV,W),FZ)
+g(FAW,FZ)
=g(FAW,FZ)

(4.29)
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olur. Boylece

9(cW,2),V)=g(BFAW,Z) (4.30)
seklinde yazilir. O halde Es. 4.30° da Es. 3.22 kullanilirsa

g(cW,2).V) =g(AW +n(AW)E - P°AW,Z)
denklemi elde edilir. Buradan, Z € D* oldugundan,
9(eW,Z).V) =g(AW,Z)+g(P*AW,Z)
elde edilir. Simdi bu denkleme Es. 2.15 uygulanirsa
g(P’AW,Z2)=0 (4.31)

yazilir. Boylece Es. 4.31° de Es. 3.47 kullanilirsa

cos? g (AW +7(AW)E,Z) =0

denklemi olusur. Buradan da
cos’ g(AW,Z)=0 (4.32)
oldugu goriiliir. Eger cos” =0 ise 6 :% olur. Bu durum M nin anti-invaryant oldugunu
gosterir. Simdi Es. 4.32 ve Es. 2.15” ten,
cos’ 8g(oc(W,Z),V)=0 (4.33)

olur. Eger g(c(W,Z),V)=0 ise o(W,Z)=0 oldugundan M, D" —total geodezik

altmanifolddur.

4.1.10. Tanim M (@, &,1,9), LP-kosimplektik manifoldunun proper kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Eger M nin D, ve D" —distribiisyonlari M de total geodezik

iseler M ye kontak pseudo-slant ¢arpim denir (Chen, 1990).



45

4.1.11. Teorem I\7I((p,§,77,g), LP-kosimplektik manifoldunun kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. O zaman M bir kontak pseudo-slant ¢carpimdir gerek ve yeter sart

o ikinci temel form olmak tizere her X € D, ve Z € (M) igin
Bo(X,Z2)=0 (4.34)
olmasidir.
Ispat Her X,Y €D, ve U,V € D" igin
g(VyY,U)=-g(V,U,Y) =—g(V,U.Y) (4.35)
dir. Burada Es. 4.35’ te Es. 3.11 kullanilirsa
9(VYU)=-0(pV,U,Y) (4.36)
olur. Es. 4.36° da Es. 2.6, Es. 3.31 ve Es. 3.20 kullanilirsa

g(V4Y.\U)= g((vx(ﬁ)u _6XW!¢Y)
=—g(Vyel,9Y)
:_g(ﬁxPUWDY)_ g(6xFU’(PY)

elde edilir. Buradan,
g(V,Y,U)=g(V,FU,g¢Y) (4.37)

yazilabilir. Boylece Es. 4.37° de Es. 2.12, Es. 2.15, Es. 3.20, Es. 3.33 ve Es. 3.37

kullanilirsa

9(VY.U)=9(A, X,PY) - g(ViFU,FY)
=g(o(X,PY),FU) - g((V,F)U + FV,U,FY)
=9g(co(X,PY),FU) - g((V,F)U,FY)-g(FV,U,FY)
=g(co(X,PY),FU)-g(Co(X,U)-c(X,PU),FY)-g(FV,U,FY)
=g(co(X,PY),FU)-g(FV,U,FY)

oldugu goriiliir. Burada Es. 3.18 ve Es. 3.52 g6z Oniine alinirsa
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g(VyY,U) = g(a(X,PY),FU) =sin*{g(V,U,Y) +7(V,U)n(Y)}
=g(co(X,PY),FU) +sin*g(V,Y,U)

olur. Boylece Es. 3.30 kullanilirsa
cos® g(V,Y,U) = g(a(X,PY),FU) = g(Bo(X,PY),U) (4.38)
bulunur. Benzer diisiinceyle Es. 3.11, Es. 3.17 ve Es. 3.31 kullanilirsa

g(V,U,X) =g(V,U,X)=-g(V,X,U)
=—g(pV, X, ) +1(V, X)nU)
=-g(VyoX = (V,0) X, ¢U)
=—-g(VypX, ) +g((V,0) X, V)
=-g(V,pX,oU)

olur. Her U,V € D" igin @U = FU oldugundan,
9(VyU, X) =-g(V, X ,FU) (4.39)
dir. Burada Es. 4.39’ da Es. 3.20 kullanilirsa,
9(V,U, X) =-g(V, PX,FU) - g(V,FX,FU) (4.40)

yazilabilir. Burada Es. 4.40” da Es. 2.6 ve Es. 2.12 kullanilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
g(VyU, X)=-g(a(V,PX),FU) - g(V,FX,FU) (4.41)
dir. Burada Es. 4.41° de Es. 3.33 ve Es. 3.37 kullanilirsa
9(V,U,X)=-g(c(V,PX),FU) - g((V, F)X,FU) - g(FV, X, FU)
:—g(O-(\/,PX), FU)_g(FVVXlFU)
+9(c(V,PX),FU)-g(Co(V, X),FU)

olur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

g(VyU,X)=-9(Co(V, X),FU)-g(FV,X,FU)



47

oldugu goriiliir. Bu durumda Es. 3.52 kullanilirsa

9(V,U,X)=-g(Ca(V,X),FU)-sin*ag(V, X,U)
=-g(Co(V,X),FU) +sin*dg(V, U, X)

yazilabilir. Buradan da Es. 3.30 kullanilirsa
cos®#g(V,U, X) =—g(Co(V, X),FU) =g(Bo(V, X),U) (4.42)
elde edilir. Boylece Es. 4.38 ve Es. 4.42” den teoremin ispati tamamlanmuis olur.

4.1.12. Teorem I\7I((p,/,“,77,g), LP-kosimplektik manifoldunun kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Eger F tensorii, D, slant distribiisyon tizerinde paralel ise M, ya

D, —geodeziktir ya da o, D, iizerinde cos®@ karakteristik degeri ile C* nin bir

karakteristik vektoriine sahiptir.
IspatF tensérii D, slant distribiisyon iizerinde paralel ise her X,Y € D, i¢in
(Vy,F)Y =0
dir. Es. 3.37° den
Co(X,Y)—o(X,PY)=0
dir. Burada bu denklemde Y yerine Y —7(Y)$ € D, alinirsa,
Co(X,Y +17(Y)S) —a(X,P(Y +7(Y)5)) =0

elde edilir. Boylece,

Co(X,Y +n(Y)SE) =o(X,PY)
yazilir. Simdi bu denkleme C uygulanirsa

C?o(X,Y +1(Y)E) =Co(X,PY) (4.43)

olur. O halde Es. 4.43” te Y yerine PY alinirsa



Co(X,PY)=0o(X,P%)
denklemine doniisiir. Béylece Es. 4.43 ve Es. 4.44’ ten

C*o(X,Y +7(Y)&) =Co(X,PY) =o(X,P?) =cos’ 0o (X,Y +71(Y)&)
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(4.44)

oldugu goriiliir. Burada ya o=0 dir. Bu da M nin D, —geodezik ya da o, cos*@

karakteristik degerli C? nin bir karakteristik vektoriidiir.

Ornek
M, R* de 4—boyutlu
x(u,v,w,t) = (vcosu,wcosu,V + W, —Wcosu,—VCcosu, vVsinu, wsinu,V + w,wsinu,vsinu,t)

seklinde tanimlanan altmanifoldu olsun. M nin tanjant demeti

. .0 .0 .0
g =-Vsinu— —wsinu— + wsinu — +vsinu —

0%, OX, OX, OXs
0 0 0 0
+VCOSU— + WCOSU— + WCOSU— + VCOSU —
1 2 4 5
o . 0 o0 . 0
e, = C0SU— +——C0SU— +SinuU—+ —+sinu—

% 0% 2.8 ¥ s s

0 o . o o0 . o
e3=cosu—+——cosu—+smu—+—+smu—
aXZ ax?: aXA ayz 3 4
ve
o o9
toot

yukarida verilen tanjant vektorleri tarafindan olusturdugu kolayca gorilebilir.

RY%in

koordinat sistemi (X, Xy, Xg, X,s %51 Vi» Y Var Var Vs, 2)  seklinde secilirse, R™in ¢ hemen

hemen kontak yapisini
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5
ézg, n=dz, g=n®n+ (dx +dy’)
Z i=1

seklinde tanimlayabiliriz. Bu durumda

olmak lzere

U =uii+vii+/lg eT(RY)
OX: oy, 0z

d d d
)+ Ap(D) =t —+Vi—,
oz : :

0 0
J = uico(&) +Vip(— o i

i oy,

glpu, @) =p’ +v7,  gU V)= +v/ =2% nU)=9gU,&) =4, n(£)=-1olur.

Bu durumda

0 0
U=py—+v—=U+nU)¢&,
@ Ho NS nU)é

g(eJ, @) =gU .U) +7° (V).

sartlar1 saglanmis olur. Bdylece (¢,&,7m,9), R™in hemen hemen para kontak metrik

yapisidir. Yukaridaki baz vektoriine ¢ uygulanirsa

.0 .0 .0 .0
@&, =—-Vvsinu— —wsinu— +wsinu— +vsinu—
1 2 4 5

0 0 0 0
+VCOSU— + WCOSU — + WCOSU — + VCOSU —
O, oX, OX, OXs

0 0 0 .0 0 .0
@&, = C0SU— + — — COSU—— + SiNU— + — +SinuU—
ay:l. 8y3 8y5 aXl a)(3 aXS

0 0 0 .0 0 .0
@, = COSU—— + — — COSU —— + SiNU— + — +SinuU—
ayz ay3 ay4 aXZ aXS ax4
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oldugu goriiliir. Buradan da gerekli islemler yapilirsa

p_9(98:.8) O(ge;6)  0(¢e;.8)  09(ge,6) 1

—, @ =60"sonucuna ulasiriz. Bu

cos = = = =
loe ez loeslles] lleeslle.] lleellles] 2

sonu¢ yorumlanirsa D, =span{e,,e,} slant agisina sahip bir slant distribiisyondur
diyebiliriz. Diger taraftan i =2,3,4i¢in g(e,¢e)=09(e,,¢e)=0 oldugundan e,e, M ye
ortogonaldir. Bdylece D™ =span{e,e,}total reel (anti-invaryant) distribiisyondur. Bu

halde M,R™ de hemen hemen para kontak metrik yapisiyla 4 —boyutlu proper kontak

pseudo-slant altmanifoldu olur (Dirik ve ark., 2018).
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5. SONUC ve ONERILER

1-) M(p,&,n,9), LP-kosipmlektik manifoldunun kontak pseudo-slant bir altmanifoldu
M olsun. Bu durumda

a—) D' nin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sartlardan biri

AyD' =0
dir.
b—) D, nin integrallenebilir olmas i¢in gerek ve yeter sartlardan biri,
a)l{Vx PY -PV, X -A X - BU(X,Y)} =0

olmasidir.

c—) D, nmn integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sartlardan biri her Z,W €D,

i¢in
VﬁFW —V\,l\, FZ+0(Z,PW)-ocW,PZ)e u®FD,
olmasidir.

2-) M (p,&,1,9), LP-kosipmlektik manifoldunun total umbilik kontak pseudo-slant bir
altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidaki ifadelerden en az biri dogrudur.

a—) boy(D") =1
b—) Heu
c—) M —proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.

3-) I\7I((p,§,77,g), LP-kosimplektik  manifoldunun  proper kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

a—) M, mixed total geodezik altmanifolddur
b—) M, D™*-total geodezik altmanifolddur.
c—) M, D, - total geodezik altmanifolddur.
d—) M, anti-invaryant altmanifolddur.

e—) M, kontak pseudo-slant ¢carpimdir.

Bu sonuglar genisletilerek baska manifoldlar i¢in de denenebilir.
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